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RESUMEN

TiTULO: METODOS VARIACIONALES Y EL MODELO DE KELLER-SEGEL ESTACIONARIO.
AUTOR: SERGIO ANDRES JIMENEZ JEREZ [

PALABRAS CLAVE: ESPACIOS DE FUNCIONES, QUIMIOTAXIS, METODOS VARIACIONALES,
TEOREMA DEL PASO DE LA MONTANA, MODELO DE KELLER-SEGEL.

DESCRIPCION:

El sistema de Keller-Segel es un modelo de quimiotaxis que fisicamente modela la interaccion entre
un tipo de organismos y un quimico. Este modelo es descrito por medio de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales parciales con incognitas u y v, que representan la concentracion de células y la

concentracion de quimico, respectivamente. Mas especificamente, se considera el modelo

DiAu — xV - (uV¢(v)) =0en,

DoAv —av+bu=0enq,

ou Ov

— = — = 0 sobre 012.

ov  Ov
El objetivo de este trabajo es demostrar la existencia de soluciones fisicamente consistentes para
este modelo, esto es, soluciones clasicas positivas y no constantes. Para ello, tomando la funcion
¢(v) = v, se tiene que la primera ecuacion se cumple si u verifica la relacién v = ce??, asi, de la
segunda ecuacion vemos que el sistema es reducido a una Unica ecuacion en términos de v. Para

resolver dicha ecuacion tratamos un problema mas general, el cual esta asociado con el funcional

J.(u) = % <62/Qvu2dx+c/ﬂu2dx> —/QH(u)d:L'.

Es mostrado que obtener soluciones del problema diferencial es equivalente a mostrar la existencia

de puntos criticos de dicho funcional, para ello se hace uso del Teorema del paso de la montana.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jhean Eleison Pérez Lépez, Ph.D en
Matematicas.



Finalmente, de la teoria de los operadores elipticos concluimos que dichos puntos criticos son no

negativos y no constantes.



ABSTRACT

TITLE: VARIATIONAL METHODS AND THE STATIONARY KELLER-SEGEL MODEL []
AUTHOR: SERGIO ANDRES JIMENEZ JEREZ []

KEYWORDS: FUNCTION SPACES, CHEMOTAXIS, VARIATIONAL METHODS, THE MOUNTAIN
PASS THEOREM, KELLER-SEGEL MODEL.

DESCRIPTION:

The Keller-Segel system is a chemotaxis model that physically models the interaction between a type
of organisms and a chemical. This model is described by a system of partial differential equations
with unknowns « and v, which represent the concentration of cells and the concentration of chemical,

respectively. More specifically, the model is considered

D1Au— xV - (uVe(v)) =0inQ,

DyAv —av+bu=0inQ,

du  Ov

— = —=00n0N.

ov Ov
The objective of this work is to demonstrate the existence of physically consistent solutions for this
model, this is, positive and non-constant classical solutions. To do this, taking the function ¢(v) = v,
the first equation must be fulfilled if you verify the relation u« = ceP?. Therefore, from the second
equation we see that the system is reduced to a single equation in terms of v. To solve this equation,

we treat a more general problem, which is associated with the functional

J.(u) = % <62/Qvu2dx+c/ﬂu2dx> —/QH(u)d:L'.

It is shown that obtaining solutions to the differential problem is equivalent to showing the existence of

critical points of said functional, for this purpose the Mountain Pass Theorem is used. Finally, based

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jhean Eleison Pérez Lopez, Ph.D en-
Matematicas.
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on the theory of elliptical operators, we conclude that these critical points are not negative and are

not constant.
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INTRODUCCION

El modelo de Keller-Segel define el fendmeno biofisico de la quimiotaxis. Como bien
la palabra taxis define el movimiento de un organismo provocado por un estimu-
lo externo. Asi, quimiotaxis define la reaccién de un organismo provocado por un
estimulo quimico. Este tipo de comportamiento se puede ver en nuestro sistema in-
mune, cuando ingresa un virus e infecta un tejido muscular, los Neutréfilos un tipo de
leucocitos se ven atraidos al virus para repelerlo, este fenomeno es conocido como
quimio-atraccion el cual es el caso a estudiar. En el modelo a considerar usaremos
las funciones u y v representan la concentracion de células y la concentracion del

quimico.

Para un modelo de quimiotaxis se pueden presentar dos casos, quimio-repulsion
y quimio-atraccion como ya mencionado en el ejemplo. En el modelo biofisico, el
término que representa el efecto de la quimiotaxis se representa matematicamente
por xV - (uVe¢(v)), donde los casos a dar me lo definen el signo de la x, como es
para el caso y < 0, se modela un comportamiento en el cual las células se alejan
en direccion del gradiente del quimico, este se conoce como un modelo de quimio-
repulsion, en efecto para este trabajo se desea estudiar el modelo encontrado en[]
Por tanto, tenemos a y > 0, lo cual biofisicamente modela que las células se van a
sentir bien estimuladas o bien atraidas, asi, estas se dirigen en direccién al gradiente

del quimico, este caso se conoce como quimio-atraccion.

' Y. Kabeya y W. M. Ni. “Stationary Keller-Segel model with the linear sensitivity”. En:
Sdrikaisekikenkylsho Kokyuroku 1025 (1998), pags. 44-65.
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Como ya se menciond, el modelo de quimio-atraccion encontrado enE{viene descrito

por

DiAu— xV - (uVe(v)) =0 en,

DsAv —av +bu =0 en(, (1)
Ju Ov
Evia 0 sobre 012,

donde € es un subconjunto acotado de R? con frontera 92 suave, D, Dy, a,b > 0
son constantes, v es el vector normal unitario exterior a 92 y ¢ es una funcion suave
con ¢’ > 0 en (0,00), aqui las incégnitas son u y v. Biofisicamente, u representa la

cantidad de amebas y v representa la concentracién del quimico.

Volviendo a lo anterior, notemos qué modela mas exactamente la ecuacion. El tér-
mino Au se puede ver como V - Vu, el cual expresa el movimiento de la densidad
celular en direccidn de su gradiente, por tanto la primera ecuacion D;Au — xV -
(uVe¢(v)) = 0, describe la variacion de la densidad celular. Para el caso de la se-
gunda ecuacién esta puede verse como D;Av = av — bu, donde modela que v esta
generando quimico y u lo esta consumiendo, de donde tenemos que esta ecua-
cibn modela la variacidén del quimico. Cabe anadir, que los términos de la frontera
g—g = g—jj = 0, conocidos como condiciones de tipo Newman, su interpretacién indica

que tanto la « como la v se mantiene en el ambiente, en otras palabras no hay tras-

paso através de la frontera.

Consecuentemente, tenemos que (1) es un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales estacionario de tipo eliptico. Asi, para resolverlo es necesario usar técnicas
propias de esta rama de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), las cuales

incluyen los llamados métodos variacionales, y en particular el uso del Teorema del
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paso de la montana.

En los problemas de quimiotaxis el término ya mencionado xV - (uV¢(v)), vista
desde la teoria de EDP, es dificil de abordar. Para el caso en que ¢(v) = v es
posible hacer el cambio de variable u = \eP” y reducir el sistema a una sola ecuacién
diferencial para la variable v. Por lo tanto, para resolver el sistema basta con

resolver el sistema mas general

e?Au — cu+ h(u) =0 en,

u>0en, (2)
@ = () sobre 9f).
ov

Su formulaciéon variacional resulta tener una relacion con la derivada en el sentido

de Fréchet del funcional

Jo(u) = % (62/Q|Vu\2dx+c/ﬂu2da:) —/QH(u)da:,

donde H(z) = [; h(t)dt. Asi, puede ser verificado que resolver el sistema (2), es for-
malmente equivalente a encontrar un punto critico del funcional J., esto se lograra

haciendo uso del ya mencionado Teorema del Paso de la Montana.

Con base en lo anterior, el objetivo principal de este trabajo consiste en estudiar
la existencia de soluciones « y v del problema (1). Note que, matematicamente las
funciones nulas u,v = 0, son soluciones triviales que representan el caso en que
no hay células ni quimico, por otro lado, los casos en que u,v < 0 no tienen inter-
pretacidn biofisica. Por ello, para dar sentido fisico y no caer en el caso trivial se
buscan soluciones no negativas no constantes. Por lo cual se hace uso de la Teoria

de operadores elipticos, para descartar estos casos y asi tener solucién no constan-

14



te positiva.

Este trabajo esté distribuido en dos capitulos. En el primer capitulo, se introducen al-
gunos resultados preliminares sobre la teoria de espacios de funciones, entre estos
se encuentran los espacios de Holder, espacios de Lebesgue L?, espacios de Orlicz
y espacios de Sobolev. También se presentan algunas relaciones entre estos espa-
cios, incluyendo el Teorema de Trudinger. La parte final del capitulo esta dedicada
al conocido Teorema del paso de la montana. El segundo capitulo esta dedicado al
estudio del modelo de Keller-Segel. Inicialmente se reescribe el problema en un pro-
blema equivalente en términos de un operador entre espacios de Banach. Luego se
establecen algunos resultados preliminares para finalmente concluir la existencia de
solucion usando el Teorema del paso de la montafa. Adicionalmente es mostrado

que dicha solucion es clasica y no negativa.
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1. Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones, teoremas y demas resultados
preliminares que facilitaran la manera de abordar el estudio de las EDP. Se inicia-
ra con los espacios de funciones y algunas de sus propiedades. Alli se encuentran
los espacios de Lebesgue L?, espacios de Hélder, espacios de Orlicz y espacios
de Sobolev. También se presentaran algunas relaciones entre estos espacios, en
especial, la relacion entre los espacios de Sobolev y los espacios de Orlicz. Segui-
damente, se mencionan algunos resultados de analisis funcional para finalizar con

el enunciado del conocido Teorema del paso de la montana.

1.1. Espacios de Funciones
= Notacion

En el desarrollo de este trabajo el simbolo €2 denotara un dominio de R”, paran = 2,
esto es, un conjunto no vacio, abierto y conexo cuya frontera sera denotada por of2.
Un punto de R” es escrito como x = (x4, x9, ..., x,) Y SU norma euclidiana viene dada

por ||z||g.=(>"1, x?)l/z. El producto interno de dos vectores z, y en R™ es dado por

(z, 3/>Rn = Z?:l TiYi-

Sia = (o, s, ...,a,,) €S Una n—upla de enteros no negativos «;, se dice que a es un

multi-indice de “longitud”

al =a;+as+ -+ «, . Paraz € R" y a un multi-indice,
se define z® como z* := z{"z5* - - - . Similarmente, si D; = d/0x;, entonces D*

definido como

olal
DY — DM D% ... D —
=Ly Dy
T QarOny? - Qo

denota el operador diferencial de orden |a|. Note que D©00y = v,
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El simbolo V representara el operador gradiente, que es definido como

0 0
V . (8_3717 ceey aTﬂ) 5

Asi, para una funcién escalar f, V f representa el vector con i-ésima componente
of

8(Ei .
como

De la misma forma, A representara el operador Laplaciano, que es definido

82
esto es, si f es una funcion escalar, entonces Af = Z f

Para 1 < p < oo, p’ denotara su exponente conjugado Para 1 <p< o, p viene
dado por la relacion
1 1

-4+ = =1,
p p

y sip =1, entonces p’ = oo, 0 Si p = co entonces p’ = 1.

En general, para un espacio normado X se denota su norma como ||| . Si el espa-
cio X es de Hilbert denotaremos su producto interno como (-, -) -, (salvo el caso de
L?*(Q) que es denotado por (-,-)), y para el producto dual entre X’ (dual de X)y X,
se usara (-, ) x x-

Dados dos espacios de Banach X e Y, se dice que un operador lineal T : X — Y
es compacto, si para toda sucesion (z,),.y C X acotada, existe una subsucesion
(zn,) C (x,) tal que T (z,,) €s convergente.

Dados dos espacios normados X e Y, se dice que X esta inmerso continuamente
en el espacio normado Y, y se usa la notacion X — Y para designar esta inmersion,
siempre que X sea un subespacio vectorial de Y, y el operador identidad I definido
de X enY por Iz = z para todo x € X, es continuo. Debido a que I es lineal, esto

es equivalente a la existencia de una constante positiva M tal que

17



[ Tzlly < M||z|x.

Si ademéas se cumple que el operador I es compacto, entonces se dice que el
espacio X esta inmerso compactamente en el espacio normado Y, y se escribe

X << Y para designar esta inmersion.

1.1.1. Espacios de funciones continuas  Para cualquier entero no negativo &,
C*(Q) denotara el espacio de funciones f las cuales, junto con todas sus derivadas
parciales D*f de orden |a| < k, son continuas en Q. Abreviando C°(Q) = C(9),
ademas C*(Q) = N _,C™(Q). Los subespacios C.(2) y C>(2) estan conforma-
dos por todas las funciones en C(Q2) y C>(£2) respectivamente, que tienen soporte

compacto en €2, donde el soporte de una funcién ¢ es definido como

supp ¢ := {z € % ¢(x) # 0}.

Se define ahora C™(Q) (C(Q) para m = 0) como el espacio de todas las funciones f
para las cuales D“ f es acotada y uniformemente continua en €, paratodo 0 < |a| <

m. C™(Q2) es un espacio de Banach con norma definida como:

(e L= A D*f|.
1 llom @y Ogrﬂ%msgp\ /]

Por otro lado, dado un dominio 2 c R", decimos que la frontera 95} es de clase C*
si para cada punto z* € 99, existe r > 0y una funcién ~ de clase C*, v : R*! -+ R

tal que (después de redefinir y reorientar los ejes si es necesario) se tiene que

QN B(z*,r)={x € B(z",r);xn > v(x1, T2, ..., Tn_1) }

18



1.1.2. Espacios de Holder  Otro tipo de espacios de funciones son los llamados
espacios Hoélder, los cuales también son espacios de Banach. Para propiedades
adicionales sobre espacios de Holder (véase P). Sea Q2 c R abiertoy 0 < v < 1. El

conjunto de todas las funciones « : 2 — R tal que
u(z) = uly)| < clz —yl",

para algun ¢ € R, son llamadas funciones Hélder continuas de exponente ~. Si~y = 1,

entonces u es llamada lipschitziana.

Definicién 1.1 i) Siu:Q — R continua y acotada, definimos ||u|| c(a) €OMO

Jule) = sup u(z)]

ii) La~-ésima semi-norma de u : ) — R es definida como

iii) La~-ésima norma de u : 2 — R es definida como
[ullgon @)y = lulle@) + [Wlcoq (@)
Definicion 1.2 E/ espacio Hélder C*7 (), conk € N y 0 < v < 1 es definido como

Ck”y (Q) = {f € Ck (Q) ; |\u\]cm(§) < OO}

2 L. C. Evans. Partial Differential Equations. American Mathematical Society, 2010.
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donde
||u|‘cm(§) = Z ”Dau||0(§) + Z [Da“]coﬁv(ﬁ).

ol <k =k

Puede ser mostrado sin mayor dificultad que el espacio de Holder C*7(2) con la

norma || - [« ), €S Un espacio de Banach (véase H)

1.1.3. Espacios de Lebesgue  Se define en seguida los espacios de Lebesgue,
sobre los cuales se enuncian algunos resultados basicos que nos facilitaran el en-
tendimiento de espacios de funciones mas complejos. Una teoria general sobre es-
pacios de Lebesgue puede ser consultada en ﬂ

Sea Q) un abierto de R". Para 1 < p < oo, el espacio de Lebesgue L?(£2) es definido

como el espacio de todas las funciones medibles u : 2 — R tales que

lullzr @) = (/ IU(ﬂf)l”dx) < .
Q

Por otra parte, en el caso p = o, el espacio L>({2) se define como el espacio de

todas las funciones medibles u : 2 — R tales que

l|w|| oo () = supess |u(x)| < oo.
zeQ)

Sobre los espacios de Lebesgue se tienen los siguientes resultados:

= Desigualdad de Holder: Sean 1 < p,q,7 < oo tales que | + . = ;. Si f € L*(Q)

y g € LY(2), entonces fg € L"(Q2) y se tiene que:

1 fgllzr < I flle@)ll 9]l Loy

3 G. Follang. Real analisis: modern thecnics and theri applications. Printed in the United States of
America, 1984.
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= Desigualdad de Young: Sean 1 < p,¢,7 < oo tales que » + 1 = 1 + 1. Si

f e L’ (R")yge L1(R™), entonces la convolucién f x g € L" (R") y vale que

I1f = gHLT(R") < ||f||LP(]R") ||gHLtI(R”)7

donde

(fxg9)@)= [ flx—1y)g(y)dy.

Rn

» Para 1 < p < oo, el espacio LP(2) es un espacio de Banach.

Denotamos también por L} .(2) al espacio vectorial formado por todas las funciones

medibles f, tales que para todo compacto K C € se tiene que

J r@lds < .

Definicion 1.3 Suponga u,v € L} .(Q) y a un multi-indice. Decimos que v es la

«a-ésima derivada de v en el sentido débil si

/QuDangd:E: (—1)|“|/ﬂvgbdx,

para toda funcion ¢ € C2°(52).

Observacion 1 Se puede mostrar que en caso de que la derivada débil v de u exis-
ta, ésta es unica (salvo en un conjunto de medida nula), por lo tanto sera denotada

porv = D%u.

1.1.4. Espacios Orlicz A continuacién introducimos los espacios de Orlicz. Estos
espacios son una generalizacion de los espacios de Lebesgue y como se vera,
se cumple una relacion de inclusidén entre éstos y los espacios de Sobolev (véase

Teorema [1.15)). Esta relacion de inclusion es fundamental en nuestro estudio del
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problema (). Los resultados aqui presentados pueden ser consultados en ﬂ

Definicion 1.4 Sea ¢(t) una funcion real con valores reales, continua, convexa y
par, que satisface

h'mM—

h’m@ =0,

t—0 ¢ t—oo t

Entonces, la clase de Orlicz L,(Y) consiste en todas las funciones u = u(z) tales
que

/Q<b(u(x)) dr < 0.

El espacio de Orlicz L,-(£2) puede definirse como la envolvente convexa de L,(f2),

que junto con la norma de Luxemburg

ol =t { s [ 6 (42 o <1},

hacen al espacio L, (£2) un espacio de Banach.
Se dice que una sucesion de funciones (u,),.y C Lg-(€2) converge en media a
u € Ly () si

/Q¢ (up(z) —u(z))der — 0 cuando n — co.

Se llamara ¢(t), una funcion definitoria para L-(2). Si para dos funciones ¢(t), ¢(t)

tenemos que para cada A\ > 0 vale que

P(A)

i o)
entonces escribimos 1 < ¢.
De esto se sigue que si ¢ < ¢ entonces Ly-(£2) C Ly~ (€2). Ademas, si una sucesion

(un),en €S acotada en Ly-(€2) y converge en media, entonces (u,), .y COnverge en

4 N. S. Trudinger. “On Imbeddings into Orlicz Spaces and Some Applications”. En: Journal of Mat-
hematics and Mechanics 5 (1967), pags. 473-483.

22



Ly ().

1.1.5. Espacios Sobolev A continuacion definiremos los espacios de Sobolev.
Estos espacios son los espacios centrales en nuestro estudio de ecuaciones dife-

renciales parciales y en particular en la forma como abordaremos el problema ().

Definicion 1.5 Seak € N y 1 < p < oco. El espacio de Sobolev W*?()), se define
como el espacio de todas las funciones medibles u : ) — R, tales que para todo
multi-indice o con |a| < k, D*u existe y D*u € LP(S2). Sobre este espacio se define

la norma || - ||yr.»() como

1/p
(S JlDu @[ de) " 1< p < o0,

> jaj<k SUP €ssq [ D%l p = 0.

||u||W’“vP(Q) =

Observacion 2 Sip = 2 se usa la notacion especial
Wk2(Q) = H*(Q).
Sobre este espacio se puede definir un producto interno dado por

(U, v) () = Z /Do‘u(x) - D%(z)dz.

Q

Definicion 1.6 Seak € N y1 < p < co. Se define W}?(Q), a la clausura de C>* ()
en Wk»(Q). Esto es, u € WE*(Q) si, y solo si, existen funciones u,, € C>() con

m € N, tales que u,, — u en Wkr(Q).

Observacion 3 Como es usual, en el caso p = 2 se escribe
Wy*(Q) = H5 ().

23



Sobre los espacios de Sobolev se tienen los siguientes resultados basicos. Para una

mayor teoria sobre espacios de Sobolev (véase F).

Teorema 1.7 Paratodak € N y1 < p < oo, el espacio de Sobolev W"?(Q) es un

espacio de Banach.

Teorema 1.8 Seal < p < oo y suponga que u € W*»(Q). Entonces, existen funcio-
nes u,, € C*(Q) N Wk»(Q) tales que:

Uy, — u €N WHP(Q).

Teorema 1.9 (Aproximacion global por funciones suaves) Seal < p < oo y 0f) es
de clase C'. Suponga que v € W*r(Q). Entonces existen funciones u,, € C* ()
tales que

Uy, — u en WEP(Q).
Los dos teoremas a seguir muestran la relacion entre los espacios W™1(Q2) y LP(S2).

Teorema 1.10 Sea ) un dominio acotado de R" con frontera 05} de clase C*. En-
tonces

Wk (Q) < L (Q)

para todo p € [1, nﬁ‘iq] Si kg < n, y paratodo p € [1,00) si kq = n, esto es, existen

constantes C; y C, tales que

lull oy < Cilullyra@  ¥P € 0 2] sika<n,

HUHLP(Q) < Gy HUHWIWZ(Q) Vp € [q,00) Sikq = n.

Finalmente, si kq > n, cadau € W"?(Q) es igual c.t.p. x € Q a una Unica funcion en

Cc™(£2), con0 < m < (k—n)/q, y la siguiente desigualdad se mantiene

||UHC’"(§) < Cjs ||u||wk,q(Q) .
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Las constantes C,, Cy y C'3 en este teorema solo dependen de k, q, p y n.

Teorema 1.11 Sea Q) un dominio acotado de R"™ con frontera O} de clase C*, y sea
q € [1,00). Entonces
W (Q) —— LP(Q)

conp € [1,nq/(n—q)),Siqg<n,ypé€[l,00), siq=n.Finalmente, siq > n, entonces
W (Q) —— O(Q).

Finalmente, en este conjunto de inclusiones y desigualdades, presentamos la llama-

da desigualdad de Poincaré.

Teorema 1.12 Sea Q2 ¢ R™ un dominio acotado. Suponga v € W,*(Q) para todo

1 < ¢ < n. Entonces, se tiene la estimativa
[ullze) < Cl|Dullra).,

para todo p € [1,nq/(n — q)], donde la constante C' depende unicamente de p,q,n y

Q. En particular, para todo 1 < p < oo
[ullzriy < CllDul|Lr(y-

Dado que las funciones en los espacios L?(2) son definidas como clases de equiva-
lencia (iguales salvo en un conjunto de medida nula) y dado que para 02 de clase C*
se tiene que la medida de 052 es cero, en general no tiene sentido hablar de su valor
en la frontera. Por otro lado, en el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales
generalmente aparecen condiciones de frontera que las incégnitas del problema de-
ben verificar. El siguiente teorema permite dar un significado a dichas condiciones

de frontera cuando trabajamos en espacios de Sobolev.
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Teorema 1.13 (Teorema de la traza) Sea ) C R"™ un dominio acotado y suponga

que 092 es de clase C*. Entonces existe un operador lineal y acotado
T : WhP(Q) — LP(052),
tal que
i) Tu = ulpq Siu € WHP(Q) N C(Q),

i) || Tu || ey < C' || u lwrr(e),

para toda v € W'?(Q). La constante C' depende tnicamente de p y €.

Teorema 1.14 (Traza de funciones en W,”) Sea Q C R" un dominio acotado y

suponga que 95) es C*. Ademads, suponga que u € W'r(Q). Entonces,
u € Wy (Q) si, y solo si, Tu = 0 en 9.

En las inmersiones de Sobolev (Teorema es esperado que para kp = n tu-
viésemos que W*?(Q) c L* (), pero no es dificil mostrar que este no es el caso
(véase . Sin embargo, aunque las funciones en W*?(Q) no son necesariamen-
te acotadas, se tiene un control en su crecimiento. Ese es el asunto del siguiente

teorema (véase ).

Teorema 1.15 Sea () ¢ R"™ un dominio acotado con frontera 052 suave. Entonces
el espacio de Sobolev W*?(Q2) con kp = n, puede ser continuamente inmerso en el

espacio de Orlicz L-(£2) donde
o(t) =" 1,
Ademds, W*?(Q) puede ser continuamente inmerso en el sentido de convergencia
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media en toda clase de Orlicz L, (2) donde (t) < ¢(\t) para algin A > 0. La

inmersion en L, () para toda v < ¢ es compacta.

1.2. Operadores elipticos

En lo que sigue se introducen los operadores diferenciales de este tipo y se pre-
sentan algunos resultados de existencia y unicidad, asi como de regularidad para
ecuaciones diferenciales de tipo eliptico. Estos resultados pueden ser consultados

en[’],[fl Considere el operador diferencial L dado por

9*u . Ou

17 i
Lu=a (x)axiaxj + a'(x) oz,

+ a°(z)u, a’ = a’".

Establecemos las siguiente definiciones:
L es llamado eliptico en un punto x € Q si la matriz de coeficientes [a”(x)| es
positiva; esto es, si A(z) y A(z) denotan respectivamente el minimo y el maximo de

sus autovalores, entonces

0 <) [ < ) a¥(x)é; < Alw) [€]7,
i,j=1
para toda £ € R” — {0}. Si A > 0 en Q, entonces L es eliptico en , y estrictamente
eliptico si A > \g > 0 para alguna constante \q. Por otro lado, si A/\ es acotado en
(), decimos que L es uniformemente eliptico en (3.

En el resultado que sigue, también imponemos la siguiente condicion sobre los co-

5 P Grisvard. Elliptic Problems in Nonsmooth Domains. PITMAN PUBLISHING INC, 1985.

6 D. Gilbarg y N. S. Trudinger. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order. Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften, 2001.
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eficientes a' :

|’ ()|

<(C< oo, paratodoi=1,2,...,n, z € Q.
A(z)

El siguiente lema es una versién del llamado Lema de Punto de Frontera de Hopf

(véase ).

Lema 1.16 Suponga que L es uniformemente eliptico, a® = 0 y Lu > 0 en Q. Sea

xg € 0N tal que
i) u es continua en x,
ii) u(xg) > u(x) para toda x € €,
iii) OS2 es por lo menos de clase C*.

Entonces, la derivada normal exterior de v en xq, Si existe, satisface que % (x9) > 0.
Sia’ < 0ya/\ es acotado, se concluye lo mismo siempre que u (xy) > 0, y Si

u (z9) = 0 se concluye lo mismo independientemente del signo de a°.

. o n o i o n ; 0 0
Consideramos ahora el operador Au = 3/, - <a” (a:)%l;) +> i @' () g +ad (@),
donde las funciones a¥, a’ y a” son funciones suaves tales que a”/ = a’' y se verifica

que

n

D a(2)&8 < —al¢l,

2,7=1
para algin o > 0y paratodoz € Qy ¢ € R™.

Consideramos también el operador

" Ou
Bu = b
donde las funciones b son suaves y > | b'(z)v* # 0 en todo punto de 9.
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El siguiente teorema es un resultado de existencia y unicidad de solucién para pro-

blemas elipticos (véase P).

Teorema 1.17 Sea () C R™ un dominio acotado con frontera 0S) suave. Suponga

ademas que a’ > 3 > 0 enQ y que
b°b, = ") " b > 0 en Q.
=1

Entonces, para toda f € LP()) y toda g € W'=V/rr(9Q)), existe una dnica funcion

u € W?*P(Q) solucion de

Au = fenQ,

v (Bu+ byu) = g sobre 0.

Finalizamos esta seccion con un resultado de regularidad (véase P).

Teorema 1.18 Suponga 2, A y B como antes, y seau € W??(Q) tal que

Au = f € WFP(Q),

yBu = g € WHh=d=1/p2(9Q)),

entonces u € Wk+2r(Q).

1.3. Teorema del paso de la montaiha

A continuacién se introducen algunas definiciones necesarias para el uso del Teo-
rema del paso de la montafia de Ambrosetti y Rabinowitz, por lo cual nos vamos un
poco hacia la teoria de andlisis funcional, donde se presentaran algunas notaciones

antes junto a célculo en espacios de Banach en el cual esta la derivada en el sentido

29



de Fréchet, esta derivada aporta en gran parte, dado que garantiza la continuidad

de una funcion que sea Fréchet diferenciable. Esto puede ser encontrado en[’|

1.3.1. Calculo en espacios de Banach  Presentamos ahora la definicién de de-

rivada de Fréchet en espacios de Banach.

Definicion 1.19 Sea X un espacio de Banach con norma ||-||, U un abierto en X
y xg € U. Se tiene que una funcion f : U — R es diferenciable en el punto x, si
existe un funcional lineal continuo \,, : X — R (esto es \,, € X') y una funcién
definida para h € X suficientemente pequeno, con valores en R, tal que
lim ¢ (h) =0,
y tal que
f o+ h) = f(x0) + sy (h) + [Pl x ¢ (R) .

El operador )., si existe, entonces es unico, por lo tanto este es llamado la derivada
de f en zy y es denotado por f'(x¢) 0 Df(x).

Diremos que una funcion f : U — R es diferenciable, si es diferenciable en todo
punto del abierto U. Por otro lado, si la funcion f es diferenciable y la funcién [’ :
U — L(X,R) es continua, entonces decimos que f es de clase C"*.

Para f : U — R diferenciable, decimos que un punto xy € U es un punto critico de
f si f'(xg) = 0 (funcional lineal nulo). Por otro lado, un numero ¢ € R es llamado un
valor critico de f si f(x¢) = ¢ para algun punto critico =, € U.

Decimos que ¢ € C*(X,R), si ¢ : X — R donde X es un espacio de Banachy ¢ es
Cl.

7 D. G. Costa. An Invitation to Variatonal Methods in Differential Equations. Birkhauser Boston,

2007.
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Definicion 1.20 Decimos que un funcional ¢ € C' (X,R) satisface la condicion de
Palais-Smale si cualquier sucesion (u,) tal que ¢ (u,) es acotada y ¢' (u,) — 0

posee una subsucesion convergente.

Teorema 1.21 (Teorema del paso de la montana) Sea X un espacio de Banach y
¢ € C(X,R) un funcional que satisface la condicion de Palais-Slame, parae € X y
0 <r<l|e|ly tales que

a :=méx{¢(0),p(e)} < inf ¢(u):=b,

[[ul|=r

entonces

¢ = if sup o(y(t))
7€l tel0,1]

es un valor critico de ¢ con ¢ > b. Donde I" es el conjunto de caminos que une a0 y
e, es decir,T' = {v € C([0,1], X)|7(0) = 0,~(1) = e}.
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2. El modelo Keller-Segel

En este capitulo se hace la demostracion de existencia y positividad de una solucién
no constante del modelo ya mencionado previamente. Asi, se estudiara el siguiente

sistema de Keller-Segel

DiAu— xV - (uVe(v)) =0 en,

DyAv —av + bu = 0 en(), (3)
ou Ov
W 0 sobre 012.

En este trabajo consideramos ¢ como la funcién identidad, asi, la primera ecuacion

en (3) puede ser reescrita como:

1
DiAu—xV - (uVv) =V - {DluaVU —uxVov} =V - {DyuV(logu — DLU)} = 0.

1

Esta ecuacion es verificada, por ejemplo, si tenemos que logu — J-v = ¢1, con ¢
una constante. En este caso se tiene que u = ce?”, donde p = x/D; y ¢ > 0 es una
constante. Por consideraciones fisicas buscamos soluciones (u,v) positivas. Asi,

usando lo anterior en (3) se obtiene el siguiente sistema

DyAv — av + bee?” =0 en (),

v>0enctpll, (4)
ov
— = Q.
£y 0end

Por comodidad se escribira a (4) usando los siguientes cambios €2 = Dy/a 'y bc/a =
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A, para obtener

2Av — v+ A’ =0 enq,

v>0enctp, (5)
ov
— = Q
5 0 enof?,

cone,p, A > 0.

Observacion 4 Note que si tenemos una solucién v de (5), por medio de la relacion

u = ce?” se tendra una solucion (u, v) para (3).

El siguiente lema proporciona una condicidon necesaria si queremos obtener solu-

ciones no constantes de (5) (note que la solucion nula es (u,v) = (0,0) es solucion

de (3)

Lema2.1 Si tiene una solucién no constante, entonces la ecuacion t = \e?*

debe tener dos ceros.

Demostracion: Integrando (5), obtenemos

&?2/ Avdz + /(—U + Ae)dx = 0. (6)
Q Q
Usando integracion por partes (véase y la condicion de frontera se obtiene:
ov
/1Avdx— 1—dS—/V1-VUdJ:—0—O.
Q oo OV Q

Lo cual, concluimos que:
/(—v + Ae??)dz = 0,
Q

y como v no es una solucion constante, entonces debe existir un valor de ¢ > 0 tal

que —t + X\eP* < 0, es decir \e?' < t; De la misma manera también debe existir un
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valor de t tal que —t + \e?* > 0, es decir \e?* > t. Asi, existe un valor en el medio tal
que t = \eP'. Notese que para t = 0, tenemos que —t + Xe* > 0y paraunt >> 1
volvemos a tener que —t + Ae?* > 0. Asi, se obtiene que existe solo dos valores por

los cuales t = \ePt.

Observacion 5 Siu € C? (Q) es solucion de (B) y Q es el punto minimo de u en Q,
entonces Au(Q) > 0. Por lo tanto, —e2Au(Q) = —u(Q) + \eP@) < 0, lo que implica

que ming u > zy, donde z, es la menor solucion de —t + \e!* = 0.

Definiendo w = v — z, y usando que z, = AeP** se tiene que la primera ecuacion en
se transforma en

2Aw —w + zy (e’ — 1) = 0.

Asi, para resolver (5) es suficiente resolver el problema

2Aw — (1 — zp)w + 2y (e’ — 1 — pw) =0 en,

w > 0enf)
8_w = () sobre 012.
ov

Donde por consideraciones fisicas se buscan w > 0, Asi, tenemos un problema

modificado

e?Aw — (1 — zp)w+ 2, (" — 1 — pw), =0 enq,

w >0 enf), (7)
8_w = ( sobre 0.
ov
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Donde,

z (e =1 —pw), =2 (" —1—puwy)

Observacion 6 Note que dada una solucion w > 0 de (7)) es solucion de (5) me-

diante la relacion w = v — z,

Ahora, fijamos ¢ = 1 — z,p. Note que si \eP*» = z, tiene dos soluciones entonces ¢ >
0. De hecho, considerando la funcion ¢(t) = Ae*, su derivada ¢’ (z,) = pAeP*> = pz,
y como ¢ interseca a y = t transversalmente, se obtiene que pz, < 1.

Ahora, para solucionar primero consideremos el sistema de ecuaciones mas

general

e2Au — cu + h(u) = 0 enq,

u>0en, (8)
% = 0 sobre 091,
ov

donde € > 0y ¢ > 0. Para la funcion h(z) se imponen las siguientes condiciones:

hi) h:R — R, es localmente Hoélder continua con h(z) =0paraz <0y h(z) >0

para z > 0.
ha) h(z) = o(z) cuando z | 0.

h3) h(z)/z — oo cuando z — oo. Por otra parte, existe a > 0y 3(z) con 5(z)/z* — 0

cuando z — oo tal que

h(z) < ae?® para z > 0.
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hy) Sea H(z) = [, h(t)dt. Entonces existe oy > 0y 0 € (0,1/2) tal que

H(z) < 0zh(z) si z > a.

hs) v = inf{cz?/2 — H(z)|z € Z} > 0, donde Z = {z > 0; h(z) = cz}.

Mostremos que Z # (. Sea f(z) = h(z)—cz, como la funcién h(z) es Holder continua
entonces f(z) es continuay ademas f(z) = z(h(z)/z — ¢). Por hy) tenemos que para
0 < z << 1, es decir, para z muy cercanos a 0 pero diferentes de 0, f(z) < 0. Por hs)
para z >> 1, es decir, para z muy grandes, tenemos que f(z) > 0, entonces existe
zp > 0 tal que f(z9) = 0. Asi h(z) = czp.

Observemos que zy (e’ — 1 — pw),, satisface h;) — hs), la cual verifica que
2 (e —1—pw), =2 (" —1—puw,)

Consecuentemente, por hy) nuestra funcion es localmente lipschitz y por tanto es
localmente Hoélder continua.
Notese que por h,), debe cumplir que z (e? — 1 — pw), = o(w) cuando w | 0; Por

tanto, usando LHopital se tiene que

zy (ePY — 1 — pw
tim 2 s _y
w—0 w

Para h3), es claro que 2y (e? — 1 —pw), /w — oo cuando w — oo, y ademas existe

a =z, >0,y para g(w) = pw se tiene que
zy (™ =1 —pw), < ae’™) | para w > 0.

Para h,), sea 6y € (0,1/2). Asi, para a; = z,/p > 0,y 8 = min{6y, z\p/2} se cumple

la desigualdad.
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Notese que para hs), se tiene que ¢ = 1 — z,p, y dado que usamos w > 0, nuestro

h(w) = z\(e’™ — 1 — pw), de donde se concluye que

Se busca un w tal que h(w) = cw, entonces
23eP — 2\ — zypw = (1 — zyp)w,

Asi, w = z,(e"™ — 1), donde se tienen dos soluciones, cuando 1 — zyp > 0, w =0y
una cuando w; > 0. Por tanto, despejando e’*, tenemos que e’* = %j*

Consideremos ahora a la funcién g(w) definida como

CU)2

g(w) = -~ H(w)

Note que buscamos que el inf g(w) sea positivo, asi definiendo la funcién f(w) =
2pg(w) , denota que el inf g(w) > 0 es equivalente demostrar que el inf f(w) sea
positivo. Por tanto

fw) = pw? — 2z5eP"” + 2pzaw + 22y

y usando que e’* = %j* tenemos que
f(w) = pw* + (2pzy — 2)w = w(pw + 2(pzy — 1)).

Nétese que la funcién f(w) tiene dos ceros, w = 0y wy = % Para concluir solo

basta mostrar que w; > wy, 0 equivalentemente, que

wy > zy\(eP? —1);
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esto es,

201 — 2(1—zyp)
( Z)\p) > 2 <€p p)\l’ _ 1)
p

si, y solo si,
2(1 — zyp) — 2xp(e23=P) — 1) > 0.

Definiendo ahora p(t) = 2 — t — te?171), se tiene que p(1) = 0y como zp < 1 sigue
que p(z,p) > 0 de lo cual se sigue que

2(1 — zyp) — 2p(e2=P — 1) > 0,

asi tenemos que w; > w,. Consecuentemente, inf f > 0y por tanto inf g > 0. Asi
dado v = imf{¢%* — H(w)|w € Z} > w, > 0, concluimos.
O

Observacion 7 Como se pudo ver, la funcion (e’ — 1 — pw), satisface hi) — hs).
Asi, es suficiente demostrar la existencia de solucion en (8) para concluir la existen-

cia de solucién para el sistema (7).

Para resolver el sistema vamos a establecer su formulacion variacional. Para
esto, suponemos que u es una solucién clasica y multiplicamos la primera ecuacién

por una funcién test # € C> (Q) para obtener

52/Au9dx—c/u@dm+/h(u)9d$:0.
0 0 0

Usando integracion por partes y la condicién de frontera, se obtiene

82/ Vu-Vodx + c/ ufdx — / h(u)fdz = 0. (9)
Q Q Q

Asi, si u resuelve entonces v resuelve su formulacion variacional. Note que la

ecuacion (9) tiene sentido bajo condiciones mucho menos restrictivas sobre las fun-
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ciones u y 6.

Definimos ahora el sentido de solucién débil para nuestro problema.

Definicion 2.2 Decimos que u € H'(2) es una solucion débil de (8) si vale (9) para
toda§ € H'(Q).

Con el objetivo de mostrar la existencia de solucion débil para (8) se usara el Teo-
rema del paso de la montafia. Para esto, en lo que sigue, denotaremos como E el

espacio de Hilbert H'(Q) con norma dada por

1/2
l|lu| == (82/ ]Vu]2dx+c/u2d:c> .
Q 0

Definimos el funcional J, : E — R como

J.(u) = % (52/0\Vu|2d:v+c/9u2d:c) —/QH(u)dx, (10)

Jo(w) = Sl - / H(u)de.

esto es,

Ahora, demostremos que en efecto .J. es C'. Para esto mostraremos que cada cada

funcién que sigue a continuacion es de clase C'. Definamos las siguientes funciones

2/ |Vul*dz,
Q
/u2da:,

2 Jo
Jo(w) = /Q H (u)dz.

Jl(u) = %8
Jo(u) = 1c

39



Se tiene que

T(u+v) — Ji(u) = -g /|Vu+v 2 — /|Vu| dz

1
= -¢ /(|Vu+VU|2—|Vu| )dx
2 Ja

1
= —52/2Vqu+]Vv|2dx
2 Ja

1
= 62/Vqudx+—62/ |Vv|*dx
Q 2 Ja

1
= 52/Vqudx—|——€2/ ]Vv]2dxM.
a 2" Ja o]

/Q Vol? = [ Vol% < kllo]

Note que

con k constante. Por lo tanto

g2 Vol?dx
Tl Vel < ol = o
[l -0 2||v|| ol

Asi para J;(u) tenemos que

Ji(u)v = 82/ Vuvdz.
Q

Calculemos ahora la derivada de J,(u). En este caso,

1 1
Jo(u+v) — Jo(u) = 50/(u—|—’u)2da:— éc/u%lx
0 0
= /(2uv +v?)dx

- /uvdaz | e
= o [wdes§ [ v
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Asi,

/ o = ol < Hllo].
Q

¢ Jov’

lim
lv]|—0 2||v||

Por lo tanto,

“lloll < lon Kfol| =o.
ol =0

Concluimos que para J,(u)

T(w)(v) = ¢ /Q woda.

Ahora para Js(u), se demostrard que su derivada es

/Q h(u)vda.

En efecto,
Jo(u+v) — Jy(u) = /QH(quv)dx—/QH(u)dx
- /Q (H(u+v) — H(u)) dz
= /Qh( J(u~+v—u)dr
= /Qh(ﬂ) / v+/ﬂh
- /Q(h(ﬂ vdaz+/ﬂh
Sea

<=
=
I
S~

(h(@) — h(u))vdz,
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Entonces

o s (fo-sora)” ([ )"

= [|h(@) — h(u)||z2]lv]| 22
< d[h(a) = h(u)lz2v]-

Luego
¥ (v)]

0<
o]

< cl[h(u) = h(u)| L>-

Note que solo falta mostrar que ||h(u) — h(u)|[2 — 0 cuando v — 0. Suponiendo por
el absurdo, existe (v,) C E, tal que v, — 0y ||h(u) — h(u)||L2 > € > 0.

Como (v,) es acotada, podemos tomar una subsucesion que converge debil en E
y fuerte en L3y c.t.p para 0. Asi, h(u) — h(u) c.t.p y por el Teorema de Trundinger

|h(w)]| s < ¢, que no depende de (2. Por lo tanto,
[ () = h(u)|> — 0.

(]
De forma que J. que es un funcional de clase C! y su derivada de Fréchet en el

vector v verifica

JL(u)v :52/Vqudx+c/uvdx—/h(u)vdx,
Q Q Q

para toda v € H'(2). Asi, puntos criticos no negativos de J. son soluciones débiles

de (8), dado que solucionan su problema variacional.

Teorema 2.3 Bajo los supuestos de hy) a hs), existe una solucion no constante no
negativa u. de (8), siempre que ¢ > 0 sea suficientemente pequefio. Ademas, u.
satisface

Jo(uz) < Cpe?,

42



donde C, > 0 depende tnicamente de ) y h.

Para la demostracion del teorema necesitamos dos lemas tomados y adaptados de

ElyFl Para lo que sigue, definimos ¢ como

e 2(1—eYaz|) silz| <e,
() =
0 si |z] > e.

Lema 2.4 Para todo s > 0. Se tiene que

/ ()] = Ke209), / Ve(a)Pde = me,
Q Q

donde

Demostracion: Veamos primero que

/ ()" dx = K2,
Q

Note que

/ o(o)l'de = / o(o)|da
Q |z|<e
:/ e 2(1 — e Y a|)*du.
lz|<e

8 L. Niy Takagi. “Large amplitude stationary solutions to a chemotaxis system”. En: Journal Diffe-
rential Equations 72 (1988), pags. 1-27.

9 A. Ambrosetti y P. H. Rabinowitz. “Dual Variatioal Methods in Critical Point Theory and Applica-
tions”. En: Joournal of Functional Analysis 14 (1973), pags. 349-381.
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Haciendo cambio de variable z = %, y usando el Teorema del cambio de variable

obtenemos

/ e (1 — e Ha|)*dr = 5_25/ (1—|z])%e%dz.
|z|<e

|z]<1

Ahora, usando coordenadas polares deducimos que

2m 1
82(1—s)/ (1—|2])°%dz = 52(1—5)/ / (1 — p)°pdpdb.
|z]<1 0 0

Asi,

1
/ lp(a)*dz = 2me1 ™) / (1— p)*pdp = K219,
& 0

Ahora veamos que
/ IVo|?dr = me™.
Q

Dado que Vo = (¢,, ¢y,), tenemos que para = = (z1,22), p2, = (e '18)?y 2 =

||

e (e 12)2 Asi, [Vo2 = 2 + @2 = e % para |z| < ey |[Vy[> = 0 para el caso

||
/ IVol2dr = / e 0dx = e
Q lz|<e

Para el lema que sigue, sea g(t) := J.(tp) para t > 0.

contrario. Asi,

Lema 2.5 Existent,,t, con0 < t; < t, tales que
1. ¢'(t) <0 parat, <t,
2. g(t) < 0 parats < t.

Demostracion: Para o € (0, 1), definimos el conjunto Q, = {z € Q;¢(z) > ge?}.

Afirmamos que existe o tal que

2, 1 )1 2de
| ve@rtae =5 [ jote)2ae
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De hecho, note que ¢(z) = oe2 si |z| = (1 — 0)e. Asi,

/ o()]2de = / o(o)Pda
Qo lz|<(1—0o)e

(1-o0)e )
= 5_527r/ (e —r) rdr

[e=]

(1—o)e
= 5_627r/ e2r — 2er? 4 r3dr
0

_ 6or <52(1 —20)252 2e(1 —30)353 . (1 _Z)4€4>
= 2r(1—0)’ (% - 2(13— o)  ( —40)2) |

Por otro lado, del Lema 2.4 con con s = 2, tenemos que

2
/Q lp(x)|2dx = 5—2%

Luego, o es determinado por la relacion

1oop (J- 2z Loy 1
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Ahora, demostremos 1. Note que por regla de la cadena, tenemos que

g@t) = Ji(te)y
= t/ﬁ(e2\Vg0|2—|—902) da:—/gh(tgo)goda:

= t(*me™t + Koe %) — / h(ty)edz
Q
= te i (m+ Ky) — / h(tp)pdz.
Q

Por h3), dado R > 0, existe My tal que h(z) > Rz si z > Mg. Sea ; = {z €
Q; o(x) > Mg/t}, entonces 2, C Q; si Mg/t < oe2y asi,

/Q Wto(@)p(o)de > / Bt () () de
> Rt /Q (o)) 2dz
- R / (o)) *dx

-2

g

Por lo tanto, para t > Mp/cc~? se tiene que

K.
gt) <te? <7r + Ky — R72) :

En consecuencia, tomando R; suficientemente grande tal que = + K, — R; %2 < 0,
tenemos que ¢'(t) < 0sit > t; := Mg, /oc™2.
Ahora, demostremos 2. Para R > 0, de h3) se sigue que podemos encontrar My > 0

y mg > 0 tales que si z > Mg, entonces

R2
H(Z)ZTZ—mR.
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Asi, con 2; como antes, tenemos la estimativa

/Q Htp()de > [ Htp(x))de

Q

> R / ((x)) 2d — |
Qo
t2
> RTK2€2—\Q1|WR
t2
> R—K2€*2—\Q\mp“

4
Siempre que t > Mp/oe2. Del Lema llegamos a que

1272 1272
5 (m+ Ky) —

t2e2 K
— z (W + Ky — 723) +|Qmag.

g(t) < KyR + [Qmpg

Tomando R, tal que n+K,—£2R, < Oy ttalquet > Mg, /oe 2y t* > 2|Q|mp,e?/ (52Ry — m — K.
obtenemos

g(t) < 0.

Demostracion del Teorema 2.3
Vamos a mostrar la existencia de un punto critico del funcional J.. Para ello haremos
uso del Teorema del paso de la montana. Como ya se ha mencionado J. — R es de

clase C' con J.(0) = 0. Adicionalmente debemos comprobar lo siguiente:
i) J. satisface la condicione de Palais-Smale.

ii) Existen p > 0y 8 > 0talque J.(u) > 08i0 < |jul| < py Je(u) > 5 > 0 si

lull = p-

iii) Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe una funcion no negativa o € E'y

constantes positivas Cy y t, tales que J. (top) = 0y J.(tp) < Coe.
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Note que los items ii) y iii) implican que ||top| > p y que

0 =méax{J. (0), J: (top)} < 5 < inf J.(u).

llull=p

Asi, por el Teorema del paso de la montafia Teorema [1.21] existe un valor critico c.
para J. tal que ¢, > 5 > 0. Adicionalmente, dado que p(t) = (1 — t)ty €s un camino
que une a 0y typ, por iii) concluimos que c. < Cye?. Por otro lado, note que siu € F,
entonces u € L4(Q)) (Por Teorema y h(u) € L1(Q2) (Por Teorema [1.15y h3)).
Asi, del Teoremamsigue que los puntos criticos de J. son elementos de W24(2)
para todo 1 < ¢ < oo y por otro lado, del Teorema[1.18|sigue que los puntos criticos
de J. son entonces elementos de W*4(Q2), y en particular elementos de C?(12).
Vamos a mostrar ahora que los puntos criticos obtenidos son no negativos. De
hecho, suponga que minu < 0, entonces, existe 7, € Q tal que u(zg) = minu.
Si zp € Q, entonces Au(xy) > 0 pero dado que h(u(xg)) = 0, tendriamos que
e?Au(zg) = cu(rg) < 0, lo cual es absurdo. Ahora, suponga que =, € 052, enton-
ces existe una bola abierta B C Q tal que zy € 0B Yy u(zy) < u(x) < 0 en B. Asi,
e?Au = cu < 0 en B,y por el Lema concluimos que % (xg) < 0. lo cual es
absurdo.

Para negar la posibilidad de que los puntos criticos correspondientes al valor critico
c. sean constantes, note que si « > 0 es una solucion constante (z = 0 no puede

ser punto critico correspondiente a c.), entonces

J.(7) = %c /Q wdr — /Q H (@) Gmﬁdaz - H(u)) Q)

1
> inf {ﬁcuzdx - H(u)} 1 =~1Q] > 0.

ue”z

Asi, para obtener puntos criticos no constantes basta tomar ¢ > 0 tal que
Coe? < v|9Q].

Vamos ahora a probar i) — iii). Para mostrar i), sea (u,,) C E una sucesion, tal que
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|J-(um)| este acotado y tal que J.(u,,) — 0 cuando m — oo. Entonces

1

d > J(um) = =||uml* — (/ H(uy,)dx +/ H(um)dx)
2 {z€Qum (z)<oan} {z€Qum (z)>a1}

1

el =6 [ Yt

2 {2€Qum(2)>a1}

1
—||um||2—c—0/ Aty )t dt.
2 Q

v

v

Por otro lado, para m suficientemente grande, tenemos que
=L (um)v < | (um)v] < [T (um) L [v]] < [Jo]]-

De esto,
—52/ VumVde—c/umvdx+/ h(up)vdz < ||v|.
Q 0 0

Tomando en particular v = u,, tenemos

Nl + / Bttt < [t
Q
Por lo tanto
=6 [ hu ) = =0l = ]
Q

lo cual implica
1
02 (5= 0) luml? = c = .

Como 1 — 6 > 0, la desigualdad anterior implica que (u,,) es acotada en E'y por lo

tanto existen una subsucesién, nuevamente denotada (u,,), y un v € E tales que

(un) — u en el sentido débil. Como E < L*(Q), (u,,) €s convergente en el

sentido fuerte en L?, existe una subsucesion, nuevamente denotada (u,,) tal que

(um) — u para casi todo z€ 2y como h es continua, se sigue que h (uy,, ) — h(u)

para casi todo z€ Q. Por otro lado, del Teorema y el hecho de que || < o, se
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sigue que |, ewn)’dr < K con K independiente de m. Con esto, por h3), concluimos

que ||h (un) ||z < ¢, donde ¢ no depende de m. Por lo tanto (véaseﬁ)
/ [h (u(2)) — h(u(z))]!de — 0, paral < ¢ < 2.
Q

Ahora, considere el funcional f(u) = [, H(u)dz con derivada de Fréchet f'(u)v =
J h(u)vdz. Por el Teorema de Representacion de Riesz (véase B) existe un unico

T(u) € E tal que f'(u)v = (T'(u),v). Asi, T: E — E con1 < q < 2vale que

|7 () =TIl = [1f* (i) = f' ()|

sup

AN
n
=
S
=
S
g
=
£
=
=
=
Q\

< c|lh(um) — h(u)||ra — 0.

Finalmente, vamos a concluir que la subsucesion (u,,) es convergente. Sea VJ.(u,,)
el unico elemento en F tal que J.(uy,)v = (VJ.(u,),v) para toda v € E. Se sigue

entonces que
(VIe(upm),v) = J(tm)v = (U, v) — (T(uy),v) Yv € E.

Esto es,
VJe(tm) = tm — T ().

Como VJ.(uy,) — 0y T(u,,) — T(u), concluimos que (u,,) converge.
Para mostrar ii), note que por hs) se tiene que dado € > 0, existe § > 0 tal que

|H(z)| < &|z|? si |z] < 4. Por otro lado, de h;) tenemos que |H(z)| < cpe®* 23, para
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|z| > 4. Asi,

/]H(u)\d:c _ / \H(u)|d:c+/ |H ()| d
Q {reQ;lu|<d} {reQ;|u|>6}

< / %]u|2das+/ e P d
{ze|ul<d} {ze|ul=6}
< 5/ qux+c2/eclu2u3dx
Q Q
2
< Ellullzs + calle™ [z, flu?l 22
L\ 2
S e e
0
L\ 2
< Zeslul* 4 ey (/ et dx) [l
0

Por el Teorema [1.15] existe una constante ¢; > 0 suficientemente pequena tal que

para toda u € E con ||u|| < ¢5. Entonces,

D\ 2
(/6201“> dr < K,
Q

para K > 0 constante. Asi,
[ 1H@lds < Zeallu? + ol
Q

para toda u € E con ||u]| < ¢5. De lo anterior se sigue que

L = gl = [ s

1 -
> Ll = Seallul? = el
1 -
> (5—6@>HMP—cNuW-

Tomando & > 0 tal que  — ¢ > 0 concluimos que, para ||u|| suficientemente peque-
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na, tenemos que

J. > 0.

Por lo tanto, existen p > 0y 5 > 0 tales que J.(u) > 0si 0 < |jul| < py ademas
J-(u) > B > 0paratodau € E con |ju| = p.

Ahora vamos a demostrar iii). Sea g = g(t) como en el Lema [2.5] Por la parte ii)
se tiene que ¢(t) > 0 para 0 < t << t;. Luego, del Lema [2.5 concluimos que existe
to > 0 tal que g(ty) = 0. Adicionalmente se tiene que

mixg(t) = mix g(t)

g (%t%? (7 + ) — /Q H(t<p(x))dx)

0<t<ty

1 1
< max —t2€72 (7'(' -+ KQ) = 515%572 (7T + KQ) .

0<t<ty

Ya que t; = Mg,e®/o, obtenemos que méx g(t) < ME (7 + K)e*/(20?). Por consi-
guiente, existe una funcién no negativa, en nuestro caso es la ¢ definida al inicio.
Claramente, por como esté definida ¢ € E y siendo Cy, = M}, (7 + K3) /(20?), con-

cluimos la demostracion. O
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