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RESUMEN

TITULO: TEOREMA DE GOODSTEIN
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PALABRAS CLAVE: TEOREMA DE GOODSTEIN, JERARQUIAS DE CRECIMIENTO RAPIDO,
FUNCIONES RECURSIVAS, ARITMETICA DE PEANO.

DESCRIPCION:

En 1944 R.L. Goodstein' defini6 para cada natural » una sucesion (n), para la cual sus términos se hacian
cero. Esta sucesion permite definir la funcion de Goodstein G(n) como el menor & tal que (n); = 0 para
cada n natural. Goodstein mostr6 que no puede ser probado en la Aritmética de Peano que G sea total.
En 2007 A. Caicedo? ofrece una féormula de la funciéon de Goodstein usando jerarquias de funciones de
crecimiento rapido ademas de concluir el mismo resultado de Goodstein como un corolario de la teoria de
las funciones de crecimiento rapido.

En esta tesis profundizamos en el articulo de A. Caicedo ofreciendo una demostracion detallada a cada
uno de los teoremas que aparecen en el articulo mencionado.
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Introduccion

En 1944 Reuben Louis Goodstein definié para cada natural n una sucesion (n), de la
siguiente manera:

= (n); es n escrito en su representacion completa base 2 (la definicion precisa se
dara en la seccién 1.2).

= (n), es el nUmero que se obtiene sustituyendo en (n); cada 2 por un 3 y después
se le resta 1.

(n)3 es el numero que se obtiene sustituyendo en (n), cada 3 por un 4 y después
se le resta 1.

= Se continla recursivamente.
Veamos un ejemplo, tomemos n = 21 y obtenemos la sucesion.
 (21); =21 =22 +22 41
m (21), =3+ +1—-1~7,6x 10"
m (21)3 =4 +4* 1 =4 +43.34+42.3+4-34+3~1,3x 10"

m (21)y=5"4+5-3+52-34+5-3+2~1,9x 1028

¢, Es posible que la sucesién llegue a cero si se continda iterando indefinidamente?
Goodstein probd que, sin importar el niUmero inicial n € N, siempre existira un nimero
k tal que (n), = 0. Este resultado es conocido como el teorema de Goodstein y permite
definir la funcion G(n) como el menor £ tal que (n), = 0 para cada n natural. Esta funcion
se llama la funcién de Goodstein. Veremos una demostracion en el Capitulo 1 de que esta
funcion es total. El argumento consiste en asociarle un ordinal oy, a cada término (n), de
la sucesion de Goodstein de tal manera que la sucesién de ordinales sea decreciente y
por el buen ordenamiento llegue a cero.

La importancia del teorema de Goodstein en parte se debe a que ese teorema no es
demostrable en la aritmética de Peano (PA). Mas precisamente, PA no demuestra que G
es total. Haremos a continuacion algunos comentarios para explicar lo que esto significa.
Los axiomas de la aritmética de Peano (PA) son una formalizacion de la aritmética
(usual) de los nimeros naturales, con las operaciones de suma y multiplicacion y ademas
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incluye el principio de induccién. Caicedo, “Goodstein’s function” (2007) comenta que la
aritmética de Peano es una teoria equivalente a tomar la teoria de Zermelo-Fraenkel
(ZFC) (que es la axiomatizacion estandar de la teoria de conjuntos, incluyendo el axioma
de eleccion), eliminar el axioma del infinito (existe un conjunto inductivo) y reemplazarlo
por su negacion (todo conjunto es finito, es decir, todo conjunto es equipotente con un
numero natural). A pesar de esta restriccion, la aritmética de Peano es lo suficientemente
poderosa para codificar algunos conjuntos infinitos; por ejemplo, cualquier ordinal menor
a ¢, es formalizable dentro de PA; un enunciado que no es demostrable en PA, debe
contener un uso explicito del axioma del infinito en su demostracion.

En el afio 1982 Kirby y Paris? dieron la primera prueba de que el teorema de Goodstein
no es demostrable en PA. Mas adelante, en 1983 Cichon 3 y Caicedo 2 en 2007 dan
pruebas alternativas del resultado de Kirby-Paris. Ambas demostraciones usan jerarquias
de funciones de crecimiento rapido. Estas jerarquias son familias de funciones ®,,, para
a < g9, que estan definidas por recursion. Su importancia reside en que toda funcién
recursiva definible en PA esta eventualmente dominada por alguna ®,,. Este es el criterio
usado por Caicedo para mostrar que G no es demostrablemente total en PA. En efecto,
Caicedo (ver Teorema 3.5.1) usa la jerarquia de Lob-Wainer, {®, : a < &}, para expresar
la funcion de Goodstein de la siguiente manera:

G(n) = Cay (Pas (- - (Pa(3)))) = 2,

donde los ordinales «; dependen de la representacion en base 2 de n y crecen a medida
que n aumenta. Esta férmula indica que G no esta eventualmente dominada por ninguna
®, y en concecuencia en PA no se puede demostrar que G es una funcion total. Pero
como veremos, la demostracién de que G es total se puede hacer en teoria de conjuntos.
El objetivo de esta tesis es estudiar el articulo de Caicedo. Este trabajo esta estructurado
como sigue. En primer lugar se demostrara el teorema de Goodstein que da lugar a la
definicion de la funcion de Goodstein G. Ademas de presentar diferentes variaciones.
En segundo lugar, se mostrara que la funcion de Goodstein es recursiva. Y por ultimo,
siguiendo el trabajo de Caicedo mostraremos que la funcion de Goodstein se puede

o es el primer ordinal « tal que a = w?, ver la Definicién 1.1.9.

J Kirby L. y Paris. “Accessible independence results for Peano arithmetic”. En: Bulletin of the London
Mathematical Society 14.4 (1982), pp.285-293. DOI: 10.1112/blms/14.4.285.

E Cichon. “A Short Proof of Two Recently Discovered Independence Results Using Recursion Theoretic
Methods”. En: Proceedings of the American Mathematical Society 87.4 (1983), pags. 704-706. URL:
http://wuw.jstor.org/stable/2043364 (visitado 05-02-2024).


https://doi.org/10.1112/blms/14.4.285
http://www.jstor.org/stable/2043364

describir usando las jerarquias de Léb-Wainer y Hardy. Obtendremos como corolarios los
resultados de Kirby-Paris y Cichdn. Esta tesis contiene una explicacion bastante detallada
de los resultados de Caicedo, especialmente dificil result6 completar los detalles de la
prueba del Lema 3.4.10 que tiene su propia seccion debido a su extension y complejidad.



1. Teorema de Goodstein

El objetivo principal de este capitulo es presentar la demostracion del teorema de
Goodstein, para ello es necesario, a manera de introduccion, definir las nociones basicas
de los numeros ordinales. En este capitulo ademas veremos las distintas formas de
definir una sucesion de Goodstein.

1.1. Aritmética ordinal y la forma normal de Cantor

Decimos que un conjunto « es transitivo si cada elemento de « es un subconjunto de «,
en otras palabras, un conjunto es transitivo si y solo si paratodo = € a,z C «. Un ordinal
es un conjunto transitivo y bien ordenado bajo la relacion €. Los nUmeros naturales son
ordinales, ademas w = N también es un niumero ordinal.

Si « es un ordinal, denotamos el sucesor de « por o + 1 definido por:

a+1=5(a)=aU{a}.

Si a es un numero ordinal, entonces S(«) es a su vez un numero ordinal.
Un numero ordinal « es llamado ordinal sucesor si « = § + 1 para algun g ordinal. De
otro modo es llamado un ordinal limite.

Nota 1.1.1. w es el primer ordinal limite.
Definicion 1.1.2. Para todo par de ordinales «, 3 definimos o < 3 si y s6lo si a € 3.
A continuacion definimos la suma de ordinales.
Definicion 1.1.3. Para todo ordinal j3,
(a) 5+0=p4.
(b) 5+ (a+1)=(8+«a)+ 1 para todo .
(c) B+ a=sup{B + 7|y < a} para todo ordinal limite o # 0.
La suma de ordinales no es conmutativa.

Ejemplo 1.1.4. Sea m < w. Siguiendo la definicion de la suma para ordinales m + w =
sup{m + njn < w} = w. Por lo anteriorm + w # w + m.

El siguiente lema muestra que es posible definir la resta de nimeros ordinales.
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Lema 1.1.5. Hrbacek y Jeck *
Sia < B entonces existe un unico numero ordinal ¢ tal que o + £ = 5.

Ahora podemos definir la multiplicacion de ordinales de la siguiente manera.
Definicion 1.1.6. Para todo ordinal 3.

(@) g-0=0.

(b) B-(a+1)=p-«a+ [ paratodo a.

(c) B-a=sup{B-v|y < a} para todo ordinal limite o« # 0

Ejemplo 1.1.7.

B-2=1+1)=8-14+8=0+0.
B-w=sup{B n|n €w} =sup{B,B+8,8+8+8,...}.

En particular
2-w=w

w-2=w-+w,

lo que muestra que la multiplicacion en general no es conmutativa.

Lema 1.1.8. Hrbacek y Jeck Hrbacek, Introduction to Set Theory
Los ordinales cumplen la propiedad distributiva

a-(f+y)=a-fta-y
La exponenciacion de numeros ordinales se define a continuacion.
Definicion 1.1.9. Para todo S,
(a) 8°=1.
(b) 3>t = B> .3 para todo a.
(c) B* =sup{5?|y < a} para todo ordinal limite o # 0.

Ejemplo 1.1.10. 5 = sup{5"|n € w}, en particular n* = sup{n™|m € w} = w para
cualquiern € w

4 T. Hrbacek K. y Jech. Introduction to Set Theory. Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics. M.

Dekker, 1978. URL: https://books.google. com.co/books?id=KvnuAAAAMAAJ.
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Las funciones suma, multiplicacién y exponenciacion son continuas.

Lema 1.1.11. Hrbacek y Jeck Hrbacek, Introduction to Set Theory
Si~ es un ordinal limite y 3 = sup, ., B, entonces se satisfacen las siguientes igualdades.

= o+ =sup(a+f,)

vy

" o[ =supla-pf,)

v<ry

L Oé’B = sup Ckﬁv
v<y

Ahora podemos definir un ordinal que juega un papel importante en el estudio de las
funciones recursivas.

w

g0 = sup{w, w”, w1}
Lema 1.1.12. Hrbacek y Jeck Hrbacek, Introduction to Set Theory
(a) Si0 < a < v entonces existe un ordinal maximo (3 tal que o - 8 < ~
(b) Si0 < a <~ entonces existe un ordinal maximo j3 tal que o® < ~

Lema 1.1.13. Hrbacek y Jeck Hrbacek, Introduction to Set Theory
Si~ es un ordinal arbitrario y « # 0, entonces existe un tnico ordinal 3 y un tnico ordinal
p<atalquey=a-p+p.

La demostracion del teorema de Goodstein hace uso de la forma normal de Cantor, a
continuacion presentamos una definicion que se puede encontrar en (Hrbacek y Jeck
Hrbacek, Introduction to Set Theory, 1999, p. 124).

Proposicion 1.1.14. Forma normal de Cantor
Todo ordinal 0 < o < ¢y puede ser escrito de una unica forma como

azwﬁl-k1+---+w5’L-kn

donde o > 3y > ... > (3, y0 < kq,...,k, < w. Esta representacion es conocida como la
forma normal de Cantor de o

1.2. Funcion de cambio de base

Para definir la funcion de Goodstein en primer lugar hace falta recordar las
representaciones de los numeros naturales en base b.
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Definicion 1.2.1. La representacion de n € N en base b de profundidad-1 es la forma
usual de representarn en base b:

n=>0"ny+---+b"ny,

dondem; > ...>m >0y1<n; <bparacadai.

Si reemplazamos cada m; con su respectiva representacion en base b obtenemos
la representacion de n de profundidad-2. En general, la representacion de
profundidad-(m+1) se obtiene reemplazando cada m; por su representacion en base b
de profundidad-m.

Ejemplo 1.2.2. Para el numero 266:

= Su representacion de profundidad-1 en base 2 es 28 + 23 + 21,
» Su representacion de profundidad-2 en base 2 es 22° + 22'+1 4 21,
s Su representacion de profundidad-3 en base 2 es 22" 4 221 4 2.

s Su representacion de profundidad-4 en base 2 es 22°"' 4 221 4 2.

Para cualquier n y b a medida que m incrementa, la representacion de n de
profundidad-(m + 1) en base b eventualmente se estabiliza. Esa representacion estable
se llama la representacion completa de »n en base b.

Definicion 1.2.3. Sea n,b € N definimos la funcion de cambio de base R, : N — N
que asigna a n el numero obtenido reemplazando cada b porb + 1 en la representacion
completa de n en base b

Para ilustrar la defincién de R, presentamos el siguiente ejemplo: La representacion
completa de 266 en base 2 es
92" 4 92t 4 g

De este modo
R5(266) = 3%"" 4 331 4 3 = 443426488243037769948249630619149892887.

Definicion 1.2.4. R¥(m) es la funcién cambio de base que reemplaza cada n porw en la
representacion completa de m en base n.

Observemos que R¥(m) es un ordinal escrito en forma normal. Veamos un ejemplo.
Como 266 = 3> + 32 - 2 + 3 + 2, entonces

RY(266) = w*t? +w? -2 +w+2.

13



1.3. Sucesion débil de Goodstein

La sucesion débil de Goodstein iniciando en m > 0 es la sucesion (m);, (m)s,... de
numeros naturales definida de la siguiente manera: En primer lugar, (m); = m es escrito
en su representacion en base 2:

Para obtener (m),, aumentamos la base en 1 (de 2 a 3) y restamos 1:
(m)g =3 ... 43" — 1

En general, para obtener (m).; a partir de (m); (siempre y cuando (m); # 0), escribimos
(m), en base k + 1, aumentamos la base en 1 (k + 2) y restamos 1. En caso de que
(m), = 0 entonces (m)i1 = 0.

Ejemplo 1.3.1. La sucesion débil de Goodstein tomando m = 21 sigue de la siguiente
manera:

(21);, = 21 = 2042241
(21)2 = 90 = 343

(21)3 = 271 = 4'+4-3+3
(21); = 642 = 5'+5-3+2
(21)s = 1315 = 6*+6-3+1
(21) = 2422 = T +7-3
(21); = 4119 = 8*+8-2+7
(21)s = 6585 = 9*+9-2+6
(21)g = 10025 = 10*+10-2+5
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Ejemplo 1.3.2. La sucesion debil de Goodstein tomando m = 3 es:

31 = 3 = 2+1

(3), 3 = (3+1)-1
(3)3 3 = 4-1
3, = 2 = 3—-1

(3)s = 1 = 2—-1
(3 = 0 = 1-1
(3)n =0

Las sucesiones débiles de Goodstein pueden crecer muy rapidamente, como es en el
caso de m = 21. Para otros valores de m, como 3, vemos que su crecimiento se detiene
en algin momento y se vuelve igual a cero. Esto es un fenédmeno general, como lo
establece el Teorema de Goodstein que veremos a continuacion, pero antes mostramos
un resultado auxiliar.

Proposicion 1.3.3. Sea (m), el a-ésimo término de la sucesion débil de Goodstein,
iniciando en m, escrito en base a + 1 de la siguiente forma:

(m)a:(a—l—l)bl.k1+(a—f—1)b2-k2+...+(a+1)bvl.kn

Sea
aa:wbl.k1+...+wbn.kn’

el ordinal que se obtiene al reemplazar la base a + 1 por w en la representacion de (m),.
Entonces

Qq > Ogy1-

Demostracién. Observe que el numero (a + 2) puede ser reescrito de la siguiente
manera:

(a+2)b = (i(a+2)bn—i : (a+1)> + 1. (1.1)

1=1

Por ejemplo el nimero 3° =3%-2+3%-2+3%.2+3-2+ 2+ 1. Es por eso que podemos
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expresar (a + 2)b - k, de la siguiente forma:

(a+2)" ky = (a+2)"(kn—1) + (a+2)"
= (a+2)" (k. — 1)+ Zn:(a +2) 7 (a4 1) + 1L

i=1

De modo que

(M)ar1 = (a+2)" ki +(a+2)2 - ky+- 4 (a+2) &, — 1.
bn

(Mar1 = (a+2)" ki +(a+2)" ky+ -+ (a+2)" (k= 1)+ > (a+2)" " (a+1),
=1

Luego
bn
Qap1 = Wk +w? ko4 4w (k, — 1) —|—Zwb”_i (a+1).
=1
Mostraremos la siguiente desigualdad:
bn
Wk > Wi (ky — 1) + Zwbn_i (a+1).
=1

En efecto, de la definicion de las operaciones entre ordinales tenemos que

bn—1

W' = sup{w ‘nln < w}.

Luego, w’* > w’~! . ¢ para cualquier ¢ < w. Para 1 < i < b, se cumple que

whTia+1) < whrTHa+1).

Zwb"’i (a+1) < wnto(a+1) b, < whn.
i=1

bn
De ahi que &' (k, — 1) + >+ (a+1) < - (b, — 1)+ = o - k.
=1

]

Para la demostracion del teorema a continuacion seguiremos los argumentos utilizados
en el libro de Hrbacek, Introduction to Set Theory.

Teorema 1.3.4. La sucesion debil de Goodstein (m),, es eventualmente igual a cero para
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cualquier m € N.
Demostracion. El a—ésimo término de la sucesion débil de Goodstein iniciando en m,
escrito en base a + 1 es:
(Mm)a = (a+ 1) kg + -+ (a+ 1)k,
Considere el ordinal
Qg =W k4 4wk,

gue se obtiene al reemplazar la base a + 1 por w en la representacion de (m),. Por la
Proposicién 1.3.3, ag > a1 > ... > a, > ... €s una sucesion decreciente de ordinales, y
consiguiente es necesariamente finita puesto que los ordinales estan bien ordenados. Por
lo tanto, existe algun n tal que «,, = 0. Pero claramente (m), < «,. Por eso (m), =0. O

1.4. Sucesion de Goodstein

El Teorema 1.3.4 es una introduccion a un resultado aun mas interesante y fuerte sobre
las sucesiones de Goodstein.

Definicion 1.4.1. La sucesion de Goodstein iniciando con m € N, (m),, esta definida
recursivamente de la siguiente manera:

(m)1=m

yparak > 1,

(M)s = Riii((m)g) —1 si (m)g >0,
k+1 0 si (m) =0,

donde Ry.1(n) es la funcion definida en 1.2.3.

A partir de ahora se utilizara la notacion (m), para hablar exclusivamente de la sucesion
de Goodstein.

Ejemplo 1.4.2. Tomando m = 21 obtenemos la sucesion.
m (21); =21 =22 +22 41
m (21);=3" + 3 +1—1~7,6x 107
m (21)3 =4 +44 —1=4" + £ .34+42.34+4-3+3~1,3x10"
m (21)3=5"4+5-3+52-34+5-34+2~1,9x 1028
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(21)5:666+63-3+62-3+6.3+1>2X1036305

2 =7" +7-3+7>-347-3

(21); =8 +8%-3+82-3+8-247

21)5=9" +9°-3+9>-3+9-2+6

(21)9 = 10" +10° -3+ 10%-3+10-2 45

Las sucesiones de Goodstein crecen mucho mas rapido que las sucesiones débiles de
Goodstein, pero también son eventualmente igual a cero.

Definicion 1.4.3. La funcion de Goodstein G : N — N esta definida como el menor
numero k para el cual (m);, = 0.

Ejemplo 1.4.4. La funcion de Goodstein aplicada a los nimeros 1, 2, 3 y 4 nos da como
resultado.

g(l) = 2
G2) = 4
G(3) = 6
g(4) — 3.92402653211 _ 9 ., §.8QF x 1()121210694

A pesar de que la funcién de Goodstein es recursiva, como veremos en la siguiente
seccion, sus valores crecen increiblemente rapido como podemos evidenciar en G(4).
El siguiente teorema es uno de los objetivos de este trabajo.

Teorema 1.4.5. (Goodstein, “On the Restricted Ordinal Theorem”) La funcion G es total.

Nuevamente podemos utilizar la igualdad (1.1) para hacer un argumento similar para la
representacion completa base a como sigue a continuacion.

Demostracion. Sea (m), es el a-ésimo término de la sucesion de Goodstein, iniciando
en m y escrito en base completa a + 1, esto es

(M) =(a+ 1" ky+--+(a+1)" -k,

donde b;, para 1 < i < n, también esta escrito en base completa a + 1. Consideremos el
ordinal
g =W k4 WPk,
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que se obtiene al reemplazar cada a + 1 por w en la representaciéon completa de (m),
base a + 1. Entonces afirmamos que

Qg > Qg1

En efecto,

bn
Car1 = Wk +w® kgt 4wl (k, — 1)+ ZwR3+2(bn‘i> S(a+1),
=1

y por el mismo argumento usado en la demostracion de la Proposicion 1.3.3 (los
exponentes pueden ser arbitrarios) obtenemos lo afirmado. En consecuencia, tenemos
una sucesién estrictamente decreciente de ordinales oy > a; > ... > a, > ..., por lo
tanto, «,, = 0 para algun n. Pero claramente (m), < «a,. Por eso (m),, = 0.

O

1.4.1. Otras formas de definir la sucesion de Goodstein  La sucesion de Goodstein
puede definirse de al menos dos formas. La primer forma es como se hizo en 1.4.1; la
segunda manera, la veremos a continuacion.

Definicion 1.4.6.
La segunda version de la sucesion de Goodstein iniciando con m € N,[m], esta
definida por

[m]y =m

yparak > 1,

[m] _ Rk+1([m]k — 1) st my >0
FH 0 st my = 0.

Donde Ry,(n) es la funcion definida en 1.2.3.

Es decir, en cada iteracion, restamos 1 del niumero y luego aumentamos la base. Como
veremos esta sucesion [m], también es eventualmente cero. Por esto, podemos definir
su respectiva funcion. A continuacién, no solo probaremos que esta funcion es total,
sino que ademas mostraremos la relacion entre esta variante y la sucesién original de
Goodstein.

Definicion 1.4.7. La funcién de Goodstein g : N — N esta definida como el menor
numero k para el cual [m];, = 0.

Proposicion 1.4.8. Paratodom € N, g(m + 1) = G(m) + 1.
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Demostracion. Sea m € N. Los términos de la sucesion de Goodstein (m),, iniciando con
m son los siguientes:

(m)i = m
m)g - Rg(m) -1
(m)s = R3(Ra(m)—1)—1

(M)pt = Rurl..(Ry(Ro(m) —1)—1)...) = 1) —1
(m)n = Ru(Rp_s(...(Ry(Ra(m) —1)—1)...) —1) —1.

Los términos de la sucesion en la segunda version de Goodstein [m + 1], iniciando con
m + 1 son los siguientes:

m+1], = m+1

m+1], = Ry(m) = Ry((m)1)

m+1]; = Rs(Ry(m) — 1) = Rs((m))

[m + 1]n = Ry(Rua(o. (R3(Re(m) —1)—1)...) = 1) = Ry((m)n-1)
Por lo tanto, si la funcion de Goodstein G(m) = k significa que (m), = 0y por consiguiente
[m + 1]gr1 = Ree1((m)r) = 0, que es equivalente a g(m + 1) = G(m) + 1. O

Como ultima forma de dar a conocer la sucesion de Goodstein, queremos definir una
sucesion que en lugar de iniciar en base completa 2 inicie en una base arbitraria a > 1,
esto nos sera util en los proximos capitulos para dar una féormula mas general de la
funcion de Goodstein. La demostracion de que esta sucesion es eventualmente igual a
cero se hace de manera similar a las ya presentadas anteriormente.

Definicion 1.4.9. La sucesion de Goodstein iniciando en m con base completa b, (m,b);
esta definida por

(m,b); =m

yparak > 1,
(mmM:{kamm@w—1m(mmpw

0 si (m,b)y =0
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Definicion 1.4.10. La funcion de Goodstein iniciando en base b, G, : N — N es el
menor numero k para el cual (m,b); = 0.

Ejemplo 1.4.11. Gy(n) = G(n)
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2. Funciones recursivas

El propodsito de este capitulo es introducir el concepto de funcion recursiva, que es la
version formal de la nocion intuitiva de funcion computable. Todo esto con el objetivo
de mostrar que la funcién de Goodstein es recursiva. Los resultados expuestos en esta
seccion son adaptados de Brainerd-Landweber® y Katz-Reimann®.

2.1. Funciones primitivas recursivas

Las funciones recursivas con dominio N no tienen necesariamente una definicion
explicita, sino que usan un procedimiento que inicia con un valor f(0) y luego para definir
f(n+ 1) se requiere que los anteriores valores f(m), con m < n+ 1, hayan sido definidos
(o computados) previamente. Formalmente, las funciones recursivas se fundamentan en
el siguiente resultado.

Teorema de recursion. Sea A un conjunto y a € A. Para cualquier funcion g : AxN — A,
existe una unica funcién f : N — A tal que

(@) f(0) =a;
(b) f(n+1)=g(f(n),n) paratodon € N.

Las funciones primitivas recursivas son las funciones que pueden ser obtenidas a partir
de ciertas funciones basicas usando ciertas operaciones y recursion.

Composicion: Dadas unas funciones h(xy,...,xn) Y g1(z1,- ., Z0n), oy g1, o, Tn)s
podemos componer estas funciones para definir una nueva funcién

flzr,.. o xn) =h(gi(z1, .. xn), o gm(T1, oy T))

Recursion: Dadas unas funciones g(x1,...,x,) Y h(x1,..., 2.y, z), podemos definir por

5 L Brainerd W. y Landweber. Theory of Computation. (A Wiley-Interscience publication). Wiley, 1974,
pags. 49-65. URL: https://books.google.com.co/books?id=hSOXAAAACAAJ.

6 J Matthew K. y Reimann. An introduction to ramsey theory: Fast functions, Infinity, and
Metamathematics. American Mathematical Society, 2018, pags. 105-113.
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recursion una funcion f basada en g y h de la siguiente manera:

flzy,...,2,,0) = g(x1,...,2,)
flxy, ...,z y+ 1) WMy, .. xn,y, f(x1, .o 20, )

Las funciones primitivas recursivas basicas son las siguientes.
Funcion cero: Z : N — N dada por Z(z) = 0 para todo z € N

Funcién sucesor: S : N — N dada por S(z) = = + 1.

Funcion proyeccién: P! : N* — N dada por Pi(z1,...,z,) = ;.
Ahora podemos dar la definicion de las funciones primitivas recursivas.

Definicion 2.1.1. La familia de funciones primitivas recursivas es la familia mas
pequena de funciones f : N* — N (con n € N arbitrario) que contiene las tres funciones
basicas y es cerrada bajo composicion y recursion.

Si agregamos un nuevo operador al conjunto de funciones primitivas recursivas
obtenemos las funciones recursivas.

Definicion 2.1.2. E/ operador de minimizacion no acotado ;.. Dada una funcion f :
NFY S N, f(y, 1, - .., 71), la funcion u(f) : N* — N es definida por:

w(f)(xe, ... xp) = 2,
donde z es el menor argumento que satisface:
m f(i,z1,...,7) > 0 paratodoi < z,
 f(z,xq1,...,2) = 0.

Definicion 2.1.3. La familia de funciones recursivas es la familia mas pequena de
funciones f : N* — N (con n € N arbitrario) que contiene las tres funciones basicas,
y es cerrada bajo el operador de minimizacion . y bajo composicion y recursion.

Como es usual, la n-ésima iteracion de una funcién f se denota por ™, no confundirla con
la exponenciacion. A continuacion presentamos unos ejemplos de funciones recursivas
primitivas.
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Ejemplo 2.1.4. La operacion de suma (+) : Nx N — N es una funcion recursiva primitiva
al definirse de la siguiente manera:

+(z,0) = t+0 = Pl(x),
+x,y+1) = z+@w+1) = S(

Asimismo podemos definir la operacién de resta.
Ejemplo 2.1.5. La operacion resta (—) : N x N — N es recursiva primitiva al ser definida
como:

{ r—y Six >y,

r—y= )
0 Six <y.

Ejemplo 2.1.6. La operacion de multiplicacion (-) : N x N — N es una funcion definida
bajo recursion de la funcion +

r-0 = Z(x)=0

(2.1)

Ejemplo 2.1.7. La funcion signo sign : N — {0, 1} es una funcion recursiva primitiva.

, 1 siz>0,
1) =3 0 sie— o

Observe que sign(0) = 0, sign(x + 1) = 1.

Ejemplo 2.1.8.
Las funciones

el cociente de dividirn entre m sim # 0,

coc(n,m) = {

0 sim=0.
el residuo de dividir n entre m sim # 0,
res(n,m) = 0 Sim — 0

son funciones recursivas primitivas (Brainerd, Theory of Computation).

Una funcién recursiva primitiva a destacar es la funcion caracteristica, la cual utilizaremos
para trabajar las relaciones recursivas.
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Definicion 2.1.9. Dada una relacion R C N* definimos la funcion caracteristica de R, Cp,
de la siguiente manera:

1 si(zy,x9,...,2%) € R,

C , Loy .., = i
r((21, 2 7)) 0 si(wy,xa,...,20) € R.

Definicion 2.1.10. Sea R C N*. Decimos que una funcion fr : N* — N es una funcion
representante de la relacion R si

fr((x1,29,...,2,)) =1 8iysolo si(xy,zs,...,x,) € R.

Definicion 2.1.11. Una relacion R es una relacion recursiva primitiva si R tiene una
funcion representante recursiva primitiva.

Como consecuencia directa de la definicion se obtiene la siguiente proposicion.
Proposicion 2.1.12. Una relacion es recursiva primitiva si su funcion caracteristica lo es.

Definicion 2.1.13. Sea {E, : n € N} la familia de funciones de N en N dadas por la
siguiente recursion:
Eo(z) =x+2.

Epin(z) = E2(2).

La familia { £, }.<. consiste de funciones recursivas primitivas. Para ilustrar esta familia,
las primeras funciones conn =1y n =2 son

Ei(x) = 2x

Las definiciones por recursion generalmente producen funciones que crecen mas rapido
que las funciones originales. Por ejemplo, la operacién suma esta definida bajo recursion
de la funcion sucesor y la funcién proyecciéon y se cumple que paratodoz € Ny y > 1,

S(z) < +(z,y).

Igualmente, la multiplicacién que al ser definida bajo recursion de la operacién suma,
para todo x € N,z # 0 existiran valores y € N para los cuales x - y crecera mas rapido
que = + y.

Ahora mostraremos la primera jerarquia de funciones recursivas primitivas que se usa
para clasificar, de acuerdo a su crecimiento, a todas las funciones primitivas recursivas.
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Definicion 2.1.14. Decimos que una familia & de funciones es cerrada bajo recursion
acotada con respecto a &, si para toda funcion f definida bajo recursion basada en g y
h, es decir,

f(xla"wmn?(]) = g(xlu"'wrn)
f(xly-"7$n7y+1) = h<$1a"'7$nay7f($l7"'axnay))

con g, h € € y tal que exista una funcion j € & que cumple que para todo x1, ..., x,,y € N,

f(mla"wxn?y) Sj(xla'-'axnay)7

entonces f € €.

Definicion 2.1.15. La jerarquia de Grzegorczyk es la familia de funciones
EoCELCEC...

Donde & es la familia mas pequena de funciones que contiene las funciones basicas la
constante cero, la funcién suma, cada funcion proyeccién P! y que ademas es cerrada
bajo composicion y recursion acotada con respecto a &,. En otras palabras, &, es la
clausura del conjunto By = {Z,S, P, Ey} bajo composicion y recursién acotada. En
general &, es la clausura del conjunto B, = {Z,S,P. E; : k < n} bajo composicion
y recursion acotada.

Una vez que se ha definido &, £,.1 se define como la familia mas pequena de funciones
que contiene a E, (ver la Defincion 2.1.13), a las funciones de &, y es cerrada bajo
composicion y recursion acotada.

La manera en que se define €,,, como una clasura de una familia de funciones, asegura
que &, es estable con respecto a operaciones de su mismo tipo. Por ejemplo, £, contiene
la funcién multiplicacion, asi que si multiplicamos dos funciones de &, obtendremos una
funcion de &,. Por otra parte, si iteramos una funcién de &,,, obtendremos una funcion
de &,.1. Ademas, paratodon € N, E, € &, \ &,_1, donde E, pertenece a la familia de
funciones mencionada en la Definicion 2.1.13.

La jerarquia de Grzegorczyk permite clasificar a las funciones recursivas primitivas segun
su crecimiento como lo explicaremos a continuacion.

Definicion 2.1.16. Sean f,g : N — N, decimos que | es eventualmente dominada por
g Si existe un kq tal que f(k) < g(k) para todo k > k.

26



Teorema 2.1.17. Katz y Reimann Matthew, An introduction to ramsey theory: Fast
functions, Infinity, and Metamathematics

(1) Toda funcion primitiva recursiva pertenece a &,, para algun n.

(2) Si f es una funcion en &, de una sola variable, entonces [ es eventualmente
dominada por E,,.

Lema 2.1.18. Si f : N**! — N y g : N* — N son recursivas primitivas entonces

—~

z)
f(,0) = f(@,0) + f(z, 1) + - + [z, 9(x))

g

Il
=)

7
es una funcion recursiva primitiva.

Demostracion. Defina

h(z,0) = f(z,0),
hz,k+1) = h(x, k) + f(z,g(k)).

En base a esta definicion h(z, g(z)) = 329%) f(x, ), lo cual muestra i como la composicién
de dos funciones recursivas primitivas, haciéndola a su vez una funcién recursiva
primitiva. ]

Lo que nos ensena el anterior lema es que toda suma acotada de funciones recursivas
primitivas es recursiva primitiva. El siguiente lema nos mostrara que definir una funcién
por partes a partir de funciones recursivas primitivas es a su vez, una funcion recursiva
primitiva.

Lema 2.1.19. Sean R, R, ..., R;, relaciones recursivas primitivas en N' que conforman
una particion de N' y ¢; : N' — N, i < k funciones recursivas primitivas. Entonces la
funcion f : N' — N definida como:

g1(ni,ng,...,ny)  SI (ny,ne,...,n) € Ry,

gQ(nlan2>"'7nl) Si (nlan%"')nl) € RQ?
f(nl,ng,...,nl) =

ge(ny,ne,...,ny)  Si (ny,ng,...,ny) € Ry,

es primitiva recursiva
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Demostracion. Podemos reescribir f(ny, no,...,n;) como

f(ni,ng,...,my) = g1(ni,ng, ... ,ny) X Cr,(ny,na,...,n)
+  ga(ny,ng, ..., ny) X Cry(ny,na, ..., ny)
+
+  ge(ni,ng,...,n) X Cr,(n1,na,...,n).

Donde Cx, es una funcién caracteristica (ver la Definicién 2.1.9). Como (nq,na,...,n;) €
N’y las relaciones forman una particién de N, existe un Unico r tal que (ny,ns,...,n;) €
R. por lo que Cr,(ny,n9,...,1n) = 1Yy Cg, (n1,n9,...,n;) = 0 para s # r, obteniendo asi
el valor de g,(ny,ns,...,n;) como se esperaba de su definicidn por partes. Como f es
la suma acotada de funciones primitivas recursivas entonces a su vez es una funcién
primitiva recursiva.

0

Algunas relaciones importantes son las relaciones de orden, pues para algunos casos,
estas relaciones son recursivas primitivas.

Lema 2.1.20. Las relaciones de orden en N?:

son recursivas primitivas

Demostracion. Por definiciéon, n < m si y solo si m — n > 0, asi que la funcion
caracteristica de < puede ser expresada como

C-(n,m) = sign(m —n).

La funcién signo sign es recursiva primitiva (ver Ejemplo 2.1.7). Como la funcion
caracteristica esta definida por medio de la composicion de dos funciones recursivas
primitivas (Ver Ejemplos 2.1.5y 2.1.7) entonces es recursiva primitiva y por lo tanto el
orden es primitivo recursivo. Un argumento similar sucede para las otras relaciones de
orden. O
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2.2. La funcion de Goodstein es recursiva

Recordemos que todo niimero n puede ser reescrito en su representacion base b como
n=ag " +apq1 " 4a-b+ag.
Usaremos la siguiente notacion para esa representacion:
lag, ak_1, ..., a1, aglp.

A continuacién mostraremos que la representacion de un numero n en base b es recursiva
primitiva.

Lema 2.2.1. La funcion base : N*> — N definida por

1 sib=1Ai<n,
base(b,n,i) =4 a; Sib>1Ni<k,
0 en otro caso.

es recursiva primitiva, donde a; es el i-ésimo término de |ay,ax_1,...,a1,a0], (la
representacion en base b de n).

Demostracion. Considere la funcion:

n Sit=0

fbm,1) = coc(f(b,n,i—1),b) sii>0.

Observemos que f se obtiene por recursion primitiva, esta definida por partes mediante
relaciones recursivas primitivas (ver el Lema 2.1.19) y la funcion cociente coc es recursiva
primitiva (ver el Lema 2.1.8), entonces f es recursiva primitiva.

Para empezar probaremos que f(b, n,i) representa el nimero que se obtiene al eliminar
los primeros i digitos de la representacion base b de n, es decir,

fbyn,i) = [ag, ak_1, .., air1, alp.

Procederemos mediante induccion en i.
Para la base de la induccion, observe que f(b,n,0) = n = [a, ax_1, ..., a1, aglp-
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La hipétesis de induccion es

f(b, n, Z) = [ak, Ak 155541, CLi]b = Z ajﬂ-bj

Entonces
flbn,i+1) = coc(f(b,n,i),b)

= cocC ([ak, Ag—1y---,Q541, CLi]b, b)

k—i
= coc E a;4il’,b

=0

k—i—1
j+1

= coc| a; + E aj+,»+1b3+ ,b
Jj=0

k—i—1
= coc|a;+b Z aj+i+1bj,b>

Jj=0

k—i—1
= E i1t

Jj=0
= [ak7ak—17‘--uai+27ai+1 b

Y con esto hemos demostrado lo anunciado.

Considere la funcion
g(b,n,i) = res(f(b,n,i),b).

Entonces g es una funcion recursiva primitiva al ser composicion de funciones recursivas
primitivas (ver el Lema 2.1.8). Ademas, para cada i tenemos que

g(b,n,i) = res(f(b,n,i),b)

= TEés [&k,ak 1y--- @i+1,ai]b,b)

= ( (I]_Hbj b)

k—i—1
= (az+b Z il b)

La funcion
1 sib=1Ai<mn
base(b,n,i) = ¢ g(b,n,i)=a; sib>1Ni<k
0 de lo contrario
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es una funcién definida por partes a partir de funciones recursivas primitivas por lo que
es una funcién recursiva primitiva. O

Si la representacién en base b de un ndmero n es [ax, a1, ...,a1,a0lp, €NtONCES la
cantidad de digitos a; es k + 1. Obtener este valor se puede hacer a través de una funcién
recursiva primitiva como se muestra a continuacion.

Lema 2.2.2. Sea [ay,ax_1,...,a1,a0], la representacion en base b de un numero n, la
funcion longbase : N* — N definida por

k+1 sib>1An>0
longbase(b,n) < n sib=1
0 Sib=0vn=0

es recursiva primitiva

Demostracion. Para los casos b =1,b =00 n = 0, la funcion longbase(b, n) esta definida
para valores constantes que son recursivos primitivos. Falta analizar el caso b > 1y n > 0.
Debemos encontrar una expresion para k + 1 a partir de funciones recursivas primitivas.
Observe que sib > 1y n > 0, entonces

longbase(b, [ao]p) =1

longbase(b, [ag, ag_1,...,a1,a0lp) = longbase(b,|ag,...,a1]y) + 1.

Vemos que la funcidén longbase esta definida recursivamente a partir de funciones
recursivas primitivas por lo que es recursiva primitiva. O

Algo importante a destacar de la representaciébn en base b de un numero n,
lag, ax_1,...,a1,a0)p, €S Que k < n, pues de tenerse lo contrario (k > n) entonces
n = apb® + -+ + a,b" + ...a1b + ap, pero b® > n para todo b > 1, contradiciendo la
representacion en base b.

Retomando la Definicién 1.2.1 y las funciones recursivas primitivas, podemos escribir las
representaciones de profundidad m en base b a partir de la siguiente familia de funciones.

Definicion 2.2.3. Para un nimero n > 0, su representacion de profundidad 1 en base
b > 0 esta determinado por la funcion:

longbase(b,n)—1

o1(b,n) = Z base(b,n,i;)b".

11=0
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La representacion de profundidad 2 en base b es

longbase(b,n)—1
ong ase( Jl) ) Zl’ong(b,il)—l base(b i i2)bi2
oa(b,n) = E base(b, n, iy )b*=i2=0 I

11=0

De manera iterativa podemos definir las representaciones en profundidad m en base
b. Cada una de estas funciones o,, es recursiva primitiva al ser la suma acotada de
funciones recursivas primitivas (ver el Lema 2.1.18).

Previamente se habia mencionado que a medida que aumenta la profundidad de la
representacion para un niumero n en base b, esta se estabilizaba, dicha representaciéon
se llamaba representacion completa de n en base b. Esto se puede justificar al observar
lo siguiente: sea [ay, ax_1, ..., a1, a], 1a representacion de n > 0 en base b > 0, si k > b,
entonces k no esta escrita en su representacion en base b, por lo que hace falta iterar
una profundidad mas; nuevamente, si el mayor exponente de la representacion de k& en
base b es mayor que b (longbase(b, k) — 1 > b), hace falta iterar otra vez. La profundidad
se estabilizara cuando el mayor exponente de la representacion del exponente anterior
en base b sea menor que b. Asimismo, sabemos que todo nimero siempre sera mayor
que el mayor exponente de su representacion en base b por lo que

n >k > longbase(b, k) — 1 > longbase(longbase(b, k) —1) —1 > --- > 0.

Acabamos de construir una sucesion {s;} = {n,k,...,0} decreciente finita de nUmeros
naturales por lo que existe algun s, < by por lo tanto o,(b,n) es la representacion
completa de n en base b. Para todo m > r, o,, es la representacion completa de n
en base b, en particular, del modo en que se definid la sucesion {s;} es facil ver que
n+ 1> r porlo que o,1(b,n) determina la representacién completa de n en base b.

Definicion 2.2.4. Seann >0 yb > 0.

longbase(b,n)—1

p1(b,n) = Z base(b,n, i) (b + 1)11

11=0

es la funcion que reemplaza enn cada b por b + 1 de la representacion de profundidad 1
en base b. Mientras que

longbase(b,n)—1
long(b,iq)—1 .. i
pa(bm) = > base(b,n, i1)(b+ 1)Tuzo  boselbini)(b+1)2

11=0
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es la funcion que reemplaza enn cada b por b + 1 de la representacion de profundidad
2 en base b. Al igual que con o,,, de manera iterativa podemos definir p,,. Cada una de
estas funciones es recursiva primitiva al ser la suma acotada de funciones recursivas
primitivas (ver el Lema 2.1.18).

Proposicion 2.2.5. La funcion cambio de base mostrada en la Definicion 1.2.3 es
recursiva primitiva y
Ry(n) = ppy1(b,n).

Demostracion. o,.1(b,n) es la representacion completa de n en base b, luego p,,.1(b,n)
es la funcién que reemplaza cada b por b+ 1 de la representacién completa de n en base
by esta es precisamente la definicion de R, (n). O

Teorema 2.2.6. La funcion de Goodstein es recursiva

Demostracion. La sucesion de Goodstein (m), puede verse por medio de una funcion
f(m, k) definida de la siguiente manera:

(m)y = f(m,0) = m
(M) = f(m,k+1) = Rypa(f(m,k)) — 1.

Por lo anterior, la sucesion de Goodstein se puede ver mediante la composicién y
recursion de las funciones recursivas primitivas de cambio de base (Proposicion 2.2.5
), es decir, la sucesién de Goodstein es una funcion recursiva primitiva. Sin embargo, al
aplicar el operador de minimizacién . para definir la funcion de Goodstein G, se obtiene
una funcion recursiva.

O
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3. Jerarquias de funciones de crecimiento rapido

Las jerarquias de crecimiento rapido son familias de funciones recursivas { f, }.<-, donde
fo : N — N. El primer acercamiento que tuvimos con estas jerarquias fue con la jerarquia
de Grzegorczyk (ver la Definicion 2.1.15). El inconveniente de esta jerarquia es que
Unicamente esta definida para los nimeros naturales. Como veremos al final de este
capitulo, la funcion de Goodstein sobrepasa el crecimiento de cualquier funcién de la
jerarquia de Grzegorczyk por lo que hace falta extender la nocion de jerarquia a los
numeros ordinales.

A continuacion presentaremos las jerarquias de Léb-Wainer {®,},<., Y Hardy {H,}o<-,,
estas son familias de funciones recursivas cuyas propiedades seran esenciales a la hora
de mostrar que la funcién de Goodstein es una funcién de crecimiento rapido.

3.1. La funcion d

Con el objetivo de definir las jerarquias mencionadas nos apoyaremos de una funcién
auxiliar
d - OL(&T()) x N — €o

donde OL(ey) corresponde a el conjunto de ordinales limites a < «y.

Definicion 3.1.1. Sea X un conjunto ordenado. Un subconjunto A C X es cofinal en X
Sipara cada x € X existe una € A mayor o igual a x.

Mediante induccion transfinita, definimos para cada ordinal limite o < g5 una sucesion
d(a,n) cofinal en « de la siguiente manera: por la forma normal de Cantor, todo ordinal
0 < a < g¢ puede ser escrito de una unica forma como

a:wﬂl.k1+...+wﬁ".kn
dondea > f;>...>B,¥Y0<ky,..., k, <w.De este modo podemos reescribir
a=w k4 W (k= 1) W

De lo anterior se obtiene que todo ordinal 0 < o < ¢y puede ser escrito de un unico modo
de la forma
a=v+uw’
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Donde v = w? - ky + - +wP - (k, — 1)y B = By.

Definicion 3.1.2. Sea o = v + w” un ordinal limite Entonces

5 ,
w’-n Sif=0+1

d(a,n) =~v+

( ) v { wdBn)  gj 5 es limite.

La prueba que se brinda a continuacién sobre la cofinalidad de la sucesién (d(«a,n)),
es un resultado que no se encuentra en el articulo estudiado (Caicedo, “Goodstein’s
function”).

Proposicion 3.1.3. Para todo ordinal limite a < ey, la sucesion (d(«,n)),, es cofinal en «.

Demostracion. Para demostrar que (d(a,n)), es cofinal en o basta utilizar el Lema
1.1.11. Sea a = v, +w y supongamos que &, = §+ 1. Entonces d(a, n) = v, +w’n, luego

supd(a,n) = supyy+ w'n
nw nw
= Y+ w'w
Yo + Wt
= 7 + w.

Por otra parte, si & es un ordinal limite, entonces &, = v, + w®. Luego
d(e,n) = o + whom),

Si nuevamente el ordinal &, es un ordinal limite, entonces & = v, + w® y d(&,n) =
Y1 4w por lo que

d(e,n) = 7o + w1

Podemos continuar este argumento de forma iterativa. Del mismo modo que definimos los
ordinales &, Yo Y &1 Y 711, podemos definir recursivamente los ordinales limites & = y3+w®,
E3 =y +w*, ..., & = Y +witL, De todo esto se desprende que

d(€1.n)
d(a,n) = o +wnt
= Y+ wW1+mQ+wd(52’">
= 7

+w72 +m‘/3+wd(§3 ™)

= Y t+w”

Como «, v, Yy &, son ordinales menores a ¢, el cual es el primer ordinal que satisface
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B = w? entonces
a>&E>E > >8> ...

es una sucesion decreciente de ordinales por lo que tarde o temprano se estabilizara en
un ordinal sucesor &, = 0 + 1; es decir,

wwk+w6n

d(O&, n) = o + w'nﬂuwﬂ,_‘
Por el Lema 1.1.11
sup d(a, n) = yo + w*.

n<w

]

Ejemplo 3.1.4. Los ordinales w,w?2 y w* se pueden reescribir de la forma v + w” como
0 +w,w +w y 0+ w? respectivamente. De este modo.

dw,n) = 0+w’n = n
dw+wmn) = w+w’-n = w+n
dw’n) = 04+w-n = w-n

Ejemplo 3.1.5. Para todo numero ordinal w®, su forma~ +w” esy =0y 3 = « por lo que

A" ) Wen Sia=0+1
(JJ b n == . , .
wie@n)  gi o es limite.

Lema 3.1.6. Si« > 3, entonces d(a + 5,n) = a + d(B,n).

Demostracion. Ambos ordinales pueden escribirse de la siguiente forma

a = y+ub
o=+
at+f = v+ +9 4w

Por lo que, asumiendo que c es limite y haciendo uso de la propiedad asociativa de la
suma para ordinales

d(Oé -+ /87 n) = ((’Y + wb) + f}/) + wd(c,n)
= (v+ub) + (v +wien)
— ot d(Bn).
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Sic= 6+ 1 es sucesor

dla+p,n) = ((y+u)+9) +wn
= a+d(s,n).

3.2. Jerarquia de Lob-Wainer

La jerarquia Lob-Wainer se define de la siguiente manera:
Definicion 3.2.1.

1) ®o(n) =n+1,

2) O,11(n) = P2(n) para a < e,

3) ®.(n) = Pyan(n) para todo ordinal limite o < «,.
Ejemplo 3.2.2.

= @y(n) = Bf(n) = Bo(@o(... (@o(n))...)) = (R +1)+1)...) +1=2n,

n-veces

m Oy(n) =n2",
.2
n By(n) > "2 =2%
——
n-veces
La notacion ™2 corresponde a la operacion tetracion: la exponenciacion iterada
n—\veces.

" B,(0) = Dy (0) = Po(0) = 1,
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3.2.1. Funciones demostrablemente totales en PA

Definicion 3.2.3. Una funcion f : N — N recursiva es demostrablemente total en
PA si existe una prueba en PA de que su ‘proceso” se detiene en un numero finito
de pasos dando asi el valor de f(n) para todo n, es decir, en PA se puede demostrar

(Vn)(3m)(f(n) = m).

A continuacion se enuncian algunas propiedades de la jerarquia de Léb-Wainer y
su relacion con PA’. Su respectiva demostracion se puede encontrar en Wainer, “A
Classification of the Ordinal Recursive Functions”.

Proposicion 3.2.4. Wainer Wainer, “A Classification of the Ordinal Recursive Functions”
(1) Cada @, es estrictamente creciente.

(2) Si p < a < gy entonces ;5 es eventualmente dominada por ¢, (ver Definicion
2.1.16).

(3) Cada ®,, es recursiva y demostrablemente total en la aritmética de Peano.

Teorema 3.2.5. Wainer Wainer, “A Classification of the Ordinal Recursive Functions”
Toda funcion recursiva f demostrablemente total en la aritmética de Peano es
eventualmente dominada por ®, para algun o < &.

El teorema de Goodstein es un ejemplo de un enunciado que no es demostrable en PA,
pues a pesar de que G(n) esta definida para todo n, veremos al final de este capitulo,
que el crecimiento de G supera a cualquier ¢, es decir, no existe ningun ¢, que domine
eventualmente a G.

3.3. Jerarquia de Hardy

Otra jerarquia que se utiliza en el trabajo de Caicedo, “Goodstein’s function” es la de
Hardy, que definiremos a continuacion.

Definicion 3.3.1.

7 S. Wainer. “A Classification of the Ordinal Recursive Functions”. En: Archive for Mathematical Logic

13.3-4 (1970), pags. 136-153. DOI: 10.1007/b£01973619.
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(2) Hyi1(n) = Hy(n+ 1) para todo a < ey.
(3) Ho(n) = Hyani1y(n) Sia < g9 €5 un ordinal limite.

Otra forma de probar el Teorema 1.4.5 es presentando una formula “explicita’para G(n)
como lo hace Caicedo, “Goodstein’s function” a través de las funciones enunciadas en
3.2.1 y 3.3.1 que pertenecen a jerarquias de crecimiento rapido.

El siguiente resultado fue adaptado de Fairtlough y Wainer®.

Lema 3.3.2. Sia >
Ha+ﬁ = Ha o) Hﬁ.

Demostracion. Procedemos mediante induccién en 5. El caso S = 0 es evidente porque
H, es la funcion identidad y H,,, = H, = H, o H,. Para el caso sucesor 3 + 1 utilizando
la hipétesis de induccién ademas de la Definicién 3.3.1 tenemos que

Hoygr1)(n) = Hiaipy41(n)
= Ha+5(n + 1)
= H,(Hsg(n+1))
= Ha(Hp+1(n)).

Para el caso limite 3, haciendo uso del Lema 3.1.6 tenemos que
Hoip(n) = Haarp)(n)
- Ha+d(ﬂ,n) (n)

= Ha(Hagpny(1))
= Ha(Hg(n)).

Lema 3.3.3. Caicedo, “Goodstein’s function” Sea « < ¢,. Entonces
Hya(n) =®4(n+1) — 1.

Demostracion. La demostracidn se realizara mediante induccidon en «. Para el caso inicial

Fairtlough, M. y Stanley S. “Chapter Il - Hierarchies of Provably Recursive Functions”. En: Handbook of
Proof Theory. Ed. por Samuel R. Buss. Vol. 137. Studies in Logic and the Foundations of Mathematics.
Elsevier, 1998, pags. 149-207. DOI: https://doi.org/10.1016/S0049-237X(98) 80018-9. URL:
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0049237X98800189.
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a = 0 tenemos la siguiente igualdad:
Hypo(n)=Hi(n)=Ho(n+1)=n+1=>4(n+1)—1.

Para el caso sucesor « + 1, utilizando las Definiciones 3.3.1 y 3.2.1, ademas del Lema

3.3.2 obtenemos:
Hwa+1(n) = Hd(wa+1’n)(n)

Hon(n)
Ha(n)
Pr(n+1)—1
= O, (n+1)—1

Para el caso limite «
Hwa (TL) = Hd(wa,n) (n)

de(a,n) (’fl)
q)d(a,n) (n + 1) -1
= O,(n+1)—1

El siguiente resultado compara las jerarquia de Hardy con las de Léb-Wainer.

Teorema 3.3.4. Caicedo, “Goodstein’s function” Para 0 < a < ¢y, sea
o =wng+ - +wlrn,
la forma normal de Cantor de «, donde o > 3y > ... > (B ¥y n; > 0 para todo i. Entonces
Ho(n) = @30(... (P5F(n+ 1)) — 1.

Demostracion. Sea « escrito en su forma normal, o = w{fno + - ~+w,’fnk, donde a > [y >
... > [Br ¥y n; > 0 para todo i. Entonces por el Lema 3.3.2

Ho(n) = Hypog (- - (Hypi, (n+1))).
Utilizando el Lema 3.3.3

H,(n) = @%(... (¥ (n+1))) — 1.
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3.4. La funcion B,

Para las siguientes demostraciones haremos uso de una funcién auxiliar cuyo proposito
es simplificar las expresiones para la funcion de Goodstein.

Definicion 3.4.1. La funcion B, : N — N esta definida de la siguiente manera: B,(n) es
la primer base para la cual la sucesion de Goodstein (n,a), que inicia siendo expresada
en base completa a alcanza cero. Mas precisamente, si G(n) = k, entonces (n), = 0.
Luego la primer base para que la sucesion de Goodstein se hace cero es k + 1, es decir,

Si G,(n) = k, entonces (n,a), = 0 (ver Definicion 1.4.10). Como (n,a). esta escrito en
base c + a — 1, tenemos que

Bu(n) = Ga(n) + (a — 1).

Ejemplo 3.4.2. B,(0) = a. Por definicion, la primer base para la cual la sucesion de
Goodstein iniciando en 0 alcanza cero es precisamente la base inicial a.

Ejemplo 3.4.3. En el Ejemplo 1.4.4 vimos que G(3) = 6, por la definicion anterior
concluimos que By(3) = 7, es decir, la primer base para la cual la sucesion de Goodstein
alcanza cero iniciando con 3 es 7.

Es conveniente resaltar que Ry(m) — 1 = (m), es el segundo término de la sucesién
de Goodstein iniciando en m. Por consiguiente, evaluar B,(m) es equivalente a evaluar
Bs((m),). Esta observacion la podemos expresar de la siguiente manera.

By(m) = B3(Ry(m) — 1) = Bs((m)a2).

El siguiente lema, a pesar de que no se encuentra en el articulo Caicedo, “Goodstein’s
function” nos muestra un resultado importante que generaliza el anterior ejemplo para
cualquier base a.

Lema 3.4.4. Considere la sucesion de Goodstein (m,a), Iniciando en m con su
representacion completa en base a. Sia + ¢ < G,(m), entonces

By(m) = Baye((m, a)eq1)-

Demostracion. Para empezar, por definicion B,(m) = G,(m) + (a — 1) es la primer base
para la cual la sucesion de Goodstein iniciando en m con base a se hace cero, de ahi
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la necesidad de restringir la base a a + ¢ < G,(m), pues de otro modo se excederia la
primer base en la cual la sucesién alcanza cero.

La demostracion la haremos por induccion en c. En primer lugar, para ¢ = 1 recordemos
que por la Definicion 1.4.9 (m,a); = my (m,a); = R.(m) — 1 por lo que

Bo(m) = Baya((m, a)2). (3.1)

El a utilizado en la ecuacién (3.1) es arbitrario, por lo que podemos asumir que se cumple
para todo a € N. Asuma el resultado para todo ¢ tal que a + ¢ < G,(m), procederemos
para c + 1.

Nuestra hipotesis de induccion nos dice que

By(m) = Baie((m,a)es1))

para todo a tal que a + ¢ < G,(m). Por otra parte, al utilizar la ecuacion (3.1) con a + c en
lugar de a obtenemos la igualdad

Ba+c((m7 a)c+1) = Ba+c+1((<ma a)chla a+ 6)2).
Por otra parte, ((m, a)cr1,a + ¢)a = Rore((m,a)es1) — 1 = (m,a).42 porlo que
Ba(m) = Ba+0<(m7 a)c+1) = Ba+c+1<<mv a)ch?)'

Concluyendo de esta manera la prueba. O

Como consecuencia de las Definiciones 1.2.3 y 1.4.10 obtenemos los siguientes lemas
importantes para los proximos teoremas que no se encuentran en Caicedo, “Goodstein’s
function”.

Lema 3.4.5. Sea m un numero escrito en base completa a.

m = abono + .. .ab’“nk.
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Se tienen las siguientes igualdades:
k
Ry(m) = > Ra(a"n;)
=0

k
=0
k

— Z(a+ 1)Ra(bz)nl

=0

Demostracion. En primer lugar, debido a su definicion, la funcion R,(m) es lineal puesto
que lo Unico que se hace es reemplazar en la representacion completa base a todos los
a por a + 1, de este modo

Ra(a’ + a%) = Ry(a®) + Ru(a).
En segundo lugar, si n < a, entonces
R(a’-n) = Ry(a®) - n.

Y por ultimo, siguiendo la definicion de R,, entonces R,(a*) = (a + 1)fa(b0), O

Lema 3.4.6. Sea m un numero escrito en base completa a,
— bO bk
m=a-nyg+---+a’ng,

y M = a’n > m, con 0 < n < a. Considere la sucesion de Goodstein (m, a), que inicia en
m con base completa a. Si G,(m) = ¢ entonces

(M +m),a). = R (M).

Donde ReT<~1(M) es la funcion que reemplaza cada a por a + ¢ — 1 en la representacion
completa en base a de M.

Demostracion. Como M = a’n > m entonces b > b, y podemos utilizar el Lema 3.4.5,
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observe que la sucesion de Goodstein para el nUumero M + m con base a es:

(M +m,a); = M+ m.

(M +mya), = RyM+m)—1
= Ro(M) + (Ra(m) — 1)
= R.(M)+ (m,a),

(M + m, CL)g = Ra+1(Ra(M) + (m, CL)Q) —1

(M +m,a), = R YM)+ (m,a).

O

R, es una funcion que reemplaza cada a por a + 1 en la representacion completa base a.
Definiremos un polinomio p(z) que se obtiene al reemplazar un simbolo especifico por x
en una determinada expresion numérica, tal como sucede en la siguiente definicion.

Definicion 3.4.7. Paraa < ¢, definimos los polinomios exponenciales p,(x) mediante
recursion: Suponga que « > 0 y

o= wﬁono 4o +wbknk
es la forma normal de o (en particular, « > 3y > ... > B, yn; > 0 para todo i). Sea
Pa(x) = xpﬂo(”)no 4+t xpﬂk(x)nk

Ypu(r) =nSin < w.

En otras palabras, el polinomio p,(z) es aquel que se obtiene al reemplazar en « cada w
por x de su forma normal de Cantor. Por ejemplo, si o = w*" 2 4w~ + w* + 5, entonces

pa(z) = 2% T2 4 2% + 2* + 5.

Definicion 3.4.8. Sea a = w%ny+- - +wn,, la forma normal de o, asio > By > ... > By
y n; > 0 para todo i. Defina N(a) como el mayor entero que se encuentra en la forma
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normal de «. Mas precisamente, N (n) = n para todo n < w y recursivamente
N(a) = max{N(5), ..., N(Br),no, - - -, 1}

Veamos un par de ejemplos:
m Sia=w""? 4w +w!+ 5, entonces N(a) = 5.
m Sif=wt? 4w 4+ w45, entonces N(3) = 7.

m Siy= o 9, entonces N(v) =9

Las Definiciones 3.4.7 y 3.4.8 implican la siguiente desigualdad e identidad.
Lema 3.4.9. Caicedo, “Goodstein’s function”

(1) N(Rs(m)) < a.

(2) pre(m)(a) = m para todo a,m.
Demostracion.

(1) Seam = a*ng + - - - + a’ny, la representacion completa en base a, entonces n; < a
para todo i. Asi mismo, b; esta escrito en su representacion completa base a por
lo que al evaluar R¥(m) cualquier nUmero entero que se encuentre en R¥(m) sera
menor que a.

(2) Recordemos que pr«m)(x) es el polinomio que se obtiene al reemplazar en R¥(m)
cada w por z y, por otra parte, R¥(m) es el ordinal escrito en forma normal que se
obtiene al reemplazar cada a por w en la representacion completa de m base a. Por
lo anteriof, pr.m(a) €s la representacion completa de m en base a.

]

Lema 3.4.10. Caicedo, “Goodstein’s function” B, (a**'®) — 1) = ®,(a)—1 para todo a <
ytodoa > N(a).

La demostracion detallada del anterior lema es lo suficientemente extensa como
para dedicarle una seccion exclusiva al final de este capitulo. La supondremos y
continuaremos con el objetivo principal de presentar la funcién de Goodstein en términos
de las jerarquias de crecimiento rapido.
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Lema 3.4.11. Caicedo, “Goodstein’s function” B,(a™ — 1) = ®pem(a) — 1 para todo a y
todo m.

Demostracion. Por el Lema 3.4.9, pge(m)(a) = m y, por el Lema 3.4.10,

Ba(apR‘a’('m)(a) — 1) = Ba(am — 1) = @Ra}(m)(a) - 1

3.5. G en términos de las jerarquias de crecimiento rapido

Gracias a la teoria expuesta previamente en esta seccion podremos definir la funcion de
Goodstein a partir de las jerarquias de crecimiento rapido.

Teorema 3.5.1. Caicedo, “Goodstein’s function”.

(1) Sean =2"™ +2™2 4 ... 4+ 2™ conmy > my > ... > my. Ademas sea «; = Ry (m;).
Entonces
g(n) = q)al(q)az(~ .- (q)ak(?’)))) - 2.

(2) Mas general, sea G,(n) definida como G pero iniciando con la representacion de n
en base b. Sea

n=>0"n; + -+ b"ny

conmy > my > ... > my. Ademas sea «; = Ry (m;). Entonces
Go(n) = 031 (Par (.- (Par(b+1)))) —b.

Demostracion. Para comenzar con la demostracion hace falta sefialar una propiedad
importante de la funcién R, (ver la Defincion 1.2.3). Para cualquier m,a e Ny b < w

Rq1(Ra(m)) = Ry(m).

Esto se deduce de la definicién, pues R,(m) reemplaza todos los a por a + 1 en la
representacion completa base a de m, mientras que R!,,(R,(m)) reemplaza todos los
a + 1 por b de la representacion completa base a + 1 de R,(m).

Para (1) procederemos mediante induccion en k de la siguiente forma: Para k£ = 1,
tenemos que (n); = n = 2™y (n), = 370" — 1. Por el Lema 3.4.4, sabemos que
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G(n) + 1 = Bs(3%2(™ — 1), Mientras que por el Lema 3.4.11
Bs(3™20™ — 1) = ®pe (ry(m) (3) — 1 = Prymy(3) — L.

Con esto queda establecida la base de la induccién.
Asumiendo que se cumple para k, probaremos para k£ + 1. Supongamos que

n=2" 4 ...4 2™k 4 OMk+1

Entonces,
(n)1 = 9™ 4 ... 4 QM | QM1
(n)2 — 3R2(m1) 4 3Ra2(mi) + 3Ra(mpi1) _ 1

La hipotesis de induccién nos dice que

By(3R20m2) . g gRelmi) 4 3Ra(mi) 1) = Bp 0 (P Ry (mg) (- - - (Prymgsy(3)) ) — 1
En consecuencia, por la Definicion 3.4.1,

Gy(3720m2) .y gfalme) L gRalmin) 1) = &g (P gy (- (P Ryimi ) (3)) - 2)) — 3.

Definamos
¢ = PRy (mo) (Pro(ms) (- - - (PRy(mys)(3)) -+ ) — 4

Haciendo uso de los Lemas 3.4.6 y 3.4.4, obtenemos las siguientes igualdades

= Bs((n): )
- ( Ra( . 4 3R2(me) o gR2(muq1) 1)
= Bsy. ( 3R2(m1) 4o 4 3R2(mi) 4 gR2(mes) 1, 3)C+1)
_ B3+C < 3+ (c+1)—1 3R2 ml))>
— BS+c (R3+C(3R2(m1)))
= DBsi(et) (R3+C(R§+C(3R2(m1)) - 1)
— B3+(C+1) ((R§+C+1(3R2(m1)) _ 1)
= By <(4 + )T m) 1) :

Y nuevamente por el Lema 3.4.11

By (<4 + C)R§+c(ml) N 1) P gy

44c

(R may (41 €) = 1= Cryny (4 +¢) — 1.
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Finalmente, reemplazando ¢

G(n) +1 = Pryimy(d+c¢)—1
= Py (m1) (PRy(ma) (PRo(ma) (- - - (PRy(my)(3))---))) — 1.

Con esto queda verificado el paso inductivo y queda establecido (1).

Para (2) se utiliza un argumento similar a la demostracion anterior y a la demostracion del
Lema 3.4.10 como se evidencia a continuacién. Se hara una demostracién por induccién
en k. Para k = 1, supongamos que n = b™'n;. Entonces

(n,b)1 = bm1n1
(,b)y = (b+ )Rt —1 = (b+ 1)Rm)(p; — 1) + (b + 1)Relm) — 1.

Observe que de no ser por la presencia de n;, la demostracién seguiria un argumento
similar al usado para la parte (1). Nuestro objetivo sera eliminar n;, esto se logra de la
siguiente manera:

Por el Lema 3.4.11

By ((b+ 1)) — 1) = dpo

b+1

Ry (b +1) =1 =g, (b+1) — 1.
Por los Lemas 3.4.6 y 3.4.4 se obtiene que

Gy(n)+ (b—1) = By ((b+ D)fe(m)(ng — 1) + (b + 1)fe(m) 1)

Bo (b+1)—1
= Bao, 1)1 <<‘I’a1(b +1) -1 ™) (ny — 1))
Rd)al(b-o—l)(m )
— Buyy ey (B 64 D000y — 1)~ 1)

Doy (b+1)

Do (b41)
= Bo, (b+1) (q)al(b + 1) (m)(ny —2) + @y, (b+1)Fe (1) 1) '

@y (b+1)

Nuevamente es aplicable el lema 5.23 para ®,, (b + 1) (m1) 1, pues

B o (b1 szal(bﬂ)(ml) 1 -
Doy (b+1) ( ar(b+1)™ o > B R;al(b+1)(Rf"1(b+l)(m1))
PRy m1) (Pay (b+1)) =1
= (I)al (q)oz1 (b + 1)) -1

= @2 (b+1)—1.

(Do, (b+1)) —1
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Repitiendo los pasos anteriores para i < n; — 1 concluimos que

it -1

Gu() + (6= 1) = Byggagys (@041 =% 7000, — 1)),

En particular, parai =n; — 1

@Z% (b+1)—1

B@Z}(b+1)—1 ((@Zi(b +1) - 1)Rb (ml)(nl - nl)) = B@Z%(b—i—l)—l(()) = @Zi(b +1)—1

Por lo que
Gy(n) =2 (b+1) —b.

Concluyendo la demostracion para k£ = 1.
El paso inductivo se hace del mismo modo que se hizo en la parte (1), ahadiendo el
argumento anteriormente mencionado. O

Ejemplo 3.5.2. La representacion completa de 3 en base2 es 2 + 1
G(3) = P1(P(3)) —2=,1(4) —2=6.
Ejemplo 3.5.3. La representacion completa de 4 en base 2 es 22.

93.93.23

G(4) = D,(3) —2 = Dy(3) —2=3.23. 282" . 22 _p

Ejemplo 3.5.4. La representacion completa de 266 en base 2 es 22°"" + 22+1 4 21,
G(266) = st (D1 (B1(3))) — 2.

A pesar de que encontramos una férmula para la funcién de Goodstein, los valores
son extremadamente grandes por lo que resulta una tarea ineficaz calcular de manera
rudimentaria estas expresiones.

Como consecuencia inmediata de los Teoremas 3.5.1 y 3.3.4 surge el siguiente corolario
donde expresamos la funcion G en términos de la jerarquia de Hardy.

Corolario 3.5.5. Caicedo, “Goodstein’s function” Para todon € N,

g(n) = Hpgm)(1).

Demostracion. Utilizando la Proposicién 1.4.8, los Teoremas 3.3.4 y 3.5.1 obtenemos la
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siguiente igualdad.

gn+1)=G(n) +1= Py, (Pay(- .- (Pa,(3))) =1 = Hry(n)(2) = Hrg(n)+1(1) = Hrg(nt1)(1)
0

Corolario 3.5.6. En PA no se puede demostrar que G es total.

Demostracion. La férmula dada por el Teorema 3.5.1 muestra que G no es dominada por
ningun ®,. Si a este argumento se anade el Teorema 3.2.5 podemos concluir que G no
es demostrablemente total en PA. O

3.6. Demostracion del Lema 3.4.10

En el articulo original (Caicedo, “Goodstein’s function”), la demostracion del Lema 3.4.10
abarca una pagina completa. La siguiente demostracion es una extension de aquella
pagina donde se da una explicacion mas profunda a todos los detalles.

La demostracion del Lema 3.4.10 se hara por induccion en «. Para tratar el caso inductivo
cuando « es un ordinal limite hace falta introducir una nueva definicion seguida de varios
lemas relevantes.

Definicion 3.6.1. Sean 3 < a < ¢,. Decimos que o« — 3 si y solo si existe una sucesion
n

ag > ay > - > oy donde ag = a, ap, = f y para todoi < k, o; €S sucesory a; 1 = a; 0

a; eslimite y c; 1 = d(a;,n).

Ejemplo 3.6.2. S Wt 2. Para empezar, siguiendo la Definicion 3.1.2 de d podemos
observar que d(w”,2) = w¥“?) = w?, luego

a = w

a; = dw?,2) = w?

ay = dw?2) w2

a3 = dw2,2) = w+2.

Como existe una sucesion ag > oy > ap > az con oy = w y ag = w + 2 entonces
podemos concluir que w® Swt 2.

Siguiendo la Definicion 3.6.1 obtenemos los siguientes resultados que se pueden
encontrar mencionados sin su demostracién en Caicedo, “Goodstein’s function” a
excepcion del ultimo.
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Lema 3.6.3. Caicedo, “Goodstein’s function”.

y

Sia — 3 entonces
a

(1) Sia < N(«), entonces N(«) > N(p).

(2) Pala) = Pps(a).

(3) Sia > N(«a), entonces p,(a) = ps(a).

(4) w* — WP,

Demostracion.

(1)

Si a — 3, entonces existe una sucesion oy > a; > --- > ay, donde ay = a, a;, = .
Si o es sucesor, entonces oy = a3 = -+ = o Y por lo tanto N(a) = N(5); por otra
parte, si a es limite, entonces «; = d(«,a) donde es claro que N(a) > N(ay), el
anterior argumento se repite hasta llegar a a;, y por consiguiente N(«) > N(5).

Por la Definicion 3.2.1 ®,(a) = ®,,(a) = --- = ®s(a).

Si a es sucesor, entonces o = oy = --- = o, = [, por lo tanto p,,(a) = pg(a). Si
es un ordinal limite, entonces a; = d(«, a). Sea a = 7, + w, Si & = § + 1, entonces
ay = v + w’a, luego
Par(@) = poyola) + aP (@)gq
= Dy (a) 4 gps(a)+1
= Dy (a) + aPs(a)+1
(a)
(a)

a) + aPé

I
=

Y0
= p’YO a +pw50( )
= pala).

Si & = v + w® y de manera inductiva &, = v,,1 + WS+ entonces a; = vy + w0,
pero & > & > & > &,... €s una sucesion decreciente de ordinales por lo que
tarde o temprano se estabilizara para algun &,, = ¢ + 1 sucesor, es decir

w7m+w6a

a =Y+ w“/1+mz+w"

Por la ecuacién (3.2) podemos concluir que p,, (a) = p.(a). Aplicando un argumento
similar para as, . . ., o, concluimos que p,(a) = pg(a).
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(4) Si o es sucesor entonces « = [y es evidente que w® = w” por lo que w* — w?. Si
a
« es limite entonces defina de manera inductiva la sucesion decreciente

Co = w
¢ = d(co,a) = w™
cn =d(epq,a) = wr

Como a — f3 entonces existe alglin oy, = 3, luego ¢;, = W’ y w* — W”.
a a
[]

Los siguientes lemas son adaptados de Ketonen y Solovay® a nuestra definicion. Este
primer lema nos muestra la transitividad de la relacion —.
a

Lema 3.6.4. Sia — 3 y 8 — v entonces o — .

Demostracion. Por definicién si o« — 3 entonces existe una sucesion ag > a; > -+ > ay,
>

donde oy = ay ap = 5. Si § — 7 entonces existe una sucesion 5, > 5, > --- "
donde 5y = 5y B = 7. Es posible unir estas dos sucesiones pues o, = [, = [ por lo
que a — 7. [

Lema 3.6.5. Sea \ = whm; + -+ - +whmy Yy a = w¥ng + - - - + w% ny nimeros ordinales
expresados en su forma normal. Si A\, > a1 y o — 3 entonces A + a — A + f3.
a a

Demostracion. Al ser )\, > «; eso significa que A > « y la suma de estos dos se puede
ver como la concatenacion de sus expresiones en forma normal, es decir:

Ao =wmy 4 F oMy g 4w g
El caso relevante es para « limite, pero por el Lema 3.1.6, tenemos que
d(A+a),a) =A+d(a,a) = A+ aq.

Por lo que se muestra que A + a — A + f3. O

Con respecto al préximo lema, es necesario mencionar que el esfuerzo para dar una
explicacion mas detallada de la demostracidén condujo a 3 demostraciones distintas para
el caso cuando « es un ordinal limite que se presentaran a continuacion.

9 R. Ketonen J. y Solovay. “Rapidly Growing Ramsey Functions”. En: Annals of Mathematics 113.2
(1981), pags. 267-314. URL: http://www. jstor.org/stable/2006985 (visitado 14-04-2024).
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Lema 3.6.6. Caicedo, “Goodstein’s function”.
Paratodo 0 < a < ey ytodoa > N(a), a« = RY(pa(a) — 1) + 1.

Demostracion. Una vez mas, la prueba se hace por induccion. Si o = 5+ 1, en particular
Si a = 1, entonces p,(a) = ps(a) + 1 = 1, ademas R¥(pg(a)) = [ siempre que a > N(f),
es decir a > N(«). Por lo tanto

Ri(pala) = 1) +1 = Rg(pa—) +1
= Ri(ps(a)) +1
p+1

= Q.
Supongamos que « es limite y el resultado se mantiene para todo ordinal menor a «.

Forma 1: Es conveniente recordar que o se puede reescribir de la forma o = v + w?, en
consecuencia

pala) =1 = py(a) +pys(a) -1

Integrando el anterior resultado junto con el Lema 3.4.5

RY(pa(a) =1)+1 = RZ(py(a) +pysa) —1)+1
= Ri(py(a)) + R (pos(a) —1) +1
= v+ RY (pus(a) — 1) +1

Como puede apreciarse, para que o — R“(p,(a) — 1) + 1 basta con ver que w’ —
R (pys(a) —1)+1alo que dedicaremos el resto de la demostracion. mediante induccion
probaremos que la propiedad se satisface para o = w” con g8 < a.

En primer lugar consideremos el caso en el que o = w, es decir § = 1. En este caso
Pala) —1 =a—1porlo que R¥(p,(a) — 1) + 1 = a. Supongamos que se cumple para
probaremos que se cumple para 3 + 1. o = w?*! por lo que

d(witt a) = wla

= wia—1)+uw°
Por hipétesis de induccién w”® — R¥(p,s(a) — 1) + 1 asi que por los Lemas 3.6.4 y 3.6.5

a—d(a,a) = w?(a—1) + RY(pys(a) — 1) + 1

a a
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Pero

=y

wia—1)+ Ry (pus(a) = 1) +1 = Ry (ps(a)-(a—1) +pusla) —1) +1
o (pos(a) -a—1)+1
o (Pwsw(a) —1) +1
= R (pusri(a) —1) +1

|
=y

=y

Por lo que a — RY (p(a) — 1) + 1. Por ultimo supongamos que  es limite. Al ser 5 < a'y
a > N(a) > N(B), por nuestra hipotesis de induccioén g — RY (pg(a) — 1) + 1, aplicando
el Lema 3.6.3

P s wBE(ps@-1)+1 _ R2(psla)-1), — wR:(pza(aH)(a 1)+ B (pa(a)=1)

a a

Note que wf(Ps(@~1) < o, asi que para este ordinal también se satisface la hipbtesis de
induccion w#s(=1 — R (p e yw-1(a) — 1) + 1. Por el Lema 3.4.9

R (p rsws-n(a) —1) +1 =R (ap%’“’ﬁ(“)‘”(a) - 1) +1=FR(a®@ D —1) +1

Nuestro objetivo es probar que w’ — R“(p,s —1) + 1, sin embargo se tienen las
siguientes igualdades:

R (pys —1)+1 = RY(a@ g —1) +1

= R (a? @ (a—1)+a@~1 —1) +1

= RY(a?#? @7l (a—1)) + R% (a? @1 —1) +1
= wfiPs@=D(g — 1)+ RY (a?®~1 — 1) +1

Por lo que utilizando los Lemas 3.6.4 y 3.6.5

W8 — Wl e =1) gy R (Pe@ 1) 1) 4 R (@P#@"1 —1) 41 =R (ps — 1) + 1

a a

De esta manera concluimos la proposicion para todo ordinal de la forma w® y por
consiguiente para todo ordinal limite.

Forma 2: Es conveniente recordar que o se puede reescribir de la forma o = v + w?, en
consecuencia

Pala) =1 = py(a)+p,e(a) —1
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Integrando el anterior resultado junto con el Lema 3.4.5

Ry (pala) —=1)+1 = R¢(py(a) +pus(a) —1)+1
= Ry(py(a)) + Ry (pos(a) —1) +1
= Y+ RY(pys(a) —1)+1

Como puede apreciarse, para que o — R“(p,(a) — 1) + 1 basta con ver que v’ —
RY (p,s(a) — 1) + 1 alo que dedicaremos el resto de la demostracion.

Supongamos que a = w” para algin 5 < «. Debido a la hipdtesis de induccion 3 —
R¢(pg(a)l) +18sia> N(a) > N(B). Tenemos que

pala) =1 =ar?@ — 1 =P @71 (g — 1) 4 s @1 — ]

R;u(pa(a) - 1) + 1 = wR:(pﬁ(a)_1)<a _ 1) _|_ R:(ap/;(a)—l . 1) + 1
Tome A = R¥(pg(a) — 1). Puesto que 5 < a, por la hipétesis de induccion § — X + 1. Por
el Lema 3.6.3 w® — wly
wh = Ry(a™ —1) + 1.

a

Entonces

W’ = M S dWMa) =wra = wMa— 1) Fwt = wMa— 1) + RY (@@ — 1) + 1. (3.3)

a a

Finalmente por el Lema 3.4.9, p,(a) = pg(a) — 1. Por lo que en (3.3) haciendo uso del
Lema 3.4.5 tenemos que

WP = R;}(apﬁ(a)*l(a — 1))+ R;’(apﬁ(a)*l — 1) +1= R‘;(apﬁ(“)) +1 = R(pa(a) — 1) + 1.

a

Concluyendo de esta manera la prueba.

Forma 3:
Es conveniente recordar que a se puede reescribir de la forma o = v + w?, en
consecuencia

pal@) =1 = pol@) +ps(a) 1
= py(@) + @ -1

pg(a) '
= pl)+ Y @@ — ),
i=1
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Integrando el anterior resultado junto con el Lema 3.4.5

ps(a)

Ré(pala) = 1) +1 = R%|[py(a)+ > a7 (a—1) | +1
=1

ps(a)
= Relpfa) + Ry [ Y@@ a—1) | 41
i=1
pa(a)—1 ‘
= 7+ Z Whta@s@=0(g — 1) 4 a.

=1
Por otra parte, como 5 < a«y a > N(a) > N(53) se satisface la hipotesis de induccion,
B — RY(pg(a) — 1) + 1; con el uso del Lema 3.6.3 se obtiene que
0l + wﬁ -y + wRZ}(pﬁ(a)_l)+1_
En atencion al ordinal wf(Ps(2)=D+1 gbserve las siguientes igualdades que surgen como

consecuencia directa de la Definicion 3.1.2 (ver Ejemplo 3.1.5)

d(WREPa@-DF1 ) — R a(@)-1) g,

dWRiPs@ g q) = WREPs@-) (g _ 1) 4 iR s(@)-1).0) (3.4)

asumiendo que R¥(pg(a) — 1) es limite, pues de otro modo se tendria

d(wR{&)(pﬁ(a)_l)aj’ a) — WR:.)(p/B(a’)_l) (a — 1) _.|_ ng(pﬂ(a)_l)_la‘

Para efectos practicos supondremos que RY(ps(a) — 1) es limite, pues si es sucesor
repetiriamos el argumento anterior. Nuevamente se cumple la hipétesis de induccion
pues Ry (pg(a) — 1) < a, es decir R (ps(a) — 1) = RZ(Props(a)-1)(a) — 1) + 1 pero por
el Lema 3.4.9, R¥(pps(p(a)-1)(@) — 1) + 1 = R¥(ps(a) — 2) + 1. Por lo que

v+ wlaPsl@) =1+ wRi(pB(a)*l)(a — 1)+ wha (pala)=2)+1 (3.5)

Repitiendo los argumentos hechos en (3.4) y (3.5) concluimos que
ppla)-1
v+ wa{(pB(a)*l)Jrl — v+ Z wa(PB(a)*i)<a _ 1) + q.

i=1

En conclusion a — RY(pa(a) — 1).
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Como resultado de la teoria introducida anteriormente presentamos la demostracién del
Lema 3.4.10

Lema. Caicedo, “Goodstein’s function”.
Para todo o < ¢q y todo a > N(a), B, (a?*@ — 1) = ®,(a) — 1.

Demostracion. La prueba sera por induccion en «. Para o = 0, tenemos que
By(a"—1)=B,(0)=a=(a+1)—1=®y(a) — 1.

Asuma el resultado para «, procederemos para a + 1. En primer lugar observe que
Pa+1(a) = pala) + 1 asi que

atort @ — 1 = gPe@ (g — 1) 4 g — 1. (3.6)
La hipotesis de induccién nos dice que
B,(at® — 1) = ®,(a) — 1.

Como G,(aP*® —1) 4 (a — 1) = B,(a?>(@ — 1), la base en la que la sucesion de Goodstein
se hace cero iniciando en a?=(*) — 1 con base completa a es ®,(a) — a, es decir

((apa(ll) _ 1)@)%(@_@ = 0.

Utilizando los Lemas 3.4.4, 3.4.5 y 3.4.6, ademas de la Ecuacion (3.6)

B,(aPe+1@ — 1) = B,(aP>¥(a — + ab(@ — 1)
= B<I>a ~1 ( ((aP@(a — 1) + a**@ — 1),)a,(0)—a)
= Ba,r (BRI (@@ = 1) + (@) = 1))
= Bo,1 (RO (a7@(q 1)))
= Bs,(a)-1 ( — 1)pal®ala)=1) (g — 1))

Para a > 1, utilizando nuevamente el Lema 3.4.4

Ba,(@)-1 ((®ala) = 1)@ V(@ = 1)) = By, @) (Cala) @ (a—1) = 1)

Podemos aplicar la hipétesis de induccién al término @, (a)P=(®=(@) — 1 para repetir el
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proceso anterior obteniendo la siguiente igualdad:

By(ar=+1 71 —1) = By (@i(&) — (Pl (g — 2))
~ B (cpi ()P~ @3 @) (g — 3) 1 B2 (q)Pe(P2(@) _ 1) ,

Repitiendo el proceso para k£ < a — 1 nos muestra que
Ba(a" W — 1) = Bygii () 4 ((@ISH(G) — @O (g — 1 — k>> ,

en particular para k = a — 1, B,(a?>+*(¥ — 1) = Bga()-1 (0) = ®41(a) — 1. Concluyendo
de esta manera la induccién para a sucesor.

Supongamos que « es limite y que el resultado se mantiene para f§ < «a. Sea 7 =
RY(pa(a) — 1). Utilizando la ecuacion (3.6) y un argumento similar a la demostracion
para « sucesor obtenemos la siguiente igualdad

Bu(a® —1) = By, 1 ((@(a) = 1" D (a — 1))
Un proceso inductivo para k < a — 1 (como se realiz6 para « sucesor) nos muestra que,
Bua ) —1) = Bysosgy, ((®57(a) = 17O 0 —1 - k).
en particular para k = a — 1 tenemos
B, (a"@ — 1) = P2 (a) — 1 = Pre(po(a)-1)+1(a) — 1.

Por el Lema 3.6.3y 3.6.6 ®,(a) = Ppe(p.(a)-1)+1(a) Y queda demostrado el lema para o
limite. O]
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