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RESUMEN

TITULO: FUNCIONES MONOTONAS SOBRE CONTINUOS IRREDUCIBLES"

AUTOR: ROSANA MARTINEZ GALVIS™

PALABRAS CLAVES : continuo, continuo irreducible, funcién monétona, funciéon casimono-
tonas, funcién cuasimonétonas, funcién débilmente monétonas, funcién confluente, funcion
fuertemente libremente descomponibles y funcion libremente descomponible.

DESCRIPCION:

En la teoria de continuos se estudian espacios métricos, compactos no vacios llamados con-
tinuos. Un continuo es irreducible si existen dos puntos tales que no existe un subcontinuo
propio que los contiene. Esta propiedad topolégica no se preserva por la continuidad de la
funcion. Por esto, la importancia de encontrar condiciones para que la imagen de un continuo
irreducible sea irreducible.

Con respecto a este problema, es conocido que las funciones monétonas preservan puntos
de irreducibilidad y en particular, continuos irreducibles. Sin embargo, esta clase de funciones
es muy reducida. Asi, se definen algunas clases de funciones mas generales para determinar
si estas preservan o no la irreducibilidad del espacio.

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera: en el primer capitulo ademas de revisar
algunos conceptos generales de topologia, se muestran la construccion de continuos a través
de la interseccion anidada de continuos, el espacio producto entre continuos y limites inversos
de continuos.

En el segundo capitulo profundizamos sobre continuos irreducibles mostrando ejemplos y
propiedades.

Luego, en el tercer capitulo, estudiamos las funciones entre continuos casimonotonas, cua-
simonétonas, confluentes, débilmente monétonas, fuertemente libremente descomponibles y
libremente descomponibles y mostramos las relaciones entre dichas clases.

Por ultimo, se estudia la imagen de continuos irreducibles a través de las funciones definidas
en el Tercer Capitulo. Se muestra cudles de estas funciones preservan irreducibilidad. Se
establece ademas, una relacion entre las funciones fuertemente libremente descomponibles
y las funciones casimonoétonas, cuando el dominio es irreducible.

“Dr. JAVIER ENRIQUE CAMARGO GARCIA, Director del Trabajo de Grado.
**Programa de Maestria en Matematicas, Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, Universidad
Industrial de Santander.



ABSTRACT

TITLE: MONOTONE MAPS ON IRREDUCIBLE CONTINUUM™

AUTHOR:  ROSANA MARTINEZ GALVIS™

KEYWORDS: continuum, irreducible continuum, monotone function, almost monotone fun-
ction, quasi-monotone function, weakly monotone function, confluent function, strongly freely
decomposable function and freely decomposable function.

DESCRIPTION:

The continuum theory studies a nonempty compact, connected and metric space named con-
tinuum. A continuum is irreducible if there exist two points such that a proper subcontinuum
which contains those points does not exist. Generally, this topological property is not preser-
ved by continuous functions. Therefore, it is important to find conditions for mapping irreducible
continuum become irreducible.

It is known that monotone function preserve irreducible points, in particular irreducible conti-
nuums. However, this class of functions is very reduced. Then, some classes general function
are defined to determine if they preserve or not irreducible space.

This monograph is developed of the following way: on the first chapter some topological ge-
neral concepts are reviewed, also the construction of continuum are shown via the nested
intersection on continuum, product space between continuum and inverse limits of continuum.
On the second chapter we go on detail about irreducible continuums introducing some exam-
ples and properties.

On the third chapter, we study almost monotone function, quasi-monotone function, weakly
monotone function, confluent function, strongly freely decomposable function y freely decom-
posable function and some results are shown.

Finally, we study mapping irreducible continuum via the same function already defined on
Chapter third. It is shown which of those functions preserve irreducible continuum. A relation-
ship between strongly freely decomposable function and almost monotone function is establi-
shed when the domain is irreducible.

"Dr. JAVIER ENRIQUE CAMARGO GARCIA, Graduate Dissertation Director.
" Graduate Program of Master in Mathematics, Department of Mathematics, Faculty of Science, Uni-
versidad Industrial de Santander.



INTRODUCCION

La teoria de continuos es una rama de la topologia que estudia espacios métricos com-
pactos conexos no vacios. Es conocido que la imagen de un continuo, bajo una funcién
continua en un espacio de Hausdorff, es un continuo. Sin embargo, propiedades to-
polégicas como normalidad, unicoherencia o ser segundo numerable, no se preservan
con la continuidad de la funcion. Este hecho orienta el estudio hacia las propiedades
topologicas que se preservan a través de ciertas clases de funciones continuas.

En 1909 Ludovic Zoretti defini6é los continuos irreducibles y en 1910 L. J. E. Brouwer
construyo el primer continuo indescomponible. En principio, estas clases de continuos
se trataron de forma independiente sin una relacion aparente entre ellos. En 1920 con
el trabajo de Janiszewski y Kuratowski, mostraron que todo continuo indescomponible
es irreducible, y desarrollaron propiedades y caracterizaciones de estos continuos.
Nuestro trabajo se enfoca en términos generales, en encontrar condiciones para que la
imagen de un continuo irreducible sea irreducible. Con respecto a este problema, es co-
nocido que las funciones monétonas preservan puntos de irreducibilidad y en particular,
continuos irreducibles. Sin embargo, esta clase de funciones es muy reducida. Asi, se
definen funciones mas generales conocidas como casimondtonas, cuasimonétonas, con-
fluentes, débilmente mondtonas, fuertemente libremente descomponibles y libremente
descomponibles, donde se estudia la preservacion de propiedades de irreducibilidad.
Esta tesis tiene como objetivo principal estudiar las clases de funciones mencionadas en
el parrafo anterior y relacionarlas con la irreducibilidad y elementos propios de la teoria
de continuos.

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera: en el primer capitulo revisamos al-
gunos conceptos generales de topologia general; en particular, resultados sobre espacios
métricos compactos que usaremos con frecuencia como: el Teorema del Cable Cortado
y el Teorema de Golpes en la Frontera. También se muestran mecanismos para cons-
truir continuos como: la interseccién anidada de continuos, el espacio producto entre
continuos y el limites inversos de continuos.

En el segundo capitulo profundizamos sobre continuos irreducibles e indescomponibles.
Mostramos algunos ejemplos y propiedades que cumplen dichos continuos; propiedades
que fueron desarrolladas por Janiszewski y Kuratowski.

Luego, en el tercer capitulo, se definen algunas clases de funciones entre continuos.
Ademas de mostrar las relaciones naturales entre dichas clases de funciones se restringen
los espacios a espacios localmente conexos para determinar si las relaciones reciprocas
también se tienen.



Por ultimo, mostramos qué sucede con la imagen de continuos irreducibles e indescom-
ponibles a través de las funciones definidas en el Capitulo 3. Se muestra cuéles de estas
funciones preservan irreducibilidad. Se establece ademés, una relacion entre las funcio-
nes fuertemente libremente descomponibles y las funciones casimonétonas, cuando las
primeras preservan puntos de irreducibilidad.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo revisamos definiciones y propiedades de topologia general y en parti-
cular, de la teoria de continuos. En primera instancia, después de algunas definiciones y
ejemplos, vemos algunos resultados importantes que usaremos constantemente como el
Teorema del Cable Cortado y el Teorema de Golpes en la Frontera. También se muestra
que la interseccién anidada de continuos y el espacio producto de continuos son técnicas,
para obtener continuos a partir de otros ya conocidos. Finalmente, definimos los limites
inversos y mostramos que el limite inverso de continuos es un continuo.

Dado X un espacio métrico y K C X, en el desarrollo de este trabajo notaremos por
Intx (K) al interior del conjunto K con respecto al espacio X; Clx(K), la cerradura
del conjunto K con respecto al espacio X y Frx(K), la frontera del conjunto K con
respecto al espacio X. By(z,e) denota la bola abierta con centro en el punto z y radio
e. didm(A) denota el diametro del conjunto A.

1.1. CONTINUOS

Este trabajo lo desarrollamos en espacios topoldgicos con propiedades especiales que
llamamos continuos y los definimos a continuacion.

Definicion 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y diferente del
vacifo. Un subcontinuo es un continuo contenido en algtin espacio métrico.

Diremos que un continuo K es un subcontinuo propio de un continuo X si K C X y
K # X. Ademas, llamaremos continuos no degenerados aquellos continuos que tie-
nen mas de un punto. Ahora mostramos ejemplos de continuos. En particular, algunos
ejemplos en el plano R? se muestran en el siguiente enunciado:

Ejemplo 1.1.2. 1. Un arco, es un continuo. Un arco es cualquier espacio homeo-
morfo al intervalo cerrado [0,1]. Ademaés, si o es un arco y h: [0,1] — « es un
homeomorfismo, entonces h(0) = a y h(1) = b son los puntos extremos de .
También diremos que « es un arco de a a b.



2. Sea A = {(z,sen2) e R? : z € (0,1]} y C = Clgz(A). Como f: (0,1] — [-1,1]
definida por f(t) = sen% es continua, A es conexo y por tanto, C' es un conti-
nuo. El continuo C' se conoce como la curva senoidal del topdlogo, y la usaremos

frecuentemente en este escrito.

3. Una curva cerrada simple es un continuo. Una curva cerrada simple es cualquier
espacio homeomorfo a la circunferencia unitaria S1 = {(z,y) € R? : 2% +y% = 1}.
A menudo se denota por S' a cualquier curva cerrada simple.

4. Un triodo simple T, es un continuo. Un triodo simple es un continuo homeomorfo
a la letra “T", o al subespacio de R3,

([0, 1] > {0} x {0}) U ({0} x [0,1] x {0}) U ({0} x {0} x [0, 1]).

Los continuos enunciados en el Ejemplo 1.1.2 los representamos en la FIGURA 1.1.

Figura 1.1: Arco, curva senoidal del topdlogo, curva cerrada simple y triodo

— > o L

A continuacion describimos uno de los primeros ejemplos de Janiszewski en su version
mas sencilla descrita por Knaster, de quien recibe su nombre. Este continuo es descrito
en [12, pag 204]. Para tal descripcion consideramos el conocido conjunto ternario de
Cantor, cuya construccion se estudia en cursos de topologia general y cuyas propiedades
son mencionadas en [8, 2.15 pag 97|.

Ejemplo 1.1.3. El continuo de Knaster.

Sea Z C [0,1] el conjunto de Cantor. El continuo de Knaster es la union de:

1. Todos los semicirculos con ordenada mayor o igual a 0 con centro en (%, 0) vy que

pasan a través de todos los puntos de Z, y

2. Todos los semicirculos con ordenada menor o igual a 0, tales que para n > 1 tiene
centro en (%n, 0) y pasa a través de cada punto de el conjunto Z y contenidos en

el intervalo (%, z=t)

Una componente es un conexo maximal de un espacio métrico; es decir:

Definicion 1.1.4. Sea X un espacio métrico y C un subconjunto de X. C es una
componente de X, si C' es conexo y para todo D subconjunto conexo de X tal que
C C D se tiene que C' = D.

Claramente los espacios conexos tienen una sola componente. En un espacio no conexo
sus componentes son disjuntas y estas forman una particién del espacio.



Figura 1.2: Continuo de Knaster

Definicion 1.1.5. Sean X un espacio y « € X. X es localmente conexo en x, si para
cualquier abierto U de X tal que x € U existe un abierto conexo V de X tal que
x €V C U. Se dice que X es localmente conexo si para todo z € X, X es localmente
conexo en .

Notese que si X es un continuo localmente conexo, U es un abierto de X y C una
componente de U, para cada x € C existe una vecindad conexa V, en X. Luego, CUV,
es conexo. Como C' es una componente, V, C C. Por lo tanto, C es abierta. Asi,
mostramos que un espacio localmente conexo es la uniéon de sus componentes conexas.
En el Ejemplo 1.1.2 el arco, el triodo y la curva cerrada simple son continuos localmente
conexos. Sin embargo, en la curva senoidal del topdlogo definida en el Ejemplo 1.1.2
podemos ver que para cada punto de acumulaciébn <z  de

A = {(z,sent) € R? : z € (0,1]}, existen vecindades que no contienen un abierto
conexo. Asi, la curva senoidal del topdélogo no es un continuo localmente conexo. Con
este ejemplo vemos que la conexidad no implica la conexidad local.

Enunciamos la siguiente definicién de convergencia que utilizaremos en alguna prueba.
Esta clase de convergencia se puede consultar en [9].

Definicion 1.1.6. Sean X un continuo y (A4,)52; una sucesién de subconjuntos de
X. Definimos el limite inferior de (A,)5; que denotaremos por liminf A, y el limite
superior de (Ap)72, que denotaremos limsup A,,, de la siguiente manera:

1. liminf A, = {x € X : para cualquier abierto U en X con x € U, tenemos que
U N A, # 0 para todo n excepto un nimero finito de indices};

2. limsup A, = {x € X : para cualquier abierto U en X con z € U, tenemos que
U N A, # 0 para un namero infinito de indices}.

Ademas, diremos que lim, .o, A, = A para algin A C X, si liminfA4, = A =
lim sup A,.

Una de las técnicas conocidas para construir continuos es la intersecciéon de continuos
anidados. El siguiente teorema nos seré de utilidad para probar que esta intersecciéon es
un continuo, ver [16, Proposicion 1.7].

Teorema 1.1.7. Sea (X;)2, una sucesion de espacios compactos métricos tales que
Xit1 C X para cada i = 1,2,... y sea X = (ooy X;. St U es un abierto de X; tal que
X C U, entonces existe N tal que X; C U para todo i > N.



Demostracion. Supongamos que para cada i = 1,2, ..., existe z; € X; \ U, donde U es
un abierto de X tal que X C U. Como X; \ U es un espacio métrico compacto, se
tiene que la sucesion {x;}:°, converge a algin punto p € X; \ U. Para cada k € N,
x; € Xy para todo i > k. Asi, p € X}, para cada k, luego p € X. Como p ¢ U, entonces
X ¢ U. Luego, existe N € N tal que X; C U para toda i > N, entonces X # () si cada
X; # 0. O

El siguiente teorema es de gran utilidad para encontrar ejemplos de continuos. La prueba
de éste, la tomamos de [16, Teorema 1.8].

Teorema 1.1.8. Sea (X;)72, una sucesion de continuos tal que X;11 C X; para cada
i=1,2,... 51 X = ﬂfil X;, entonces X es un continuo.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo. Entonces, existen A y B conjuntos
cerrados disjuntos no vacios tales que X = AUB. Como X7 es un espacio normal existen
subconjuntos abiertos V y W de X talque ACV y BC W. Sea U =V UW, entonces
X,, C U para algtn n. Asi, X,, = (X, NV)U (X, NW). Como X = AUB C X;, A#(
y B # (. Tenemos que X, NV # 0y X, "W # (). Esto contradice la conexidad de X,.
Por lo tanto X es conexo. O

Otra manera de encontrar ejemplos de continuos es haciendo productos a lo mas nu-
merables; es decir, si {X; : | € L} es una familia de continuos, tal que |L| < w donde
IR| = w, entonces [];c; X; es un continuo (ver por ejemplo [16, Teorema 2.1]). Asi, en
particular, [0, 1]" la denominada n-celda, es un ejemplo de un continuo.

En la prueba de algunos teoremas utilizaremos ciertos resultados de topologia general,
uno de ellos es el Teorema de Baire el cual enunciamos de la manera que nos seré
de utilidad, a continuacién. La prueba se puede deducir de la version mostrada en
[19, Teorema 25.3|.

Teorema 1.1.9. Sea X un espacio métrico compacto. Si (K)o, es una sucesion de
cerrados no vacios tal que | Jo~; K, = X, entonces existe ng € N tal que Intx (K, ) # 0.

A continuaciéon enunciaremos y demostraremos el Teorema del Cable Cortado. Este
teorema lo usaremos para demostrar el Teorema de Golpes en la Frontera, que nos seréa
de gran utilidad en el desarrollo de esta tesis. Pero antes, daremos algunas definiciones
y resultados previos.

Definiciéon 1.1.10. Sean X un continuo y U = {Uy,Us,...,U,} una familia finita de
subconjuntos no vacios de X. Decimos que U es una cadena si U; N U;j # 0 si y s6lo si
li — j| < 1. Ademés, si a y b son puntos de X tales que a € Uy y b € U,, diremos que
U es una cadena de a a b.

Tendremos la siguiente terminologia: si los elementos de ¢ son abiertos, diremos que U
es una cadena abierta. Si existe € > 0, didm(U;) < € para cada j € {1,...,n}, entonces
decimos que U es una e—cadena. Los elementos U; de U son llamados eslabones.



Con el siguiente resultado cuya demostracion la tomamos de |8, Teorema 3.4|, se muestra
que en un espacio conexo para cualquier par de puntos a y b, podemos encontrar una
cadena abierta de a a b.

Teorema 1.1.11. Si X es un espacio conexo, a y b son dos puntos de X y A es una
cubierta abierta de X, entonces podemos encontrar una cadena de a a b formada con
elementos de A.

Demostracion. Sean a,b € X y A una cubierta abierta de X. Consideremos el conjunto
D = {x € X : existe una cadena de elementos de A de a a x}. Dado que A cubre a X,
existe U € A tal que a € U. Luego, si z € U entonces x € D vy, por consiguiente, D # ().
Ahora veamos que D es abierto y cerrado. Sea x € D. Por definicién de D, existen
U1,Us, ..U, € Atal que {U1,Us,...,U,} es una cadena de a a x. Observemos que para
todo y € Uy, y € D ya que podemos tomar la misma cadena de a a x, {Uy,Us,...,U,}
como la cadena de a a y. Por lo tanto U,, C D. Asi D es abierto en X.

Supongamos que D no es cerrado. Entonces, Clx (D) \ D # 0. Sea z € Clx(D) \ D.
Como A cubre a X, existe un U, tal que z € U,. Ademés, U,ND # (), pues z € Clx (D).
Para un y € U, N D existe una cadena {Uy,Us,...,U,} de a a y.

Sea m = min{i € {1,....,n} : U; NU, # 0}. Asi, es claro que {Uy,Us, ...,Upy,, Uy} €s una
cadena de a a z. Por lo tanto z € D y tenemos una contradicciéon. De esto D es cerrado.
Finalmente, como X es conexo y D es abierto y cerrado, tenemos que X = D y b€ D,
concluyendo nuestra prueba. O

Ahora estamos listos para enunciar el Teorema del Cable Cortado. La demostraciéon va
tener algunos resultados citados del Capitulo 4 de [16] que, aunque son importantes, sus
demostraciones implicarian hacer una extension considerable del capitulo, con inclusién
de nuevos conceptos que no son relevantes para el desarrollo del trabajo.

Teorema 1.1.12. Sean X un espacio métrico compacto, A y B subconjuntos cerrados
no vacios de X. Si no existe un conexo que intersecte a A y B, entonces existen X1 y

X cerrados de X tales que X = X1 U Xy, AC X1,BC X5 y X1 N Xy =10.

Demostracion. Sean A 'y B cerrados no vacios de X tales que no existe un conexo que
intersecte simultaneamente a A y B. Probemos primero la siguiente afirmacion:

Afirmacion 1.1.13. Eziste i € N tal que no existe una %—cadena de algin punto de
A a algin punto de B.

Supongamos que para cada i € N existe una 2—11 —cadena, llamémosla la K; = {Uy, ..., Uy, }

de a; a b;, para algunos puntos a; € Ay b, € B. Sea K; = {z1,%2,...,2p,} donde
x1 = a;, Ty, = b; y x; € Uj para cada j € {2,...,n; —1}. Es claro que K; es compacto de
X, de donde (K;);en es una sucesion de compactos de X. Por [16, Teorema 4.14], existe
una subsucesion (Kj ;)52 de (K;)72; que converge a K un compacto de X. Ademds,
por la manera como construimos los K;, K es un continuo, por [16, Teorema 4.16]. Asi,
K es un continuo tal que K N A # 0 y KN B # (). Contradiciendo nuestra suposicion
y concluyendo la prueba de la Afirmaciéon 1.1.13.



Sea k € N que satisface la Afirmaciéon 1.1.13. Definamos
C(A, k) ={x € X : existe 2% — cadena abierta de algin punto de A a z}.

Por la Afirmacion 1.1.13, B N C(A,k) = (. Sea z € C(A,k). Entonces existe una

%—cadena de a a z, para algtin a € A. Sea U = {Uy,...,U,} tal cadena de a a z.

Es claro que para cada y € U,,, U es una %—Cadena de a ay. Asi, U, C C(Ak) y
C(A,k) es abierto. Veamos ahora que C(A,k) es cerrado. Sea = € Clx(C(A,k)). En-
tonces B(m,zik) NC(Ak) # 0. Sea z € B(x, 2%) NC(A,k) # 0. Entonces existe una
%—cadena abierta U = {Uy,...,U,} de a a z para algin a € A.

Sea m = min{j € {1,..,n} : U; N B(m,zik) # 0Y. Asi, {Uy,...,Up, B(z, )} es una
%—cadena abierta de a a z. Con lo que = € C(A, k) y C(A, k) es cerrado.

Finalmente, como C(A,k) es abierto y cerrado, basta tomar X; = C(4,k) y

X2 =X \C(A,k) y concluimos la prueba del teorema. O

El siguiente resultado es llamado el Teorema de Golpes en la Frontera que, como mos-
tramos, es una facil consecuencia del Teorema del Cable Cortado.

Teorema 1.1.14. Sean X un continuo y U un abierto propio de X diferente del vacio.
Si K es una componente de Clx(U), entonces K NFrx(U) # 0.

Demostracion. Sean U abierto propio de X diferente del vacio y K una componente de
Clx(U). Supongamos que K NFrx(U) = ). Notese que K y Fry(U) son cerrados de
Clx (U) tales que no existe un conexo que intersecte simultaneamente a K y Frx(U),
pues K es una componente. Asi, existen X; y Xo cerrados disjuntos de Clx(U) tales
que K C X1, Frx(U) € Xy y Clx(U) = X1 U X5, por el Teorema 1.1.12.

Sea X3 = X9 U (X \ U). Obsérvese que X3 es cerrado no vacio en X y X = X; U X3.
Finalmente, X; N X3 = Clx(U) N (X \U) = Frx(U) C Xy y como X1 N Xy = 0,
X1 N X3 =0, contradiciendo la conexidad de X. O

Un resultado inmediato del Teorema 1.1.14 se sigue a continuacion.

Corolario 1.1.15. Todo continuo no degenerado tiene subcontinuos propios no dege-
nerados.

Demostracion. Sea X un continuo no degenerado. Entonces dados dos puntos p,q € X,
existe un abierto U tal que p € U y q ¢ Clx(U). Sea L la componente de Clx(U) tal
que p € L. Claramente L es un continuo. Como L NFrx(U) # 0, L no es degenerado.
Ademéas L # X porque q ¢ L. O

El siguiente teorema nos sera de gran utilidad, para mostrar algunas propiedades que
preservan los continuos con relacién a sus subcontinuos propios.

Teorema 1.1.16. Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de X. Si X \ A es
disconezo y X \ A=UUYV, donde U y V son abiertos disjuntos y diferentes del vacio,
entonces AUU y AUV son subcontinuos propios de X .



Demostracion. Sean Uy V abiertos disjuntos diferentes de vacio tales que X\ A = UUV.
Como UNV =0, es claro que X \ (AUV) = U es abierto, con lo que AUV es cerrado
de X. De la misma forma se muestra que AU U es cerrado en X. Asi, debemos probar
que AUU y AUV son conexos. Mostremos que A UV es conexo. Supongamos que
AUV = KUL, donde K y L son dos cerrados disjuntos de X. Como A es conexo,
A C K o A C L. Sin pérdida de generalidad, podemos afirmar que A C K. Con lo que
LcCU. Asi, LNClx(KUV)=0. Como X = LU (K UYV), contradecimos la conexidad
de X. De la misma forma mostramos que AUV es conexo. [l

1.2. LIMITES INVERSOS

En esta secciéon mostramos otra manera de construir continuos a partir de un subespacio
de un espacio producto. Este subespacio es conocido como espacio limite inverso y lo
definimos a continuacion.

Sea (X, f7*1)2 | una sucesion doble, donde X,, es un espacio métrico compacto no
vacio y f?*1: X, ;1 — X, una funcién continua, para cada n € N. Esta sucesion es
llamada sucesion inversa y las funciones son llamadas funciones de ligadura.

Definicién 1.2.1. El limite inverso de una sucesién inversa (X, 1), denotado

por L n, ) 0 algunas veces por X, se define por

n=1»

L&l(  forhyee | = {(mn)neN € H X 2 PN (241) = @, para cada n € N} .

n=1
El siguiente resultado nos muestra otra forma de construir continuos.

Teorema 1.2.2. Un limite inverso de continuos es un continuo.

. . n+1\oo
Demostracion. Sean X, continuos y (X, fr™ )0
X = !]'m{Xn, frn}nen. Veamos que X es la interseccion numerable de continuos

anidados. Para cada n € N, definamos el conjunto

1 una sucesién inversa. Denotamos

Qr(Xn, fn) = {(@n)nen € [[ Xn ¢ fal@ni1) = 2, para cada k < n}.
n=1
Por la definicion de Qg (X, f) es facil ver que Qgi1(Xn, fn) C Qr(Xn, frn) para todo
ke Ny que Xoo = (req Qr(Xn, fn). Para mostrar que para cada k € N, Q(Xy,, f) es

un continuo, definimos el homeomorfismo
h: Qk(Xn7 fn) — Hzo k+1 Xna dado por h((xn)n 1) = (‘Tn)?zo:k+1' Como
I15Z k1 Xn es un continuo, Qi (Xy, f,) también lo es.

Asi por el Teorema 1.1.8, X, es un continuo. O

En [2] se muestra en detalle que el continuo Knaster descrito en el Ejemplo 1.1.3 es ho-
meomorfo al limite inverso de arcos con funciones de ligadura
f(z) =1 — |2z — 1|. Alli se muestran los continuos llamados tipo Knaster, los cua-
les tienen una representacion geométrica similar al continuo de Knaster.
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Capitulo 2

CONTINUOS IRREDUCIBLES

Como se defini6 en el capitulo anterior, la teoria de continuos es la rama de la topologia
que estudia los espacios métricos, compactos y conexos diferentes del vacio. Un continuo
wrreducible es un continuo en el cual existen dos puntos tales que no existe un subcon-
tinuo propio que los contiene. Estos continuos fueron definidos por Ludovic Zoretti en
1909 [11, pag. 12].

Es conocido que dados dos puntos en un continuo existe un subcontinuo irreducible
entre esos dos puntos [12, Teorema 1, pag. 192]. Ademés, dada una n—celda o el cubo
de Hilbert, la familia de los subcontinuos irreducibles forma un subconjunto G denso en
la familia de todos los subcontinuos de la n—celda o el cubo de Hilbert, respectivamente
[16, Ejercicio 1.17, Corolario 11.15.1]. Esto en cierta forma dice que la cantidad de
continuos irreducibles es mayor que los que no lo son. Por estas y otras razones es
importante el estudio de los continuos irreducibles en teoria de continuos.

En este capitulo definimos los continuos irreducibles e indescomponibles. Probamos que
todo continuo indescomponible es irreducible y estudiamos algunas propiedades de esta
clase de continuos. También estudiamos algunos resultados de los trabajos desarrollados
por Brouwer, Mazurkiewicz, Janiszewski y Kuratowski.

2.1. DEFINICION, EJEMPLOS Y PROPIEDADES.

En esta seccién definimos continuos irreducibles, mostramos algunos ejemplos y estu-
diamos algunas propiedades importantes.

Definicion 2.1.1. Sea X un continuo. Decimos que X es irreducible, si existen dos
puntos a y b en X tales que para cualquier subcontinuo K de X tal que {a,b} C K
se tiene que K = X. En tal caso se dice que X es irreducible entre a y b; a y b son
llamados puntos de irreducibilidad.

Ejemplo 2.1.2. Algunos ejemplos sencillos de continuos irreducibles son:

1. Un arco « es irreducible. Si f: [0,1] — « es un homeomorfismo, entonces « es
irreducible entre f(0) y f(1).
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2. X = CIRQ{(ZE,SQD(%) :x € (0,1]}, la curva senoidal del topologo, ver Ejemplo

1.1.2 (2), es irreducible entre (1,sen(1)) y cualquier punto en {0} x [—1,1].

3. Sy el triodo simple no son continuos irreducibles.

A continuacién definimos un continuo irreducible muy interesante, que nos sera de
utilidad para construir ejemplos mas adelante.

Ejemplo 2.1.3. El espacio conocido como continuo de V's y N's que definimos a con-
tinuacion es irreducible.

Sean C el conjunto de Cantor definido en [0,1] y Z = C x [0,1]. Tomamos los puntos

de la forma {3%, %}, en C para algin n € Ny 1 < k < n, e identificamos alter-

nadamente parejas de puntos siguiendo la siguiente secuencia: (%, 0) ~ (%,0), (%, 1) ~
(%,1),(%,1) ~ (8,1),(5,0) ~ (£,0),.... Si ¢: Z — M es la funcién cociente, donde
M = Z/ ~, entonces el continuo M lo podemos visualizar como mostramos en la FIGURA
2.1.

Figura 2.1: Funcién cociente q: Z — M

El continuo M o continuo de V’s y A’s es irreducible entre cualquier punto de {0} x [0,1] y
cualquier punto de {1} x [0, 1]. Para una construccion mas detallada de este continuo y una
prueba que M es en efecto irreducible ver [12, 4, pag. 191].

Con el siguiente teorema mostramos que en los continuos irreducibles, el complemento de los
subcontinuos que separan el espacio es la unién de dos abiertos conexos.

Teorema 2.1.4. Sean X un continuo irreducible entre p y q, y K un subcontinuo de X. Si
X\ K es disconezxo, entonces X \ K = U UV, donde U yV son abierto conexos y disjuntos en
X, conpeUyqelV.

Demostracion. Supongamos que X \ K es disconexo, entonces existen abiertos disjuntos U y
V diferentes de vacio tales que X \ K = U UV. Ademas, UU K y K UV son subcontinuos de
X, por el Teorema 1.1.16. Como X es irreducible entre p y ¢, {p,q} ZUUK y {p,q} £ KUV.
Es claro que X =UU K UV y como {p,q} N K =0, tenemos que pe Uy g € V.

Ahora, supongamos que U no es conexo. Entonces existen Uy y Uy abiertos disjuntos no vacios
de X tales que U = Uy U Us,. Sin pérdida de generalidad supongamos que p € U;. Como U U K
es un continuo y (U U K)\ K = Uy UUs, U; U K es un subcontinuo propio de U U K, por el
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Teorema 1.1.16. Asi U; UK UV es un subcontinuo propio de X que contiene a {p, ¢}, pero esto
contradice la irreducibilidad de X entre p y g. Por lo tanto U es conexo. De la misma forma se
muestra que V' es conexo. O

Del teorema anterior podemos ver los siguientes resultados.

Corolario 2.1.5. Sean X un continuo irreducible entre p y q y K un subcontinuo propio de
X. Sip e K, entonces X \ K es conezxo.

Demostracion. Notese que como X es irreducible entre p y ¢ y K es un subcontinuo propio
tal que p € K, tenemos que g ¢ K. Supongamos X \ K es disconexo. Entonces existen U y
V' abiertos disjuntos no vacios de X tales que X\ K =UUV.Comoq¢ K,qe U oqeV.
Supongamos que ¢ € U. Asi U U K es un subcontinuo propio de X y {p,q} C U U K; esto
contradice la irreducibilidad de X entre p y ¢. Por lo tanto X \ K es conexo. O

Corolario 2.1.6. Sean X un continuo irreducible entre p y q y K un subcontinuo propio de
X. Sip € Frx(K), entonces Intx (K) = 0.

Demostracion. Como K es continuo y p € K, tenemos que X \ K es conexo, por el Coro-
lario 2.1.5. Ademas, ¢ € X \ K. Asi, {p,q} C Clx(X \ K) pues, p € Frx(K). De lo que
X = Clx(X \ K). De lo anterior Intx(K) = X \ Clx(X \ K) = 0. O

En los Corolarios 2.1.5 y 2.1.6, se muestran dos propiedades de los subcontinuos de un continuo
irreducible que contienen puntos de irreducibilidad. Siguiendo esta idea, mostramos la prueba
de [12, Teorema 4 pag. 193], el cual se refiere al complemento de la unién de dos subcontinuos
propios que contienen a los puntos de irreducibilidad.

Proposicion 2.1.7. Sea X un continuo irreducible entre p y q. Si A y B son subcontinuos de
X tales que p € A y q € B, entonces X \ (AU B) es conexo.

Demostracion. Supongamos que A N B # (. Como X es irreducible X = A U B. Asi,
X\ (AU B) = 0 es conexo.

Ahora, supongamos que AN B = (). Entonces, X \ A es conexo, por el Corolario 2.1.5. Supon-
gamos ademéas que X \ (AU B) = (X \ A) \ B es disconexo. Entonces, existen dos conjuntos
no vacios U y V tales que UNClx(V) =0y VNClx(U) =0y X\ (AUB) =UUV. Asi,
B separaa X \ Ay BUU y BUYV son conexos, por el Teorema 1.1.16. Luego BUClx(U) y
B UClx(V) son continuos. Como X = (AUB)UClx((X \ A)\ B) y AN B = 0, se tiene que
ANClx((X\ A)\ B) # (. De lo contrario X = AU Clx((X \ A) \ B), lo cual contradice la
conexidad de X.

Asi, ANClx((X\A)\B) = AnClx(UNV) # 0, entonces ANClx (U) # 0 o ANClx (V) # 0.
Supongamos que ANClx (U) # 0. Entonces, AUClx(U)U B es un continuo de X que contiene
apyq. Como X es irreducible, X = AUCIx(U)UB y V = §. Por lo tanto X \ (AU B) es
CONexo. o

Con la siguiente proposicién mostramos que el interior de cualquier subcontinuo de un continuo
irreducible es conexo, ver [12, Teoremas 5, pag. 194].

Proposicion 2.1.8. Sean X un continuo irreducible entre p y q. Si K es un subcontinuo de
X, entonces Intx (K) es conezo.
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Demostracion. Supongamos que p € K. Entonces, X \ K es conexo, por el Corolario 2.1.5. Asi,
Clx (X \ K) es un subcontinuo de X que contiene a ¢. Luego Intx (K) = X \ Clx(X \ K) es
conexo.

Supongamos X \ K es disconexo. Entonces, existen U y V' abiertos conexos de X tales que p € U,
g€V yX\K=UUV, por el Teorema 2.1.4. Notemos que los continuos Clx (U) y Clx (V)
contienen a p y ¢ respectivamente. Luego, Intx (K) = X \Clx (X \ K) = X\ (Clx (U)UClx (V))
es conexo, por la Proposiciéon 2.1.7. o

2.2. COMPOSANTES DE UN CONTINUO

En esta seccion trataremos un conjunto definido por Janiszewski y Kuratowski llamado com-
posante, con el proposito de establecer algunas propiedades y relaciones de los continuos irre-
ducibles.

Definicion 2.2.1. Sean X un continuo no degenerado y p € X. La composante de p en X, que
denotaremos por x(p), es definida por:

k(p) =U{K :p € K y K es un subcontinuo propio de X}
Las composantes de algunos continuos son:

Ejemplo 2.2.2. 1. Sea X =10,1], las composantes de X son: k(0) =[0,1), (1) = (0,1] y
k(p) =10,1] sip € (0,1)

2. Sea X = S entonces, k(p) = S*, para todo p € S*

3. Consideremos el continuo X = Clgz{(z, sen%) :x € (0,1]}, la curva senoidal del topdlogo

definida el Ejemplo 1.1.2(2), donde J = {0} x [—1,1]. Tenemos que:

a) sipeJ, k(p) =X\ {(1,senl)}.
b) sice {(x,sent) eR*:z € (0,1)}, K(c) =X y
c¢) r((1,senl)) = {(z,sent) € R? : z € (0,1]}

De la definicion es facil ver que las composantes son conexas, pero no todas son compactas.
Asi en algunos contextos se dice que las composantes son semicontinuos de X. Janiszewski y
Kuratowski mostraron que toda composante es densa como mostramos en el siguiente resultado
[12, Teorema 2, pag. 209].

Teorema 2.2.3. Sea X un continuo no degenerado. Si p € X entonces k(p) es denso en X.

Demostracion. Supongamos que x(p) # X. Sea € X \ x(p). Supongamos que z ¢ Clx (k(p)).
Entonces, existe un abierto V de X tal que z € V' y VN k(p) = 0. Como X es métrico, existe
un conjunto abierto U en X tal que (X \ V) C Uy z ¢ Clx(U) [8, Teorema 2.5]. Notese que
k(p) CU y k(p) NFrx(U) = 0.

Sea L la componente de Clx (U) tal que x(p) C L. Entonces, L N Frx (U) # 0 por el Teorema
1.1.14 y k(p) # L. Ahora, como L es un subcontinuo propio de X que contiene a p, L C x(p).
Esto contradice que x(p) # L. Asi, V N r(p) # 0 y x(p) es denso. O

El anterior resultado fue demostrado por Janiszewski y Kuratowski para espacios conexos,
compactos, Hausdorfl y no vacios, los cuales son llamados continuos Hausdorff [11, pag. 42].
Otra de las propiedades mostradas por Kuratowski es sobre el complemento de las composantes
[12, Teorema 3, pag. 210].
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Teorema 2.2.4. Sea X un continuo no degenerado. Si p € X, entonces X \ k(p) es conezo.

Demostracion. Supongamos que X \ £(p) # 0. Sea z € X \ k(p) y supongamos que X \ x(p) no
es conexo. De esto, existen E y F' conjuntos de X tales que X \k(p) = EUF con Clx(E)NF =0
y ENClx(F) = (). Supongamos que z € E. Como X es un espacio métrico, tenemos que existen
abiertos Uy V de X talesque E C U, F C V y Clx (U)NV = (). Notese que Frx (U)N(EUF) = {.
Sea L la componente de Clx (U) tal que « € L. Entonces, (L N Frx(U)) # 0, por el Teorema
1.1.14. Asi, LNk (p) # 0. Sean 2z € LNk (p) y K un subcontinuo propio de X tales que {z,p} C K;
es claro que LU K es un subcontinuo de X. Como (LUK) C (k(p)UClx(U)) Cc X\ V. LUK
es un subcontinuo propio de X, asi « € k(p) contradiciendo nuestra suposicion. Por lo tanto
X \ k(p) es conexo. O

Con el siguiente resultado notamos que dado un continuo X, la composante de un punto p se
puede expresar como la uniéon numerable de subcontinuos propios de X.

Teorema 2.2.5. Sean X un continuo no degenerado y p € X. Entonces existe una familia
numerable {D; : i € N} de subcontinuos propios de X, tal que k(p) = U;=, D;.

Demostracion. Sea {U; : i € N} una base numerable abierta de X \ {p}. Sea D; la componente
de X \ U; tal que p € D; para cada i € N. Como U; es un abierto diferente de vacio, D; es un
subcontinuo propio de X. Asi (J;=; D; C s(p).

Sea z € k(p). Existe un subcontinuo propio L tal que {z,p} C L. Sea V. = X \ L. Como
{U; : i € N} es una base de X \ {p}, existe j € N tal que U; C V' y dado que L es conexo,
L C D;. Asi z € |J;2, D;. Por tanto x(p) C ;= D;. O

Las composantes nos permiten determinar si un continuo es o no un continuo irreducible.
Veamos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.6. Sea X un continuo no degenerado. Entonces, X es irreducible si y solo si
existe p € X tal que k(p) # X.

Demostracion. Supongamos que X es irreducible. Sean a y b puntos de X tales que X es
irreducible entre a y b. Notese que b ¢ k(a). Asi, k(a) # X.

Reciprocamente, sea p € X tal que k(p) # X. Sea a € X \ k(p). Luego por la Definicion 2.2.1,
no existe K subcontinuo propio de X tal que {a,p} C K. Por lo tanto X es irreducible entre
ayp. O

Corolario 2.2.7. Sea X un continuo no degenerado. Si p no es un punto de irreducibilidad de
X entonces k(p) = X.

La siguiente caracterizacion, hecha por Kuratowski y mencionada en [12, Teorema 4 pag. 192],
nos permite determinar si un punto es o no de irreducibilidad.

Teorema 2.2.8. Sean X un continuo y p € X. Entonces p es punto de irreducibilidad de X si
y solo si no existen dos subcontinuos propios A y B en X, tales que X = AUB yp € AN B.

Demostracion. Supongamos que existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AUB
y p € AN B. Para todo z € X, con & # p se tiene que z € A o x € B; esto es, {z,p} C Ao
{z,p} C B. Por lo tanto p no es un punto de irreducibilidad.

Supongamos que p no es un punto de irreducibilidad. Probemos que existen subcontinuos propios
Ay B de X tales que p € AN B. Entonces k(p) = X, por el Corolario 2.2.7. Ademas,
X = Uj2, K; donde cada K; es un subcontinuo propio de X, por el Teorema 2.2.5. Como

15



para algin n € N, p € K, tomamos D; = K,, D» = K, U K; donde K, N K; # 0y en
general D, 11 = D; U K,,, donde D; N K, # (). Tomemos la sucesion (D;)$2,. Por construccion
se tiene que p € D; y D; & D;11, para cada ¢ € N. Sea z; € (D;11 \ D;) para cada j € N.
Como X es compacto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe x € X tal que
lim,; oo ®; = z. Como z; € X \ D;, para cada j > i tenemos que = € Clx(X \ D;) para
todo i. Observemos que x € D,,, para algin entero positivo m. De esta manera tenemos que
Clx (X \ D;) N Dy, # 0 para todo j € N.

Notese que X \ Dy, = U;2;(D; \ Dy,) donde cada D; \ D,, es abierto en D;. Entonces,
D;\ D,, = Uj’;l B;; donde B;; es cerrado en X para cada 4,j € N, pues D; \ D,, es un F,
conjunto [19, Ejercicio 3H]. Reemplazando, tenemos que X \ Dy, = U2, (U2, Bij). Como
X \ Dy, es un abierto de X diferente de vacio, por el Teorema 1.1.9 (Teorema de Baire),
existen n y [ tales que Intx (By;) # 0, entonces Intx (D, \ Dp,) # 0y Clx (X \ (Dy, \ D)) =
Clx (X \ D,,) U D,, # X. Consideremos dos casos:

1. X\ D,, es disconexo. Entonces existen abiertos U y V de X tales que X \ D,, =U UV
donde U NV = . De lo anterior tomamos A = D, UU y B = D,, UV entonces A y
B son subcontinuos propios de X, por el Teorema 1.1.16. De esta manera X = AU B y
p€EANB.

2. X \ D,, es conexo. Entonces, Clx(X \ D,) U D,, es un subcontinuo propio de X. Asi
X =D, U(Clx(X \ D,)UD,,) donde p € D,, N (Clx (X \ Dy) U Dy,).

O

2.3. CONTINUOS INDESCOMPONIBLES

En esta seccion definimos los continuos indescomponibles, mostramos algunos ejemplos y pro-
piedades.

Definicion 2.3.1. Un continuo X es descomponible si existen A y B subcontinuos propios de X
tales que X = AU B. Si un continuo X no es descomponible se dice que X es indescomponible.

El primer continuo indescomponible fue construido por L. J. E. Brouwer en 1910. Esta cons-
truccion fue simplificada por Janiszewski, pero la versiéon mas conocida es la de Knaster cu-
ya descripcion hicimos en el Ejemplo 1.1.3. A continuacién mostramos la construcciéon de
un continuo indescomponible utilizando el Teorema 1.1.8. La construccién la tomamos de
[16, pag 7].

Ejemplo 2.3.2. FEzxiste un continuo indescomponible en R2.

Sea C = {A;, A, ..., Ap} es una coleccion de subconjuntos de un conjunto M. C es una cadena
simple de x a y que pasa por z si cumple las siguientes condiciones:

1. A;nA; #0siysolosi|i—j| <1;
2. x € A;siysolosii=1;
3. ye A;siysolosii=n;

4. z € A; para algun 3.
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Figura 2.2: Continuo indescomponible en R2.

Los elementos A; son llamados eslabones.

Sean a,b y c tres puntos distintos de R2. Existe una cadena simple C,, en R?, para cada n € N
tal que cada eslabon es una 2 celda con didmetro menor que 27" que satisface las siguientes
propiedades:

1. Paracadan =0,1,2, ..., C3,+1 va de a a ¢ pasando por b, C3,42 va de b a ¢ pasando por
a, y Cspts va de a a b pasando por c,

2. Para cadan € N, UC,4+1 C UC,,.

Consideremos X = (2 ,(UC,). Notese que X es un continuo, por el Teorema 1.1.8.

Probemos que X es indescomponible. Sea L un subcontinuo de X tal que {a,c} C L. Supon-
gamos que X \ L # 0. Sea x € X \ L. Entonces existe § > 0 tal que By(z,d) N L = ). Como el
diametro de los eslabones de las cadenas tiende a cero, tenemos que existe ng € N tal que un
eslabon de Cs,, 41 esta contenido en By(z, ). Tomemos Csny+1 = {E1, Ea, ..., E;}. Como Capy41
es una cadena de a a ¢y {a,c} C L, tenemos que E, C By(x,d), para algan r € {2,3,...,1— 1}.
Notemos que L C (U;Z E;) U (U_,  E;), donde (U/_|'E;) N (U._,,,E;) = 0. Esto contradice
la conexidad de L. Por lo tanto, si {a,c} C L para algin subcontinuo L de X, entonces L = X.
De la misma forma podemos probar que si {a,b} C L o {b,c} C L, entonces L = X. Sean Ay B

subcontinuos de X tales que X = AUB. Como a,b,c € X, [{a,b,c}NA| > 20 |{a,b,c}NB| > 2.
Asi, A= X o B = X por lo anterior. De lo que X es indescomponible.

La siguiente caracterizacion fue probada por Janiszewski en el articulo escrito junto con Kura-
towski “ Sur les Continus Indécomposables” en 1920 [10].

Teorema 2.3.3. Un continuo X es indescomponible si y solo si todo subcontinuo propio de X
tiene interior vacio.

Demostracion. Supongamos que existe un subcontinuo propio K tal que
Int(K) # 0. Consideremos los siguientes casos:

1. Si X \ K es conexo. Entonces, Clx (X \ K) es un subcontinuo propio de X. Ademas,
K\ Clx(X \ K) # 0. Tenemos que X = K UClx (X \ K).
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2. Si X \ K es disconexo. Entonces, existen U y V son abiertos disjuntos de X tales que
X\K=UUVyKUU y KUYV son subcontinuos de X, por el Teorema 1.1.16. Asi,
X=(KUU)U(KUV).

1y 2 contradicen que X es indescomponible. Por lo tanto Intx (K) = 0.

Para demostrar el reciproco supongamos que X es descomponible. Entonces, existen A y B
subcontinuos de X tales que X = AU B. Como A\ B es un abierto no vacio de X tal que
A\ B C A, entonces Intx (A4) # 0. O

El Teorema 2.3.3 lo podemos escribir como mostramos en el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Un continuo X es descomponible si y sdlo si existe un subcontinuo propio K

de X tal que Intx(K) # 0

El siguiente resultado aunque no fue enunciado por Janiszewski ni Kuratowski, es facil ver que
es una consecuencia del Teorema 2.3.3.

Corolario 2.3.5. Si X es un continuo indescomponible no degenerado, entonces X mno es
localmente conexo en mninguno de sus puntos.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo en un punto a. Sean b € X \ {a} y
U = X\ {b} un abierto de X que contiene a a. Como X es localmente conexo en a existe V
abierto conexo de X tal que V C Clx (V) C U. Clx(V) es un subcontinuo propio de X con
interior no vacio. Asi, X es descomponible, por el Teorema 2.3.3. o

El reciproco del Corolario 2.3.5 no es cierto. Consideremos el continuo de Knaster definido en
el Ejemplo 1.1.3, que denotamos K y sea Z la reflexion de K con respecto al eje x = 0. El
continuo X = KU Z es un continuo descomponible que no es localmente conexo en ninguno de
sus puntos. Ver FIGURA 2.3.

Figura 2.3: Continuo descomponible no localmente conexo

2.3.1. Composantes de continuos indescomponibles

El arco y la circunferencia son los ejemplos més simples de continuos descomponibles. Como
vimos en el Ejemplo 2.2.2, el arco tiene 3 composantes y la circunferencia 1 composante. Con el
siguiente resultado probamos que este hecho se puede extender a cualquier continuo descompo-
nible; es decir, no existe un continuo descomponible con una cantidad de composantes diferente
alod.

Teorema 2.3.6. Sea X un continuo descomponible. Entonces X tiene una o tres composantes.
Ademds, si X no es irreducible tiene una composante y si es irreducible tiene tres composantes.
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Demostracion. Sea X un continuo descomponible. Supongamos primero que X no es irreduci-
ble. Sea p € X. Como p no es un punto de irreducibilidad, existen A y B subcontinuos propios
de X tales que X = AUB y p € AN B, por el Teorema 2.2.8. Entonces, A C x(p) y B C k(p).
Asi, X C k(p) y X = k(p). De lo anterior k(x) = X paratodo z € X y X tiene una composante.
Supongamos ahora que X es irreducible. Sean p y ¢ puntos de X tales que X es irreducible
entre p y q. Notese que p € k(p) \ k(q) v ¢ € k(q) \ kK(p). Ademés, como X es descomponible,
existe r € X tal que k(r) = X. Asi, k(p), x(q) y X son tres composantes diferentes. Sea z € X.
Probemos que k(z) es una de estas composantes. Supongamos que k(z) # X y £(z) # £(q).
Como X es descomponible p € k(z). Veamos que x(z) = k(p). Sea = € k(z). Como {x,p} C k(2)
existen subcontinuos propios Ay B de X tales que {x,r} C Ay {z,p} C B. Notese que ¢ ¢ AUB
y AU B C k(z). Asi, z € k(p). Luego k(z) C k(p). Andlogamente se prueba que k(p) C k(z).
Por lo tanto x(z) = k(p). Asi, X solo tiene tres composantes. O

El siguiente resultado muestra una implicaciéon del hecho que las composantes son densas en
continuos indescomponibles, lo mostramos como un corolario del Teorema 2.2.3.

Corolario 2.3.7. Si X es un continuo indescomponible, entonces para cada x € X,
Clx(k(z)) = X y k(z) C Clx(X \ k(z)) = X.

Demostracion. Sea x € X. Sabemos que Clx(k(z)) = X por el Teorema 2.2.3. Veamos que
Clx (X \ k(z)) = X. Para cualquier = € X, se tiene que s(z) = |J,—, K,, donde K,, es un
subcontinuo propio de X, por el Teorema 2.2.5. Asi, X \ k(z) = 2, (X \ K,,). Observemos que
cada X \ K, es un abierto de X y Intx (K, ) = 0 para cada n € N, entonces Clx(X \ K,,) = X.
Esto es, X \ K, es denso en X para todo n € N. Asf, (>, (X \ K,,) es denso en X, por el
Teorema 1.1.9. Por lo tanto Clx (X \ x(z)) = X. O

El siguiente teorema fue probado por Janiszewski y Kuratowski en donde se muestra que dados
dos puntos de un continuo indescomponible sus composantes son disjuntas o iguales; es decir,
la familia de composantes forma una particiéon del espacio.

Teorema 2.3.8. Si X es un continuo indescomponible y k(z) y k(y) son composantes de X
entonces se tiene que k(x) Nk(y) =0 o k(z) = K(y).

Demostracion. Supongamos que k(x) Nk(y) # 0. Sea z € k(z) Nk(y). Veamos que k(x) C k(y).
Sea w € k(z). Entonces, existe un subcontinuo propio W de X tal que {z,w} C W. Dado que
z € k(z)NK(y), existen L1 y Lo subcontinuos propios de X tales que {z, 2} C L1y {y, 2} C L.
Sabemos que W U Ly es un subcontinuo de X ya que € W N Ly. Asi, {w,z,2} C WU L.
Como X es indescomponible WU Ly # X. Luego W U Ly U Ly es un subcontinuo de X, porque
z € (WU L) N Ly. Ademaés, {w, z,z,y} C W U Ly U Ly. Nuevamente usando el hecho que
X es indescomponible W U Ly U Ly # X. Lo anterior implica que w € s(y) y k(z) C &(y).
Analogamente se prueba que k(y) C k(z). Por lo tanto x(z) = k(y). O

Con el siguiente resultado mostramos el nimero de composantes en un continuo indescompo-
nible.

Teorema 2.3.9. Si X es un continuo indescomponible, entonces X tiene una cantidad no
numerable de composantes.

Demostracion. Sea {K, : o € A} la familia de las composantes de X. Entonces, para cada
a € A, existe una familia numerable {D,; : ¢ € N} de subcontinuos propios de X, tal que
Ko = U2 Dy, por el Teorema 2.2.5. Notemos que X = Uqeca (U2 Dy;i). Como cada Dq; es
un subcontinuo propio de X, Intx (Dq;) = 0, por el Teorema 2.3.3. Asi, A debe ser un conjunto
no numerable, por el Teorema 1.1.9. o
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De los Teoremas 2.3.6 y 2.3.9 un continuo X tiene una, tres o una cantidad no numerable de
composantes. Ademas, podemos inferir que un continuo indescomponible tiene una composante
al espacio. Asi, el siguiente corolario se sigue del Teorema 2.2.6.

Corolario 2.3.10. Si X es un continuo indescomponible, entonces X es irreducible.
Ahora veamos otras caracterizaciones de los continuos indescomponibles.

Teorema 2.3.11. Sea X un continuo. Entonces, X es un continuo indescomponible si y sdlo
si cada punto de X es un punto de irreducibilidad de X.

Demostracion. Seap € X. Por la Teorema 2.3.8, k(p) # X. Asi, p es un punto de irreducibilidad
por el Teorema 2.2.6.

Reciprocamente, si X es descomponible, existen A y B subcontinuos propios de X tales que
X = AU B. Entonces para cualquier punto z € AN B se tiene que x(z) = X. Asi, z no es un
punto de irreducibilidad de X. O

En el Ejemplo 2.3.2, concluimos que el continuo X era indescomponible porque existian a,by ¢
en X tales que el continuo era irreducible entre cualquier par de estos tres puntos. Esta es otra
caracterizacion de los continuos indescomponibles como mostramos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.12. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es un continuo indescomponible

2. Existe un conjunto no numerable J tal que X es irreducible entre cada par de puntos de
J.

3. Existen tres puntos tales que X es irreducible entre cualquier par de ellos.

Demostracion. Veamos que I implica 2. Como X es indescomponible, X tiene una cantidad
no numerable de composantes, por el Teorema 2.3.9.Sabemos también que las composantes
son disjuntas dos a dos, por el Teorema 2.3.8. Formamos el conjunto J tomando un punto de
cada composante de X. Asi, X es irreducible entre cada par de puntos de J y concluimos la
afirmacion 2.

2 implica 3 se tiene de manera trivial si tomamos tres elementos de J.

Finalmente, probemos que & implica 1. Sean a,b y c los tres puntos de X tales que X es
irreducible entre cualquier par de ellos. Supongamos que X es descomponible. Entonces, existen
A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B. Es claro que |{a,b,c} NA| > 2 o
{a,b,c} N B| > 2. Esto contradice la irreducibilidad de X entre a y b, by c o ay c. Por lo tanto
X es indescomponible. O

Después de estas caracterizaciones veamos que se pueden construir continuos indescomponibles
a través de limites inversos los cuales fueron definidos en el Capitulo 1. Recordamos que una
sucesién inversa es una doble sucesion {X,,, fn }nen donde X, es un espacio métrico compacto
no vacio, y fn: Xp4+1 — X, una funciéon continua.

Ademaés, el espacio limite inverso es:

Xoo = @(Xna frrzLJrl);.zo:l = {(In)nGN € H Xn : f:zlJrl(InJrl) = Ipn para cada n € N} .

n=1
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Definicién 2.3.13. Una sucesion inversa {X,,, f"T1},cn es llamada sucesion inversa indes-

componible si para cada i € N se tiene que siempre que A;;1 v B;y1 sean subcontinuos de X; 1
S 1

tales que X;11 = A;y1 U Biy1, entonces f;" (Air1) = X; 0 fi7 (Big1) = Xi.

Como mostramos en el Capitulo 1, en el Teorema 1.2.2 el limite inverso es un continuo. A
continuacién mostraremos que el limite inverso de una sucesiéon inversa indescomponible es un
continuo indescomponible. Consideremos primero el siguiente lema, ver [16, Lema 2.6]

Lema 2.3.14. Si A es un subcontinuo de X, entonces A = [, m(A)] N X

Demostracion. Es claro que A C [[[°Z (A)] NXoo Veamos que [[]72, m(A)]NXo C A. Sea

n=1T
y = (v:)21 € [[I22, mi(A)] N Xoo. Definimos K; = AN 7, ' (y;). Como A es compacto y 7; es
continua, para todo i = 1,2, ..., K; es compacto para todo 1 =1,2,.... Veamos que K;11 C Kj;

para cada i = 1,2,.... Sea z € X, tal que z € 7r;+11 (yi+1). Tenemos que 7;(2) = fi(mi11(2)) =
filyig1) = yi. Asi, x € w[l(yi). Por lo tanto K;y1 C Kj.

Como K; es compacto para cada i = 1,2,... y K;41 C K, tenemos que [\, K; #. Sea

p € ey K; C A. La iésima coordenada de p es y; para cada i = 1,2,.... Asi p = y. Por lo
tanto A = [[[7, m(A4)] N X O

Corolario 2.3.15. Si Y es un continuo propio de X, entonces existe N € N tal que m,(Y)
es subcontinuo propio de X,,, para todo n > N.

Demostracion. Sea (x;)ien € Xoo \ Y. Entonces, existe N € N tal que zny ¢ 7y (Y), asi 7 (Y)
es un subcontinuo propio de Xy por el Lema 2.3.14. Supongamos que para algin m > N,
Tm(Y) = X,,,. Dado que f;“ omi+1 = m; para todo i = 1,2, ..., por la Definicion 1.2.1, se tiene
que

v (Y) = fy T N o (m (V) = [y T N G (Fa (X)) = X

Esto contradice que Y es propio. Por lo tanto, mn(Y) es subcontinuo propio de X para todo
m > N. O

Probemos que el continuo generado por esta sucesiéon es un continuo indescomponible. Esta
prueba fue tomada de [16, Teorema 2.7].

Teorema 2.3.16. Si {X;, fi}ien es una sucesion inversa indescomponible con limite inverso
Xoo, entonces Xoo es un continuo indescomponible.

Demostracion. Sabemos que X, = ]’£1{Xn7 fntnen es un continuo por el Teorema 1.2.2. Su-
pongamos que X, es descomponible; esto es, existen A y B subcontinuos propios de X tales
que X0 = AUB. Como Ay B son propios, existe N € N tal que m;(A4) # X; y m(B) # X, para
cada i > N. Como cada funcion de ligadura f;: X;+1 — X; es sobreyectiva, cada proyecciéon
it Xoo — X; €s una funcion sobreyectiva en X;, por [13, 2.14]. Asi, m(A)Um(B) = X; para ca-
dai € N. Como {X;, f{*'};cn es una suces1on inversa indescomponible fu t(7n11(4)) = Xn
o f]J\\,[Jrl(ﬂ'NJrl(B)) XN Pero fN OTMTN41 = TIN. ASI WN(A) XN (6] WN(B) = XN, pe-
ro esto claramente contradice que m;(A) # X; y m;(B) ;é X;, para todo 1 > N. Asi, X, es
indescomponible. O

Como consecuencia de este teorema podemos ver que el continuo de Knaster K, descrito en el
Ejemplo 1.1.3 es un continuo indescomponible.

El siguiente ejemplo es un continuo indescomponible llamado solenoide diadico.
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Ejemplo 2.3.17. Sea f;: S* — S dada por fi(z) = 2% para cada z € S*, el conjunto

Yo = {(Zn)nEN : ZZ+1 = zp para cada n > 1} = @{Sla fn}nEN

es un continuo indescomponible.
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Capitulo 3

FUNCIONES ENTRE CONTINUOS

En cursos de Topologia General se definen las funciones continuas para relacionar espacios
topologicos. Ademéas se muestran funciones continuas con propiedades adicionales, como fun-
ciones abiertas, cerradas y homeomorfismos, con el fin de preservar alguna propiedad que no se
mantiene dnicamente con la continuidad. En este capitulo definiremos las funciones mono6tonas,
casimonotonas, cuasimonétonas, débilmente mondtonas, confluentes, libremente descomponi-
bles y fuertemente libremente descomponibles. Estudiaremos relaciones entre estas clases de
funciones y mostraremos ejemplos cuando una implicacién no se cumpla. Ademés, presentare-
mos algunas propiedades que satisfacen estas funciones cuando se definen entre continuos con
condiciones particulares.

3.1. DEFINICIONES, RELACIONES Y EJEMPLOS

La nocién de funciéon mondtona es conocida de cursos basicos de céalculo como una funcién
de valores reales que preserva orden. A continuacién definimos funciéon monoétona entre espa-
cios no necesariamente ordenados. No es dificil ver que la definicién que presentamos es una
generalizacion de la nocion de funcién monotona definida en los reales.

Definicion 3.1.1. Sea f: X — Y una funcién continua sobreyectiva, definida entre continuos.
Diremos que f es mondtona, si para cada subcontinuo K de Y, f~!(K) es subcontinuo de X.

El siguiente resultado muestra que para que una funcién sea monétona es suficiente verificar la
conexidad de la preimagen de los puntos.

Teorema 3.1.2. Sea f: X — Y una funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
Entonces, f es mondtona si y sdlo si f~1(y) es un continuo, para todo y €Y.

Demostracion. Como {y} es un subcontinuo de Y, f~*(y) es continuo, pues f es monétona. Asi,
so6lo debemos probar que si f~1(y) es un continuo, para cada y € Y, entonces f es monétona.
Sea K un subcontinuo de Y. Supongamos que f~!(K) no es un continuo. Como f es continua
y sobreyectiva, f~1(K) es un compacto no vacio. De esta forma f~1(K) no es conexo. Sean U
y V una separaciéon de f~1(K); es decir, f~1(K) CcUUV,UNClx(V)=0,VNClx(U) =0,
FFUK)NU # 0y f~YK)NV # 0. Como f~1(y) es conexo, para cada y € K, entonces
f(y) cUo f~X(y) c V, por [19, Corolario 26.6|.

Sean M ={ye K: f'(yy cU}y N={ye K: f~}(y) C V}. Notemos que K = M UN.
Ademaés, siz € UN f~1(K), entonces f~!(f(x)) C U. Por lo tanto, M # (. De manera similar
mostramos que N # ().
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Como K es conexo, podemos suponer que existe y € Cly (M )N N. Entonces existe una sucesion
(yn)22; en M tal que lim,, oo yn = y, donde y € N; es decir, f~1(y) C V. Como y, € M,
f *(yn) C U para cada n € N. Sea x,, € f~!(y,) para cada n € N. Como X es compacto,
existe una subsucesion (z,, )7, de la sucesion (z,)52,, tal que limy_o0 , = x, para algin
r € X [19, Teorema 17.4]. Observe que z € Clx(U) y por continuidad, z € f~*(y). As,
V N Clx(U) # 0, pero esto contradice que Cly (U) NV = (). Por lo tanto f~1(K) es conexo y f
es una funcién mondtona. O

A continuacion definimos una clase de funciones continuas que contienen a las funciones mono-
tonas.

Definicion 3.1.3. Sea f: X — Y una funcién continua sobreyectiva definida entre continuos.
Diremos que f es casimondtona si para cualquier subcontinuo K de Y tal que Inty (K) # 0,
f71(K) es un continuo.

De las Definiciones 3.1.1 y 3.1.3, es inmediato verificar que si f es una funcién mondtona,
entonces f es casimono6tona. Con el siguiente ejemplo mostramos que el reciproco no se cumple
[5, 2.3(a) pag 17].

Ejemplo 3.1.4. Existe una funcion casimondtona que no es mondtona.

Sea X = Clg({(z,sen(2) : 0 < z < 1}), la curva senoidal del topélogo (ver Ejemplo 1.1.2).
Sean Y = X/{(-1,0),(1,0)} y ¢: X = Y la funcién cociente. (FIGURA 3.1.)

Figura 3.1: Funcién casimonétona no monétona

Note que K = {g(—1,0)} es un subcontinuo de Y tal que ¢ 1(K) = {(—1,0),(1,0)}, donde
claramente {(—1,0), (1,0)} no es conexo. Asi, ¢ no es mondtona. Veamos que ¢ es casimonotona.
Sea S = q({0} x [-1,1]). Note que si K es un subcontinuo de Y tal que Inty (K) # (), entonces
KNnS=0o0S¢ K. Asi, ¢ (K) es un subcontinuo de X y ¢ es casimonétona.

La siguiente clase de funciones que estudiaremos y mostramos a continuacion, fue definida por
el profesor Janusz J. Charatonik en [4].

Definicién 3.1.5. Sea f: X — Y una funcién continua sobreyectiva definida entre continuos.
Diremos que f es confluente, si para cada subcontinuo K de Y y cada componente D de f~1(K),
tenemos que f(D) = K.

Note que toda funcion mondtona es confluente. Ademés, si f: [0,1] — [0,1] es definida por
f(t) = 1 — |2t — 1|, para cada t € [0,1], entonces f es confluente y no es casimonoétona ni
monoétona.

Si K =q({(0,y) :y € [-1,—4] U [5,1]}), donde g es la funcion cociente definida en el Ejemplo
3.1.4, entonces K es un continuo y {0} x [—~1,—3] es una componente de ¢~'(K) tal que

q({0} x [~1,—14]) # K es decir, ¢ es una funcién casimonétona que no es confluente.
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Las funciones abiertas son estudiadas en cursos basicos de topologia general. Esta clase de
funciones no hace parte de la familia de funciones que nos propusimos estudiar en el desarrollo
de este trabajo. Sin embargo, la definimos a continuacién pues nos seréd de utilidad en algunos
resultados que presentaremos méas adelante.

Definicién 3.1.6. Sea f: X — Y una funcién continua definida entre continuos. Diremos que
f es abierta si f(U) es abierto para cada abierto U de X.

En general no existe ninguna relaciéon entre las funciones mono6tonas y funciones abiertas;
es decir, podemos encontrar ejemplos de funciones abiertas que no son mono6tonas como
f:10,1] — [0,1] definida por f(t) = 1 — |2t — 1|, y funciones mondtonas que no son abier-
tas como f: [0,1] — [0, 1] definida por

si 17
£) = {Qt telo, 21]

1 site[3,1]

También, como toda funcién monétona es confluente, la funcién definida anteriormente es con-
fluente y no es abierta. Con el siguiente resultado mostramos que no es posible encontrar una
funcién abierta que no sea confluente [16, Teorema 13.14 pag. 284].

Teorema 3.1.7. Sea f: X — Y wuna funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
Si f es abierta, entonces f es confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es confluente. Entonces existe un subcontinuo ) de Y tal
que f~1(Q) tiene una componente K tal que f(K) # Q. Como f(K) C Q, existe p € Q tal que
KN f~Y(p) = 0. Asf podemos afirmar que f~*(Q) = M UN, donde M y N son cerrados de X,
K c My f~'(p) C N, por Teorema 1.1.12 (Teorema del Cable Cortado). Como f~'(p) C N
y f(M) C Q, existen zg € f(M) y (20)52; C Q\ f(M) tales que lim,, 00 25, = 20. Sea wg € M
tal que f(wg) = zo. Asi tenemos que para todo n € N, f~!(z,) C N y como N es compacto,
liminf f~1(2,) C N, por [17, (0.6.2), pag. 4]. Por lo tanto wo ¢ liminf f~1(2,) y f no es abierta,
por [20, Teorema 4.32]. O

A continuaciéon definimos otras clases de funciones continuas entre continuos que fueron estu-
diadas por el profesor T. Mackowiak en [14].

Definicién 3.1.8. Sea f: X — Y una funcién continua sobreyectiva definida entre conti-
nuos. Diremos que f es débilmente mondtona si para cualquier subcontinuo K de Y tal que
Inty (K) # (), y cualquier componente D de f~!(K), tenemos que f(D) = K. Ademas, diremos
que f es cuasimondtona si para cualquier subcontinuo K de Y tal que Inty (K) # ), tenemos

que f~1(K) tiene un ntimero finito de componentes y si D es una componente de f~1(K),
J(D) = K.

De las Definiciones 3.1.3, 3.1.5 y 3.1.8 podemos observar facilmente que se cumplen las relaciones
que presentamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.9. Sea f: X — Y una funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
Entonces,

1. Si f es casimondtona, entonces f es cuasimondtona.

2. Si f es cuasimondtona, entonces f es débilmente mondtona.
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3. Si f es confluente, entonces f es débilmente mondtona.

Note que, usando nuevamente la funcion f(t) = 1 — |2t — 1|, f es cuasimonoétona y no es
casimonotona. Ademaés, la funcion definida en el Ejemplo 3.1.4, es una funciéon casimonétona,
cuasimonotona y por tanto débilmente monotona, que no es confluente. Con el siguiente ejemplo
mostramos una funcién débilmente monétona que no es cuasimonétona, asi, podemos ver que
los reciprocos de la Proposicion 3.1.9 no se tienen [14, 4.47 pag. 27].

Ejemplo 3.1.10. Exziste una funcion débilmente mondtona que no es cuasimondtona.
Consideremos el continuo X = {(z,2) e R? : 0 < < 1,n € N} U{(2,0) : 0 < = < 1}.

Este continuo se conoce como abanico armdnico. Sea g: X — [0,1] definida por g(x,y) = =,
representada en la FIGURA 3.2.

Figura 3.2: Funcién débilmente mondtona no cuasimonétona

/|

Si @ es un subcontinuo propio de [0,1] con Inty17(Q) # @ tal que 0 ¢ @, toda componente
D de g~1(Q) satisface que g(D) = Q. Sin embargo, el ntimero de componentes de g~1(Q) es
infinita, por lo tanto g es débilmente monétona pero no cuasimondtona.

Las siguientes clases de funciones fueron definidas por G. R. Gordh y C. B. Hughes en [7].
Algunas otras propidades de estas clases de funciones se pueden encontrar en [14]. Las funciones
fuertemente libremente descomponibles también fueron estudiadas por J. J. Charatonik en
[5], donde fueron llamadas funciones seudomonotonas. En este trabajo utilizaremos el nombre
original dado por Gordh y Hughes.

Definicion 3.1.11. Sea f: X — Y una funcién continua sobreyectiva definida entre continuos.
Decimos que f es libremente descomponibles, siempre que ¥ = C U D, donde C y D son
subcontinuos propios de Y, existen A y B subcontinuos de X tales que X = AUB, f(A) CCy
f(B) C D. Si ademés, f~1(C) y f~1(D) son subcontinuos de X diremos que f es fuertemente
libremente descomponible.

De la definicion anterior tenemos que toda funcién fuertemente libremente descomponible es
libremente descomponible. Con el siguiente ejemplo mostramos que el reciproco de esta afirma-
cion es falso [7, pag. 142].

Ejemplo 3.1.12. FEuxiste una funcion libremente descomponible que mo es fuertemente libre-
mente descomponible.
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X, = {@ = 0, t < 1},
Xo={(1-tt0):0<t <1}y Xz ={0,t,1—t):0<t<1}.Sea f: X - Y CR?
definida por

Sea X el tridngulo en R3 con vértices (1,0, 0), (0,1,0) y (0,0,1); es decir, X = X;UX5UX3 donde
. 0 <

(22 —1,0,0) sii<u,
f(.’IJ,y,Z): (Oa2y_170) si % Syv
(0,0,22—1) sit <z

La FIGURA 3.3 representa la funcién f. Donde el tridngulo negro representa el dominio de
la funcién, que se proyecta como muestran las flechas punteadas sobre el triodo azul, el cual
representa el continuo Y.

Figura 3.3: Libremente descomponible no fuertemente libremente descomponible

Denotemos por a = (1,0,0),b = (0,1,0) y ¢ = (0,0, 1). Veamos que f es una funcion libremente
descomponible. Para ver esto demostremos primero la siguiente afirmacion:

Afirmacién 3.1.13. Sea K un subcontinuo de Y. Si |K N{a,b,c}| > 2, entonces f~1(K) es
un subcontinuo de X.

Notese que si {a,b,c} C K, entonces K =Y. Asi f~}(K) = X y por tanto subcontinuo de X.
Luego, sin pérdida de generalidad supongamos que K N {a,b,c} = {a,b}. Es claro que existe
t €[0,1) tal que K = (]0,1] x {0} x {0}) U ({0} x [0,1] x {0})U ({0} x {0} x [0,¢]). Calculando
fTHEK) = X u{(452,52,0): 0 < s <t} U{(152,0,5) : 0 < s < t}. Con lo que concluimos
la prueba de la afirmacion.

Sean C'y D subcontinuos propios de Y tales que Y = CUD. No es dificil ver que |CN{a, b, c}| = 2
o |DnN{a,b,c}| = 2. Supongamos que |C' N {a,b,c}| = 2. Asi, f~1(C) es un subcontinuo de X,
por la Afirmacion 3.1.13. Sean A = f~1(C) y B = Clx(X \ A). Como X es una curva cerrada
simple, B es un subcontinuo de X. Ademas, f(B) C D, pues f(X \ A) C D. De lo anterior f
es libremente descomponible.

Para mostrar que f no es fuertemente libremente descomponible tomemos la descomposicion
Y =CUD donde C = [0,1] x {0} x {0} y D = ({0} x [0,1] x {0}) U ({0} x {0} x [0,1]). Se
puede ver que f~H(C) = {(z,y,2) € X : 3 <2} U{(0, 3, 3)} no es conexo. Por lo tanto f no es
fuertemente libremente descomponible.

A continuacion mostramos otro ejemplo de una funcién libremente descomponible que no es
fuertemente libremente descomponible. Este ejemplo es importante porque muestra una cons-
truccion diferente para generar funciones con esta caracteristica [1, Ejemplo 2.1].

Sean C el conjunto ternario de Cantor definido en [0,1] y X = (C x [0, 1])/(C x {1}). El continuo
X es conocido como el cono o abanico de Cantor. Sean' Y = X/{(3,0),(2,0)} y f: X =Y la
funcion cociente (ver FIGURA 3.4).
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Figura 3.4: Libremente descomponible no fuertemente libremente descomponible
v v

Sean T = {(z,y) € X : 0 <z < 3}y W ={(z,y) € X : 3 <=z < 1}. Es claro que si
tomamos M = f(T) y N = f(W), se tiene que Y = MUN y f~'(M) = TU{(3,0)} y
f7H(N) = WU {(3,0)}. Esto muestra que la funcién cociente f no es fuertemente libremente
descomponible. No es dificil aceptar que f es libremente descomponible. Una prueba formal
resulta dificil de escribir por la cantidad de subcontinuos con interior no vacio que tiene Y.
En [5], el profesor J. Charatonik enuncia la relacion entre las funciones casimono6tonas y fuer-
temente libremente descomponibles. Proposiciéon que mostramos a continuacion.

Proposicion 3.1.14. Sea f una funcion continua sobreyectiva definida entre continuos. Si f
es una funcion casimondtona, entonces f es fuertemente libremente descomponible.

Demostracion. Sean A y B subcontinuos propios de Y tales que Y = AUB. Como (Y \ A) C B
y (Y \ B) C A, Ay B tienen interior diferente de vacio. Asi, f~1(A) y f~1(B) son continuos,
pues f es casimonétona. Luego, f es fuertemente libremente descomponible. O

Ejemplo 3.1.15. FExiste una funcion fuertemente libremente descomponible que no es casimo-
notona.

Sea f: St — [—1,1] la funcién definida por f((x,y)) = z. Veamos que f satisface las condiciones

enunciadas en el ejemplo. Note que si K = [—3, 1], entonces Int{_; 1j(K) # 0 y f~'(K) no es
conexo. Asi f no es casimonotona. Por otra parte, si [-1,1] = AU B, donde A y B son
subcontinuos propios, entonces podemos decir que A = [—1,b] y B = [a, 1] para algunos a y b con

a < b. Notese que f~HA) ={(z,y) € S : -1 <z <bly fYB)={(z,y) €S :a <z <1}
son subcontinuos de S'. Asi, f es fuertemente libremente descomponible.

Observe  que la  funcién  tienda que  hemos  considerado  varias  veces
f:[0,1] — [0,1] definida por f(¢) = 1 — |2t — 1| es débilmente mondtona y no es libremen-
te descomponible. Con el siguiente ejemplo vemos que la condicién de fuertemente libremente
descomponible no implica ser débilmente mono6tona.

Ejemplo 3.1.16. Eziste una funcion fuertemente libremente descomponible que no es débil-
mente mondtona.

Sean Z la curva senoidal del topologo, Iy = {tp + (1 — t)¢z : t € [0,1]} y
I, = {tp+(1—t)g2 : t € [0,1]}, donde p = (—1,0),¢1 = (0,1) y g2 = (0, —1). Sea X = ZUL UI,.
Definimos la funcion cociente f que relaciona a y con w en X, si se cumple alguna de las si-
guientes condiciones:

1. {y,w} C 1 UL, 6,

2. existe to tal que y = top + (1 —to)g1 y w = top + (1 — tp)qa.
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Consideremos A y B subcontinuos de f(X) tales que f(X) = AU B. Sin pérdida de generalidad
supongamos que f(p) € A. Entonces, f(Z) C B o B es un continuo cuya preimagen es un arco
sobre el conjunto

{(x,sen%) eR?:x € (0, 1]}.

Asi f71(A) y f~1(B) son subcontinuos de X y f es fuertemente libremente descomponible.
Ahora tomemos el subcontinuo K = [f(r), f(g2)] U f([g1, (0, 1)]) con r # p. Observe que el
Inty(K) # 0y f~(K) tiene dos componentes D1 y Do. Ademas, f(Ds) # K, como muestra
la Figura 3.5. Luego f no es débilmente mondtona.

Figura 3.5: Funcion fuerte no débilmente mono6tona
f @

El siguiente diagrama ilustra algunas de las relaciones entre las funciones. Denotaremos las
funciones fuertemente libremente descomponibles con F.L.D. y las funciones libremente des-
componibles con L.D.

D,

Monétona

@onétona

@mente mon@

DiacraMA 3.1

3.2. PROPIEDAD DE COMPOSICION

Siempre que se define una clase de funciones es importante, desde un punto de vista algebraico,
verificar si esta clase es cerrada con la operacién composicién. Si una clase de funciones tiene
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esta caracteristica diremos que tiene la propiedad de composicién. A continuacién mostramos
cuales de las funciones definidas en este capitulo tienen la propiedad de composiciéon. Iniciamos
definiendo formalmente esta propiedad.

Definicién 3.2.1. Sea M una clase de funciones. Decimos que M tiene la propiedad de com-
posicion si para cada dos funciones f: X - Y y g: Y — Z de M se tiene que go f € M.

Es bien conocido que las funciones continuas, inyectivas o sobreyectivas son clases de funciones
que cumplen la propiedad de composiciéon. En los siguientes resultados mostramos que con
excepcion de las funciones débilmente mondétonas, todas las clases definidas en este capitulo
tienen esta propiedad [14, Teorema 5.1].

Proposicion 3.2.2. Sean f: X =Y yg: Y — Z funciones continuas sobreyectivas definidas
entre continuos. St f y g son funciones mondtonas o casimondtonas entonces g o f es una
funcion mondtona o casimondtona, respectivamente.

Demostracion. Supongamos que f y g son casimono6tonas y probemos que go f es casimondtona.
Sea K un subcontinuo de Z tal que Intz(K) # (). Como g es casimonétona, g~ *(K) es un
subcontinuo de Y. Como g~ (Intz(K)) # 0y g *(Intz(K)) C g~ *(K), Inty (¢! (K)) # 0. De
lo anterior f~1(g71(K)) = (9o f)"*(K) es un subcontinuo de X, pues f es casimonétona. Por
lo tanto g o f es una funcién casimonoétona.

La prueba para las funciones monétonas es similar. O

La prueba del siguiente teorema la tomamos de [14, Teorema 5.6].

Teorema 3.2.3. Sean f: X =Y yg: Y — Z funciones continuas sobreyectivas definidas entre
continuos. St f y g son funciones cuasimondtonas entonces go f es una funcion cuasimondtona.

Demostracion. Sean f y g funciones cuasimonétonas. Veamos que g o f es cuasimonétona. Sea
Q un subcontinuo de Z tal que Intz(Q) # 0. Como g es cuasimonétona, g~ 1(Q) tiene una
cantidad finita de componentes Ky, Ko,..., K, en Y y ¢g(K;) = @ para todo i = 1,2,...,n.
Ademas Inty (K;) # 0 para todo i = 1,2,...,n. Como f es cuasimonétona, f~!(K;) tiene una
cantidad finita de componentes L1, Lo, ..., L,,,, en X tal que f(L;) = K; para j =1,2,...,m; y
i =1,2,...,n. Asi, Q tiene una cantidad finita de componentes N; ; en X para j = 1,2,...,m;
y i = 1,2,...,n tales que (g o f)(N;;) = g(f(Ni;)) = g(K;) = Q. Por lo tanto g o f es
cuasimonétona. O

Con el siguiente ejemplo, tomado de [14, 5.8], mostramos dos funciones débilmente mondtonas
cuya composicién no es débilmente monoétona.

Ejemplo 3.2.4. La clase de funciones débilmente mondtonas no tiene la propiedad de compo-
SicIon.

Sea Z el abanico arménico definido en el Ejemplo 3.1.10 y I = {(z,—z) € R* : 0 < z < 1}.
Sea f: ZUI — Z definida por

Fag) = {(m) s (5) €2,

Veamos que f es una funcién casimon6tona. Sea K un subcontinuo de Z tal que Intz(K) # 0.
Si (0,0) ¢ K, entonces K N ([0,1] x {0}) =0y f~}(K) = K. Por tanto f~!(K) es conexo. Asf,
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supongamos que (0,0) € K. En este caso f~!(K) = K U J, donde J es un arco contenido en I
tal que (0,0) € J. De lo que se sigue que K U J es conexo y f es casimonotona.

Sea g: Z — [0,1] definida por g(x,y) = x, para cada (z,y) € Z. La funcion g es débilmente
monoétona, por el Ejemplo 3.1.10.

Veamos que g o f no es débilmente mono6tona. Sea L = [%, %] Notese que L es un subcontinuo
de [0,1], Into (L) # 0y (go f) (L) tiene una componente D C I tal que (go f)(D) # L. Por
lo tanto g o f no es una funcién débilmente monoétona.

Figura 3.6: g o f no débilmente mondtona

En [14, Teorema 5.4] se enuncia el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.5. Sean f: X — Y y g: Y — Z funciones continuas sobreyectivas entre
continuos. Si f y g son funciones confluentes entonces g o f es una funcion confluente.

Demostracion. Sean f: X — Y y g: Y — Z funciones confluentes. Sea K un subcontinuo de
Z. Como g es confluente, tenemos que para cada componente C' de g~ (K), g(C) = K. Sea
L una componente de (g o f)~1(K). Veamos que (g(f(L)) = K. Como f es continua, f(L)
es un subcontinuo de Y. Ademaés, g(f(L)) C K. Por lo tanto, existe una componente Cj de
g H(K) tal que f(L) C Cy. Nétese que L es componente de f~1(Cp). Asi, como f es confluente,
f(L) = Cy y por tanto, g(f(L)) = g(Cy) = K. De lo que g o f es confluente. O

Para terminar esta secciéon estudiamos la propiedad de composicion en las funciones libremente
y fuertemente libremente descomponibles [7, pag. 139].

Proposiciéon 3.2.6. Sean f: X =Y yg: Y — Z funciones continuas sobreyectivas definidas
entre continuos. Si f y g son funciones libremente descomponibles o fuertemente libremente
descomponibles entonces go f es una funcion libremente descomponible o fuertemente libremente
descomponible, respectivamente.

Demostracion. Sean f: X — Y y ¢g: Y — Z funciones libremente descomponibles y E y F
subcontinuos propios de Z tales que Z = FU F. Como g es libremente descomponible, existen
C' y D subcontinuos propios de Y tales que Y = CU D, g(C) C E y g(D) C F. También f
es libremente descomponible. Existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B,
flA)c Cy f(B)CD. Asi, g(f(A)) Ccg(C)C Eyg(f(B)) C g(D)CF.Porlo tanto go f es
libremente descomponible.

La prueba para funciones fuertemente libremente descomponibles es similar. O

Es natural preguntarnos como consecuencia del Ejemplo 3.2.4 lo siguiente:

Pregunta 3.2.7. Sean f: X — Y y g: Y — Z funciones continuas sobreyectivas definidas
entre continuos. 4 St f es confluente y g es débilmente mondtona, entonces go f es débilmente
mondtona?
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3.3. RELACIONES ESPECIALES

En esta seccion estudiamos relaciones entre las funciones que estamos desarrollando en este
capitulo, cuando éstas, estan definidas entre continuos con condiciones especificas. Esta seccion
la dividimos en dos partes: una primera parte donde estudiamos estas implicaciones para fun-
ciones definidas entre espacios localmente conexos y una segunda parte donde incluimos algunos
resultados adicionales.

3.3.1. Funciones entre localmente conexos

Como se sigue de la definicion, toda funcién mondtona es casimondtona. En el siguiente resultado
mostramos que el reciproco de esta implicacién es cierto si el recorrido de la funcién es localmente
conexo [1, Teorema 4.1]. Para probar esto veamos el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Sean y € Y y f: X — Y wuna funcion continua entre continuos. Si U es un
abierto de X tal que f~'(y) C U, entonces existe r > 0, tal que f~*(B(y,r)) C U.

Demostracion. Supongamos que para todo r > 0, f~Y(B(y,r)) N X \ U # 0. Sea (y,)°; en
Y tal que lim, oo Y = ¥, Yn € By, L) v fHyn) N X \ U # 0, para todo n € N. Entonces
limsup,,_, . f~ (yn) C f~1(y), por la continuidad de f. Ademas limsup,, . f~*(yn) # 0, por
[9, Lema 4.5]. Como X \U es compacto limsup,,_, . f~ (yn)NX\U # 0. Asi, f~1(y)NX\U # 0
lo que claramente contradice que f~1(y) C U. O

Teorema 3.3.2. Sea f: X — Y una funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
Si f es casimondtona y Y es localmente conexo, entonces f es mondtona.

Demostracion. Supongamos que f no es monétona, entonces existe un subcontinuo K de Y
tal que f~!(K) no es conexo. Entonces existen D y E cerrados disjuntos de X tales que
f~YK)=DUE. Como X es normal, existen U y V abiertos disjuntos en X tales que D C U
y E C V, por [19, Definicién 15.1]. Tomando y € K, podemos ver que f~(y) C UUV,y
por el Lema 3.3.1 existe r > 0 tal que f~1(B(y,r)) C UUV. Como Y es localmente conexo y
y € B(y,r) existe un abierto conexo R tal que y € R C Cly (R) C B(y,r), luego K UCly (R) es
un subcontinuo de Y con Inty (K U Cly (R)) # (). Nétese que f~1(K UCly(R)) C UUV. Asf,
F YK UCly(R)) no es conexo y f no es casimonétona. O

Observe que la funcién del Ejemplo 3.1.4 esta definida entre continuos no localmente conexos.
Como la imagen continua de un continuo localmente conexo es localmente conexo [8, Teorema
3.22], es importante resaltar que si f es una funciéon casimonétona que no es monoétona, entonces
f debe estar definida entre continuos no localmente conexos [16, Teorema 13.20].

Teorema 3.3.3. Sea f: X — Y una funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
Si f es una funcion débilmente mondtona y 'Y es localmente conexo, entonces f es confluente.

Demostracion. Supongamos que f no es confluente, entonces existen @ un subcontinuo de Y
y D una componente de f~(Q) tales que f(D) # Q. Sea p € Q\ f(D). Entonces, f~1(y)
y D son compactos de X tales que f~!(y) N D = (). Asi, existen U y V abiertos de X tales
que f~Y(y) C Uy D C V. Por el Lema 3.3.1, existe r > 0 tal que f~*(B(y,r)) C U. Como
Y es localmente conexo existe R un abierto conexo en Y tal que R C Cly(R) C B(y,r). Sea
L = Q UCly(R). Tenemos que L es un subcontinuo con interior no vacio de Y y D es una
componente de f~(L). Ademas f~(y) CV yy ¢ f(D). Asi, f(D) # K y por lo tanto, f no
es débilmente mondtona.

O
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En el Ejemplo 3.1.10 mostramos una funcién confluente, por lo tanto débilmente mondto-
na, sobre un espacio localmente conexo que no es cuasimonoétona. Con el siguiente resultado
mostramos una condicién para que una funcién débilmente monétona sea cuasimonoétona. La
demostracion que presentamos es andloga a [16, Teorema 13.23].

Teorema 3.3.4. Sea f: X — Y una funcidn continua sobreyectiva definida entre continuos. Si
f una funcion débilmente mondtona y X es localmente conexo, entonces f es cuasimondtona.

Demostracion. Como X es localmente conexo y f es continua, Y es localmente conexo. Tome-
mos @ un subcontinuo propio de Y tal que Inty (Q) # (. Sea p € Inty (Q). Como Y es localmente
conexo, existe un abierto conexo U de Y tal que p € U C Inty (Q). Ademas, para cada com-
ponente E de f~1(Q), f~*(p) N E # 0, pues f es débilmente monétona y f(E) = Q. Como X
es localmente conexo, cada componente de f~!(U) es un abierto de X. Sea f~1(U) = Uier Kis
donde K; es una componente de f~1(U). De esto, {U; : i € I} es un cubrimiento abierto de
f~Y(p). Como f~1(p) es un compacto, existe una cantidad finita de componentes K; de f~(U)
tal que f~!(p) € Ui, K;. Asi tenemos que K1, K», ..., K,, deberfan ser todas las componentes
de f~Y(U) que a su vez intersecan todas las componentes de f~1(Q). Por esto f~1(Q) tiene
una cantidad finita de componentes y f es cuasimonétona. O

De la Proposiciéon 3.1.9 y los Teoremas 3.3.3 y 3.3.4 tenemos una condicién necesaria para que
estas tres funciones: confluentes, débilmente monétonas y cuasimonotonas, sean equivalentes.

Teorema 3.3.5. Sea f: X — Y wuna funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
Si X es localmente conexo, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es confluente.
2. f es débilmente mondtona.

3. [ es cuasimondtona.

Para concluir esta seccion mostramos que las funciones fuertemente libremente descomponibles
definidas entre continuos localmente conexos se pueden relacionar con las funciones confluentes
[7, Teorema 6]. El siguiente lema nos sera de utilidad para demostrar esta relacion.

Lema 3.3.6. Sean X un continuo localmente conexo. Si A y B son subcontinuos de X tales
que AN B =0, entonces existen C y D subcontinuos de X tales que:

1. X=CuUD,
2. Ac(C\D)yBcC(D\C).

Demostracion. Sea r = min{d(a,b) : a € A,b € B}. Como A y B son compactos y
ANB =0, r > 0. Sabemos que existe un cubrimiento por continuos de X, X = JI'_, E; tal que
diam(E;) < 5, para todo i € {1,2,...,n}, por [16, Teorema 8.4].

Sean A={Ey:E;NA#0}y B={Ey: E; ¢ A}. Consideremos dos casos:

1. | {E,: E; € B} es conexo. Como E, N A # () para cada Ej, € Ay A es conexo, tenemos
que C =UA y D = UB son subcontinuos de X, X =CUD, ACcC\Dy BcD\C.

2. |U{E; : E; € B} no es conexo. Notese que UB tiene un nimero finito de componentes y
cada componente intersecta a UA. Como B es conexo y B C UB, existe una componente
D de UB tal que B C D. Sea C' = (UB\ D)U(UA). Es claro que A C (C\ D), B C (D\C)
yX=CUD.
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Proposicion 3.3.7. Sea f: X — Y wuna funcidn continua sobreyectiva definida entre continuos.
Si f es fuertemente libremente descomponible y'Y localmente conexo, entonces [ es confluente
(por lo tanto, débilmente mondtona).

Demostracion. Supongamos que f no es confluente. Esto es, existen @ subcontinuo de Y y K
una componente de f~1(Q), tales que f(K) # Q. Sea ¢ € Q \ f(K). Como Y es localmente
conexo, existen subcontinuos propios Ay BdeY talesque Y = AUB, g € A\By f(K) C B\A,
por el Lema 3.3.6. Ahora Y = (AU Q) U B, donde AU @ es un subcontinuo de Y. Como f es
fuertemente libremente descomponible, f~1(A U Q) es un continuo que contiene a K U f~1(A)
y KN f=(4) =0.

Sea L un continuo de X tal que K C L C f~1(AUQ)\ f~1(A) y L # K (ver Teorema 1.1.14).
Asi f(L) C Q. Esto contradice el hecho que K es una componente de f~*(Q). De lo anterior f
es confluente. O

En el Ejemplo 3.1.12 mostramos una funcién libremente descomponible donde el dominio es
localmente conexo y no es confluente. Esto muestra que la Proposicién 3.3.7 no es valida si lo
enunciamos usando las funciones libremente descomponibles en lugar de las funciones fuerte-
mente libremente descomponibles.

Es conocido que todo espacio localmente conexo es arcoconexo, pero el reciproco de esta afirma-
cion no es cierto. Asi, es natural preguntarnos si todas las relaciones mostradas en esta secciéon
se tienen si la restriccion se hace a continuos arcoconexos.

Pregunta 3.3.8. Sea f: X — Y wuna funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
1. ;S1Y es arcoconexo y [ es casimondtona, entonces f es mondtona?
2. 651Y es arcoconexo y f es débilmente mondtona, entonces f es confluente?

3. 651 X es arcoconexo y f es débilmente mondtona, entonces f es confluente?

3.3.2. Otras relaciones

Empezamos esta secciéon con un resultado donde mostramos un caso particular para el cual la
interseccion de dos clases de funciones implica una tercer clase.

Proposicion 3.3.9. Sea f: X — Y una funcion continua sobreyectiva definida entre continuos.
Si f es libremente descomponible y débilmente mondtona, entonces [ es fuertemente libremente
descomponible.

Demostracion. Supongamos que f es libremente descomponible y no es una funcion fuertemen-
te libremente descomponible. Esto es, existen D y E subcontinuos propios de Y, tales que

Y = DUE donde alguno f~*(D) o f~1(E), no es un subcontinuo de X. Sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que f~!(D) no es conexo. Como f es libremente descomponible, existen
Ay B subcontinuos de X tales que X = AUB, f(A) C Dy f(B) C E. Sea K la componente
de f~1(D) tal que A C K. Como f~!(D) no es conexo, existe una componente L de f~1(D)
tal que L C B. Notese que f(L) C E. Con lo que f(L) # Dy f no es débilmente monotona.
Por lo tanto f es una funcion fuertemente libremente descomponible. O

Para mostrar otra relaciéon entre las funciones definidas en este capitulo, es necesario restringir
el dominio a continuos unicoherentes los cuales definimos a continuacion.

34



Definicién 3.3.10. Sea X un continuo. Decimos que X es unicoherente si para todo par de
subcontinuos Ay B de X con X = AU B, se tiene que AN B es conexo.

En [1, Teorema 4.2] se mostro la relacion entre las funciones fuertemente libremente descomponi-
bles y las funciones casimono6tonas cuando el dominio es unicoherente. Resultado que mostramos
a continuacion.

Proposicion 3.3.11. Sea f: X — Y wuna funcion continua sobreyectiva definida entre conti-
nuos. St f es una funcion fuertemente libremente descomponible y X es unicoherente, entonces
f es casimondtona.

Demostracion. Sea @ un subcontinuo de Y con Inty (Q) # (). Veamos que f~1(Q) es conexo.
Consideremos dos casos:

1. Y\ Q@ es conexo. Sean Q y Cly (Y'\ Q) subcontinuos de Y. Es claro que Y = QUCly (Y'\ Q).
Como f es fuertemente libremente descomponible, f~1(Q) es un continuo de X.

2. Y\Q =UUV donde U y V son abiertos disjuntos de Y. Notese que QUU y Q UV
son subcontinuos de Y, por el Teorema 1.1.16. Dado que f es fuertemente libremente
descomponible, f~H(QUU) y f~1(Q U V) son subcontinuos de X y X = f~H(QuUU) U
f~H(QUV). Como X es unicoherente y f~1(Q) = f~H{QUU)Nf~H{QUYV), f~1Q) es

conexo.

Por lo tanto f es casimonoétona. O

Por 1ltimo mostraremos algunas relaciones cuando restringimos el espacio de llegada a continuos
indescomponibles. Este resultado lo tomamos de [5, Teorema 4.2].

Teorema 3.3.12. Sea Y un continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Y es indescomponible.
2. Cada funcion continua sobreyectiva de un continuo en Y es casimondtona.
3. Cada funcion continua sobreyectiva de un continuo en Y es cuasimondtona.
4. Cada funcion continua sobreyectiva de un continuo en'Y es débilmente mondtona.
5

. Cada funcion continua sobreyectiva de un continuo en'Y es fuertemente libremente des-
componible.

6. Cada funcion continua sobreyectiva de un continuo en'Y es libremente descomponible.

Demostracion. Veamos primero que I implica 2. Sean f: X — Y una funcién continua y
sobreyectiva entre continuos y @ un subcontinuo de Y tal que Inty (Q) # 0. Como Y es indes-
componible, Q =Y, por el Teorema 2.3.3. Asi, f~3(Y) = X y f es casimonétona.

Las afirmaciones 2 implica 8 y 8 implica 4, se siguen de la Proposicion 3.1.9.

Probemos 4 implica 1. Supongamos que Y no es indescomponible. Esto es, existen A y B
subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B.

Sean p € A\By X =Y x {0}U{p} x[0,1]]U A x {1}. Notese que X es un continuo.
Sea f: X — Y x {0} la funcién definida por f(z,y) = (x,0). Observe que B x {0} es un
subcontinuo con interior no vacio de Y x {0}. Ademaés, si K es la componente de f~1(B x {0})
tal que (ANB) x {1} C K, entonces f(K) # B x{0}. Esto contradice que toda funciéon continua
sobre Y es débilmente monétona. Por lo tanto Y es indescomponible.
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Por la Proposicion 3.1.14, toda funcién casimondtona es fuertemente libremente descomponible,
lo que muestra 2 implica 5. A su vez, las funciones fuertemente libremente descomponibles se
definieron como un caso particular de las funciones libremente descomponibles, es decir, 5
implica 6. Luego, mostraremos 6 implica I para completar nuestra prueba.

Supongamos que Y no es indescomponible. Esto es, existen C' y D subcontinuos propios de Y
tales que Y = CUD. Seanp € C\ Dy X =Y x {0} U{p} x [0,1]UY x {1}. Observe que
X es un continuo. Sea f: X — Y x {0} la funcion definida por f(x,y) = (x,0). Se tiene que
FYD x {0}) tiene dos componentes en X, Ko = D x {0} y K; = D x {1}. Asi, si tomamos
Y x {0} = (C x {0}) U (D x {0}) no existen A y B subcontinuos de X tales que X = AU B,
f(A) c Cx {0}y f(B) C D x {0}; es decir, existe una funcion sobreyectiva f: X — Y que no
es libremente descomponible. O
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Capitulo 4

IMAGEN DE CONTINUOS IRREDUCIBLES

Una de las preguntas naturales al definir una familia de funciones entre espacios topolégicos
es si esta preserva propiedades de los espacios. En este capitulo vemos cuéles de las funciones
definidas en el Cap”itulo 3 preservan irreducibilidad y, cuando la irreducibilidad no se preserve
mostramos condiciones sobre los espacios para que esta propiedad sea preservada.

Un resultado conocido es que las funciones mondtonas preservan puntos de irreducibilidad. En la
primera seccion mostramos este resultado. Ademas demostramos que las funciones casimonéto-
nas, cuasimonotonas y fuertemente libremente descomponibles preservan irreducibilidad a pesar
de no preservar puntos de irreducibilidad. También mostramos un resultado de J. Camargo y
S. Macias en [3]|, donde se muestra que las funciones fuertemente libremente descomponibles
preservan puntos de irreducibilidad si el espacio de llegada es un continuo descomponible.

En la segunda seccién se presentan ejemplos donde ilustramos que las funciones libremente
descomponibles y débilmente mondtonas no preservan la irreducibilidad del espacio. Igualmente
mostramos que si el dominio de la funcién tiene un punto extremo, las funciones débilmente
monotonas preservan irreducibilidad.

Finalmente, proponemos una propiedad de las funciones fuertemente libremente descomponi-
bles, cuando éstas preservan puntos de irreducibilidad. Como consecuencia de esto, veremos
que las funciones fuertemente libremente descomponibles son casimondtonas si el dominio es
un continuo irreducible.

4.1. FUNCIONES QUE PRESERVAN IRREDUCIBILIDAD

Es conocido que las funciones continuas preservan propiedades topolégicas como la conexidad
y la compacidad del espacio. De igual forma, se conoce que las funciones monétonas preservan
puntos de irreducibilidad. En esta seccién iniciamos mostrando este hecho y un par de ejemplos
que muestran que las generalizaciones de las funciones monotonas estudiadas en el Capitulo 3
no preservan dichos puntos.

Teorema 4.1.1. Sea X un continuo irreducible entre a y b. Si f: X — Y es una funcion
mondtona, entonces Y es un continuo irreducible entre f(a) y f(b).

Demostracion. Sea K un subcontinuo de Y tal que {f(a), f(b)} C K. Como f es monétona,
fY(K) es un continuo que contiene a a y b. Dado que X es irreducible entre a y b, f~1(K) = X.
Por lo tanto K =Y. Asi, Y es irreducible entre f(a) y f(b). O

Con el siguiente ejemplo tomado de [3, Ejemplo 3.4], mostramos una funciéon casimonétona que
no preserva puntos de irreducibilidad.
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Ejemplo 4.1.2. Eziste una funcion casimondtona de un continuo irreducible entre a y b cuya
imagen no es irreducible entre f(a) y f(b).

Sea Y un subcontinuo indescomponible de R?. Sean z,y € Y tales que Y es irreducible entre z
y y. Definimos el conjunto X = (Y x{0})U{(y,t) : 0 <t < 1}U(Y x{1}). Denotemos a = (x,0)
y b= (z,1). Notese que X es irreducible entre a y b. Sea f: X — Y definida por f(y,t) = y.
f es casimonotona, pues Y es indescomponible por el Teorema 3.3.12. Ademas, f(a) = f(b).
Por lo tanto Y no es irreducible entre f(a) y f(b).

De las Proposiciones 3.1.9 y 3.1.14 y del Ejemplo 4.1.2 tenemos que a excepcion de las funciones
confluentes, las generalizaciones de funciones mondtonas definidas en el Capitulo 3, no preservan
puntos de irreducibilidad. Para mostrar que las funciones confluentes tampoco preservan puntos
de irreducibilidad consideremos la funcion f: [0,1] — [0,1] definida por f(z) =1 — |2z — 1].
f es confluente y f(0) = f(1) =0, asi f no preserva puntos de irreducibilidad.

Aunque las funciones casimonoétonas, cuasimonoétonas y fuertemente libremente descomponibles
no preservan puntos de irreducibilidad, a continuacién mostramos que estas funciones preservan

irreducibilidad.

Definicion 4.1.3. Sean X un continuo y A C X. Decimos que X es irreducible alrededor de A
si ningin subcontinuo propio de X contiene a A. También diremos que S C X es un conjunto
de wrreducibilidad de X, si existe un punto b € X tal que X es irreducible alrededor del conjunto

S U {b}.
Ejemplo 4.1.4. Algunos ejemplos de conjuntos de irreducibilidad.

1. En el triodo simple T definido en el Ejemplo 1.1.2 se tiene que los conjuntos
{(1,0,0),(0,1,0)}, {(1,0,0),(0,0,1)}, {(0,1,0), (0,0,1)} son conjuntos de irreducibilidad
de T. Notese que el tnico continuo que contiene a A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es T,
es decir, T es irreducible alrededor de A.

2. Sea X = {(z,2) e R2 : 0 <z < 1,n € NJU{(2,0) : 0 < z < 1}, el abani-
co arménico definido en el Ejemplo 3.1.10. El tnico continuo que contiene el conjunto
{(1,00} U{(1,2) € R? : n € N} es X. Asi, el conjunto {(1,1) € R? : n € N} es un
conjunto de irreducibilidad de X.

Es facil ver que todo conjunto que contenga un punto de irreducibilidad de un continuo irreduci-
ble es un conjunto de irreducibilidad. A continuacién enunciamos la generalizacion del Teorema
de Kuratowski (Teorema 2.2.8) para conjuntos de irreducibilidad. Esta generalizacion fue hecha
por Mackowiak en [15].

Teorema 4.1.5. Sean X un continuo y S un subconjunto de X. S es un conjunto de irredu-
cibilidad de X si y sélo si mo existen A y B subcontinuos propios mo vacios de X tales que
X=AUBySCANB.

Se puede mostrar con facilidad una implicacién. Sea S un conjunto de irreducibilidad de X.
Supongamos que existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AUBy S C ANB.
Como S es un conjunto de irreducibilidad de X, existe z € X tal que X es irreducible alrededor
de SU{z}.Siz € A, SU{z} C Ay A # X. Esto contradice la irreducibilidad de X alrededor de
SU{z}. Analogamente si z € B. Por lo tanto S ¢ AN B. El reciproco no es evidente, involucra
nuevos conceptos y lo dejamos al estudio del lector.

Con el siguiente teorema mostramos que las funciones fuertemente libremente descomponibles
preservan irreducibilidad. Este teorema fue demostrado por Charatonik en [5]. Prueba que
mostramos a continuacion.
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Teorema 4.1.6. Sean X un continuo y f: X — Y es una funcion fuertemente libremente
descomponible. Si S es un conjunto de irreducibilidad de X entonces f(S) es un conjunto de
irreducibilidad.

Demostracion. Supongamos que f(S) no es un conjunto de irreducibilidad. Entonces, existen A
y B subcontinuos propios de Y tales que Y = AUBy f(S) C ANB, por el Teorema 4.1.5. Como
f es una funcion fuertemente libremente descomponible, f~1(A) y f~1(B) son subcontinuos de
X. Ademas, f~2Y)= 1A UfY(B) =Xy f7L{(ANB) = f"1(A) N f~1(B). Por lo tanto,
S c f~Y(A)N f~1(B). Esto contradice que S es un conjunto de irreducibilidad, por el Teorema
4.1.5. O

Notese que un continuo es irreducible si y s6lo si tiene un conjunto de irreducibilidad de un
punto. Asi, el siguiente corolario se sigue del Teorema 4.1.6.

Corolario 4.1.7. Si X es irreducible y f: X — Y es una funcion fuertemente libremente
descomponible, entonces Y es irreducible.

Con el siguiente resultado tomado de [3, Proposicion 3.1], mostramos que cualquier subcontinuo
irreducible entre la imagen de los puntos de irreducibilidad a través de una funcién fuertemente
libremente descomponible tiene interior vacio o es todo el espacio.

Proposicion 4.1.8. Sean X un continuo irreducible entre a y b y f: X — Y wuna funcion
fuertemente libremente descomponible. Si K es un continuo irreducible entre f(a) y f(b) de Y,
entonces Inty (K) =0 o K =Y.

Demostracion. Supongamos que existe K un subcontinuo de Y irreducible entre f(a) y f(b)
tal que Inty (K) # 0 y K # Y. Entonces, consideremos dos casos:

1. Y\ K es conexo. En este caso L = Cly (Y \ K') y K son subcontinuos propios de Y tal que
Y = LUK. Como f es fuertemente libremente descomponible, f~*(K) es un continuo y
{a,b} C f~1(K) entonces f~}(K) = X, luego K =Y, contradiccion.

2. Si Y \ K es disconexo. Existen U y V abiertos conexos no vacios de Y tales que
Y\K=UUV yUnV =, por el Teorema 2.1.4. Ademéas, U U K y V U K son sub-
continuos propios de Y, por el Teorema 1.1.16. Es facil ver que Y = (UUK) U (V UK).
Como f es fuertemente libremente descomponible, f~1(U U K) es un continuo de X tal
que {a,b} C fFTHUUK) = X, entonces UUK =Y y V = (), contradiccion.

Asi, de 1y 2, tenemos que Inty (K) =0 o K =Y. O

En [3, Teorema 3.2 fue probado que si el espacio de llegada es descomponible, las funciones
fuertemente libremente descomponibles preservan puntos de irreducibilidad. Esta prueba la
mostramos a continuacion.

Teorema 4.1.9. Sean X un continuo irreducible entre a yb y'Y es un continuo descomponible.
Si f: X =Y es una funcion fuertemente libremente descomponible, entonces Y es irreducible

entre f(a) y f(b).

Demostracion. Sea K un subcontinuo de Y irreducible entre f(a) y f(b), K existe por [12,
Teorema 1, pag. 192]. Supongamos que Inty (K) # (), como Y es descomponible existen A y
B subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B. Ademas K C Y, delo que ANK # 0
o BN K # . Veamos que K # A. Supongamos K = A, como f es fuertemente libremente
descomponible f~1(A) es un subcontinuo propio de X que contiene a {a,b}. Esto contradice
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la irreducibilidad de X entre a y b. Asi, K # A. Analogamente K # B. Tomemos K N A # ().
Nétese que K U A es un subcontinuo propio de Y. Como Y = (K U A) U B y f es fuertemente
libremente descomponible f~!(K U A) es un subcontinuo de X y {a,b} C fY(KUA) = X,
entonces K UA =Y. Por lo tanto K =Y.

O

El resultado que mostramos en el Teorema 4.1.9 es valido para funciones casimono6tonas ya que
estas funciones son fuertemente libremente descomponibles. Para funciones cuasimondtonas no
lo es; consideremos la funcion f: [0,1] — [0, 1] definida por f(t) =1 — |2t —1|. f es una funcién
cuasimondtona y [0, 1] es descomponible. Como f(0) = f(1) = 0, f no preserva puntos de
irreducibilidad.

Para terminar esta seccién veamos que las funciones cuasimondétonas preservan irreducibilidad
[14, 8.1, pag 71].

Teorema 4.1.10. Si S es un conjunto de irreducibilidad de un continuo X y f: X — Y es
una funcidn cuasimondtona, entonces f(S) es un conjunto de irreducibilidad de'Y .

Demostracion. Supongamos que f(S) no es un conjunto de irreducibilidad en Y. Entonces,
existen A y B subcontinuos propios de Y tales que Y = AUB y f(S) C AN B, por el Teorema
4.1.5. Como f es cuasimonodtona, f~1(A) tiene una cantidad finita de componentes, digamos
K; coni=1,2,3,...,n para algtin n € Ny f~(B) tiene una cantidad finita de componentes;
L; con j =1,2,3,...,m para algin m € N. Ademas, f(K;) = Ay f(L;) = B para cada i, j.
Dado que S C f~Y(ANB) = f~1(A) N f~1(B), se tiene que S C K; N L; para cada i, j.

Seap € X, tal que X es irreducible alrededor de {p}US. Sin pérdida de generalidad supongamos
que p € (f1(A)\ f~1(B))NK;. Entonces, sim < n, {p}uUs c (Ur; K;UUJL, Lj). Bs facil ver
que (U?;ll K;UUj~, Lj) es un subcontinuo propio de X. Si n < m consideramos el subcontinuo

propio (U, K; U U;n;ll L;) que contiene a {p} U S. Esto contradice que S es un conjunto de
irreducibilidad de X. Asi, f(S) es un conjunto de irreducibilidad de Y. O

Un caso particular del Teorema 4.1.10 lo enunciamos en el siguiente corolario.

Corolario 4.1.11. Si X es irreducible y f: X — Y es una funcion cuasimondtona, entonces
Y es irreducible.

Demostracion. Sea a un punto de irreducibilidad de X. Entonces {a} es un conjunto de irre-
ducibilidad de X. Como f es cuasimondtona {f(a)} es un conjunto de irreducibilidad de Y,
por el Teorema 4.1.10. Asi, existe y € Y tal que Y es irreducible alrededor de {f(a),y} y Y es
irreducible. O

4.2. OTRAS IMAGENES
En esta seccion veremos que las funciones débilmente monotonas y libremente descomponibles
no preservan irreducibilidad. También, mostramos que si X tiene un punto extremo las funciones

débilmente monoétonas preservan irreducibilidad.

Ejemplo 4.2.1. Ezxiste una funcion abierta de un espacio hereditariamente descomponible e
irreducible cuya imagen no es irreducible.
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Consideremos los conjuntos Z = {(z,y) : 2% + y* = 4}, S = {(z,y) : 22 +y* = 1} y R una
copia de R que converge a Z y a S dado por: y R el rayo que converge a Z y a S* dado por:

R T = (% arctan(t) + %) cos(t)
Y= (% arctan(t) + %) sen(t)

Sea X = ZURUS'. X es un continuo irreducible entre cualquier punto de Z y cualquier punto de

S1. La funcion f: X — S la funcion proyecciéon a S* dada por f(z) = HITH’ una funcién abierta,

por lo tanto confluente y débilmente monétona. Claramente S' no es un espacio irreducible.

Figura 4.1: Funcién abierta que no preserva irreducibilidad

X gl

— O

Con el siguiente ejemplo vemos ademés que las funciones débilmente monétonas no preservan
espacios indescomponibles.

Ejemplo 4.2.2. FEziste una funcion abierta de un continuo indescomponible cuya imagen no
es irreducible.

Sea ¥ el solenoide diadico definido en el Ejemplo 2.3.17 como:

Yo ={(zn)nen: 2'721+1 = z, para cadan > 1}

Sabemos por el Teorema 2.3.16 que X2 es un continuo indescomponible. Sea f: ¥y — S la
funcion proyeccién dada por f((2n)nen) = 21. Como f7+1: §1 — St definida por f71(z) = 22
es abierta, f es abierta por [13, Corolario 2.1.10].

Hasta ahora hemos notado que las funciones abiertas y por lo tanto confluentes, y débilmente
monotonas no preservan irreducibilidad, incluso cuando se condiciona el espacio a hereditaria-
mente descomponibles o indescomponible. Para determinar una condiciéon del espacio que hace
que estas funciones preserven irreducibilidad consideremos la siguiente definicion.

Definicién 4.2.3. Sean X un continuo y p € X. Diremos que p es un punto extremo de X si
para todo par de subcontinuos A y B de X que contienen a p se tiene que A C B o B C A.

Ejemplo 4.2.4. Algunos ejemplos de puntos extremos.

1. Los puntos 0 y 1 son puntos extremos del arco [0, 1].

2. Consideremos X la curva senoidal del topdlogo, definido en el Ejemplo 1.1.2. Los puntos
(0,-1), (0,1) y (1,sen(1)) son puntos extremos de X.

3. En el continuo de Knaster K definido en el Ejemplo 1.1.3 el punto (0,0) es un punto
extremo.
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4. En el continuo V' y A’ definido en el Ejemplo 2.3.17 los puntos (0, 0), (0,1), (1,0) y (1,1)
son puntos extremos.

Notese que todos los ejemplos que mostramos son continuos irreducibles donde los puntos
extremos son puntos de irreducibilidad. Con el siguiente resultado mostramos que todo punto
extremo es de irreducibilidad.

Proposiciéon 4.2.5. Sea X un continuo. Si p es un punto extremo de X, entonces p es un
punto de irreducibilidad de X .

Demostracion. Supongamos que p no es un punto de irreducibilidad. Entonces, existen A y B
subcontinuos propios de X tales que X = AU B con p € AN B, por el Teorema 2.2.8. Como p
es un punto extremo de X, A C Bo B C A, asi A= X o B = X. Esto contradice que Ay B
son propios, por lo tanto p es un punto de irreducibilidad. O

Con el siguiente ejemplo mostramos que el reciproco de la Proposicién 4.2.5 no es cierta.
Ejemplo 4.2.6. Existen puntos de irreducibilidad que no son puntos extremos.

1. Consideremos el rayo que converge a S?,

) cos(t)

7 {:v = (L arctan(t) +
) sen(t)

y = (L arctan(t) +

[][SRNTTN

Sea X = ZUS"'. Los puntos sobre S' son puntos de irreducibilidad de X pero no son punto

extremos de X, ya que si (a,b) es un punto sobre S! podemos encontrar subcontinuos no
degenerados Ay B de X talesque AC S'y BC S,y ANB = {(a,b)}

2. En el continuo de Knaster, K, los puntos diferentes de (0, 0) son puntos de irreducibilidad
pero no son puntos extremos.
Sea y = (y;)2; un punto en K. Como K es indescomponible y es un punto de irreduci-
bilidad, por el Teorema 2.3.11. Como y # (0,0) existe k € N tal que yr # 0. Si yi # 1,
existen ¢, s € (0,1) tales que t < y < s. Asi, y, € [0,s] N [¢,1] y los subcontinuos

k—1 0o
A= (0,1 % 0,s] x ] [0,1]nK)
i=1 i=k+1
Y k—1
B=(]J0,1]x[t1]x ] [0,11nK)
=1 i=k+1

contienen a y pero A ¢ B ni B¢ A.
Siy, =1,y =1(0,0,..,0,1, %, %, ..)oy=1(0,0,..,0,1, %, %, ...). Tomamos la coordenada
y; con j > k y tenemos el caso anterior.
Asi, y no es un punto extremo de K.

3. El solenoide diddico Yo definido en el Ejemplo 2.3.17, no tiene puntos extremos pero
todos sus puntos son puntos de irreducibilidad.

Sea z = (2;)$2; un punto en X3. Como X5 es un continuo indescomponible z es un punto
de irreducibilidad, por el Teorema 2.3.11. Tomemos la coordenada z = (ag,br) € St
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Los subcontinuos M = ([ax, 1] x [-1,1])N St y N = ([-1,ax] x [-1,1]) N S! contienen a
2k Asi, los subcontinuos

k—1 [e's)
A=(J]S'xMx ] s")Nn%,
=1 i=k+1

k-1 o
B=([[s'xNx ] s")n%,
=1 i=k+1

contienen a z y A ¢ B ni B ¢ A. Por lo tanto, z no es un punto extremo.

Con el siguiente resultado mostramos que las funciones débilmente mono6tonas preservan irre-
ducibilidad si X tiene un punto extremo.

Teorema 4.2.7. Sea a es un punto extremo de X y f: X — Y es débilmente mondtona,
entonces Y es irreducible.

Demostracion. Supongamos que f(a) no es un punto de irreducibilidad. Luego, existen A y B
subcontinuos propios de Y, tales que Y = AUB y f(a) € AN B, por el Teorema 2.2.8. Sean K
y L las componentes de f~1(A) y f~1(B), respectivamente, tales que a € KN L. Ademéas, como
a es un punto extremo K C L o L C K. Si K C L, entonces, como f(K) = Ay f(L) = B,
A C B. Esto contradice que B es un subcontinuo propio de Y. Por lo tanto, f(a) es un punto
de irreducibilidad y asi, Y es irreducible. O

Observemos que en el Ejemplo 4.2.1, el continuo X no tiene puntos extremos y la funcién no
preserva irreducibilidad.

Para terminar la seccién, mostramos que en general las funciones libremente descomponibles
no preservan irreducibles. El siguiente ejemplo tomado de 7] nos muestra este hecho.

Ejemplo 4.2.8. Existe una funcion libremente descomponible de un continuo irreducible cuya
imagen no es irreducible.

Consideremos el continuo de Knaster descrito en el Ejemplo 1.1.3, que denotamos K y sea Z la
reflexion de K con respecto al eje x = 0. Sean X = KU Z y f: X — Y la funciéon cociente que
identifica puntos de la forma (z,y) con (—z,y) siempre que |z| < 3.

Para ver que f es una funcién libremente descomponible, notese que para cualquier par de
subcontinuos A’ y B’ tales Y = A’ U B, se tiene que f(K) C A" y f(Z) C B’, o vicever-
sa. Supongamos que f(K) ¢ A"y f(Z) C B’. Asi es suficiente tomar la descomposicion

A={f(z,y):-1<2z< i}y B={f(z,y): 5 <z <1}. No es dificil ver que:

f*%A):Zu{(x,y)eX;ogxg%}

f*l(B):/Cu{(x,y)eX:‘Tlgxg()}

Como X =KUZy f(Z)CAy f(K) C B, f es libremente descomponible.

Observemos que Inty (A N B) # 0, y que para cualquier par de puntos a € A\ By b € B\ A,
existe un subcontinuo propio de Y que los contiene. Tomamos k(a) la composante de a en A.
Como k(a) es denso en A existe un subcontinuo propio de L de A tal que a € L'y LN B # 0.
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Figura 4.2: Funcién libremente descomponible que no preserva irreducibilidad

Noétese que Int4(L) =0 y {a,b} C BUL. Asi, el continuo BU L es un subcontinuo propio de Y’
ya que Y\ B es un abierto en Y que interseca a L, por tanto Y\ B ¢ L. Con lo que concluimos
que Y no es irreducible.

Aunque las funciones libremente descomponibles no preservan irreducibilidad, podemos no-
tar de la Definicién 3.1.11, que estas funciones preservan continuos indescomponibles. Notese
también que si restringimos a continuos con puntos extremos, estas funciones no preservan
irreducibilidad.

Por esto nos preguntamos qué condiciones son necesarias en el espacio X para que las funciones
libremente descomponibles preserven irreducibilidad.

Un continuo irreducible que admite una descomposiciéon donde cada elemento es un subcontinuo
y el espacio de descomposicion es un arco es llamado continuo tipo A, ver [18]. Ademé4s notemos
que si X es un continuo tipo A existe una funciéon monodtona g: X — [0, 1] tal que el espacio de
descomposicion - un arco - esta dado por D, = {g~*(¢) : ¢ € [0,1]}. Un ejemplo facil de ver es
la curva senoidal del topologo, este continuo es un continuo tipo A cuya funcién monoétona esta
dada por m(z,y) = x. Asi, podemos pensar que dado un continuo tipo A, los subcontinuos de
X pueden estar controlados por las fibras de la imagen inversa de la funcién mono6tona de los
elementos del arco. Por lo tanto nos hacemos la siguiente pregunta.

Pregunta 4.2.9. Sean X un continuo tipo A y f: X = Y wuna funcion libremente descompo-
nible. Entonces,

1. ;Y esirreducible?, ;Y es un continuo tipo A ?

2. sSixz,z € X y f(z) = f(x) entonces existe t € [0,1] tal que {z,2z} C m~(t)?, donde
m: X — [0,1] es mondtona.

4.3. RESULTADOS ADICIONALES

En el Capitulo 3 se mostro que en general las funciones fuertemente libremente descomponibles
no son casimoné6tonas y en la Proposicion 3.3.7 mostramos que esta relacion se da si el espacio
X es unicoherente. En esta seccion mostramos que las funciones fuertemente libremente des-
componible son casimoné6tonas si estas preservan puntos de irreducibilidad. Como consecuencia
de esto también mostramos que si X es irreducible se tiene la misma relacion.

Teorema 4.3.1. Sean X un continuo irreducible entre a y b y f: X — Y wuna funcion fuerte-
mente libremente descomponible. Si'Y es irreducible entre f(a) y f(b) , entonces f es casimo-
notona.

Demostracion. Si'Y es indescomponible, entonces f es casimondtona, por el Teorema 3.3.12.
Supongamos que Y es descomponible. Sea @ un subcontinuo de Y tal que Inty (Q) # 0. Veamos
que f~1(Q) es un continuo.
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1. Si f(a) € Q, Y \ Q es conexo, por el Corolario 2.1.5. Entonces @ y Cly (Y \ @) son
subcontinuos propios de Y tales que Y = Q U Cly (Y \ Q). Como f es fuertemente
libremente descomponible, f~1(Q) es un subcontinuo de X.

2. Si f(a)y f(b) no pertenecen a Q. Entonces, Y\ Q es disconexo. Asi, existen U y V abiertos

disjuntos y conexos de Y tales que Y\Q = UUV con f(a) € Uy f(b) € V, por el Teorema
2.1.4. Asi, UUQ y QUV son dos subcontinuos propios de Y, tales que Y = (TUQ)U(QUV ),
por el Teorema 2.1.4. Como f es fuertemente libremente descomponible, f~1(U U Q) y
F~HQ U V) son subcontinuos de X y X = f~H(U)U f~HQ) U f~1(V).
Asi, Cly (U) es un continuo en Y que contiene a f(a) y Y = Cly (U) U (Y \ U). Por esto
HCly (U)) y f~1(Cly(V)) son subcontinuos de X y X \ (f~}(Cly (U))U f~(Cly(V)))
es conexo por la Proposicion 2.1.7. Ademas, si x € X \ (f~}(Cly(U)) U f~1(Cly(V))),
f(z) ¢ Cly (U)UCly (V). Entonces, f(z) € Inty (Q) C Q. Por lo tanto z € f~1(Q) luego
X\ (fHCyU) U fHCly (V) C FHQ).

De lo anterior, existe una componente K de f~1(Q) tal que
X\ (fHCly(U) U f7H(Cly (V) C K.

Ahora supongamos que existe una componente L de f~1(Q) tal que L # K. Sabemos que
Lc (fFYCly () U f~HCly (V) v (fHCly(U)) N f~Y(Cly(V))) = 0. Por lo tanto
L C f~YCly(U)) o L c f~Y(Cly(V)). Supongamos que L C f~(Cly(V)). Entonces,
LNClxf~Y(Cly(U) = 0. Sabemos que KN L =0y f~1(U) U f~1(Q) es continuo. Para
los cerrados Clx (f~1(U)) UK y L no existe un conexo de f~*(UUQ) que los interseque.
Asi f~1(U U Q) no es un continuo por el Teorema 1.1.12.

O
Un resultado inmediato los Teoremas 3.3.12, 4.1.9 y 4.3.1 lo enunciamos en el siguiente corolario.

Corolario 4.3.2. Sea f: X — Y una funcion fuertemente libremente descomponible. Si X es
irreducible entonces [ es casimondtona.

Demostracion. Si'Y es indescomponible f es casimonotona, por el Teorema 3.3.12. Si Y es des-
componible f preserva puntos de irreducibilidad, por el Teorema 4.1.9. Asi, f es casimonétona,
por el Teorema 4.3.1. O

Con el siguiente ejemplo mostramos que el teorema anterior no es valido para funciones cuasi-
mondtonas.

Ejemplo 4.3.3. Consideremos f: [0,1] — [0,1] definida por:

3x siogxgé,
flx) =4 -3z +2 si%<x§%,
3r—2 5i%§:17§1

Esta funcion es una funcion cuasimondtona que preserva puntos de irreducibilidad pero no es
casimonotona.

Una de las preguntas naturales a raiz del Corolario 4.3.2 es si podemos caracterizar las funciones
fuertemente libremente descomponibles restringiendo los espacios de la siguiente manera:
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Pregunta 4.3.4. Sea f: X — Y wuna funcion fuertemente libremente descomponible entre
continuos. Entonces,

1. ;f es casimondtona si y solo si X es irreducible o unicoherente?

2. +f no es casimondtona si y sélo si existe una funcion h: X — S* mondtona?
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