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RESUMEN

La remocion de roca durante la perforacion de un pozo causa una perturbacion en el estado inicial
de esfuerzos in situ, lo cual produce una redistribucién de esfuerzos en o cerca de la cara del pozo.
Si esta redistribucion excede la resistencia tensil o compresiva de la roca, se producira problemas
de Estabilidad de pozo tales como fracturamiento, cierre y-o colapso de pozo, entre otros.

La inestabilidad mecanica de pozos ocurre debido a una seleccion no adecuada de las condiciones
de perforacion, tales como la trayectoria de perforacion (azimut e inclinacion), densidad del lodo,
angulo de ataque, entre otros. Este problema se hace mayor cuando los pozos son perforados en
zonas tectdonicamente activas, en yacimientos de formacion geoldgica reciente, formaciones
naturalmente fracturadas y en pozos direccionales de trayectorias complejas.

Con el desarrollo de una herramienta software basada en la Teoria Poroelastica no lineal, se
pretende modelar numéricamente la estabilidad mecanica de pozos en formaciones que estan
siendo perforadas, mediante la seleccion de los criterios de falla adecuados.

Esta herramienta se basa en un acoplamiento entre un modelo de flujo de fluidos y un modelo de
deformaciéon geomecanica, en donde se empled coordenadas cilindricas en tres dimensiones. El
planteamiento numérico se realiza empleando diferencias finitas, tomando una malla de
discretizacion de nodo distribuido y espaciamiento irregular.

! Proyecto de Grado.
? Facultad de Ingenierias Fisicoquimicas. Escuela de Ingenieria de Petréleos. Director Elkin Rodolfo Santafé.
Codirector Reinel Corzo Rueda.



TITLE: APPLY OF THE POROELASTIC THEORY FOR THE ANALYSIS OF WELLBORE
STABILITY, BY THE DEVELOPMENT OF A SOFTWARE TOOL, USING FINITE DIFFERENCES.

AUTHORS: GUSTAVO HERNANDEZ VARGAS®
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Distribution, Failure Criteria, Safe Mud Window, Tensil Failure, Shear Failure, Mud Weigh.

ABSTRACT

The rock removal when a well is being drilling cause a disturbance in the initial state of streess,
which produces stresses redistribution near the Wellbore. If this redistribution exceeds the tensil
and/or compressive strength of the rock, instability problems such as fracturing and/or collapse of
the well, take place.

The mechanical instability happens because of an inappropriate selection of the drilling conditions,
such as perforation trajectory (azimuth and inclination), mud weigh and attack angle. This problem
becomes bigger when wells are drilled in tectonically active areas, recent geologic formation
reservoirs, naturally fractured formations and complicated directional trajectories wells.

With the development of a Software Tool based in non-linear Poroelastic Theory, we pretend to
model numerically Mechanical Wellbore Stability while a well is being drilled, with the selection of
the adequate failure criteria.

This Model was built coupling Fluid Flow Equations with Geomechanics Deformation equations,
using cylindrical coordinates in 3D. Numerical planning is carried out in Finite Differences with a
completely implicit outline, taking a discretization mesh with distributed node and irregular spacing.

* Graduation of Project.
* Faculty of Physic-Chemical. Petroleum Engineering School. Director Elkin Rodolfo Santafé.
Codirector Reinel Corzo Rueda.



INTRODUCCION

La Geomecanica juega un papel muy importante en diversas areas de la industria
del Petroleo, particularmente en la Estabilidad de Pozo, Fracturamiento Hidraulico,
Compactacion y Subsidencia. En estas areas, los esfuerzos in-situ, las
deformaciones de la roca y el flujo de fluidos son parametros clave en el analisis
del peso de lodo y fallas en pozos que conducen a evitar pérdida de tiempo en
trabajos a pozos, de fluido de perforacion y en muchas instancias, la pérdida total

del pozo.

En el Grupo de Estabilidad de Pozo, Convenio Universidad Industrial de
Santander- ICP, se esta buscando herramientas que permitan analizar de manera
confiable los problemas relacionados con Ila inestabilidad del pozo. La
inestabilidad de un pozo es funcién primaria de como la roca responde a la
concentracion de esfuerzos inducidos alrededor del pozo durante la perforacion.
Asi, un pozo permanecera estable si la roca soporta los esfuerzos inducidos, pero
si la redistribucion de esfuerzos excede la resistencia de la roca, puede ocurrir
fallamiento. Generalmente, un pozo falla si se excede la resistencia a la tensién de

la formacion o si se excede la resistencia a la compresion.

La interaccion entre la geomecanica y el flujo de fluidos es el centro de estudio de
la Teoria Poroelastica (entendiéndose por “interaccion, como un efecto mecanico
de esfuerzo en lugar de reacciones quimicas entre el fluido y el solido). La
respuesta poroelastica de un medio poroso saturado de fluido sujeto a
perturbaciones en los esfuerzos y/o la presion de poro, ha sido en la ultima

década de interés critico en muchas aplicaciones ingenieriles.



Existen diferentes factores que tienen influencia sobre la interaccion entre la
deformacion de la roca y el flujo de fluidos en distintos yacimientos. Algunos de
estos factores son: las propiedades mecanicas del yacimiento y sus alrededores,
la compresibilidad del fluido, la permeabilidad del yacimiento y la carga inicial

(estado de esfuerzos inicial).

La interaccion de estos parametros y el analisis de como éstos afectan el
acoplamiento entre la deformacion de la roca y el flujo de fluidos en el yacimiento
es complejo. Algunos factores pueden tener efectos significativos, otros
representan efectos despreciables o el efecto de algunos factores puede ser una
funcién del estado de esfuerzos del yacimiento. La interaccion entre los factores
que afectan los procesos acoplados flujo de fluido - geomecanica sugirieron un
estudio numérico de la estabilidad de pozo, donde el yacimiento es considerado
como un sistema poroelastico que consiste de un esqueleto sélido deformable que
contiene un fluido levemente compresible. El modelo esta basado en la solucién
simultanea de cuatro ecuaciones diferenciales parciales no lineales, que se
pueden agrupar en dos modelos: (i) un modelo de flujo de fluidos, que describe la
distribucion de la presion de poro en el sistema poroso y (i) un modelo de

esfuerzo-deformacion, que describe la deformacion de la parte sélida de la roca.



REVISION BIBLIOGRAFICA.

Estudios poroelasticos anteriormente reportados son de especial interés en este
trabajo de investigacion, y estan enfocados principalmente hacia la determinacién
de esfuerzos in-situ, concentracion de esfuerzos alrededor del pozo, propiedades

mecanicas de la roca y condiciones Optimas para la estabilidad del pozo.

Los fundamentos de geomecanica estdan basados en el concepto de esfuerzo
efectivo de Terzagui (1936). Basado en el concepto de esfuerzo efectivo de
Terzagui, Biot (1941, 1955), fue el primero que presentd una teoria basada en el
acoplamiento entre los esfuerzos y la presion de poro en un medio poroso y
desarroll6 una teoria generalizada de consolidacién en tres dimensiones; aunque
las publicaciones de Biot estdn mas orientadas hacia la mecanica de rocas que al

flujo de fluidos.

Skempton desarrollé una relacion entre el esfuerzo total y la presion de poro del
fluido bajo condiciones iniciales de carga no drenadas mediante los parametros de

Skempton Ay B.

Geerstma (1957), desarrollé6 una relacion entre la presion, el esfuerzo y el
volumen. Van der Knaap (1959) extendio el trabajo de Geerstma a geomateriales

elasticos no lineales.

Nur y Byerlee (1971), demostraron que la ley de esfuerzo efectivo propuesta por

Biot es mas general y fisicamente sensible que la propuesta por Terzagui.



Rice y Cleary (1976), resolvieron algunos problemas poroelasticos asumiendo la
presibn de poro y el esfuerzo como variables primarias, en lugar de los
desplazamientos como lo emple6 Biot.

Otros trabajos recientes fueron realizados por Koutsabeloulis y Hope (1998),
Settari y Mourits (1998), Settari y Walters (2001), Chin, Raghavan y Thomas
(1998), Yale (2002), Tran, Settari y Nghiem (2002) y Gutierrez (1994).

Todos los trabajos anteriormente mencionados estuvieron limitados a la
investigacion de relaciones constitutivas lineales y flujo de fluido en una sola fase

en un medio poroso.

El rapido progreso computacional en los ultimos afios ha permitido el desarrollo de
soluciones a problemas asociados con materiales no lineales y flujo de fluidos en
medios porosos. Debido a la complejidad de estas soluciones, el problema
acoplado requiere de mas estudio que mejore la exactitud, convergencia y

eficiencia computacional, entre otros.

Muchos investigadores han estado debatiendo acerca de cual aproximacion de
acoplamiento es la mas acertada en el calculo de las interacciones entre el fluido y

la roca.



1. ASPECTOS GENERALES DE LA GEOMECANICA APLICADA A LA
ESTABILIDAD DE POZOS.

1.1. GEOMECANICA.

1.1.1. DEFINICION DE GEOMECANICA.

La geomecanica es la disciplina que estudia el comportamiento de los materiales
geolobgicos ante campos de esfuerzos y cambios en el ambiente fisico (Sanchez et
al, 1997). Esta disciplina esta basada en los conceptos y teorias de la mecanica
de rocas y la mecanica de suelos, que relacionan el comportamiento de la
formacion bajo los cambios de esfuerzo, producto de las operaciones petroleras
de perforacion, completamiento y produccion de pozos. Aunque las bases de la
geomecanica fueron realizadas a principios de la década de los 90, las
aplicaciones en la Industria del Petroleo empiezan a tener mayor divulgacion a
comienzo de la década de los 70 y por lo tanto esta es una disciplina novedosa
para la Ingenieria de Petrdleos. La geomecanica utiliza resultados experimentales
de campo y laboratorio conjuntamente con soluciones analiticas y numéricas para

resolver problemas particulares.

1.2. ESTABILIDAD DE POZOS.

La geomecanica trata problemas donde se relacionan esfuerzos con resistencia
de la formacion. Es entonces de esperar, que aquellas operaciones de pozos que
afecten y causen dafio a la formacién también tengan una gran influencia en el
analisis de cualquier problema (estabilidad del pozo, arenamiento, fracturamiento,
etc.). Por lo tanto, se deben analizar todas las operaciones de pozo que puedan
ser negativas desde el punto de vista de la formacién, para luego optimizarlas en

21



funcidén de las caracteristicas de la roca. Por ejemplo, la magnitud y direccién de
los esfuerzos in-situ van a definir la trayectoria de mayor estabilidad para pozos

horizontales y de gran desviacion.

Estos pozos tendran una mayor estabilidad si son perforados en direccion
perpendicular al esfuerzo principal minimo, ya que este problema de estabilidad se
complica porque el eje del pozo no coincide con la direccion del esfuerzo principal
maximo. Si se puede determinar experimentalmente la envolvente de falla de la
roca de formacion, entonces se puede calcular el rango de pesos de lodo que
mantenga la integridad del pozo. Los problemas de estabilidad pueden existir aun
después de la perforacion, debido a que la mayoria de los pozos horizontales son
completados a hueco abierto y la reduccién de presiones de poro del yacimiento

causa un aumento en los esfuerzos efectivos.
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2. CONCEPTOS BASICOS.

2.1 SISTEMA DE PARTICULAS.

Los materiales geoldgicos estdan compuestos por un sistema multifasico de
particulas minerales que crean una estructura rocosa donde residen fluidos tales
como agua, hidrocarburos y aire. El sistema de particulas es lo que distingue a los

materiales geoldgicos de los materiales continuos como los metales y fluidos.

Las particulas representan una fase solida conocida como esqueleto mineral.
Debido a esto, la deformacion del material geoldgico esta controlada por la
interaccién entre particulas individuales, la deformacién de particulas y el
movimiento relativo entre particulas. El fluido intersticial puede fluir a través de los
poros interactuando con el esqueleto mineral, alternado la magnitud de las fuerzas
en el contacto entre particulas e influenciando la resistencia y compresibilidad del

material geolégico’.

2.2. PARTICULAS Y FLUIDOS.

Los materiales geoldégicos son agregados de particulas, sin embargo se toman
conceptos del area de mecanica de medios continuos para comprender y modelar
su comportamiento mecanico.

Tal como se muestra en la Figura 1, los materiales geoldgicos son compuestos

multifasicos donde existen tres fases:
1. Sdlidos (Particulas de minerales).

2. Gas (Aire, gas, etc.)
3. Liquidos (Agua, petréleo, etc.)
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Fluidos de poros

Granos soélidos

I

Figura 1. Diagrama de fases para materiales geoldgicos.

2.3 CARACTERISTICAS ESPECIALES DE LOS MATERIALES GEOLOGICOS.

Los materiales geoldgicos presentan caracteristicas muy particulares y por lo tanto
los problemas son diferentes. Algunas de las caracteristicas particulares de los
problemas que involucran materiales geoldgicos son las siguientes:

¢ Los materiales geoldgicos son esencialmente diferentes en cada localidad,
es decir, no existe un material geoldgico de propiedades constantes para
una zona: Existen variaciones areales y verticales que se deben tener en
cuenta en la caracterizacion geomecanica.

o El comportamiento de los materiales geoldgicos depende de la historia de
esfuerzos y de las condiciones ambientales: La historia pasada de los
materiales geoldgicos afecta su comportamiento futuro.

o El comportamiento de los materiales geoldgicos depende de la presion, el
tiempo y las condiciones ambientales, y por lo tanto estos factores deben

ser determinados para evaluar su comportamiento.
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e Los materiales geoldgicos son sensibles a la perturbacion por las
operaciones de muestreo y por lo tanto, las propiedades medidas en el
laboratorio pueden no ser representativas del comportamiento in-situ.

e Los materiales geoldgicos no poseen una relacion esfuerzo-deformacion
unica y lineal ya que ésta depende de los esfuerzos, la temperatura y el
tiempo. Un mismo material presenta diferencias a diferentes presiones

confinantes”.

2.4. FUERZAS EN ROCAS.

Se define como fuerza una magnitud vectorial que tiende a producir un cambio en
el movimiento de un cuerpo o en su estructura interna, es decir, tiende a producir
una deformacion (Martinez, 2003). Debido a su caracter vectorial, varias fuerzas
actuando sobre un mismo punto pueden combinarse 0 sumarse en una sola vy,
similarmente, puede considerarse que una fuerza estd compuesta de varias, y
puede descomponerse en ellas.

Las fuerzas aplicadas sobre rocas se clasifican en:

a. Fuerzas de cuerpo o masicas: Son fuerzas que dependen de la cantidad de
masa de la roca como por ejemplo, las fuerzas gravitacionales, las fuerzas
centrifugas y las fuerzas magnéticas.

b. Fuerzas de superficie: Son fuerzas que actuan a través de superficies de
contacto entre partes adyacentes de un sistema rocoso. Estas se subdividen en
simples y en compuestas. Las simples tienden a producir movimiento y las
compuestas tienden a producir distorsion; que realmente produzcan o no
deformacion, dependera de su intensidad y de las propiedades y de las
propiedades del cuerpo o de su situacion. Las fuerzas compuestas, que consisten

en dos fuerzas actuando en sentidos contrarios a lo largo de una linea recta se
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dividen en tensionales, cuando son divergentes y las particulas a ambos lados del
plano tienden a separarse, y en compresivas, cuando convergen hacia el cuerpo y

las particulas a ambos lados del plano tienden a estar mas cercanas (Figura 2).

% a ( b ) ) c e

Figura 2. Tipos de fuerzas superficiales. (a) Fuerza simple, (b) Fuerza tensil, (c) Fuerza
compresiva.

Las fuerzas de superficie se pueden clasificar también como fuerzas normales, si
ésta es aplicada de manera perpendicular al plano, o fuerzas de cizalla, si la

fuerza es aplicada paralela al plano.

En el caso general, una fuerza de superficie no es completamente perpendicular ni
completamente paralela al plano. En este caso, la fuerza puede ser expresada
como la suma de dos componentes: una componente normal y una componente

de cizalla (Figura 3).

E

Figura 3. Fuerza aplicada sobre un punto descompuesta en su componente normal y en su
componente de cizalla.
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3. CONCEPTOS DE ESFUERZO Y DEFORMACION.

Si un cilindro recto de area transversal uniforme A, y longitud L, se somete a una
fuerza de tension uniaxial F, éste se alargara una cantidad que incrementa cuando

la fuerza es incrementada.

Si se grafica la fuerza F vs. el alargamiento AL, se obtiene la Figura 4, donde el

area bajo la curva representa el trabajo hecho durante la deformacion.

Fuerza, F A Cilindro de mayor area transversal

T

s |

S

Cilindro de mayor longitud

>
Alargamiento, AL

Figura 4. Fuerza vs. alargamiento para diferentes cilindros del mismo material.
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b F i) C e

Figura 5. Alargamientos para diferentes cilindros del mismo material.

Si se considera otros cilindros del mismo material pero con diferente dimension y
se grafican relaciones fuerza-alargamiento, se obtendran diferentes curvas by ¢
(Figura 4) para los cilindros para los cilindros con mayor longitud y mayor area
transversal, respectivamente. Esto significa que hay un numero ilimitado de curvas
fuerza-alargamiento de acuerdo a las dimensiones del cilindro.

Ahora, si éstas curvas se grafican en términos de F/A, y AL/L, se obtendra una
sola curva para todos los cilindros del mismo material.

Esta curva expresa las caracteristicas mecanicas del material del cilindro y el area
bajo esta curva representa el trabajo hecho por unidad de volumen en una tension

uniaxial.

La cantidad F/A, es el esfuerzo ¢ y la relacidén AL/L, es la deformacion €. La idea
de usar o y & provee un concepto unificado para describir el comportamiento
mecanico de los solidos.

En general, un miembro estructural no posee geometria uniforme en proporciones
de tamafio y forma como el cilindro descrito anteriormente. Las fuerzas aplicadas

seran también mas complejas que una simple fuerza tensil®>. Para estos casos
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generales, se necesitan desarrolla los conceptos de esfuerzo y deformacién en un

punto.

3.1 ANALISIS DE ESFUERZOS.

El concepto de esfuerzo es usado para describir la intensidad de las fuerzas
internas en un cuerpo que se encuentra sujeto a la aplicacion de un conjunto de

fuerzas externas?.

Esta idea es cuantificada mediante la definicion del estado de esfuerzos en un
punto de un cuerpo, en términos de la intensidad de las fuerzas que actuan sobre

las superficies de un cuerpo libre centrado en el punto orientadas ortogonalmente.

La Figura 6 muestra un cuerpo finito en equilibrio, al cual se aplica un conjunto de
fuerzas superficiales, F;. Para determinar el estado de carga sobre alguna
superficie interior, S;, se puede determinar la distribucion de la carga sobre S;

requerida para mantener el equilibrio del cuerpo.

Figura 6. Cuerpo en equilibrio sujeto a un conjunto de fuerzas F;.
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Si se supone que sobre un elemento de superficie AA alrededor del punto O, la
fuerza resultante requerida para mantener el equilibrio es AR, como se muestra en

la figura 6. La magnitud del esfuerzo resultante o, en O, o el vector esfuerzo esta

definido como:

o, = lim — (1)

Si las componentes del vector AR que actuan normalmente y tangencialmente a

AA son AS, AN, la componente del esfuerzo normal,o,, y la componente del

esfuerzo de cizalla,z , en O se definen como:

5, = lim =N (2)
A0 AA
7= lim AS (3)
AA—)OAA

3.1.1. ESTADO DE ESFUERZO Y EL TENSOR DE ESFUERZO.

Cualquier punto del interior de la Tierra estda sometido a un complejo sistema de
esfuerzos. Esto es debido a que sobre él actua el peso de las rocas que se
encuentran sobre éste, que no soélo se aplica en direccion vertical sino que es en
cierto modo transmitido en todas las direcciones, aunque no siempre con el mismo
valor'. Ademas, las rocas adyacentes pueden transmitirle fuerzas que pueden
provenir de causas diversas. El conjunto de fuerzas que actuan, dan su vez
esfuerzos sobre todos y cada uno de los planos que pasan por el punto. Puede
considerarse que los esfuerzos que actuan sobre cada plano se componen dando

un unico esfuerzo resultante. No obstante, dado que por un punto pasan infinitos
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planos, habra infinitos vectores esfuerzo actuando. Ademas, la configuracion de

los esfuerzos puede variar de un instante a otro.

El estado de esfuerzo se define como el conjunto de los infinitos vectores que
actuan sobre los infinitos planos que pasan por un punto en un instante dado. No
es una magnitud vectorial sino una cantidad fisica compuesta de infinitos vectores,

denominada tensor de segundo orden.

Los tensores pueden ser de orden cero, llamados escalares; de primer orden,

llamados vectores; y de segundo orden, que expresan infinitos vectores.

Normalmente, un tensor de segundo orden necesita nueve cantidades o
componentes para ser definido. En el caso del tensor de esfuerzo, se eligen los
tres planos, perpendiculares a cada uno de los tres ejes cartesianos de
coordenadas, y se escogen en cada plano tres componentes del vector esfuerzo
que actua sobre él: la componente normal y las dos componentes de cizalla que
actuan segun las direcciones paralelas a los ejes de coordenadas paralelos al

plano (Figura 7).

X

Figura 7. Las nueve componentes de un estado de esfuerzo.
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Las componentes se denotan como o, donde i es el eje de coordenadas al cual

ij?
es perpendicular el plano, y j es el eje al cual es paralela la componente. El tensor

de esfuerzo se expresa entonces como:

Q
Q

XX Xy Xz

(4a)

Q
I
Q
Q
Q

ij yx vy yz

Q
Q
Q

zX zy zz

XX Z-xy Xz

(4b)

yX o yy yz

Q
Il
N = Q
(\‘

zx zy zz

Las componentes de cizalla, aquellas en las que i es distinto de j, se denota a

menudo 7.

Si se cambia el sistema de ejes cartesianos elegido, pero no el estado de
esfuerzo, las componentes del tensor de esfuerzo cambian, pero el tensor no
cambia. Es decir, las componentes sobre los tres planos perpendiculares cambian,
pues al cambiar los ejes, cambian los planos. Las nueve componentes expresan lo

mismo, so6lo que en relacion a otro sistema de referencia.
En general, un estado de esfuerzo puede ser representado por una figura

geométrica, que es la superficie tridimensional que se obtendria uniendo todos los

extremos de los vectores esfuerzo que actuan sobre un punto en un instante dado.
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Esta figura no es irregular, como intuitivamente podria parecer, sino que los
estados de esfuerzo son tales que todos los vectores esfuerzo estan relacionados
entre si, y sus extremos suelen definir la superficie de un elipsoide de tres ejes, en
el caso general.

Esta figura se denomina elipsoide de esfuerzo (Figura 8). En dos dimensiones, la

figura seria una elipse.

Figura 8. Esfuerzos principales en un elipsoide. Modificada de Geologia Estructural y dinamica
global.

Cada elipsoide de esfuerzo tiene tres ejes perpendiculares entre si, llamados
esfuerzos principales, y las direcciones segun las cuales actuan se denominan
direcciones principales. Uno de ellos es el mayor de todos los esfuerzos de ese
estado particular, otro es el menor, y el tercero es un esfuerzo de valor intermedio
entre los anteriores que actua segun una direccion perpendicular a los dos. Se

denotan como o,,0,,0,, de forma que o, es mayor que o, y asi mismo este

ultimo es mayor que o, . Una propiedad importante de los esfuerzos principales es
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que son siempre esfuerzos normales, es decir, son perpendiculares al plano sobre
el que actuan. Por tanto, los tres planos perpendiculares entre si que contienen a
los ejes del elipsoide son aquellos sobre los que actuan los esfuerzos principales y

se llaman planos principales del elipsoide de esfuerzo.

Debido a que los planos principales no experimentan esfuerzos de cizalla, y si se
escoge los ejes de coordenadas de forma que sean paralelos a los ejes del
elipsoide, el tensor de esfuerzos se reduce a:

o, 0 O
o;=|0 0, O ()
0 0 o,

pues las componentes de cizalla en ese caso son cero. La magnitud y orientacion
de los esfuerzos principales caracterizan completamente el estado de esfuerzo.
3.1.2. CLASES DE ESTADO DE ESFUERZO.

Los estados de esfuerzo se clasifican en uniaxial, biaxial y triaxial, segun si dos,

uno o ninguno de los esfuerzos principales es cero?.
e Estado de esfuerzo uniaxial. Sélo existe un esfuerzo principal. La figura
geométrica que lo representa es un par de flechas de igual magnitud vy

sentidos opuestos.

o Estado de esfuerzo biaxial. Solo existen dos esfuerzos principales. La
figura que lo representa es, en el caso general, una elipse formada por las
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puntas de todos los vectores, si éstos son tensionales, o por el extremo de

las colas si son compresivos. Si 0,=0,, la figura geométrica es una
circunferencia. Si 0, es compresivo y 0, es tensional, la figura que une las

puntas o las colas no es una elipse y no puede hablarse de elipse de

esfuerzos en ese caso.

Estado de esfuerzo triaxial. Existen tres esfuerzos principales: 0,,0,,0,.
La figura en este caso es un elipsoide a menos que o0, sea compresivo y
0, sea tensional, en cuyo caso no puede hablarse de elipsoide de

esfuerzo, aunque si de estado y de tensor de esfuerzo. Los esfuerzos
triaxiales son los comunes y se subdividen en poliaxiales, axiales e

hidrostaticos:

- Estado de esfuerzo poliaxial. En este caso 0,>0,>0,. Los tres

esfuerzos principales son diferentes y la figura que lo representa es

un elipsoide de tres ejes.

- [Estado de esfuerzo axial. En este caso 0,=0, o bien 0,=0,. Dos

de los esfuerzos principales son iguales y la figura que lo representa
es un elipsoide de revolucion, es decir, un elipsoide cuya superficie
puede ser generada girando una elipse alrededor de uno de sus
ejes. En este caso hay infinitos planos principales, el perpendicular al

eje de revolucion y todos los que lo contienen.

- [Estado de esfuerzo hidrostatico. En este caso 0,=0,=0,. Los

tres esfuerzos principales son iguales y la figura que lo representa es

una superficie esférica. En este caso, los esfuerzos en todas las
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direcciones son iguales y todos son principales, es decir, todos
actuan sobre planos perpendiculares a ellos. Por tanto, en un estado
de esfuerzo de este tipo, que es el que se da en los fluidos en
reposo, no hay ningun plano que esté sometido a esfuerzos de

cizalla.

3.1.3. ESFUERZO MEDIO Y ESFUERZO DESVIATORIO.

Un estado de esfuerzo puede descomponerse en otros estados de esfuerzo. La

descomposicién mas utilizada es la que divide un estado de esfuerzo cualquiera

en dos estados diferentes, llamados esfuerzo medio y esfuerzo desviatorio.

El esfuerzo medio es un estado de esfuerzo hidrostatico cuyo valor es la media

aritmética de los esfuerzos principales.

o _0,+0,+0, (6a)
3
Y en dos dimensiones,
0,+0,
_ 6b
=1 (6b)

El esfuerzo desviatorio es un estado de esfuerzo caracterizado por tres esfuerzos

principales cuyos valores son:

6, =0,-0 :01_(01+032+03):(201_(;2_03) (7a)
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(01 +02+03) (202_01 _03)

0,=0,-0, =0, 3 = 3 (7b)
0'3:03_0m:03_(01+0?)2+03):(203_;‘)1_02) (7¢)

En dos dimensiones, los esfuerzos principales del esfuerzo desviatorio son:

(01 +02) (01 _02)

0,=0,-0,=0,- 5 = 5 (8a)
0'2:02_0m:02_(01202):(02;01) (8b)

El esfuerzo medio es la parte hidrostatica del estado de esfuerzo, es decir, la que
tiende a producir cambios de volumen pero no de forma. El esfuerzo desviatorio,
en cambio, es la parte del esfuerzo que tiende a producir distorsién. En la Figura 9
puede verse como un estado de esfuerzo bidimensional compresivo (a la
izquierda), se descompone en un esfuerzo medio (centro) mas un esfuerzo

desviatorio (derecha).

—@- - —

Figura 9. Descomposicion de un estado de esfuerzo general compresivo.
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El esfuerzo desviatorio tiene un esfuerzo principal positivo y otro negativo y no se
representa por una elipse o un elipsoide. Se trata de un estado de tipo

cizallamiento puro.

El esfuerzo medio se llama en ocasiones, presion confinante, y es igual en
cualquier direccion dado que es hidrostatico. El esfuerzo desviatorio, en cambio,

varia.

3.2. ANALISIS DE DEFORMACIONES.

El comportamiento mecanico de un material, tal como del cilindro recto de area
transversal constante ilustrado, se identifica por la relacion esfuerzo-deformacion.
El concepto de deformacion, debe ser generalizado del caso simple de un cilindro

recto sometido a una tension, al caso general de un s6lido deformable.

Existen dos modos de deformacién que pueden ocurrir simultaneamente o

separadamente: la deformacién normal y la deformacion de cizalla.

3.2.1 DEFORMACION NORMAL.

Al considerar un elemento de forma cubica, como se muestra en la Figura 10, con
sus lados orientados a las direcciones x, y, z y por simplicidad, que éste se
deforma solo en las direcciones x y y, es decir no hay deformacion en la direccidon
Z, se representa el caso de deformaciéon llamado estado de deformacién en el

plano.
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Figura 10. Elemento de forma cubica con sus lados orientados hacia los ejes cartesianos.

El modo de deformacion normal en el plano se muestra en la Figura 11, donde se

tiene en cuenta las deformaciones en las direcciones x vy .

c D
I I
I I
I I
C D :
I
I
I
I
I
I
I
I
I

A B B

Figura 11. Deformaciéon normal homogénea resultado de los desplazamientos lineales
homogéneos donde no cambia la geometria.

El elemento no deformado es ilustrado por el rectangulo ABCD, en la cual el punto
A es fijado en una posicidén para excluir el desplazamiento lineal del cuerpo rigido.

El elemento deformado se indica por AB'C’D’.

39



En el primer modo de deformacién mostrado en la Figura 11, el elemento
permanece rectangular y la deformacion es un desplazamiento lineal a lo largo de
cada lado. La deformacion a lo largo de AB es BB7/AB, la cual es igual a la
deformacion a lo largo de CD para condiciones homogéneas. La deformacion a lo
largo de AC es CC7/AC, la cual es igual a la deformacién a lo largo de BD, pero no
necesariamente igual a la deformacion a lo largo de AB. Estas deformaciones son
llamadas deformaciones normales en analogia a los esfuerzos normales, y

algunas veces se denominan deformaciones lineales o directas.

Si AB y AC son paralelas a las direcciones x y y respectivamente, las
componentes de la deformacion normal en las direcciones x, y y z para la

deformacion en el plano se expresan mediante:

BB'
= AB (9a)
ccC
v = AC (9b)
€, - (9c)

Las deformaciones normales que se muestran en la Figura 11, son positivas si BB’
y CC’ son desplazamientos positivos en las direcciones x y y, respectivamente.
Esto significa que las deformaciones tensiles son positivas mientras que las
deformaciones compresivas son negativas, convencion de signos adoptada para

deformaciones normales.
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3.2.2. DEFORMACION DE CIZALLA.

El segundo modo de deformacion es el que se muestra en la Figura 12, en la cual
el elemento cambia de forma, de un rectangulo a un paralelogramo de lados

iguales a los lados del elemento original.

Figura 12. Deformacion de cizalla resultado de los desplazamientos angulares relativos. Un
rectangulo cambia de forma a un paralelogramo.

En este modo de deformacion, los desplazamientos BB’y CC’ son normales a AB
y AC, respectivamente, y ocurre cuando las superficies de los lados del elemento

rectangular estan sujetas a esfuerzos de corte o cizalla.

Para deformaciones pequenas, la deformacién de cizalla esta definida como:

Yy = =8 (10a)
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Donde 0 es el angulo entre AB’y AC’, expresado para las pequefias desviaciones

por la relacion:

¢ =£—{tan‘l(§j+tan‘l(gﬂ (10b)
2 AB AC

Sustituyendo la expresion (10b) en la expresion (10a), y considerando que para
angulos pequefios la tangente es aproximadamente igual al valor del angulo

mismo, se tiene que:

BB' cc
7xy = (Ej + (A_Cj (1 OC)

La deformacion de cizalla mostrada en la Figura 12, es positiva si BB’y CC’ son
desplazamientos positivos en las direcciones y y x, respectivamente. La

deformacion de cizalla es positiva cuando el angulo 6 es un angulo agudo.

3.2.3. TENSOR DE DEFORMACION Y ESTADOS DE DEFORMACION PARA
VARIOS MODOS DE DEFORMACION.

Para el caso generalizado de cuerpos en tres dimensiones, se consideran nueve
componentes de la deformacion, lo cual bajo la ausencia de momentos de cuerpo,

se reducen a seis componentes de deformacion debido a que ¢; =¢;. Asumiendo

pequenas deformaciones, el tensor simétrico de estas componentes es definido

como.
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XX Xy Xz

€. =€, &, € (11)

1] Xy yy yz

Xz yz zz

A través de seis componentes en el tensor de deformacion €., se puede expresar

IJ’
el estado acoplado de las deformaciones de un cuerpo sometido a fuerzas
externas. Esto es conveniente algunas veces para considerar estados especificos

de deformacion general.

e Estado de deformacién uniaxial. En la Figura 13, se muestra una barra
de seccidon uniforme, sometida a una deformacién uniaxial pura, mientras
que las otras deformaciones son restringidas. Bajo estas condiciones, se
asume que las deformaciones ocurren solo en una direccion, a lo largo del

eje del cuerpo y el tensor de deformacion se reduce a:

(12)

o O O
o o o

Figura 13. Barra de seccién uniforme sometida a una deformacién uniaxial pura.

e Estado hidrostatico de deformacion. En la Figura 14 se muestra una
deformacion hidrostatica, en donde el cuerpo experimenta soélo

deformaciones volumétricas iguales en todas las direcciones. El tensor de
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deformacion para el elemento de material isotrépico sometido a esfuerzo

hidrostatico (presion) se convierte en:

e =0 ¢ 0 (13)

- -

—— -

Figura 14. Deformacion hidrostatica.

e Estado triaxial de deformacién. En la Figura 15 se muestra una
deformacion triaxial, estado causado en un espécimen cubico de un
material, en el cual las tres deformaciones aplicadas a estas caras son las

deformaciones principales, asi:

e, 0 O
g=/0 ¢, O (14)
0 0 ¢

44



yy

Figura 15. Deformacion triaxial.

Deformaciéon de corte simple. En la Figura 16 se muestra este tipo de
deformacion, en donde un elemento de material es sometido a corte sin

ningun cambio de volumen. De aqui,

0 ¢, O
€ =€, 0O O (15)
0 0O O

Figura 16. Deformacion de corte simple.
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4. TEORIA ELASTICA.

La relacion esfuerzo-deformacién en rocas es muy compleja, por lo cual se hace
necesario generar soluciones a los problemas mas complicados de la mecanica
de rocas. Es entonces necesario idealizar y simplificar el comportamiento de la
relacion esfuerzo-deformacién mediante teorias que logren explicar el

comportamiento real de las rocas sometidas a esfuerzos®'".

4.1. ELASTICIDAD LINEAL.

La teoria de la elasticidad lineal asume una relacién lineal unica entre el esfuerzo
y la deformacion, aunque la mayoria de las rocas se comportan de una forma no
lineal cuando estan sometidas a grandes esfuerzos. Pero para cambios
suficientemente pequernos de esfuerzos de esfuerzo, este comportamiento puede
ser generalmente descrito por relaciones lineales. Por ejemplo, para el caso de

una prueba de compresion uniaxial:

o, =Eg, (16)
Donde el coeficiente de proporcionalidad E, es el Mddulo de Young, que
pertenece a un grupo de coeficientes llamados mdédulos elasticos y es una medida

de la rigidez de una muestra, es decir, la resistencia de ésta a ser comprimida por

un esfuerzo uniaxial. La ecuacion (16) es conocida como la Ley de Hook.
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411 RELACIONES ESFUERZO-DEFORMACION PARA UN SOLIDO
ELASTICO LINEAL ISOTROPICO.

En un sdlido isotropico, la relacion entre el esfuerzo vertical y la deformacion
vertical es la misma que la relacidon entre el esfuerzo horizontal y la deformacién
horizontal, etc.

Una consecuencia importante de la propiedad de isotropia es que los ejes
principales de la deformacién deben coincidir con los ejes principales del

esfuerzo®?.

La teoria de la elasticidad lineal asume basicamente que las componentes del
esfuerzo son funciones lineales de las componentes de la deformacion, lo que
indica implicitamente que el esfuerzo no depende de la tasa de cambio de la

deformacion, la historia de las deformaciones, etc.

Las relaciones generales entre esfuerzos y deformaciones para estos materiales

pueden ser expresadas como:

o, =(A+2G)e, +Ae, +Ae, (17a)
o, =Ae, +(A+2G)e, +Ae, (17b)
o, =Ae, +Ae, +(A+2G)e, (17c)
7, =2Gy,, (17d)
., =2Gy,, (17e)
z,, =2Gy,, (171)

Los coeficientes 4 y G son los médulos elasticos conocidos como Parametros de

Lamé y Médulo de Rigidez o Mddulo de Corte.
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El médulo de corte G, es considerado una medida de la resistencia de la muestra

a la deformacién de corte.

Si se define la deformaciéon volumétrica como la suma de las tres deformaciones

normales principales, es decir:

€, =€, +€, +E, (18)

Entonces las ecuaciones (17a), (17b) y (17c) se pueden escribir de la forma:

o, =Ag, +2¢, (19a)
o, =Ag, +2¢, (19b)
o,=A¢E, +2¢, (19¢)

4.1.2. CONSTANTES ELASTICAS.

Se denomina modulo de elasticidad a la razén entre el incremento del esfuerzo y
el cambio correspondiente a la deformacion unitaria. Para la teoria lineal isotropica
de la elasticidad, sélo dos constantes elasticas son independientes, las demas se

pueden expresar en funcion de las otras constantes®.

e Mobdulo de Young (E): Es la medida de la rigidez de un material y esta
definido como la relacion esfuerzo-deformacion bajo un estado de carga
uniaxial. El principio basico es que si a un cuerpo se le aplica un esfuerzo

que después de un tiempo se retira, el cuerpo retorna a su tamafo original.
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Para un material elastico lineal e isétropo, el médulo de Young tiene el
mismo valor para un esfuerzo de tensién que para uno de compresion,
siendo una constante independiente del esfuerzo siempre que no exceda el

limite elastico, y es siempre mayor que cero®.

>
€
Figura 17. Diagrama tensién — deformacion, el Médulo de Young o Médulo de elasticidad
es la tangente en cada punto. Para algunos materiales, resulta aproximadamente
constante dentro del limite elastico.

Para este estado de carga uniaxial, 0,=0,=0, y solamente o, es diferente

de cero, por lo que se tiene:

0, = A€, +2¢, (20a)
0=1¢g, +2¢, (20b)
0=1¢g, +2¢, (20c)
Y entonces,
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A

€, =€, =——F— ¢ 21
2 3 2(Z+G) 1 ( )
De donde,
£_01_G(34+2G) (22)
€, A1+G

Médulo de Poisson (v): Medida del estrechamiento de un material

elastico lineal e isétropo cuando se estira longitudinalmente y se adelgaza

en las direcciones perpendiculares a la del estiramiento. Es decir, es la

razon entre razoén entre el alargamiento longitudinal producido dividido por

el acortamiento de una longitud situada en un plano perpendicular a la

direccion de la carga aplicada®*:
€, A

" e T 2+0)

(23)
En la ecuacién (23), el signo negativo se incluye porque la expansién se
considera negativa y el Modulo de Poisson, por definicion, es una cantidad

positiva.

Para un material is6tropo elastico perfectamente incompresible que no
cambia de volumen, esta relacion es igual a 0.5. Normalmente el Médulo de

Poisson para rocas de yacimiento tiene un valor que varia entre 0.15 y 0.25.

Modulo volumétrico (K). Coeficiente de proporcionalidad entre el esfuerzo

promedio,o,, y la deformacion volumétrica, €,, durante una prueba

v

hidrostatica en la que los tres esfuerzos normales aplicados a una muestra
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son iguales, 0,=0,=0,=P. Representa la resistencia opuesta por el

material a la compresién hidrostatica aplicada®.

K=—m=" (24)

(25)

e Moddulo de corte o Rigidez (G). Representa la medida de la resistencia de

un cuerpo a cambiar de forma®*. Matematicamente, esta dado por:

G- Esfuerzq de corte _ (26)
Resistencia de corte  y

27
) (27)

Para la teoria elastica lineal, s6lo se necesita conocer dos parametros para
describir de manera completa un medio, los otros parametros elasticos pueden ser

conocidos por medio de relaciones como se muestra en la Tabla 1.
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E =3K(1-2v) K itV A _2v
1% 1+G
E=2G(1+v) K<2g1tv G _, .,
3 1-2v 1+G
E-_KG K=4+2G 2526 _oi-)
3K+G 3 A+G
E_g34+2G L _ 3K-2G 3/1+2G:2(1+V)
1+G 2(3K +G) 1+G
A A v 31+4G
E—;(1+v)(1—2v) S G =2(2-v)

Tabla 1. Relacién entre las constantes elasticas. Tomada de “Petroleum Related Rock Mechanics”.

FJAER et al.

4.1.3. TEORIA ELASTICA LINEAL ANISOTROPICA.

Se dice que un material es anisotrépico cuando la respuesta elastica de éste
depende de la direccion del material, entonces los mddulos elasticos para un

material anisotropico son diferentes para diferentes direcciones del material®®.

El origen de la anisotropia viene dado por la heterogeneidad de la composicién de

un material, por lo que las rocas son anisotrépicas en algun punto.
En calculos de elasticidad, algunas veces la anisotropia es ignorada mas por

necesidad que por comodidad ya que la descripcion de la anisotropia requiere

mucha informacién sobre la orientacion de un material que puede no estar
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disponible. Sin embargo, ignorar la anisotropia en ciertos casos induce a grandes

errores.

4.2. ELASTICIDAD NO LINEAL.

Algunos materiales no obedecen la relacidn lineal esfuerzo-deformacion,
comportandose de una manera no lineal, descripcion que resulta
matematicamente mas complicada que la formulacion matematica de la
elasticidad lineal®. Para un material elastico no lineal, la relacion esfuerzo-

deformacion puede ser escrita como:

0=E.e+E,e? +E,e® +E,e* +... (28)

El comportamiento no lineal puede tener varias causas y aparece en muchas

formas diferentes.

En la Figura (18a) se muestra un material lineal elastico en el cual existe una
relacion constante entre el esfuerzo aplicado y la deformacion resultante y el
modulo elastico correspondiente a esta pareja esfuerzo-deformacién es la

pendiente de la recta.

En la Figura (18b) se muestra una relacién esfuerzo-deformacién no lineal, pero
que es idéntica para un proceso de carga y descarga. A estos materiales se les
conoce como perfectamente elasticos. El mdédulo elastico en esta curva no esta
unicamente definido, para un especifico nivel de esfuerzo su valor es la tangente a

la curva en este punto.
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€
Figura 18. (a) Material elastico lineal, (b) Material perfectamente eléstico.
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5. TEORIA POROELASTICA.

Las rocas del subsuelo estdan compuestas de poros saturados de fluidos (agua,
aceite, etc.) que tienen una gran influencia en el comportamiento mecanico de la
masa rocosa. Pero muchas veces, en el analisis de los problemas de mecanica de
rocas se ignora el efecto de los fluidos de poros en las rocas, asumiendo que la

masa rocosa es completamente solida.

Existen muchas situaciones en que se debe tener en cuenta un acoplamiento
entre el modelo de deformacion geomecanica y el modelo de flujo de fluidos para
obtener soluciones a estos problemas de una manera mas aproximada. Tales
situaciones son por ejemplo, la deformacion alrededor de un pozo, fracturamiento

hidraulico y los deslizamientos a lo largo de fallas activas.

La teoria poroelastica tiene estudia el cambio entre el esfuerzo y la presion del
fluido. Esta teoria fue desarrollada por Maurice A. Biot (1941) y extendida mas
adelante por, entre otros, Verruijt (1969), Rice y Cleary (1976) y Detournay vy
Cheng (1993)’.

Dos fendmenos son el fundamento del comportamiento poroelastico.

1. El acoplamiento sdlido-fluido ocurre cuando un cambio en el esfuerzo
aplicado produce un cambio en la presién del fluido o la masa del fluido.

2. El acoplamiento fluido-sdlido ocurre cuando un cambio en la presion del
fluido o en la masa del fluido produce un cambio en el volumen del material

pOroso.

La palabra sdlido hace referencia al esqueleto solido de la roca porosa. El término

presion del fluido hace referencia a la presion de poro.
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Se desprecia el acoplamiento solido-fluido cuando el fluido es altamente
compresible como el aire. Un ejemplo de acoplamiento fluido-sélido es la
subsidencia debida a grandes cantidades de extraccion de fluido de un acuifero o
yacimiento de hidrocarburos.

La descripcion matematica mas simple de las dos formas basicas de acoplamiento
entre solido y fluido es un conjunto de ecuaciones lineales constitutivas, que son
generalizaciones de la teoria elastica donde se tiene en cuenta la presidén de poro

(presion del fluido).

5.1. PRESION DE PORO.

La presién de poro se desarrolla en una formacién saturada de agua a medida que
los sedimentos son depositados en su superficie.

Normalmente, en los célculos se considera que el gradiente de presidén de poro es
constante, dado por el peso de la columna de fluido desde la formacién hasta la
superficie. Un gradiente de presion de poro normal esta dado por la densidad del
agua salada (agua de mar) y su rango tipico es 0.447-0.45 psi/ft. Presiones de
poro altas en un yacimiento pueden conducir a que el campo sea mas productivo,
pero zonas de alta presion o sobrepresionadas se consideran de alto riesgo
durante la perforacion.

La presion de poro se puede determinar por medio de geologia regional, sismica,

registros (sénico, resistividad, gamma ray y densidad), parametros de perforacion
y por medio de la ecuacién modificada de Eaton:
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3
t
p=0, — (cv - Pnor {LmalJ
tobservado

Donde p es la presion de la formacion o presion de poro, Py €s la presion normal

de la formacion, y t es el tiempo de transito normal y el observado para el calculo

de la presién de poro.

5.2. INFLUENCIA DE LA PRESION DE PORO Y ESFUERZO EFECTIVO.

Los fluidos de los poros en un yacimiento juegan un papel muy importante debido
a que ellos soportan una parte del esfuerzo total aplicado. Sélo una porcion del

esfuerzo total, llamada la componente de esfuerzo efectivo, es soportado por la

matriz de la roca (Figura 19).

v

Granos  w—|

T2

Ot

Figura 19. Carga compartida por la presion de poro. Esfuerzo total = Presion de poro + Esfuerzo

F

efectivo soportado por los granos.
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El esfuerzo efectivo cambia a través de la vida de un yacimiento y el

comportamiento mecanico de una roca porosa modifica la respuesta del fluido.

En este comportamiento acoplado:

e Un incremento de la presién de poro induce la dilatacién de la roca.
e La compresion de la roca produce un incremento en la presion de poro si se

previene que el fluido no escape del medio poroso.

En 1923, Terzagui introdujo el concepto de esfuerzo efectivo para consolidacion

en una dimension y propuso la siguiente relacion:

o'=0-p (30)

Donde o es el esfuerzo total aplicado, o' es el esfuerzo efectivo que gobierna la

consolidacion del material, y p es la presion de poro.

Sin embargo, Biot propuso una teoria consistente que tiene en cuenta el proceso
acoplado de difusién/deformacion que se observa en materiales elasticos. Tal
acoplamiento se debe al hecho que algun cambio en la presion de poro es
acompanado por la variacion en el volumen poroso, que afecta todo el mecanismo
de respuesta de la roca. La relacion que gobierna la deformacion de un medio

poroso es:

o'=0-ap (31)

Donde « es el coeficiente de Biot, un coeficiente poroelastico que puede tomar el

valor de 0 a 1 y describe la eficiencia de la presion del fluido para contrarrestar el
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esfuerzo total aplicado. Este valor depende de la geometria del poro, de las

propiedades fisicas de los constituyentes del sistema sélido y de la carga aplicada.
5.3. CONSTANTE POROELASTICA DE BIOT.

La constante poroelastica de Biot esta dada en términos de las constantes C y M
las cuales son los modulos elasticos requeridos para describir un medio de dos
fases, donde C tiene en cuenta la deformacién del solido y del fluido y M
caracteriza las propiedades elasticas del fluido de poro.

Ademas, se puede expresar en términos de C,, compresibilidad de la matriz de

roca o modulo total del esqueleto, y Cy., compresibilidad total de de la roca o

modulo total del sélido.

C

-2 Zm 32
¢ M (32)

Siempre se va a cumplir que C,< Cyc, donde tedricamente el limite superior para

Cmes: (1-9)-C,, y el limite inferior es cero. La constante de Biot esta restringida
a la region 1>a>¢, y en rocas no consolidadas o débiles « tiene un valor

cercano a 1.

5.4. RESPUESTA DRENADA Y NO DRENADA.
Existen dos comportamientos limites: una respuesta drenada y no drenada.

El primer caso limite se da cuando se aplica una carga instantaneamente a una

roca porosa. En este caso el exceso en la presion del fluido no tiene tiempo para
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difundirse y el medio reacciona como si éste fuera un medio no drenado,

comportandose de una manera “inmovil”.

En el segundo caso limite, la tasa de presurizacién es suficientemente lenta y las
areas de presion en exceso tiene un tiempo amplio para drenar por difusion,

siendo la roca “suave”.

5.5. MEDICIONES DE LABORATORIO.

Comunmente se usan tres tipos de pruebas para determinar los parametros

poroelasticos:

1. La prueba enchaquetada drenada,
2. La prueba enchaquetada no drenada,

3. La prueba no enchaquetada.

PRUEBA MEDICIONES PARAMETROS
POROELASTICOS
Enchaquetada AVIV K
drenada AViIV a
Enchaquetada no | AV/V K.
drenada Y B
No enchaquetada | AV/V K.
AV, IV y

Tabla 2. Descripcién de las pruebas. Tomada de: Fundamentals of Poroelasticity, Detournay y
Cheng.
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5.5.1. PRUEBA ENCHAQUETADA DRENADA.

En la prueba enchaquetada drenada, la muestra saturada de fluido es
encapsulada en una chaqueta plastica y se ejerce sobre ella una presion
hidrostatica externa de confinamiento AP donde los esfuerzos aplicados son de
igual magnitud en todas las direcciones. Esta presion es aplicada a una tasa muy
lenta, permitiéndosele al fluido de poro salir durante el proceso de carga, donde se
mantiene la presion de poro constante. Debido a las condiciones anteriormente
establecidas, se interpreta que el esfuerzo es soportado completamente por el

esqueleto sadlido.

Una vez la presion de poro esta en equilibrio, se pueden hacer dos medidas: AV,
el cambio volumétrico de la muestra, y AV, el volumen de fluido expulsados de la
roca. EI cambio volumétrico de la muestra AV puede ser estimado usando
medidores de deformacibn montados sobre la muestra en direcciones
transversales y longitudinales, o el cambio en el volumen de aceite en la celda
(este ultimo método requiere sin embargo calibracion para medir la

compresibilidad del volumen de fluido confinado y la celda).

De las dos mediciones AV y AV, (=AV,), el modulo volumeétrico drenado K vy el

coeficiente @ puede ser determinado de acuerdo a:

K= APV (33)
AV

o= Av (34)
AV
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5.5.2. PRUEBA ENCHAQUETADA NO DRENADA.

En esta prueba, una presion de confinamiento incremental AP es aplicada a la
muestra de roca, sin permitir la salida de fluido de la muestra. Se pueden hacer
dos medidas directas después de la aplicacion de la carga: el cambio volumétrico

AV para la determinacion de K ;:

APV

Ki="y (35)
y el cambio en la presion de poro Ap para B:
B- % (36)

Determinaciones precisas de B requieren que el volumen de fluido exterior a la
muestra se mantenga minimo, pues la existencia de este volumen permite al fluido

escapar de la muestra.

5.5.3. PRUEBA NO ENCHAQUETADA DRENADA.

En una prueba no enchaquetada drenada, la muestra de roca se sumerge en un
fluido, donde se encuentra en contacto directo con la presion de confinamiento (e

hidrostatica), y se tiene una condicién en donde la presion de poro se balancea

con la presion externa, p=P.

Como en el caso de la prueba drenada, se pueden hacer dos medidas: AV y

AV;, la cantidad de fluido inyectado, (la presion de poro inducida en la muestra
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tiene que estar en equilibrio antes de que estas medidas lleguen a ser
significativas). Se necesita una calibracion del sistema de medida, porque la
presion de poro estd cambiando, para determinar la variacion del volumen de

fluido contenido en la muestra.

De estas medidas, se pueden determinar dos parametros: La compresibilidad no

enchaquetada:
s= _ AV (37)
K, Ap'V

y un coeficiente de almacenamiento,

AV,
Ap'V

y = (38)

La constante y, denotada como el coeficiente de contenido de fluido (Biot y

Willis), se puede expresar en términos de las otras constantes poroelasticas:

(39)
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6. MECANISMOS DE FALLA.

6.1. GENERALIDADES.

Cuando una muestra de roca solida es sometida a grandes esfuerzos puede
generarse una falla en ella que dependera del estado de esfuerzos, del tipo de
material, de la geometria de la muestra y de la historia de esfuerzos de la muestra.
Las técnicas sugeridas para determinar la deformabilidad, resistencia y las
constantes elasticas son dadas por la ISRM (Sociedad Internacional de Mecanica

de Rocas).

Las muestras para pruebas estandar de mecanica de rocas, segun los parametros
estandar de la ISRM, deben ser rectas, cilindros circulares y con una relacién de

longitud a diametro entre 2 y 3.
6.2. PRUEBAS DE LABORATORIO.

Mediante experimentos de laboratorio se pueden determinar las propiedades que
controlan la deformacion y resistencia de la roca. Para estas pruebas de
laboratorio es necesario hacer una serie de suposiciones con respecto a la
condicion ideal de la roca, esto es, que sean homogéneas, continuas, isotropicas y
elastica’™. Algunas de éstas son las pruebas de resistencia a la compresion y las

pruebas de resistencia a la tension.
6.2.1. PRUEBAS DE RESISTENCIA A LA COMPRESION.

Los ensayos de compresion se desarrollan para dar parametros de resistencia y

deformabilidad a la roca que de forma tedrica se ajusten a un modelo de falla.
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Existen dos tipos de pruebas para calcular la resistencia a la compresién: la

prueba uniaxial y la prueba triaxial.

Prueba de resistencia a la compresion uniaxial: La prueba consiste en
someter a una carga un cilindro recto de muestra de roca con una presién
de confinamiento igual a cero, hasta que falle (Figura 20). Esta prueba es
una de las mas convenientes y utiles para la determinacion de las
propiedades de la roca. El valor del esfuerzo en el momento de la falla es
definido como la UCS (Uniaxial Compressive Strenght) o resistencia a la

compresion uniaxial:

n

C, = max (40)

El valor de la UCS es influenciado por la tasa de carga de la prueba. La
UCS de una roca generalmente se incrementa al incrementar la tasa de
carga en el momento de la prueba. La ISMR sugiere que la tasa de carga

en pruebas de laboratorio se debe mantener dentro del rango 0.5 MPa/s <¢

< 1.0 MPa/s.
! ! 01

1.

Figura 20. Prueba de compresion sin confinar.
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Prueba de resistencia a la compresion triaxial: La prueba consiste en
someter a una carga axial y de confinamiento, a un cilindro recto de
muestra de roca, incrementando estas cargas (axial y de confinamiento)
hasta alcanzar un nivel de esfuerzo hidrostatico recomendado (Figura 21).
Entonces, la presion de confinamiento es mantenida constante mientras la
carga axial se va incrementando hasta que la muestra falle. Normalmente la

carga axial es aplicada originando una tasa de deformacion axial constante.

Este ensayo ha probado ser la prueba mas util en el estudio de las
propiedades mecanicas de la roca en un amplio rango de valores de

esfuerzos y temperaturas.

En general, una falla en una prueba triaxial resulta en una fractura de cizalla
simple, plana aspera, inclinada en un angulo cercano a la direccion del
esfuerzo principal maximo. Para caracterizar adecuadamente la muestra, la

prueba debe ser realizada usando varias presiones de confinamiento.

Figura 21. Prueba de compresion triaxial.
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6.2.2. PRUEBAS DE RESISTENCIA A LA TENSION.

Es importante conocer la resistencia a la tensién en una roca puesto que la falla
ocurre a menudo en este modo. En general, las rocas son mucho mas débiles
cuando son sometidas a tensién que a compresion. En la practica, las mediciones
directas de la resistencia a la tensién son dificiles y tienen problemas asociados al

agarre de la muestra.

La resistencia a la tension de una roca es mas variable y esta mas influenciada

por la forma del espécimen que por cualquier otra propiedad mecanica de la roca.

e Prueba Brasilera: La llamada también prueba de tensién indirecta consiste
en la compresion en el punto de soporte de una muestra cilindrica. Con
esta prueba se determina la resistencia a la tension inducida (T,).
Asumiendo que la roca es homogénea e isotropica y que la elasticidad
lineal se mantiene, la fractura primaria empezara en tension desde el centro

del espécimen (Figura 22).

Figura 22. Prueba Brasilera, Figura tomada de Cabrera, 2003.
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e Prueba de punto de carga: Es una prueba donde se aplica carga a una
muestra en sentido diametral hasta alanzar la fractura del material. Se
utiliza en la clasificacion de materiales rocosos y para estimar otros
parametros de esfuerzo, como por ejemplo la traccion o la compresién

uniaxial.

6.3. CRITERIOS DE FALLA.

Un criterio de falla es usualmente una relacion entre los esfuerzos efectivos
principales, que representan un limite a partir del cual la inestabilidad o fallamiento

ocurre (el esfuerzo efectivo de Terzagui se usa en los criterios de falla)'.

Los criterios de falla se clasifican de acuerdo al mecanismo que ocasiona la falla
en criterios de falla por tension y criterios de falla por cizalladura. Muchos tipos de
criterios se han propuesto en la literatura y han sido usados para varias

aplicaciones. Los criterios mas usados son los descritos a continuacion.
6.3.1. CRITERIOS DE FALLA POR CIZALLADURA.

Una formacion puede fallar por cizalladura debido a los esfuerzos compresivos y/o
de tension. Esta falla puede atribuirse a lodos livianos y a lodos pesados. En
ambos casos se originan rompimientos y la formacion se derrumba, creando
hueco eliptico (breakouts) o agrandamientos uniformes (washed-outs). Los
recortes pueden acumularse en el pozo y ocasionar aprisionamientos e incluso el
colapso del pozo. (Teran, 2006).

Algunos de los criterios de falla por cizalladura son los que se describen a

continuacion:
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6.3.1.1 CRITERIO DE FALLA DE MOHR-COULOMB.

En este modelo, solamente se utiliza el esfuerzo efectivo maximo y el esfuerzo
efectivo minimo (representados en el esfuerzo normal y de corte con respecto al

plano de falla) para predecir la falla.

El modelo de Mohr-Coulomb muestra como la resistencia de la roca a la
cizalladura se incrementa en la medida que el esfuerzo compresivo efectivo
aumenta, y basa su hipétesis en que la cadencia y/o falla debe ocurrir cuando el
esfuerzo de corte exceda la suma de la resistencia cohesiva del material, S,, y la

resistencia friccional de los planos de deslizamiento:

r=S, + 10, 1)

Donde S, es el coeficiente de cohesion del material, una medida de la

cementacion o adherencia entre las particulas; ux es el coeficiente de friccidon

interna, el cual depende del tamafo, forma y distribucion de los granos, r es el

esfuerzo de corte o de cizalla generado en la roca; y o, es el esfuerzo efectivo

aplicado a la roca.

Al graficar la ecuacion (41) se obtiene una linea recta en la cual u es la pendiente
definida por tanp =4, y S, es el punto de corte con la ordenada 7, como se
muestra en la Figura 22. La linea o envoltura divide el plano 7-o, en dos

regiones: una estable por debajo de esta recta, y una regién de falla por encima

de la misma.
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Zana da falla
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Figura 23. Criterio de Mohr- Coulomb. Fuente: Cabrera, 2003.

En la Figura 24 se muestra la inclinacion maxima para el plano de falla, segun el

criterio de Mohr-Coulomb, donde g representa el angulo de falla, donde se puede

escribir el criterio de falla de Mohr-Coulomb en funcién de este ultimo:
o, > C, +o,tanp? (42)

Que expresa que la falla ocurrira cuando el esfuerzo principal maximo o, sea

mayor que la suma de la resistencia compresiva uniaxial C, (o esfuerzo
compresivo uniaxial mas grande que puede ser aplicado a un material sin que este

falle) y el producto del esfuerzo principal minimo o, con la tangente del angulo de

falla al cuadrado.
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Figura 24. Inclinacion maxima para el plano de falla, segun el criterio de Mohr-Coulomb. Tomada
de Lenin- Darwin (2005)

6.3.1.2 CRITERIO DE FALLA DE DRUCKER-PRAGER.

Este criterio de falla también se conoce con el nombre de criterio de falla
modificado de Von Mises. La diferencia entre el criterio de falla de Drucker-Prager
(CFDP) y el criterio de falla de Mohr-Coulomb es que el CFDP tiene en cuenta los
tres esfuerzos principales, mientras que el criterio de Mohr-Coulomb solamente

considera los esfuerzos principales maximo y minimo.

El criterio de Drucker-Prager le da tanta importancia al esfuerzo principal
intermedio como a los esfuerzos principales maximo y minimo. Este criterio
considera que el esfuerzo intermedio influye no sélo en la forma en que falla la
roca sino también en la magnitud de la deformacion de la roca. Diversos estudios
han revelado que el esfuerzo principal intermedio causa un efecto de
fortalecimiento de la roca, el cual ignora el criterio de Mohr-Coulomb; sin embargo,
este no es tan importante como lo considera el criterio de Drucker-Prager.

Entonces, bajo condiciones especificas el criterio de Mohr-Coulomb subestima la
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resistencia de la roca, mientras que el criterio de Drucker-Prager sobreestima
dicho parametro; por lo cual las predicciones del criterio de Mohr-Coulomb son

mas conservativas. (Lenin, 2005).

El criterio de Drucker-Prager esta expresado en términos del primer invariante de
esfuerzos y del esfuerzo deviatorico de segundo orden, los cuales a su vez se

definen en términos de los esfuerzos principales.

J? =A(,)+D (43)

Donde |1’ es el primer invariante del tensor esfuerzo y J;, es el esfuerzo deviatorico
de segundo orden. Las invariantes |4y J, presentan una analogia con el esfuerzo
promedio y un esfuerzo de corte equivalente. Los parametros A y D dependen del
material, se determinan mediante pruebas triaxiales y también se pueden calcular

mediante los parametros del criterio de Mohr-Coulomb (S, y ¢).

6.3.1.3 CRITERIO DE FALLA DE LADE MODIFICADO.

El criterio de falla de Lade Modificado asume que el esfuerzo principal intermedio
es tan influyente en la resistencia de la roca como los esfuerzos principales
minimo y maximo, lo que implica que este criterio prediga resultados muy

optimistas en la estabilidad de pozo.

La expresion para este criterio se define por:

v \3
(IIIH) PV (44)

3
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Donde I, es el primer invariante modificado de esfuerzos, I, es el tercer invariante
modificado de esfuerzos y 7 es un parametro adimensional relacionado con la

friccion.
6.3.2. CRITERIOS DE FALLA POR TENSION.

Los esfuerzos de tensidon dan lugar a unos mecanismos de fallas. Estas ocurren
cuando la presion hidrostatica ejercida por la columna de lodo toma valores muy
altos, originando esfuerzos de tensién sobre la pared del pozo (la roca entra en
estado de tension) que pueden exceder la resistencia de la roca a la tension. Esto
provoca fracturas en la roca a lo largo de un plano perpendicular al minimo
esfuerzo in-situ, lo cual puede provocar perdidas de circulacién. En cuencas
pasivas, este esfuerzo corresponde a uno de los esfuerzos horizontales. (Teran,
2006).

Un criterio de falla por tensidn permite establecer si se supera la resistencia de la

roca a la tension.

Si el esfuerzo minimo principal efectivo es menor que la resistencia tensil de la

roca, se genera una falla por tension. Esto puede expresarse como:
o,'<-T,| (45)

En la Figura 25 se puede observar la representacion del criterio de falla por

tension en el circulo de Mohr. Cuando el esfuerzo efectivo principal menor, o,'

disminuye, el circulo crece hacia la izquierda y cuando este toca la linea de

tension T,, ocurre la falla por tension.
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Las rocas bajo un estado tensil pueden presentar los modos de falla: falla de
exfoliacién (o spalling) y fracturamiento hidraulico (que pueden ser horizontales o

verticales)

Figura 25. Representacion del criterio de falla tensil en el circulo de Mohr. Tomada de Lenin-
Darwin, (2005).
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7. SIMULACION NUMERICA DE YACIMIENTOS.

En la Ingenieria de Petroleos, es de gran interés representar las condiciones
reales de un yacimiento dado. Estas se pueden aproximar mediante un modelo,
que se puede definir como una entidad que permite el estudio de un fenbmeno
bajo condiciones de prueba apropiadas, que tiene la probabilidad de que ocurra en

la practica (Osorio et al).

La busqueda por tratar de una forma mas aproximada un yacimiento di6 origen a
la Simulacion Numeérica de Yacimientos. La simulacion de yacimientos permite
representar un modelo fisico mediante un modelo matematico, que segun la
complejidad del conjunto de ecuaciones que conforman dicho modelo, se puede

solucionar analiticamente o numéricamente.

Una soluciéon analitica es un proceso de solucion en donde se obtienen los
parametros deseados mediante la manipulacion de las ecuaciones matematicas
que conforman el modelo matematico en estudio®.

Una solucion matematica se obtiene al reemplazar las ecuaciones originales por
un conjunto mas simple de ecuaciones que se pueden resolver mas facilmente. Se
puede llegar a soluciones de dichas ecuaciones en puntos discretos en el espacio

y en el tiempo dentro de la region en estudio®.

Un simulador numeérico permite representar un modelo fisico mediante un modelo

matematico y un modelo de computador.

Para comprender el esquema de un modelamiento numérico, se presenta el

siguiente mapa conceptual.
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MODELAMIENTO NUMERICO

A 4

MODELO FiSICO MODELO MODELO DE
MATEMATICO COMPUTADOR
A\ 4 \ 4 A\ 4
MODELO CONDICIONES MODELO
DIFERENCIAL AUXILIARES NUMERICO
\4 \4
A\ 4 \ 4 A\ 4 \4
MODELO DE MODELO DE MODELO CONDICIONES CONDICIONES
FLUJO DE DEFORMACION DE INICIALES DE FRONTERA
FLUIDOS GEOMECANICA FALLA

Figura 26. Esquema del modelamiento numérico.

7.1. MODELO FisIcoO.

En el modelo fisico se determinan las caracteristicas del medio poroso y de los

fluidos a estudiar, las consideraciones o suposiciones que se tienen en cuenta y

las delimitaciones del objeto de estudio.

Las suposiciones del modelo son las siguientes:

1. El yacimiento es considerado como un sistema poroelastico e isotérmico,

donde el esqueleto solido de la roca presenta deformacion elastica no lineal.

2. Se asume que el yacimiento presenta la siguiente configuracion: radialmente

se representa por una serie de cilindros concéntricos de espesor variable,
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verticalmente se divide en estratos de diferente espesor y tangencialmente se

divide en angulos de longitud de arco variable o constante.

. En el centro del modelo se ubica un pozo, vertical o inclinado, el cual esta

siendo perforado y a través del cual no ocurre flujo de fluidos.

. Las propiedades de la roca pueden variar espacial y temporalmente, debido a
su dependencia del esfuerzo efectivo (estado de esfuerzos totales y la presion

de poro).

. La presion de poro en el yacimiento puede variar temporalmente debido a su

dependencia del esfuerzo efectivo.

. Los estratos que conforman el yacimiento pueden presentar tanto isotropia (y

posiblemente anisotropia en sus propiedades.

. Se supone que la roca tiene muy baja permeabilidad o que tiene alta
permeabilidad (fracturada) pero se ha sellado para evitar pérdidas de lodo. En
tales casos, no existe flujo de fluidos y se considera entonces que la

permeabilidad es despreciable.

. El modelo se desarrolla utilizando un sistema de coordenadas cilindricas.
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Figura 27. Modelamiento fisico del yacimiento, empleando coordenadas cilindricas.

7.2. MODELO MATEMATICO.

El modelo matematico es un acoplamiento de dos modelos: un modelo de flujo de

fluidos y un modelo de deformacion geomecanica.

El modelo de flujo de fluidos esta conformado por:
e Ecuacion de conservacion de masa del fluido.
e Ecuacion de conservacién de masa del soélido.

e La Leyde Darcy.

e Ecuacion de Estado.

El modelo de deformacion geomecanica esta conformado por:
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e Ecuaciones de equilibrio de esfuerzos en un sdlido.
e Ecuaciones de deformacién-desplazamiento.

e Ecuaciones de esfuerzo-deformacion-presion.
7.2.1. MODELO DIFERENCIAL.

7.2.1.1. MODELO DE FLUJO DE FLUIDOS.

En el Anexo A se presenta de forma detallada la deduccién de las ecuaciones
escritas a continuacion.

e Ecuacién de conservacion de masa del fluido.

10

10 10 0 -
_Fg(errPf)_ F%(Wfaipf)_g(szpf): VT&(VTPf¢)+ qs (46)

e Ecuacion de conservacion de masa del sélido.

10

10 0 ~
———=(r(1- ———(a- -—(q- = - 47
- p) 1= BV, )= (=9 ep) = (Vep, (- 9)+ G, (47)

2|

i
Z
e La Leyde Darcy.
KA
y7]
e Ecuacion de Estado.

_1dp
p oP

q=-—"VP (48)

(49)

f

7.2.1.2. MODELO DE DEFORMACION GEOMECANICA.

Mediante el modelo de deformacion geomecanica se obtienen los
desplazamientos generados en el yacimiento como respuesta a una caida de

presidon dada. Para obtener los desplazamientos mencionados, se desarrollan
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expresiones para los mismos en funcion de los esfuerzos iniciales, las
propiedades geomecanicas, las caracteristicas geométricas del yacimiento y el
diferencial de presion que lo afecta. EI modelo supone deformacién elastica no-

lineal.

Inicialmente, se aborda el problema para un cuerpo sélido, combinando las
ecuaciones de equilibrio de esfuerzos, las relaciones de deformacion-
desplazamiento y las relaciones esfuerzo-deformacion-presion. Posteriormente, se
adapta lo obtenido a un medio poroso al introducir el concepto de esfuerzo

efectivo.

Dado que los desplazamientos en el yacimiento a un tiempo inicial se desconocen,

las ecuaciones se reescriben en términos incrementales.

En el Anexo B se presenta detalladamente la deduccion de las ecuaciones

escritas a continuacion.

e Ecuaciones de equilibrio de esfuerzos en un sélido.

La variacion en el espacio del estado de esfuerzos esta descrita por las
ecuaciones de equilibrio de esfuerzos. A partir de un elemento diferencial radial
como el que se presenta en la Figura 28, y despreciando las fuerzas del cuerpo,
tales ecuaciones pueden escribirse para cada direccion en forma incremental

como.
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Figura 28. Tomada de Simulacién composicional de pruebas de presion en yacimientos sensitivos

a esfuerzos y deformaciones. Benavides y Maya, 2003.

En direccién radial:

00’ 10rg 070 ol-o0y oho, 10Ar, 0Ar, Ao, -Ag,
- + + +- + +

or r 06 0z r or r o0 0z r

=0

En direccién tangencial:

1603 N ord N ot N 279 10A0 N oA, N 0N, N 2A 7,

=0
r 00 or 0z r r o006 or 0z r
En direccion vertical:
00 07% 10ry, 2 obo, OAr, 10Az,, Ar,
+ — + + + + — + =0
0z or r 00 r 0z or r o006 r
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En las ecuaciones anteriores se asume que las fuerzas de cuerpo (fuerzas
gravitacionales) son despreciables o permanecen constantes con el tiempo,

debido a que tienen poca o ninguna influencia sobre los objetivos de este estudio.

El superindice O se refiere al esfuerzo total inicial en la direccion indicada, Ao, es
el incremento del esfuerzo total normal en la direccion i=r,0,z y los términos

Az, A7, y A7y, son los incrementos de los esfuerzos de cizalla, donde el primer

rz’
subindice se refiere al plano sobre el cual actua el esfuerzo de cizalla y el segundo

da la direccion de este esfuerzo.

e Ecuaciones de deformacion-desplazamiento.

El sistema de ecuaciones de equilibrio de esfuerzos no es suficiente para
relacionar todas las variables alli involucradas. Esto es debido a que se tienen seis

cantidades independientes desconocidas (0,,04,0,,7,,7,,7,,) Y SOlamente tres

ecuaciones que las relacionan; por tal motivo, es necesario utilizar informacién
adicional, la cual la proporciona las ecuaciones de deformacién - desplazamiento y

la ley generalizada de Hooke.

El desplazamiento de un punto, denotado por la letra n, se define como el vector
distancia desde la posicion inicial a la final. Cuando una fuerza se aplica sobre un

cuerpo, la posicion de cualquiera de ellos es perturbada.

En la deformacion, denotada como ¢, se habla de deformacion normal y
deformacion de cizalla (asi como para los esfuerzos), siendo la primera el cambio
en la distancia entre dos por unidad de longitud, y la segunda el cambio en el

angulo (originalmente recto) entre dos ejes coordenados del sistema.
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El modelo presentado supone deformacion infinitesimal en funcion del incremento
en los desplazamientos. Las deformaciones en funcion de los desplazamientos

estan dadas en forma incremental para coordenadas cilindricas por las siguientes

ecuaciones:
Ag, = oAU, (53)
or
Ae, - J(Aur R aAUej (54)
r 00
Ag, = oAU, (55)
oz
1[1( 6AU oAU
Ny, =—|- AU 6 56
Ve 2_r( 00 ej+ or } (56)
Ay =1 O0AU, N oAU, (57)
2\ or oz
1(10AU, oAU,
- | — Z 4 58
ez Z(r 0 oz j (58)

En las ecuaciones anteriores, Ae., Ag, y Aeg, son los incrementos de las

deformaciones normales en las direcciones radial, tangencial y vertical,

respectivamente, Ay, Ay, y Ay, son los incrementos de las deformaciones de
cizalladura y finalmente, AU,, AU, y AU, son los incrementos de los

desplazamientos en las direcciones radial, tangencial y vertical, respectivamente.
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« Ecuaciones de esfuerzo-deformacién-presion.

La relacién existente entre los esfuerzos y las deformaciones esta dada por la ley
de Hooke, que para materiales isotrépicos puede ser expresada en su forma

generalizada e incremental asi:

Ao, =1-g,+2-GAsg, (59)
Ao, =1-¢,+2-GAg, (60)
Ao,=1-g,+2-GAc, (61)
7o =2-Gy,, (62)
¢ —2.Gy, (63)
Te, =2- Gy, (64)

En las ecuaciones anteriores, G es el mddulo de cizalladura, y es el parametro de

laLaméy ¢, es la deformacion volumétrica.

Las ecuaciones anteriores de esfuerzo — deformacién son utilizadas para medios
sélidos no porosos; por lo tanto, son aplicables al esqueleto sdlido del medio

pOroso.

En el caso del medio poroso total (parte sdlida y parte porosa) se debe tener en
cuenta la variacion de las propiedades de la roca y los desplazamientos en funcidn
del esfuerzo efectivo; el esfuerzo total sobre el medio poroso es la suma del
esfuerzo efectivo (que actua sobre la parte solida) y el efecto de la presion de poro
(que actua sobre la parte porosa). Las ecuaciones anteriores para un medio poro-
elastico (en el cual se considera el esfuerzo efectivo) y en forma incremental

toman la siguiente forma:
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Ao, =2-GAg, + A-Ag, +a- AP (65)

AG, =2-GlAe, + 1-Ac, +a - AP (66)
AG, =2-GAe, + A-Ae, +a - AP (67)
Aty =2-GAy,, (68)
Az, =2-GAy, (69)
Ao, =2-GAy, (70)

Como se observa en las ecuaciones (65) a (70), los esfuerzos efectivos de cizalla
no sufren cambios al involucrar el efecto de la presion. Esto es debido a que la
presion de poro actua en direccion normal a la superficie de la roca con lo que

ambos esfuerzos seran iguales.

La solucion de las ecuaciones sin el término incremental (A), implica tener un
conocimiento de la variacion total de los desplazamientos desde la formacion del
yacimiento hasta el momento de estudio. Como se desconoce esta informacion,
las ecuaciones del modelo se deben expresar en funcion de los incrementos de

los desplazamientos.

Esta aproximacion incremental se puede interpretar fisicamente asi: cualquier
compresion/expansion de la roca (deformacién) genera un cambio en los

desplazamientos.

Al combinar los sistemas de ecuaciones anteriormente desarrollados, y luego de
simplificar y reorganizar, se obtiene el sistema de ecuaciones finales para el
modelo acoplado de de flujo de fluidos y de deformacion geomecanica en cada

una de las direcciones:
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. oP (c,, —c, |oV-u
ot

k- 1 ~
V(pf 'E'ij = §|:(Cbc ~(1+0)c, +oc, —a(c,, —c, )} — - c.. J ot :l +q (71)

0 0 0 0 _ ~0 )
{aor 1oty 0r, o GB}LV-[GV(AUF)MV-[G a(Au)}a[/W (Au)]

or r 08 0z r a a (72)
Aladp) 1 8(GAu,) 2G 2G 0Au,
+ iy ——2Aur -—— =0

X r 00 r r< oo
0 0 0 0

100 01y , O7p 274 +1a[)\V-(Au)]+v.[Gv(Aue)]+1v. Ga(Au)

r 00 or 0z r r 00 r (73)
+18(aAp)+EzAu6 +32a(GAur)_ia(GAug)+gaAue 0

r Ao r r 09 r or r or

0 0 0
o0, + 0T +16[9Z + i +V-[GV(AUZ)]+V-[G ﬂ(Au)}r ANV (Bu)] é’(aAp)zo
0z o r 00 r xz xz 14
(74)

De manera extensa se puede expresar el sistema de ecuaciones asi:
10( k Py 10( ke OP) of Kk, oP|_

ror(Bu, or ) ro@\ By, 00 ) oz|\Buy, oz )

P (cy—c.)a(10(ry,)) (cy—C,)o(18ug)
_1 _ _ o bc s (Y2 r _ bc s (Y0 0 _

1 (Cbc (+(‘p)cs +(pcf G(Cbc Cs)) at [ Cbc J@t(r ar J ( Cbc J@t(r ae _
— +
B Cpe —Cs é ja<uz) !

Cp,. JOt\r oz
(75)
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0 0 0 0 _ 0
do;  107q 07, , 0! =0, 18(GaAurJ Ji(gaAufJ+i(GaAurj

. +
or r 06 0z r ror or r oo 09 0z 0z

L 10( g0y ) 10 (00U, o 0hu,), 0 A0(rAu, ) , 040Dy,
ror or r oo or 0z or or\r or or\r 00
0 (/1 6AUZJ+ 0(aAP) 10(GAu,) 2GAu, 2GaAu, _

or 0z or r2 o0 r2 r2 o0

(76)

100 N orl N o, N 27,% 1 0 A 0Aug
r 00 or 0z r r 86 r 00 r 00

10 dAug | 10 (G dAu, 6 /AT 10 oAu, |\ 10 (G dAu,
+-—|rG +-— G —2— rG +-
ror or r oo 00 62 82 or 00 r o0 00
Gaohu,) G Gaohu, 2 0(GAA) 1 (GAAQ) o(aAP)
az I " r =0

U, +—
r ror r2 08 r or r 00
(77)

0z or r 00 r ror or r ae 09 0z 0z

008y 10 (08U o[ 0y, +3 Ao(rau, )Y, @ (A oAu,
ror 0z r 00 0z 0z 0z oz\r or oz\r 00
L 0,00y, +8(0AP):O

0z 0z 0z

oo ord 10rg, 7o 10 oAu, ) 10 (G0dAu, ) 0 (,0dAu,
+ +- +24+-——|rG +- +—1G

(78)

Considerando que el tensor permeabilidad es despreciable y que no existen

fuentes ni sumideros, el modelo diferencial final es:
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P _(Coo—C, )8 (10(ru,))_(Cuo—Cs ) & (18(us)
-1 - _ " _ | Zbe s _ || ke o e e
(€ee ~(1+@)c, +oc, —aloy —c, ) ( Coe k{r or j ( Coe Jat(r ®

1 -0
B Cpc —Cs g Ja<uz)
Cp,, JOt\r oz
(79)
o0’ 10rg 02 0°-0q 10( 0Au, ) 10 (GoAu, ) & (. 0Au,
+- + + -——|rG +-—| — +—G
or r 06 0z r ror or rool r o0 0z 0z
+1g rGaAur +1i C;aAue _}_i G% +£ iM +£ &%
ror or r oo or 0z or or\r or or\r 06
0(,00u,) 0(aAP) 14(GAu,) 2GAu, 2Gabu, _
or\" oz o r? 08 r2 2 00
(80)
0 0 0 0
100, , Org 07 27y +1i(ia(mur)j+1i(ﬂ8Auzj+1i(iaAuej
r 00 or 0z r roo\r or r oo 0z roo\r o6
1o rGaAu9 1o G 0Auy, L0 GaAu9 +i2g(rG6Aur 1o G 0Auy,
ror or roé\r o0 0z 0z r<or 09 roe\r o0
, 0(Gahy, _%Aue , G 9hu, +£28(GAur)_18(GAue)+18(aAP):0
oz\'r 00 r rr r 009 r or r o0
(81)
802 8rf; 16132 rf; 10 0Au, 10 ( GOAu, 0 0Au,
+ +- +24+-——|rG +-——| = +—
0z or r 00 r ror or roo\r o6 0z 0z
N0 (g0Bu ) 10 ( 08U, &( 00y, o (No(Au)) a (AdAy,
ror 0z r oo 0z 0z 0z oz\r or oz\r 00
o[, 00y, 8(aAP) _ 0
oz oz oz
(82)
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7.2.1.3. MODELO DE FALLA.
Para este modelo se utilizaron los siguientes criterios de falla:
Criterio de falla por tensién: el criterio de falla utilizado es:

Py 3Lk~ o (83)

Si el nodo i no cumple con la anterior ecuacion se dice que el nodo esta

fracturado.

En la ecuacion (83):
Pi;k: Presion de poro en el nodo i,j,k

o5, .« - Esfuerzo total minimo compresivo actuando en la roca

To: Resistencia a la tension de la roca.

a, ;.- Parametro de Biot.

Criterios de falla por cizalladura: los criterios que se utilizaron son:

e Criterio de falla de Mohr-Coulomb. La expresion para este criterio es:

Ok 2 C,+o, ik tan[32 (84)

Que expresa que la falla ocurrird cuando el esfuerzo principal maximo o,sea

mayor que la suma de la resistencia compresiva uniaxial C, (o esfuerzo

compresivo uniaxial mas grande que puede ser aplicado a un material sin que este
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falle) y el producto del esfuerzo principal minimo o, con la tangente del angulo de

falla al cuadrado.

Donde

o,: Esfuerzo principal maximo.
o, : Esfuerzo principal minimo.

Co: Esfuerzo compresivo uniaxial

£ : Angulo de falla.

e Criterio de Drucker-Prager. La expresién para este criterio de falla es:

J? =A(,)+D (85)
Donde

l1: Primer invariante del tensor esfuerzo

Jo: Esfuerzo deviatorico de segundo orden.

e Criterio de falla de Lade Modificado. La expresion para este criterio se define

por:

v \3
(IIIH) PV (86)

3

Donde:

I,: Primer invariante modificado de esfuerzos.
I, : Tercer invariante modificado de esfuerzos.

n: Parametro adimensional relacionado con la friccion.
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7.2.2. CONDICIONES AUXILIARES.

Un modelo numérico siempre requiere de condiciones iniciales y de frontera para
solucionar adecuadamente el sistema de ecuaciones planteado, de manera que

se asegure unicidad en la solucién.

A continuacion se describen las condiciones auxiliares utilizadas en este estudio.

7.2.2.1. CONDICIONES INICIALES.

Las incognitas en el sistema de ecuaciones diferenciales planteado son los
incrementos en los desplazamientos y la presién de poro. Como los valores de los
desplazamientos en el tiempo inicial no son conocidos, se deben utilizar valores

en forma incremental asi:

e Condiciones iniciales para el modelo de deformacién geomecanica: Al
tiempo inicial de la simulacion, el incremento en los desplazamientos en las

direcciones r, 8 y z son iguales a cero:

Au, (r,8,2,0)=0 (87)
Aug(r,8,2,0)=0 (88)
Au,(r,8,2,0)=0 (89)

Ademas, los esfuerzos de cizalla iniciales en las direcciones r, 8 y z se
consideran iguales a cero debido a que se asume que el sistema de
coordenadas r, 8 y z inicialmente esta alineado con la orientacion de los

esfuerzos principales.
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Condiciones iniciales para el modelo de flujo de fluidos: En un tiempo
inicial, la presion de poro inicial se considera constante en cada punto del
sistema ya que ha alcanzado condiciones de presidén estatica, lo cual

matematicamente se expresa como:

P(i,j,k)=P° en t=0 (90)

Donde P%es el valor de presion de poro en el tiempo inicial.

7.2.2.2. CONDICIONES DE FRONTERA.

Se supone para las condiciones de frontera del modelo:

1. La deformacion en el limite exterior e inferior del yacimiento es igual a cero.

2. Hay un esfuerzo constante en el tiempo y en el espacio actuando en el
limite interno de los nodos que estan siendo perforados.

3. Hay un esfuerzo vertical constante actuando sobre el limite superior del

yacimiento.

Las condiciones de frontera para cada modelo se expresan a continuacion:

Condiciones de frontera para el modelo de deformacion geomecanica:
para el modelo de deformacion geomecanica se consideran las siguientes

suposiciones:

1. En la condicion de frontera interna en direccion radial para los nodos

perforados, se asume que la perforacion no genera una perturbacion suficiente
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para generar deformacion en las paredes del pozo, es decir, que el incremento

en los desplazamientos en r=r,, para todo tiempo es nulo.

Au.(1,j,k)=0 (91)
Aug(1,j,k)=0 (92)
Au,(1,j,k)=0 (93)

2. La condicion de frontera externa en direccion radial (r=rg), es que para todo
tiempo no hay incremento en los desplazamientos, es decir, se asume que la
perforacion no afecta el estado de esfuerzos en el limite externo (Condicion
tipo Dirichlet):

Aur|r=re =0 (94)
Aue|r=re =0 (95)
Auz|r=re = 0 (96)
Es decir:

Au, (nr,j,k)=0 (97)
Aug(nr,j,k)=0 (98)
Au,(nr,j,k)=0 (99)

3. En direccion tangencial se aplican condiciones periddicas, ya que no es
posible diferenciar un limite fisico pues el sistema es continuo en esta

direcciéon. Los desplazamientos en el limite =0 seran iguales a los
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desplazamientos del

corresponden a la misma posicion:

Aun|e:o =Aun|e:ne

En donde n=r,0, z;

k)= Au,(i,n6,k)

u, (i,1,k)

U, (i,n6,k)

ug (i,1,k)

u, (i,n0,k)

u, (i,Lk)

r

Au, (i,n0+1k)=A
(i.0k)=4
Aug(i,n0+1k)=A

Au, (i,0.k)=A
(i

Au,(i,n0+1k)=A

z

Au, (3,0,
(

Aug

plano real

0=no,

debido a que espacialmente

(100)

(101)
(102)
(103)
(104)
(105)
(106)

. En direccién vertical para el limite inferior, se asume que la direccion positiva

del eje vertical es hacia abajo y que en la base del yacimiento (z=zjnserior) la roca

es demasiado dura como para sufrir alguna deformacién. Por esta razén, se

plica una condicion tipo Dirichlet:

r |z:zinferi0r

Au

e |z:zinferi0r

Au

Z|z:zinferior -
Es decir:

Au,(i,j,nz)=0
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Auy (i, j,nz)

0 (111)
Au,(i,j,nz)=0 (112)

5. En direccion vertical para el limite superior, z=Zsyperior, S€ asume que los
esfuerzos de cizalla son nulos y que el incremento del esfuerzo vertical es
cero ya que actua un esfuerzo vertical constante igual al peso de los estratos

superiores (con incremento igual a cero):

Au,(i,j,1)=0 (113)
Aug(i,j,1)=0 (114)
Au,(i,j,1)=0 (115)

e Condiciones de frontera para el modelo de flujo de fluidos: para el modelo
de flujo de fluidos se consideran las siguientes suposiciones:

1. La condicion en el limite interno en la direccion radial es que la presion es
igual a la presion existente al tiempo actual de simulacibn mas la presion

ejercida por el fluido de perforacion, P,,, es decir:
P(1,j,k)=P"(1,j,k)+P, (116)

2. La condicion en el limite externo en la direccion radial es que no hay flujo de

fluidos. Esta condicion puede expresarse matematicamente asi:

oP
(Ej”,k =0 (117)

95



P (118)
or
nr,j,k

Donde nr son los nodos totales en direccion vertical.

3. En la direccién tangencial se aplican condiciones periddicas, generando las

siguientes ecuaciones para los limites en esta direccion:

P(i,0,k)=P(i,n6,k) (119)
P(i,n6 +1,k)=P(i,Lk) (120)

En las ecuaciones (119) y (120) los subindices 8=0y 6=n8+1 indican el nodo
fantasma en direccion tangencial a los cuales se les asigna la presion del
ultimo y del primer nodo, respectivamente, por coincidir espacialmente con

ellos y el subindice n6 indica el ultimo nodo real en dicha direccion.

4. En la direccion vertical, en el limite superior e inferior, al igual que en la

direccién radial es de no flujo. Esto se expresa matematicamente como:

oP

[82 ji,jn -0 =y
oP

[ 82 ji,j,nz ) 0 (1 22)

En las anteriores ecuaciones, nz son los nodos totales en la direccion vertical.
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7.2.2.3 GENERACION DE LA MALLA.

En las zonas aledafias al pozo se presentan los mayores cambios en el valor de la
presidn debido a la produccion de fluidos, por lo que ocurren los mayores cambios
en las variables dependientes de dicho valor. En el presente estudio, con el objeto
de tener un buen ajuste del comportamiento del yacimiento, es necesario construir
una malla de espaciamiento irregular con mayor refinamiento en las cercanias del

pozo.

i+1,j,k
F» i,jak-1 s
i,j+1.k et
' i N 2N
> : .‘."_ _ .'i,j,l'l
- i Y. - )
o ) T .~ Sl ’_..‘ b
P e = ij-1,k
f’ ’: A
L, i, k+1
S ik

Figura 29. Esquema de malla discretizada para nodo distribuido.

En direccion radial, la malla se genera mediante la siguiente progresion

geométrica:

r

w

M =T, (r_SJ"” (123)
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En donde r,, es el radio del pozo, re es el radio del yacimiento y N es el numero de

nodos en direccion r.

Para obtener el punto intermedio entre los diferentes nodos radiales, necesario

para la programacion de las ecuaciones discretizadas, se utilizan las siguientes

relaciones:
g = (124)
(riﬂ j
In| %+
ri
ri ri—1 (125)

7.2.3. MODELO NUMERICO.

En esta investigacidon se realizé una aproximacion de las ecuaciones diferenciales
a diferencias finitas. Las cuatro ecuaciones finales que se obtuvieron en el modelo
matematico son ecuaciones diferenciales parciales no lineales y extremadamente
complejas, por lo que la solucién de estas por medios analiticos es, generalmente,
imposible. Las soluciones, cuando existen, proporcionan una distribucion continua

de los parametros dependientes. (Osorio, Simulacion de Yacimientos).

En la mayoria de las aplicaciones la unica manera de obtener solucién de estas
ecuaciones es mediante la solucion numérica. Esta solucion numérica produce
resultados en puntos discretos dentro del sistema, y se puede transformar una

ecuacion diferencial a una forma discreta mediante el uso de diferencias finitas,
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proceso en el que el espacio y el tiempo son discretizados. (Osorio, Simulacién de

Yacimientos).
7.2.3.1 DIFERENCIAS FINITAS.

El método de diferencias finitas proporciona una soluciébn a una ecuacion
diferencial en puntos discretos del espacio y del tiempo. El dominio espacial se
divide en un numero de celdas (o grids) superponiendo algun tipo de malla que
puede ser rectangular, cilindrica, entre otras). El tiempo también se discretiza en
un numero de pasos de tiempo, durante cada uno de los cuales se resuelve el
problema para obtener nuevos valores de los parametros dependientes. A
diferencia de una solucion analitica en donde se obtiene una funcion, con este
método se obtienen soluciones como valores discretos, cada uno de los cuales
corresponde a un bloque determinado del sistema discretizado (en este caso un

yacimiento)®,

La discretizacion es la accion de dividir un sistema (yacimiento) en un numero
determinado de bloques e intervalos de tiempo, mientras que las diferencias finitas
son las longitudes de cada bloque, por ejemplo, Ax4, AXp, etc., y de cada intervalo
de tiempo Aty, Aty, etc®.

7.2.3.2 APROXIMACIONES PARA LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA.
Comunmente se utiliza la serie de Taylor como método para expresar una funcion

f(x) continua, donde esta se expande alrededor de un punto “a” localizado a una

distancia x-a del punto “x” (Figura 30):
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X=0 X X X=L

i i+1

Figura 30. Bloque tenidos en cuenta en la aproximacion progresiva de la primera derivada. Tomada
de curso de Simulacion Gildardo Osorio, Capitulo 3.

f(x) = iw (126)

n=0 n!

En la ecuacion (126) f" es la n-esima derivada de f evaluada en el punto x = a. es

decir, la ecuacion xx puede ser escrita como:

x-a)’  of

(x-a) &% (x-af o"f
0! +6x . et

+
1! Ox? 2! ox"

(x=af (127)
n!

f(x) = f(a)- (

X=a x=a x=a

En la figura (30) se observa un sistema lineal de bloques con AXx=Xi+1-X;. Si se
define a = x; y x=x;+s entonces x-a = x;+1- X; =A X (por ser bloques de igual longitud)
y ademas, una funcion H que se desea expandir mediante la serie de Taylor se

tiene:

2 2 3 3 n n
oH '(AX)+8I;|| (Ax) +a|j| (ax) oH (ax)
OX |, OX 2! OX 3! ox"|  nl

Xi Xi

(128)

Xi
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Donde:

H(x,,,) = Funcion H evaluada en el bloque i+1= Hi:1

H(x;) = Funcion H evaluada en el bloque i = H;

Es decir,
oH _dH
OX|,  OX|;

Entonces la ecuacion (128) se puede escribir como:

2 2 3 3 n
oH o°H| (Ax) L0 Hl (&%) , oM

(&x)"

Hi.. =H, +& '(AX)+

axz‘ 2! 8x2‘ 37T x|

n!

Despejando Z_H‘ de la ecuacion (130) se llega a:
X1

oH
OX

CHu-H | (Ax)? 3| (Ax)  oH
- (Ax) axz‘ 2! axz‘ 37T X"

' (Ax)"

Lo que se puede expresar como:

H _H.H o

x|, (Ax)

Con

R _ O°H| (&x) °H| (Ax)  aH| (Ax)
x| 2t ax? 3t T x| ol

Cuando Ax tiende a cero, R; tiende a cero, por lo cual se puede escribir:
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oH| _H,,—H,
— =z 134
ox|,~ (Ax) (134)

La ecuacién (134) se conoce como la aproximacion progresiva ya que permite

evaluar la primera derivada del bloque “” en términos de la funcién evaluada en el
bloque “” e “i+1”. El termino R; es el error de truncamiento de la aproximacién
progresiva, que es de primer orden ya que la menor potencia a la cual se
encuentra elevada la diferencia finita Ax es uno (Ecuacion 134). A mayor orden
del error de truncamiento, mejor es la aproximacién numérica de la aproximacién

diferencial

Realizando un proceso similar al descrito anteriormente se llega para la

aproximacion de la primera derivada a:

Aproximacion Progresiva Regresiva Central
Primera derivada M Ha=h (ol [ Bl 71 H g =,
x|~ (Ax) x|~ (Ax) x|, 2(Ax)
E d
tru n::r:r:lieento O[(AX)1 J O[(AX)1 J OkAX)Z J

Tabla 3. Aproximacién de la primera derivada progresiva, regresiva y central.

Como se puede ver, el error de truncamiento de la aproximacion central para la
primera derivada de la funcion H es menor que para la aproximacién progresiva y

regresiva.

Para obtener las aproximaciones numéricas para la segunda derivada de la

funcion H se realiza el mismo procedimiento que el descrito anteriormente pero

despejando 9°H/ox? de la ecuacion (134), donde se obtiene:

102




O’H| _H,, —2H +H,,
ox?~ (Ax)

(135)

Con un error de truncamiento se segundo orden, O[(Ax)z]

En el Anexo C se muestra las aproximaciones empleadas en la discretizacién del
modelo de flujo de fluidos y de deformacion geomecanica.

7.2. MODELO DE COMPUTADOR.

Una vez definido el modelo matematico a simular y las condiciones iniciales y de
frontera que lo definen completamente, se elabora un modelo computacional con
el que se obtendra la solucién al sistema de ecuaciones planteado, de cuatro

ecuaciones con cuatro incognitas.

El Lenguaje de programaciéon empleado fue Compac Visual Fortran 90, un
lenguaje de tipo cientifico disefiado especialmente para realizar calculos

complejos y de gran magnitud.

El tipo de matrices que se obtuvo en el sistema de ecuaciones fueron matrices
diagonalmente dominantes, razén por la cual se escogié como método de solucion

el método iterativo de Gauss-Seidel.

En la construccion del modelo computacional se empled la ecuacion de porosidad
de Zimmerman, las correlaciones’® del Médulo de Young y el Médulo de Poisson
en funcién de los esfuerzos principales y la ecuacidon exponencial para generacion

de la malla en direccién radial con mayor refinamiento en la cara del pozo.
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El procedimiento que se siguio en el algoritmo es el siguiente:

Entrada de datos y calculos

=

iniciales
2
I Calculo de propiedades mecanicas I
y
I Asignacién de valores P", U,", Uy" U," I
L 2
I Calculo de deformaciones, desplazamientos, esfuerzos y propiedades mecanicas. I
L 4
I Calculo de P, con Py, Uss, Uge, Uz, I
2
I Calculo de deformaciones, desplazamientos, esfuerzos y propiedades mecanicas. I
4
I Calculo de U, con P, Ugs, U, I
v
I Calculo de deformaciones, desplazamientos, esfuerzos y propiedades mecanicas. I
4
I Célculo de Ug, con P, , Ure, Us, I
y
I Calculo de deformaciones, desplazamientos, esfuerzos y propiedades mecanicas. I
v
I Calculo de Uy, con P, , Uy, Use I
y
I Calculo de deformaciones, desplazamientos, esfuerzos y propiedades mecanicas. I
L
I Calculo de error maximo I No
Error = | Supuesto- Calculado |
‘ >I Error <= Tolerancia
si v
I Tiempo <= Tiempo Final I

Si v
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El modelo consta de cuatro modulos, los cuales se muestran y describen a

continuacion:

MODULO DATOS DE ENTRADA

DATOS INICIALES Nodos en 1,0 y z, tope, base, rw, re, espesor bruto,
presidon inicial, presién supuesta, iteraciones|
maximas, plano z, delta t, tolerancia,
desplazamiento supuesto: radial, vertical Y]
tangencial.

DATOS DE PERFORACION Inclinacion, Azimut, Densidad de fluido de

perforacion, Gradiente esfuerzo vertical, Gradiente]

esfuerzo minimo horizontal, Gradiente esfuerzo

maximo horizontal, Tasa de perforacion, duracion.

DATOS DE FLUIDO Y ROCA Gravedad API, Gravedad Especifica del Crudo, Cf,
Cbc, Cs, Porosidad.

DATOS MECANICOS Resistencia a la tension, Resistencia a Ia|
compresion  Uniaxial, Cohesion, Angulo del
Friccion.

RESULTADOS Numero y ubicacién de nodos fallados: Por tension|

0 por cizalladura (Drucker-Prager, Mohr-Coulomb,

Presion de poro, Esfuerzo en r,0 y z, esfuerzo

total, desplazamientos enr,0y z

Tabla 4. Médulos del programa.

1. Datos iniciales.

En esta seccion del programa se hace la lectura de datos para la generacion de la
malla de simulacién, los parametros requeridos por el método de solucion
numérica usado en el simulador y la informacion basica del yacimiento. Entre

estos datos se tienen:
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e Nodos en los cuales se desea dividir el yacimiento en direccion
radial, tangencial y vertical.

e Radio del pozo, del yacimiento y espesor bruto.

e Presion inicial y presion supuesta.

e Numero de iteraciones maximas.

e Tolerancia para el método de soluciéon numérica.

Iniciales Perforacion] Fluido y Roca] Mecanicos Resuﬁados]

[ratoz de la malla Static

Modos de Direccidn Radial R adio del pozo 2! ft

0.25
Modos en Direccion Tangencial 5 B adic del pacimishto 100 it
2

Maodos en Direcoidn Vertical Ezpezor Bruto 4 it

[ atoz de Inicializacidn

psi

psi Dieltat J1 50

> . (] 3
Interaciones maximas Tolerancia oo

Presidn supuesta

3
’—
3
Prezidn inicial W - Flano z ]2
Cr
100

Desplazamiento supuesto Estrato

Wertical Tops Bass

Tangencial 12439 12463

—
J17 .
_cons|

Cerrar ‘ Siguiente |

Figura 31. Ventana de inicio del Modelo Computacional.
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2. Moédulo Perforacion.

En esta seccion se hace el registro de la informacion correspondiente a la

perforacion del pozo y a los esfuerzos in-situ. Esta constituida por los siguientes
datos a introducir:

e Datos operacionales: Inclinaciéon, azimut y Densidad del Fluido de
perforacion.

e Esfuerzos in situ: Gradiente esfuerzo vertical, Gradiente esfuerzo
minimo horizontal, Gradiente esfuerzo maximo horizontal.

e Tasa de perforacion y duracion.

Tipo de pared: permeable o impermeable.

Datos
Iniciales Perforacion ] Fluido vy Roca ] Mecanicos ] Resultados ]

D atos operacionales

Inclinacidr
Azirnut

Densidad Auido de perforacidn 4 Ppa

E sfuerzog in situ

Gradiente esfusrza wertical p=idft

Gradiente esfuerzo minimo Horizontal | B5 psidft

Gradiente Esfuerzo masimo horizontal pEidft

Taza de perforacian

Taza de perforacidn L8]

i (339 | 3

FtArnin
Duracidn i} mir
e N Very, Cerrar ;.I—;
= =’n 4

&, <
Py ol \\t/)

“tann o%

Cerrar | Siguiente |

Figura 32. Ventana de datos de perforacion.
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3. Modulo Fluido y Roca.
En este mddulo se introducen las propiedades del fluido:

e Gravedad API.

o Gravedad especifica del crudo.

e Compresibilidad del fluido, Cf

e Compresibilidad del esqueleto sdlido, Cs
e Compresibilidad total, Cbc.

e Porosidad.

Iniciales | Perforacion Fluido y Roca | Mecanicos | Resultados |

Fropiedades del fluida

Gravedad APl 35
Gravedad ezpecifica del cruda 085
Compresibilidad del fluido 00000007

Propiedades de roca

Porosidad 03
Compresibilidad
Che 0.0000007 psi”-1
"y
Cs 0.00000007 psi™-1 1

Gl

Cerrar Siguiente I

Figura 33. Ventana de Datos de Fluido y Roca.
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4. Moédulo Mecanica.

En esta seccidbn se hacen las lecturas correspondientes a las propiedades
mecanicas de la roca requeridas por el modelo de deformacién geomecanica y por

los criterios de falla. Tales datos son:

e Resistencia a la Tension.

e Resistencia a la Compresion Uniaxial.

e Cohesion.

e Angulo de Friccién.

e Criterios de Falla: Por Tensién o por Cizalladura (Mohr-Coulomb o Drucker-
Prager).

Iniciales | Perforacion | Fluido y Roca Mecanicos | Resuitados |

Propiedades mecanicas

Fiesiztencia a la tensidn 1000
Resziztencia Compresiva Urniaxial 1500
Cohesidn 2500
Angulo de friccion 22
Criterios de falla
[T Tensidn |
I Cizalladura =
i -
—
o
—_—
Cerrar | Siguienta |

Figura 34. Ventana de Propiedades Mecanicas.
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Se destaca en este punto que no es posible comparar las herramientas Software
desarrolladas anteriormente en el Grupo de Investigacion de Estabilidad de Pozo
bajo los mismos datos de entrada; pero, con el fin de hacer una contraste entre la
herramienta desarrollada con la herramienta elastica anteriormente propuesta”,

se emplearon los datos mostrados por Lopez-Quintero del Piedemonte Llanero:

rw (ft) 0.875
re (ft) 20
Nodos en direccion radial 6
Nodos en direccion tangencial 16
Nodos en direccion vertical 10
Tope (ft) 8600
Base (ft) 10200
Espesor bruto (ft) 1600
Cohesion (psi) 3353
Angulo de friccién interna 32
Resistencia a la tension (psi) 3790
Gradiente esfuerzo maximo (psi/ft) 1
Gradiente esfuerzo minimo (psi/ft) 0.71
Gradiente esfuerzo vertical (psi/ft) 1.1

Tabla 5. Datos de entrada.

Se introdujo ademas, Cs= C;= Cpc= 107.

Se obtuvo que los nodos fallados por tension para la herramienta poroelastica
fueron ocho nodos ubicados en la cara del pozo, mientras que la herramienta
poroelastica arrojoé un total de diez nodos fallados por tensién ubicados en la cara

del pozo (Figura 35 y 36).
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Figura 35. Nodos fallados por tension segun herramienta de modelamiento elastico.
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Figura 36. Nodos fallados por tensién segun herramienta de modelamiento poroelastico.
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Segun los resultados obtenidos, se tiene que la herramienta poroelastica arroja un
mayor numero de nodos fallados por tension que los arrojados por la herramienta

elastica.

No se puede asegurar que los nodos que se muestran fallados sean fracturas
reales generadas y propagadas en la formacion ya que no se estan considerando
todos los factores de propagacion de fracturas, lo que se puede decir es que en
realidad se esta mostrando una concentracion de esfuerzos que indican las zonas
con fallas potenciales, y que la herramienta poroelastica muestra una zona mas
amplia de generacidn potencial de fallas porque se esta considerando la influencia
de la presién de poro como variable adicional; que es otro esfuerzo mas que actua

en la formacion.

Teniendo en cuenta el estudio mostrado en el paper SPE 51929, Osorio et. Al,
Numerical Simulation of the Impact of Flow-Induced Geomechanical Respose on
the productivity of Stress-Sensitive Reservoirs, con los de entrada, y los demas

valores ingresados anteriormente:

Cs (psi) 5x 10"
Cheo 7x10°
Nodos en direccion radial 3
Nodos en direccién tangencial 6
Nodos en direccion vertical 3
Gravedad API 32
Porosidad 0.235

Tabla 6. Datos de entrada.

Los valores anteriores se mantuvieron fijos y se realizaron corridas fijando el

azimut y variando la inclinacion en 15 grados.

112



Azimut: 0

Inclinacion del

Nodos fallados

por Criterio de

Nodos fallados

por Criterio de

Nodos fallados

por Criterio de

Nodos fallados

por Criterio de

Nodos fallados

por Criterio de

pozo, grados Mohr-Coulomb Drucker-Prager Drucker-Prager Drucker-Prager Tension
Interno Medio Externo

0 5 5 5 5 5
15 5 5 5 5 5
30 5 5 5 5 5
45 5 5 5 5 5
60 5 5 5 5 5
75 5 5 5 5 5
90 5 5 5 5 5

Tabla 7. Numero de nodos fallados para un azimut de 0 respecto a la orientacion del esfuerzo

méaximo horizontal
Azimut: 10 Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados

Inclinacion del

pozo, grados

por Criterio de
Mohr-Coulomb

por Criterio de
Drucker-Prager

Interno

por Criterio de
Drucker-Prager
Medio

por Criterio de
Drucker-Prager

Externo

por Criterio de

Tension

15

30

45

60

75

ol o o] o ol »n

ol o o] ;o ol »n

ol o o] o ol »n

ol o] o] o ol »n

90

5

af o o] ;| o | »n

Tabla 8. Numero de nodos fallados para un azimut de 10 respecto a la orientacion del esfuerzo

maximo horizontal
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Azimut: 20 Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados
Inclinacion del por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de
pozo, grados Mohr-Coulomb Drucker-Prager Drucker-Prager Drucker-Prager Tension
Interno Medio Externo

0 5 5 5 5 5
15 5 5 5 5 5
30 5 5 5 5 5
45 5 5 5 5 5
60 5 5 5 5 5
75 5 5 5 5 5
90 5 5 5 5 5

Tabla 9. Numero de nodos fallados para un azimut de 20 respecto a la orientacion del esfuerzo

maximo horizontal

Azimut: 30 Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados
Inclinacion del por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de
pozo, grados Mohr-Coulomb Drucker-Prager Drucker-Prager Drucker-Prager Tension
Interno Medio Externo

0 5 5 5 5 5
15 5 5 5 5 5
30 5 5 5 5 5
45 5 5 5 5 5
60 5 5 5 5 5
75 5 5 5 5 5
90 5 5 5 5 5

Tabla 10. Numero de nodos fallados para un azimut de 30 respecto a la orientacion del esfuerzo

maximo horizontal
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Azimut: 40 Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados
Inclinacion del por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de
pozo, grados Mohr-Coulomb Drucker-Prager Drucker-Prager Drucker-Prager Tension
Interno Medio Externo

0 5 5 5 5 5
15 5 5 5 5 5
30 5 5 5 5 5
45 5 5 5 5 5
60 5 5 5 5 5
75 5 5 5 5 5
90 5 5 5 5 5

Tabla 11. Numero de nodos fallados para un azimut de 40 respecto a la orientacion del esfuerzo

maximo horizontal

Azimut: 50 Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados
Inclinacion del por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de
pozo, grados Mohr-Coulomb Drucker-Prager Drucker-Prager Drucker-Prager Tension
Interno Medio Externo

0 5 5 5 5 5
15 5 5 5 5 5
30 5 5 5 5 5
45 5 5 5 5 5
60 5 5 5 5 5
75 5 6 5 6 5
90 5 5 5 5 5

Tabla 12. Numero de nodos fallados para un azimut de 50 respecto a la orientacion del esfuerzo

maximo horizontal
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Azimut: 70
Inclinacion del

pozo, grados

Nodos fallados
por Criterio de
Mohr-Coulomb

Nodos fallados
por Criterio de
Drucker-Prager

Interno

Nodos fallados

por Criterio de

Drucker-Prager
Medio

Nodos fallados
por Criterio de
Drucker-Prager

Externo

Nodos fallados
por Criterio de

Tensién

0

15

30

45

60

75

af o o ;| ;O »n

D o o ;] ;f »n

D o o ;] ;f »n

90

ol o ;o ;o ;| gl O

ol o ;o ;o ;f g1l O

Tabla 13. Numero de nodos fallados para un azimut de 70 respecto a la orientacién del esfuerzo

maximo horizontal

Azimut: 80 Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados
Inclinacion del por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de
pozo, grados Mohr-Coulomb Drucker-Prager Drucker-Prager Drucker-Prager Tension
Interno Medio Externo

0 5 5 5 5 5
15 5 5 5 5 5
30 5 5 5 5 5
45 5 5 5 5 5
60 6 6 5 6 5
75 5 6 5 6 6
90 5 5 5 5 6

Tabla 14. Numero de nodos fallados para un azimut de 80 respecto a la orientacién del esfuerzo

maximo horizontal
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Azimut: 90 Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados Nodos fallados
Inclinacion del por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de por Criterio de
pozo, grados Mohr-Coulomb Drucker-Prager Drucker-Prager Drucker-Prager Tension
Interno Medio Externo
0 5 5 5 5 5
15 5 5 5 5 5
30 5 5 5 5 5
45 5 5 5 5 5
60 5 5 5 5 5
75 5 6 5 6 6
90 5 6 6 6 6

Tabla 15. Numero de nodos fallados para un azimut de 90 respecto a la orientacién del esfuerzo

maximo horizontal

De los resultados anteriores se puede concluir que:

Es mas conservativo el Criterio de Mohr-Coulomb que el Criterio de Drucker
Prager.

Se notd variacion importante cuando el azimut alcanz6é un valor de 50
grados con una Inclinacion de 75 grados.

La mayor probabilidad de ocurrencia de Falla ocurre en pozos con
inclinaciones entre 80 y 90 grados.

El mayor potencial de falla se da en pozos con azimut altos, lo que implica
que se una perforacion mas estable se obtiene cuando se perfora con
azimut en direccién paralela al esfuerzo horizontal maximo.

Ademas se variaron valores de Cohesion, otra variable que tiene alta
influencia en la variacién de los resultados, concluyéndose que a mayor

valor de Cohesién de la Roca, menor potencial de falla de la formacion.
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1.

CONCLUSIONES

Segun los resultados obtenidos, se tiene que la herramienta poroelastica
arroja un mayor numero de nodos fallados que los arrojados por la
herramienta elastica. Con estos resultados no se puede asegurar que los
nodos que se muestran fallados sean fracturas reales generadas y
propagadas en la formacion ya que no se estan considerando todos los
factores de propagacion de fracturas, lo que se puede decir es que en
realidad se esta mostrando una concentraciéon de esfuerzos que indican las
zonas con fallas potenciales, y que la herramienta poroelastica muestra una
zona mas amplia de generacion potencial de fallas porque se esta
considerando la influencia de la presién de poro como variable adicional;

que es otro esfuerzo mas que actua en la formacion.

El estado de esfuerzos in situ al cual esta sometida una formacién que se
esta perforando juega un rol muy importante en la estabilidad mecanica de
un pozo, pues éste y la presion de poro determinan el potencial de la

formacion para soportar la perturbacion causada durante la perforacion.

La trayectoria de perforacion, asi como las propiedades mecanicas de las
rocas, son un factor primordial en la determinaciéon del potencial de

generacion de fallas compresivas y/o tensiles.

La implementacion de una herramienta numérica para modelar la
estabilidad de un pozo, es fundamental para el analisis de cantidad de
cavings que pueden ser potencialmente producidos por fallas compresivas
o de colapso, y para analizar los estados de esfuerzos que pueden generar

fallas por tension o por cizalladura.
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RECOMENDACIONES.

Es fundamental en la determinacién del método de solucién mas adecuado
a implementar en el conjunto de ecuaciones, el analisis de las matrices,
recordando que se debe buscar que éstas tengan sus coeficientes

concentrados en la diagonal principal.

Si en la implementacion de otro modelo numérico, las matrices resultantes
son muy dispersas, se debe cambiar en primera instancia el esquema de
ordenamiento. Si esto no elimina o reduce la dispersion, se debe aplicar un

meétodo que maneje dicha caracteristica.

El programa construido esta como "Cdodigo duro”. Se recomienda usar la
POO (Programacion orientada a objetos) como alternativa de
reacondicionamiento del programa. Esto permite mejorar el proceso de

mantenimiento del software y facilita la implementacion de nuevos modulos.

El uso de librerias numéricas como LAPACK, puede ser implementado en
futuras versiones del programa, con el animo de afadir robustez al solver
numerico y de optimizar tanto el tamafo del programa como la ejecucion de

los codigos.

Se puede optimizar igualmente el la forma y cantidad de operaciones que
se realicen dentro del programa con el animo de reducir el tiempo de

computo.
Se recomienda la implementacion de librerias graficas como OPENGL o

VTK, para mejorar la definicion de los resultados graficos que se muestran

en el programa.
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7. Dado que este proyecto estd enmarcado dentro de un proyecto mas grande
que busca el desarrollo de una herramienta propia, se recomienda que se mejore
el proceso de desarrollo de este tipo de software, incluyendo el uso de una
metodologia de desarrollo de software y una estructura de codificacion.
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P

M
C
C
C

S
bc

medio sobre el volumen total a una presion de poro constante.

o

r

NOMENCLATURA

Densidad del fluido en la matriz.
Densidad del sdlido.

Porosidad.

Velocidad del fluido en la matriz.
Velocidad del sélido.

Volumen total.

Término de flujo masico.
Permeabilidad.

Viscosidad del fluido en la matriz.
Presion.

Compresibilidad del fluido.

Compresibilidad de los poros primarios

Compresibilidad total que expresa el efecto de la variacion del esfuerzo

Coeficiente de Biot.

Direccioén radial de coordenadas cilindricas.

Direccion tangencial de coordenadas cilindricas.

Direccién vertical de coordenadas cilindricas.
Esfuerzo normal en direccién radial.
Esfuerzo normal en direccién tangencial.
Esfuerzo normal en direccion vertical.

Esfuerzo normal promedio.
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g, Esfuerzo vertical in-situ.

o, : Esfuerzo horizontal maximo.

o, : Esfuerzo horizontal minimo.

7, . Esfuerzos de cizalla en el plano r en la direccion 6.
7, . Esfuerzos de cizalla en el plano r en la direccion z.
Tey Esfuerzo de cizalla en el plano 6 en direccion z.

£ Deformacion normal en la direccion r.

gy . Deformacion normal en la direccion 6.

£, Deformacion normal en la direccion z.

7o . Deformacion de cizalla en el plano r en direccion 6
v, . Deformacion de cizalla en el plano r en direccion z.

7o, . Deformacion de cizalla en el plano 8 en direccion z.

ey . Deformacion volumétrica.

Desplazamiento en la direccion radial.

o . Desplazamiento en la direccion tangencial.
Desplazamiento en la direccion vertical.

Modulo de elasticidad normal 6 Young.

Constantes de Lamé.

Modulo de elasticidad en cizalladura 6 modulo de rigidez.

v : Relaciéon de Poisson.

0,,0,,0, : Esfuerzos principales efectivos.

T. : Resistencia tensil.

(o]

C. : Resistencia compresiva uniaxial.

o

B : Angulo de falla.
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l,1,,1;:  Invariantes del tensor de esfuerzos.
J;,J,,J; @ Invariantes de esfuerzos deviatoricos.
A . Parametro del criterio de Drucker — Prager.

D : Parametro del criterio de Drucker — Prager.

AU : Vector de desplazamientos.

V . Operador gradiente.

Ve : Operador divergente.

V . Incremento.
0 . Derivada parcial.
BC : Componente del stencil que representa la variable ubicada encima de la

celda de referencia.

S . Componente del stencil que representa la variable ubicada al sur de la

celda de referencia.

W : Componente del stencil que representa la variable ubicada al oeste de la

celda. de referencia.

N . Componente del stencil que representa la variable ubicada al norte de la

celda de referencia.

TC : Componente del stencil que representa la variable ubicada debajo de la

celda de referencia.

C : Componente del stencil que representa la variable dependiente ubicada en

la celda de referencia.

E . Componente del stencil que representa la variable ubicada al este de la

celda de referencia.

F :  Componente del stencil de términos independientes.

i,j,k : Ubicacion de los nodos en las direcciones r, 8 y z respectivamente.
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.. . Las fronteras en los bloques que delimitan el volumen especifico del

yacimiento sobre el cual cada nodo tiene influencia en la direccion radial.

r, . Radio externo del yacimiento.

r, - [Radio del pozo.

N Numero de nodos en los cuales se dividir el yacimiento.
m : Nodos en direccionr.

n Nodos en direccion s.

F..F,.C,.C.. : Constantes de espaciamiento.

SUBINDICES

i,jk : Indice de malla en las direcciones r, 8 y z, respectivamente

1,2,3: Indice de los esfuerzos principales mayor, intermedio y menor,

respectivamente.

e . Externo.

w : Pozo.

b . Bulk (total).
r : Roca-salido.
f . Fluido.

SUPERINDICES

n : Nivel actual de tiempo en la simulacién.
n+1: Nivel de tiempo futuro en la simulacion.

0 : Estado inicial o de referencia en la simulacion.
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ANEXO A. MODELO DE DEFORMACION GEOMECANICA EN COORDENADAS
CILINDRICAS

El modelo de deformacion geomecanica esta conformado por tres relaciones
basicas constitutivas, que se acoplan para describir los problemas de elasticidad

en medios porosos:

- Ecuaciones de equilibrio.
- Ecuaciones de deformacién-desplazamiento.

- Ecuaciones de esfuerzo - deformacion — presion.

Las ecuaciones anteriores se obtendran para un medio poroso a partir de las
relaciones para un medio sélido utilizando el concepto de esfuerzo efectivo, las
ecuaciones se desarrollan para el sistema de coordenadas cilindricas.

A.1 ECUACIONES MECANICAS PARA UN MEDIO SOLIDO

A.1.1 Ecuaciones de equilibrio

A partir de un elemento infinitesimal de volumen en coordenadas cilindricas en
cuyas caras actuan esfuerzos normales y de cizalla, pueden demostrarse las

ecuaciones de equilibrio de esfuerzos.

Suponiendo que las componentes de la fuerza gravitacional, que actua sobre el

elemento estan dadas por g,, g, Y 9,, en las direcciones r, q y z

respectivamente son despreciables.
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Se efectua un balance de fuerzas en las direcciones r, q y z. Teniendo en

cuenta que:

0:2, por lo tanto: F=0-A

Donde:

F = Fuerza.
o = Esfuerzo.
A = Area.

En direccion radial: Efectuando un balance de fuerzas en la direccion r

(ZFuerzas)r =0, se obtiene:

o, +acjr ar (r+gjde-dz— o, _%, dr (r—gjde-dZJr Ter+%-d—e (cosd—ejdr-dz
o 2 2 o 2 2 00 2 2

- Ter—aTer 9 (cos@Jdr-dz— O _%0, d9 [sen@jdr-dz— O, +ao—9-@ (sen@Jdr-dz
0 2 2 2 2

8 2 8 2
o, + T 92 090N ardo—[r, T 92} 4r.do+F -dr-d9=0
oz 2 2 oz 2

Escrita de forma incremental.

o,rAf-Az —(or + o,
or

a Ter

: Arj[(r +Ar)AB - Az]+ 7, Ar-Az - [Ter + o

AG)Ar Az -

O, (sen %)Ar Az - (09 + 5;’69 : Aej(sen %)Ar Az +7,r-Ar-AB -

[rzr +%Azjr-Ar-Ae =0
0z
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Efectuando los productos, agrupando términos semejantes, dividiendo la ecuacion
resultante entre el volumen total del elemento,r-dr-d6-dz, y considerando que no

actuan fuerzas de cuerpo en direccion radial (F, ) se obtiene:

0o, 1 0Ty, 09 or, O, 20, de
+——%.COS—+——+—— -sen—=0
or r 09 2 o0z r r-d@ 2

Debido a que dB es muy pequefio (d8 — 0 ), entonces:

de _doe dé
sen—=— Yy cos—=1

2 2 2
Por lo tanto:

ao-r zr r —0g
o r 00 0z r

1.0t O, O ~0 (A1)

En direccién tangencial: De forma analoga, efectuando un balance de fuerzas

en la direccidon 6, se obtiene:

00, N 0T,q N 07,4 N 27, 0 (A2)

1
r e o oz  r

En direcciéon vertical: Asi mismo, efectuando un balance de fuerzas en la

direccion z, se obtiene:

60, 09t, 107 7, | (A.3)
0z or r 00 r
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En las ecuaciones anteriores 0., 0, y 0, son los esfuerzos normales en direccion
radial, tangencial y vertical respectivamente; y 7, =7, ,7,, =7, Y 7o, =7, SON lOS

esfuerzos de cizalladura en los planos r-8, r—-z y 8-z respectivamente; las
igualdades son debidas a que el elemento de volumen no presenta rotacion.
A.1.2 Ecuaciones de deformacién — desplazamiento

Las relaciones existentes entre las deformaciones y los desplazamientos

presentes en un medio solido estan dadas por:

Deformacion normal en direccion radial:
_ oy,

€, p» (A.4)
Deformacién normal en direccion tangencial:

€4 :;aauee +% (A.5)
Deformacion normal en direccion vertical:

€, = a;JZZ (A.6)
Deformacion de cizalladura en el plano r -9 :
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Deformacion de cizalladura en el plano r—z:

o = 1["9”2 + a“f} (A.8)

2| or oz

Deformacion de cizalladura en el plano 8-z :

1[oU, U,
= |—Z 4 "0 A.9
7/82 2|: ae 82 } ( )

En las ecuaciones anteriores U,, U, y U,, son los desplazamientos en direccion

radial, tangencial y vertical respectivamente.

A.1.3 Ecuaciones de esfuerzo — deformacion

Las expresiones que relacionan los esfuerzos y las deformaciones estan dadas

por:

o, =4-€,+2-Geg, (A.10)
O,=4-¢£,+2-Gg, (A.11)
o,=41-¢,+2-Gg, (A.12)
7o =2-Gygq (A.13)
7, =2-Gy, (A.14)
To, =2-Gyg, (A.15)

En las ecuaciones anteriores:
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A= (1+v\)/ (I1E 2] = Constante de Lamé.

G :%(%) = Mddulo de rigidez 6 modulo de elasticidad en cizalladura.
+V

€, =€, +E45+E, = = Deformacion volumétrica.

ou, (10U, U ) aduU,
- +— |+

or roo r 0z

E = Modulo de elasticidad normal 6 modulo de Young.

v = Relacién de Poisson.

A.2 ECUACIONES GEOMECANICAS EN FORMA INCREMENTAL PARA UN
MEDIO SOLIDO.

La solucién de las ecuaciones geomecanicas hasta aqui planteadas implica
conocer la variacion total de los desplazamientos desde la formacion del
yacimiento hasta el momento del estudio. Como tal informacion se desconoce, las
ecuaciones del modelo de deformacion geomecanica se deben expresar en
funcion de los incrementos de los desplazamientos; para ello se debe formular las
deformaciones y los esfuerzos en forma incremental. Con lo anterior, solo se
necesitaria conocer los incrementos a partir del momento en que empieza la
observacion.

La siguiente expresion matematica permite evaluar la variable M en un incremento

de tiempo At:

Mt+At =M° + AMHHM (A-1 6)

Donde:

M., = Variable evaluada al tiempo actual t+At.
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M® = Variable evaluada al tiempo t, es decir al comienzo de cada intervalo At.
Cuando el tiempo es cero, corresponde a los valores iniciales de la
variable presentes en el yacimiento.

AM, ,,,» = Cambio en el valor de la variable entre los niveles de tiempo ty t+At.

Con lo anterior se logra obtener un nivel cero de referencia (t,) de las variables,

para todos los estudios posteriores del yacimiento.

Es importante hacer notar que durante el modelamiento, el término M° para la

variable deformacién es cero para todos los intervalos. Es decir, el valor de

deformacion es tomado siempre como £=ZA8 con respecto a t=t; (nivel de

referencia) y para un t=>" At.

A.2.1 Ecuaciones de equilibrio

Expresar las ecuaciones de equilibrio en forma incremental, asegura el hecho de
tener en cuenta la historia de la trayectoria de esfuerzos en el yacimiento en

funcién del tiempo y con respecto a un nivel de referencia.

Como las ecuaciones de equilibrio de la seccion A.1.1 seran evaluadas al tiempo
actual, se utilizara la ecuacién (A.16) para expresarlas en forma incremental

desde un nivel de referencia, asi:

0 0 0 0 0 —
acr +1 aTer + 6rzr + 0-r 09 + aAO-r +J . aATer + 6Arzr + AO'r AO'Q =0 (A1 7)
o rod oz r o r 8 oz r
0 0 0 0
r o0 or 0z r r o8 or oz r
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o0 072 107y, 12 obho, oAr, 10Dz, Ar,
+ +— +-Z 4 + +— +

=0 (A.19)
0z or r 00 r 0z or r o0 r

A.2.2 Ecuaciones de deformacion — desplazamiento

Utilizando la ecuacién (A.16) para expresar las ecuaciones de deformacion —

desplazamiento en forma incremental se obtiene:

Ag, = oAy, (A.20)
or
Ag, = 1(Aur +9BY%y j (A.21)
r 09
Ag, = oAU, (A.22)
oz
111( oAU oAU
Ay, =—|- L-AU, |+ 6 A.23
o =5 L 00 ej or } ( )
Ay =1 oAu, , oAU, (A.24)
20 or 0z
Aye, = 11089, | 98U, (A.25)
2\r 06 0z

.0 0 0 0 0 0
Donde. £r 289 :82 :Yre :Vrz :VGZ :O

A.2.3 Ecuaciones de esfuerzo — deformacion

Utilizando la ecuacion (A.16) para expresar las ecuaciones de esfuerzo —

deformacion en forma incremental se obtiene:
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Ao, = A-g,+2-GAg, (A.26)

Aoy =1-¢,+2-GAg, (A.27)
Ao,=1-¢,+2-GAg, (A.28)
Aty =2-GAyg, (A.29)
Az, =2-GAy, (A.30)
Ay, =2-GAy,, (A.31)

A.3 ECUACIONES GEOMECANICAS EN FORMA INCREMENTAL PARA UN
MEDIO POROSO

A.3.1 Ecuaciones de equilibrio

Son las mismas ecuaciones que aparecen en la seccion A.2.1; debido a que son
ecuaciones de los esfuerzos totales, en este caso sobre el medio poroso. Es
importante mencionar que el efecto de la presion de poro solo se incluye en las

ecuaciones de esfuerzo — deformacién — presion.

0 0 0 0 A0 A A _A
00, +Jarer +6rzr L9 —0% +5A0r +1_6 Tor +8Arzr Ao, -Ag, (A.32)
o r o® oz r o r o0 oz r

0 0 0 2 0 A JAN TAN 2A

1095 Ot | Oy | 20 1080, | OBTg 0BTy 2870 (A.33)
r o0 or 0z rr oo or 0z r

0 0 0 0
oo, 1, +Jafez L Ta oAo, N oAz, +18Arez . Az, 0 (A.34)

oz o r 00 r 0z or r oo r

A.3.2 Ecuaciones deformacién — desplazamiento

Son las mismas ecuaciones de la seccion A.2.2; debido a que son las relaciones

entre la deformacién y el desplazamiento que presenta un cuerpo en general, es

136



decir, independiente de su presién de poro, la cual es tenida en cuenta en las

ecuaciones de esfuerzo — deformacion — presion.

A, - OAU,
or
Agy = 1(AUr + oAV, J
r 009
Ae, - OAU,
oz
Ay, :1 1 OAU, _ AU, O0AU,
2/ r\ 08 or

1(8AUZ aAurj
Ayrz = E +

or oz
Ay, :1 JaAUZ N oAU,
2\r 06 0z

. .0 0 0 0 0 0
Donde; € =¢€3=¢€,=y5=7, =76, =0

A.3.3 Ecuaciones de esfuerzo - deformacion — presiéon

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

Las ecuaciones de esfuerzo — deformaciones utilizadas para el medio solido son

las mismas que para la parte sélida del medio poroso. En el caso del medio

poroso total (parte sdlida y parte porosa) se debe tener en cuenta la variacion de

las propiedades de la roca y los desplazamientos en funcion del esfuerzo efectivo.

El esfuerzo total sobre el medio poroso es la suma del esfuerzo efectivo (que

actta sobre la parte sdlida) y el efecto de la presion de poro (A(a - AP)), que actia

sobre la parte porosa), asi:
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AG, =2-GlAé, + A-Ae, +a- AP (A.41)
. ~ J H_J

| = Esfuerzo radial efectivo sobre la parte sélida del medio poroso.

Il = Esfuerzo radial sobre la parte porosa por el efecto de la presion de poro.

Ao, =2-GAgy +\-Ag, +a- AP (A.42)
Ao,=2-GAg, + A-Ag, +a-AP (A.43)
Aty =2-GAy, (A.44)
Az, =2-GAy, (A.45)
Az, =2-GAy,, (A.46)

A.4 ECUACIONES DEL MODELO DE DEFORMACION GEOMECANICA

A continuacion se acoplan las ecuaciones desarrolladas en la seccién A.3 para
obtenerlas ecuaciones que constituyen el modelo de deformacion geomecanica

para medios porosos en coordenadas cilindricas.
Reemplazando las ecuaciones (A.35) - (A.40) y (A.41) — (A.46) en las ecuaciones
(A.32) — (A.34) y desarrollando las respectivas derivadas, se obtienen las

siguientes ecuaciones:

Primera ecuacion geomecanica de equilibrio para un medio poroso en
funcion de los desplazamientos:
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o0 +1818, +8r§’r +0?—og +1£(rG8Aurj+1i[98Aurj+i[GaAurj

or r 06 0z r ror or r oo 00 0z 0z

L 10( g0y ) 10 (0B, o 0bu,) 0 A0(rAu, ) , 040Dy,
ror or r 00 or 0z or or\r or or\r 00
0 [i 8Auzj+a(aAP)_ia(GAue)_ZGAur _2G oAy,

oz 2

or or r2 o0 r2 r’ 00

(A.47)

Segunda ecuacion geomecanica de equilibrio para un medio poroso en
funcion de los desplazamientos:

1803+8rr°e+6r§e+27r%+ eru 1o 0bu) 10 i@Aue
r 00 or 0z r r o0 r oo r oo 00
1 0 ~0Aug ) 10 (GadAu, 6 O0Au, 1 G 0Au,
rG + - G —2—
r or or r 60 00 62 az or r 89 00
Gohu,) G G&Aue 2 0(GAu,) 108(GAu, ) ( )
—| = ——Aug + +— ——
62 r o0

Uy +—
r ror r2 00 r o or
(A.48)

Tercera ecuacion geomecanica de equilibrio para un medio poroso en
funcion de los desplazamientos:

802 arf; 18132 rf’z 10 o0Au, 10 (GoAu, 0 oAu,
+ +- +LZ4+-—|rG +-—| = +—|G
0z o r 00 r ror or r oo 009 0z 0z

N0 g0Bu ) 10( 080, & 00u, ) 3(A0(Au,)) o (40D,
ror 0z r o0 0z 0z 0z oz\r or oz\r 00
0 [/IaAuszr a(aAP):O

E oz oz

(A.49)

Se debe resaltar que en las ecuaciones (A.47) a (A.49), las propiedades

geomecanicas (1,a,G) son funcion del esfuerzo efectivo promedio, y por lo tanto
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del tiempo y el espacio. Ademas, como son evaluadas siempre al nivel de tiempo
superior (t+ At), no son tomadas como parte de los incrementos.

Agrupando términos semejantes en cada una de las ecuaciones anteriores,
utilizando los operadores gradiente y divergente y expresandolas en forma no

lineal para las propiedades geomecanicas (/1,a,G), se obtiene:

Primera ecuacion geomecanica de equilibrio para un medio poroso en
funcién de los desplazamientos y en términos de operadores:

0 0 0 0_ 0 o
[aor L NI +v.[Gv(Aur)]+v-[Ga(A“)}+ﬁ[w (Au)]
o r 08 0z r a
Adladp) 1 8(GAu,) 2G 2G 0Au,
+ —-— —-—-Au, ——-
a r’ o8 r? r’ 00

(A.50)

Segunda ecuacion geomecanica de equilibrio para un medio poroso en
funcién de los desplazamientos y en términos de operadores:

0 0 0 0
1005  Orp 075 27 +18[’W'(A“)]w-[GV(Aue)]Jv-[G o”(Au)}
r 00 or 0z r r 00 r D (A.51)
+18(aAp)+§2Aue +%8(GAur)_18(GAue)+§aAue _
r A r r 00 r or r or

Tercera ecuacion geomecanica de equilibrio para un medio poroso en
funcién de los desplazamientos y en términos de operadores:

4

+ +
0z or r 06

=0

00; oty 101,
& x x

+ %} +Ve[GV(Au,)]+V e [G é’(AU)} N S[Av e (Lu)] N A(alp)

(A.52)
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En las ecuaciones anteriores, Au es el vector de desplazamientos, Ves el
operador gradiente y V- es el operador divergente.
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ANEXO B. MODELO DE FLUJO DE FLUIDOS EN COORDENADAS
CILINDRICAS

El modelo de flujo de fluidos lo constituyen cuatro relaciones basicas: La
conservacion de masa del fluido, La conservacién de masa del sélido, La ley de
Darcy y La ecuacion de estado.

Al desarrollar un modelo de flujo de fluidos se debe garantizar la conservacion de
la masa del fluido y del sdlido. Para lograr este objetivo, se realiza un balance de

masa:
B.1. CONSERVACION DE MASA DEL FLUIDO.

Se hace un balance de masa para el fluido en un periodo infinitesimal de tiempo
At:

Acumulacion
{Masa que entra}, —{Masa que sale}, + {Fuentes o sumideros},, :{ }
At

0 agotamiento
(B1)

Recordando que:
m; = Vip; = A Atgv o, (B2)

Donde:

V¢ = volumen del fluido.
vi = velocidad del fluido.
p =densidad

m=masa

¢ =porosidad
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Segun (B1),

a. {Masa que entra}, =rAzABAtgv . p; + ArAzAtdv P, + rABArAtdv . o, (B3)

— [¢Vfrpf + A((W #Ps )](r + Ar)AZABAt + |.¢Vf¢pf + A(¢Vf¢pf) rAzAt +

b. {Masa que sale
{ q }At [¢V fzpf + A(W fzpf )]rAeArAt

(B4)
Recordando ademas que:

~ _masa de fluido que entra o sale por fuentes o sumideros
' (volumen del diferencial)tiempo)

(BS)

Termino que es positivo en el caso de una inyeccion y negativo para produccion.

c. {Fuentes o sumideros}, =g, ArAzABAt (B6)
d. { Acumulacién o agotamiento},, = {Masa de fluido},,,, — {Masa de fluido}, (B7)
{ Acumulacion o agotamiento}, = (vp; ), —(V:P;),
{ Acumulacion o agotamiento},, = (V;p; @), — (V1P; 9),

Reemplazando en el balance de masa:

FAOMAZP  p; + AZATALN (, p, +TATAOM N o, p; + [N p; + Alv p; )T + Ar)ABAZAL+

[W t0P5 t A(W t0P% )]AZArAt + [¢V £Pr T A(¢V £ Ps )]rAHArAt = (VTPf ¢)I+At - (VTPf ¢), +Q,ArAzABAt
(B8)
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Simplificando,

-V, p ATAZIA G — A(v . p, FAODZAL - A(gv . p, JArAZALAD — Ay, p; JArDzAL -

~ (B9)
AV o JAOATAL = (V1 o), — (Vr p14), + G ArAzABAL
Dividiendo entre rAGArAzAt = (VT At)
WP A(Wfrpf ) . A(Wfrpf ) _ A(ngpf ) _ A(szpf ) _ e (VTpf¢)t+At - (VTpf¢)t 45
r Ar r rA@ Az V; At '
(B10)

Tomando el limite cuando los incrementos infinitesimales tienden a cero, se tiene,

Para el fluido,

10 0 1 0 ~
r& r¢Vfrpf)_r69(¢Vf¢pf)_6z(¢vfzpf):vTat(VTPf¢)+Qf (B11)

Para el sélido,

10 10 0 10 ~
o (e )L 2= vap )= (= v )= 5 (Vip (- 9)+,
10 ~
—vVe(l- -2 - B12
Velli=ghvop)=y -5 Vrp0-9)+a, (B12)

B.2. LEY DE DARCY.

Si se define la velocidad relativa del fluido, v

144



q
oA+

Y segun la Ley de Darcy,

Vi =V Vg =

KA,
Y7,

VP

q=-
Igualando las ecuaciones (B13) y (B14) se tiene:

¢(Vf _Vs): _EVP
7

De donde,

k
¢Vf = ¢Vs -—VP
7

Pudiéndose escribir:

K, oP
¢Vfr = ¢Vsr - AL
u, or
k, oP
¢Vf9 _¢VSH ,Uf ae
K, oP
¢sz = ¢Vsz T oo
u, oz

Las ecuaciones (B17), (B18) y (B19) se reemplazan en la ecuacion 1:
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10 k. oP 10 k, oP 0 k. oP 10 ~
——r __r- _ __v - _ __z - - V +
r6r|:pf(¢/sr u, o H 20 |:pf(¢vsb" P &gﬂ Py |:pf[¢vsz 2 GZH VA 6’(( Tpf¢) Q;

(B20)
Multiplicando término a término,
10 k., oP| 10 10 k,oP) 106 o k.oP) o
——|rp, ———|-——1r t-——|p L —|-—— +— —|-= =
rﬁr[pf » 6!’} rar(hWsr) rae(pf L, OHJ raﬁ[pf(wse] ﬁz[pf » azj 6Z(pf¢vsz)
10 ~
— (v +
V2 8’[( Tpf¢) 9y

(B21)

Reorganizando,

10 koP] 10( k,oP) o k. oP) 10 10 8
|:r/0 - :|+(/0 9]"‘ [10 jz(rpf¢vsr)+r69[pf¢vs:9]+(pf¢vsz)+

ror| "y o | roo\"" u 00) oz\"" 0z ) ror oz
10 ~
——(V +
v, 6’[( Tpf¢) o
(B22)
La ecuacion (B22) se puede escribir como:
k 1.9 g B23
Vel pp—VP :V.(pf¢vs)+77(VTpf¢)+qf ( )
7 V; ot

La expresion (B24) es la ecuacion fundamental de flujo en un medio poroso
deformable que resulta de reemplazar la ecuacion de Darcy en la ecuacion de

conservacion de masa del fluido.
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Si expresamos la velocidad del sélido, vs como ug, y derivando el primer término de

lado derecho de la ecuacion (B24) se tiene:

Ve(pgu,)=u.Ve(pp)+ pdVeu, (B25)
NG

Despreciable

Suponiendo que no hay produccion de sdlidos, es decir, que el yacimiento se
deforma pero se mantiene en estado estacionario, la velocidad del sélido es
despreciable comparada con la velocidad del fluido. Por tal motivo, el primer
término del lado derecho de la ecuacién (B25) se aproxima a cero.

No obstante, el gradiente de velocidad puede tener un valor considerable. De esta

manera, la ecuacion (B25) se reduce a:
Ve(pgu,)=p gV eu, (B26)

Reemplazando la ecuacion (B26) en la ecuacion (B24) se obtiene:

V.(Iofkvpj:pf¢v.(us)+16(VTpf¢)+af (B27)
Hi vy oat

Segun la ecuacion de continuidad del sélido (B12),

Ve ll= g =2 (Vrp,-9)+ (B28)
_usv ° ((1_¢)ps)_(1_¢)psv *u; :J;(VTps(l_ ¢))+as (B29)
H_J T

Este primer término, analogo a la ecuacion (B25), puede despreciarse, entonces:
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10 ~
_(1_¢)psv.us _va(vas(l_¢))+ ds

T

DespejandoVv eu,,

s
(1 - ¢)ps

1 0

Wa(VTPS (1-¢))-

Veu, =-

Al desarrollar la derivada (primer término del lado derecho),

—(15(va5<1—¢>)=—( Ve 2 (p.(1- )

1_¢)psVT ot

Entonces,
1 0 1 0 10
e (Vyp, (1-¢))=— “(p,0-¢))-——=V
(1_¢)psVT Gt( Ps( ¢)) (1_¢)ps ot (ps( 9)) v, ot T
N -~ o
Primer término  Segundo término
Si
_(VT_VS) _ms
¢= V. y p—vs

Reemplazando en el primer término,
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(B30)

(B31)

0
(po(1- ¢))& V;

(B32)

(B33)

(B34) y (B35)



ps(1—¢)=rﬂ1—(vas)}=ms (B36)

S

1 0 V- o(m
v — )T Y1 s B37
I =y 6t£ j (B37)

_VTG[”EJ_IG(VJ (B38)

Considerando que no hay flujo de sdélidos, la masa del sélido es constante, ms=cte.

Vi @[1j_16<vT):_v 5[1j_15<vT):_v{0(vT>_ ! aVTj_la(VT):

m, cotlVy) Vot Toat\V, ) Vv, at (VAG

S

1 8 1 2 10 10
Wy eV [ (V)= 2V |- = (V) =0
{ v,2 ot T} vTat( ) (VT ot Tj V; 6t( )

(B39)
Por consiguiente la suma del primer y el Segundo término es igual a cero.
LV, (- )=0 (B40)
(=gl Vot
Reemplazando en la ecuacion (B31),
Veu =— (B41)

Al reemplazar esta expresion en la ecuacion (B27) se tiene.
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k q 10 -
o P|l=— s — (v B42
\ (Iof P \ j Pf¢(1_¢)ps + VA 8’[( 1)+ G ( )

Al derivar el segundo término del lado derecho y teniendo en cuenta que V1=V,/¢:

190 _¢ 0 9 B43
V2 at(VTpf¢) Vv Ps at (Vp)+¢at(,0f) ( )

P

Reemplazando la ecuacion (B43) en la ecuacion (B42), resulta:

Jookop) 9% . ¢ 90 9 3 B44
\4 [/Of P VPJ pf¢(1—¢)ps + v, P+ o (Vp)+¢(5t (Pf)+qf ( )

Que es el resultado de la ecuacion de continuidad y la Ley de Darcy.
B.3. ECUACION DE ESTADO.

La ecuacion general de estado relaciona:

_1o% (B45)
p oP

Cs

La ecuacién de estado para un fluido incompresible es:

VN

dP (B46) y (B47)
1 dv

Ci=————
V dP

Para un fluido levemente compresible,
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cf:—Jfgyc:de (B48)
V dP

Para un fluido compresible,

1 dVv
_— —f(P B49
Ct V dP (P) ( )

El comportamiento de un fluido levemente compresible se describe de la siguiente

forma:

0
P :pfOeCf(PFP/ : (B50)
Donde es superindice cero indica estado inicial.

La variacién de la densidad con el tiempo esta relacionada de forma directa con la

variacion de la presion con el tiempo de la siguiente forma:

op; _0p; 0P (B51.a)
ot oP ot
9 oP
Dc,p, F (B51.b)

Reemplazando en la ecuacion (B44),

d. B P
e S B

p

k
Ve (Iof VPJ =—pif
Hg
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La ecuacion (B52) es la ecuacién de flujo de fluidos de un medio poroso

deformable.

Dado que en este modelo el flujo de fluidos depende del estado de esfuerzos, es
necesario expresar la ecuacion (B52) en funcion del mismo. Para lo anterior, se
utiliza la ecuacién deducida con base en la compresibilidad de medios porosos de

Zimmerman et al. (1986):

iavp :[Cbc —Cs _Csjﬁp_(cbc _Csjaam (B53)
V. at P at s ) at

P

Reemplazando la (B53) en la ecuacion (B52), y despreciando la produccién o

inyeccion de solidos en el yacimiento:

k C,. —C, oP (c, —cCg )00, P -

ST N TN PO S
k oP 0 oP -

Vel pi—VP |=p; [(Cbc _Cs)‘cs¢]a_pf (Cbc _Cs) gtm + ¢C oy a"' Qs (B55)

f

k oP 0 -

Vel o vp |- pflen -c.)-eup 0 1T - (o -0 G4 (B56)
ye ot ot

Vel p; EVP :pf{[cbc —(l+¢)c, +¢Cf]@_(cbc _Cs)ao-m }"'af (B57)
7 ot ot

En la ecuacion (B57) es posible relacional el esfuerzo total medio, o, , en funcion

de los desplazamientos. Para ello, se considera las ecuaciones esfuerzo-

deformacion-presion en un medio poroso:
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o, =2Ge¢, + Ag, +aP (B58)
o, =2G¢g, + g, + P (B59)
o, =2G¢g, + e, +aP (B60)

Sumando las ecuaciones (B58), (B59) y (B60), y dividiendo la resultante a ambos

lados entre tres, se tiene:
O = [?jtﬂ}gv +aP (B61)

Derivando el incremento del esfuerzo total con el tiempo,

0 _ ﬁ{gv(§ " zﬂ L 2aP) (B62)
ot at| '3 ot

La deformacion volumeétrica ¢, , se define como:

g, = o, +1 u, +u, |+ ou, (B63)
or r\ o6 0z
g, =Veu (B64)

Reemplazando la ecuacién (B64) en la ecuacion (B62) y teniendo en cuenta la

siguiente relacion:

1 _26 (B65)
Cp. 3
Se obtiene:
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n _[ L1 veu]+a® (B66)
a e, ot

Reemplazando la ecuacién (B66) en la ecuacion (B57) se obtiene la ecuacion

diferencial de flujo de fluidos en funcion de los desplazamientos:

V.(pkaPj:pf{[cbc —(1+¢)cs+¢cf]2|?—(cbc—cs)(( 1 Jﬁ[vou]+a(§:}}+af (B67)

H C,. ) Ot

\4 '(Pf kVszpf{[cbc -+ ¢)c, +gc; _(Cbc _Cs)a]ﬁp_wﬁ[v°“]}+af (B68)
7 ot Che ot

En la ecuacion (B68) la densidad esta expresada a condiciones de yacimiento.
Esta se puede expresar en funcién del Factor Volumétrico de Formacion, B, a

través de la densidad del fluido:

B Volumen del fluido a condiciones de yacimiento  Pconasuperficie (B69)
Volumen del fluido a condiciones de superficie

pcond yacimiento

Despejando la densidad del fluido a condiciones de yacimiento se tiene:

_ pcond superficie (B70)

pcond acimiento
y B

La ecuacién (B68) expresada a condiciones de superficie es entonces:

e R ey L S L)
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La ecuacion (B71) es la ecuacién de flujo de fluidos en un medio poroso en

funcion de los esfuerzos, que de manera extensa se expresa como:

[oo, — 1+ g)c, +do; —(co —c, ]S
(Cbc_ [ j
10, keaPY 10 ( kaP) of k oP)_1] G T 3
ol o ) v a0\ w00 ) 2\ a2 ) B (o —o) @ [ ) f
Cie roo
_(Cbc ( j
Cbc
(B72)
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ANEXO C. METODO DE DISCRETIZACION

Las ecuaciones diferenciales presentes en el modelo desarrollado en este trabajo
deben ser resueltas numéricamente debido a su alto grado de no linealidad. La
solucion numérica de estas ecuaciones se obtiene solamente para puntos
discretos en el sistema. Para transformar las ecuaciones diferenciales continuas a
una forma discreta se utilizara el método de aproximacion en diferencias finitas

sobre un sistema de malla irregular con nodos distribuidos.

Se utilizaran aproximaciones centrales para las derivadas espaciales de primer y
segundo orden (las cuales pueden ser mixtas), ya que asi se obtiene un mejor

error de truncamiento (de orden dos).

Teniendo en cuenta que para las derivadas temporales la aproximacién central
tiene problemas de estabilidad, se utilizaran aproximaciones progresivas para su
discretizacion; ademas, se necesita conocer el comportamiento del yacimiento con
el tiempo futuro.

C.1 DISCRETIZACION DE LAS DERIVADAS

En el caso de una malla se tienen nodos m en direccion r y nodos n en direccion

S.

C.1.1 Discretizacion de una derivada de segundo orden mixta.

El término mas general que aparece en las ecuaciones diferenciales del modelo

que se desea aproximar mediante diferencias finitas toma la siguiente forma:
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E[T-E(U-V)}

=173 , el cual esté evaluado en el punto (r,s)=(r,,,s,) y en donde T
r s

m,n

es un término no lineal. La forma discretizada para este término esta dado por:

Um+1/2,n+1l2 ’ (Vm,n + Vm,n+1 + Vm+1 n+1 + Vm+1,n )
- Um+1/2,n—1/2 ’ (Vm,n +V, + Vm+1 n—1 +V )

m+1,n

Tm+1/2,n ’ |:

m,n—1

Q[T-Q(U-V)}

ar 83 m,n mon T |:Um—1/2,n+1/2 ’ (Vm,n + Vm,n+1 + Vm—1,n+1 + Vm—1,n) :|
man - Um—1/2,n—1/2 ’ (Vm,n + Vm,n—1 + Vm—1 ,n—1 + Vm—1 n )
(C1)
Los términos F, y F, , se definen asi:
1 1

"™ (Ar, +Ar, ) Y (As, +As, )

Esta forma de derivada se puede presentar en la discretizacion segun se realice o

no la derivada mas interna (derivada de U-V respectoa s ).
C.1.2 Discretizacion de una derivada de primer orden

El segundo término que se desea aproximar mediante diferencias finitas toma la

el cual esta evaluado en el punto r=r,, . Donde T es

m

siguiente forma: [?(T - V)}
r

un término no lineal y la derivada se expande en direccion r, alrededor del nodo
m.

La ecuacién toma la forma:
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Fm ’ Tm+1/2 ’ (Vm+1 + Vm )_ Fm ’ Tm—1/2 ’ (Vm + Vm—1) (C4)

C.1.3 Discretizacion de una derivada de segundo orden

El tercer término que se desea aproximar mediante diferencias finitas toma la

siguiente forma:

ofr.2v]
or or

En donde se han definido los siguientes términos:

=2 Cm ’ Tm+1/2 ’ (Vm+1 - Vm )_ 2. Cm—1 ’ Tm—1/2 ’ (Vm + Vm—1) (C5)

m

C, =-m - (C6)

™ Ar_, Ar_,-(Ar, +Ar ) (€7)

C.1.4 Discretizacidon de una derivada de segundo orden mixta.

El cuarto término que se desea aproximar mediante diferencias finitas toma la

siguiente forma:

=F,-F,- Tm+1/2,n ’ (Vm,n+1 + Vm+1 net Vm+1 n-1" Vm,n—1 )

m n

ofr.2v]
or or

(C8)

m,n

- I:m ’ I:n ’ Tm—1/2,n ’ (Vm,n+1 + Vm—1 n+l Vm,n—1 - Vm—1,n—1)
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C.1.5 Discretizacion de una derivada de primer orden

El quinto término que se desea aproximar mediante diferencias finitas toma la
siguiente forma:

&

=Fp (Vot = Vi) (C9)

m
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ANEXO D. DISCRETIZACION DE LA PRIMERA ECUACION GEOMECANICA.

Siguiendo la teoria del Anexo (C), se presenta a continuacidén el procedimiento
detallado de la discretizacion de la primera ecuacién geomecanica de equilibrio.
En los Anexos (E) y (F) se muestra la segunda y la tercera ecuacién geomecanica

de equilibrio ya discretizadas.

Partiendo de la primera ecuacién geomecanica de equilibrio:

o0’ 10z 0r) ol-0g 10( .00Au, ) 106 (Golu 0 ( ~0Au
L+— +—=+ +-—1rG L +——| — L+—| G :
o r o8 oz r ror or roo\ r o0 0z 0z

+1£ rGaAur +Ji GaAue +i G% +£ im +£ i%
ror or r oo or 0z or or\r or or\r 06

o(, 0Au,) 8(aAP) 1 0(GAuy) 2GAu, 2G dAu,
+—| A + - - -———=0
or oz or r 009 r r- oo
(D1)
Se llega a:
éo; 0 0
or ~ I:i(or,i+1,j,k _Gr,i—1,j,k) (D2)
1074 1
F 896 ~ r_Fj (Tgr,i,j+1 K Tgr,i,j-1 K ) (D3)
ijk
aTSr 0 0
pe ~F, (Tzr,i,j,k+1 - Tzr,i,j,k-1) (D4)
0? _08 ~ O-?,i,j,k _Gg,i,j,k (D5)

r ik
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10 oAU, 1 1202k Gran ik (AUr,i+1 ke — AU )
-——|rG ~— (D6)
ror or Mk |~ 2C M2,k Gk (AUr,i,j,k —AU, i )
1
2CjGi,j+1/2,k o (AUr,i,j+1 k= AUr,i,j,k )
1o(camu) 1 o7)
roolr o0 ) r. 1
M|~ 2Cj—1Gi,j-1/2,k - (AUr,i,j,k - AUr,i,j-1 K )
ik

o (oAU,
[G J ~ 2C|<Gi,j,k+1/2 (AU AUr,i,j,k )_ ZCk—1Gi,j,k—1/2 (AUr,i,j,k - AUr,i,j,k4 ) (D8)

a oz rijk+1

10 oAU, 112Gk Gk (AUr,i+1,j,k - AUr,i,j,k)

G . (D9)
ror or ik |~ ZCHri—1/2,j,kGif1/2,j,k (AUr,i,j,k - AUr,M,j,k )

1i(G OAUe j i FjFiGi,j+1/2,k (AUe,m Jk + AUe,m gk T AUe,i—1,j+1,k - AUG,H,j,k )_

rod or ri,j,k FjFiGi,j—1/2,k (AUe,m Jk + AUe,m J1k T AUG,M,j,k - AUG,H = ,k)

(D10)
i(G@AUZ j N FkFiGi,j,k+1/2 (AUz,i+1,j,k + AUZM k1 T AUZJ*U"‘” B AUZH Bk )_ (D11)
0z or FkFiGi,j,k-1/2 (AUz,m ik + AUz,i+1,j,k-1 - AUz,i—1,j,k - AUZH k-1 )

o (A a(rAuU,) Fidiar,jx
a(? or j ~ ZCi/1i+1/2,j,k (AUr,i+1 gk AUr,i,j,k )"' r J (AUr,i+1,j,k - AUr,i,j,k)
i+1/2,j.k
(D12)
Fiﬂ“i—1/2, ik
- 2Ci-1ﬂ“i—1/2,j,k (AUr,i,j,k - AUr,i—1 ik )"' (AUr,i,j,k - AUr,i-1 ik )
ri—1/2,j,k
o(AolAU 1
5(?%) ~ FiFjﬁ“i+1/2,j,k r.—'(AUB,i,jH,k + AUe,i+1 ik T AUe,i+1,j—1 k AUG,i,j—1 K )
1 i+1/2,j,k (D1 3)
- FiFjﬂ’i—HZ,j,k —(Aue,i,j+1,k + AUG,M gk T AUe,i,H,k - AUG,M J-1k )
i-1/2,j.k
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Q(M AUZ,M k-1 T AUz,i,j,k—1)

j ~FF A (AUz,i,j,k+1 +AU

or P zZji+1,jk+1 (D14)
- FiFkﬂ“i—HZ,j,k (AUz,i,j,k+1 + AUZH Jk+1 T AUz,i,j,k-1 - AUz,i-1 k-1 )

0

5(“AP) ~Fai i (APi+1,j,k + AP, )_ Ftiamx (Api,j,k +AP_ ) (D15)

GolAU
- ii(Mj ~ _rzi {F'Gi,j+1/2,k (AUG,i,j+1,k - AUe,i,j,k )_ F'Gi,j-wz,k (AUG,i,j,k - AUe,i,H,k )}

r’ o8\ o0 TR :
(D16)
2GAG  2G,, AU,
_ r2 ro~ ,Jy:z JisjoK (D17)
i,k
2G oAU 2Gi,-,k
_r_z 899 ~ - ri?j’kj Fj(AUG,i,j+1,k _AUS,i,j—1,k) (D18)
En forma de Stencil:
* AU:HH
2C, 1Gjjk1r (AUr,i,j,k—1 ) =BCrijk (D19)
° AU::;-tk
2C. .G,
J :.2 aa (AUr,i,j—1,k )= Srijk (D20)
i,k
® AU:I},j,k
C r_.,.G ... FA ...
i-1"i-1/2,j,k ~i-1/2,j,k +20i712i71/2’j’k i i-1/2,j,k =Wr ik (D21)

ik i-1/2,j.k
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n+1
o AUT

1 1 1 1 1 1
- ZCiri+1/2,j,kGi+1/2,j,k - ZCHri—1/2,j,kGi—1/2,j,k - 2CjGi,j+1/2,k - ZCHGi,H/z,k
ri,j,k ik ik ijk i.j.k ri,j,k
_2C.G.\ .., -2C, G ——2Cr. G -2 G 204 _2C. A
ki jk+1/2 k-1, k-1/2 r i'i1/2,)k Pi+1/2,jk Lik i-1/2,jk i7Yi+1/2i,jk i-17Yi+1/2i,j k

ik Ljk

+ Fiﬂ“i+1/2,j,k _ Fiﬂ’i—1/2,j,k 2Gi,j,k

Mi1i2,ik Mio1i2,ik ik

AC i 1pikGinmix  4CiNiiGitnix  2C Gk 2C 4Gk

2 2

- ZCk Gi,j,k+1/2 - ZCk—1Gi,j,k—1/2

ik Fiik Fiik Fiik
FA ... FEA ... 2G.,
_2Ci)\i+‘|/2,j,k—1/2 _ZCi—1)\i—‘I/2,j,k + LA 2I,j,k :cri,j,k
172,k M2,k Mk
(D22)
* AU:iTLj,k
i 2|,]+1/2,k = N 1 (D23)
ik
* AU:ﬁ,kn
2C, G 12 = TCrijk (D24)
* AU:iTLj,k
iNi+1/2,j,k z+1/2,j,k+ i7M+1/2,j,k +2Ci2‘i+1/2’j’k = Eri,j,k (D25)
ik Miitr2k
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FFG,, FF.G;, FFG,, FFG,,
Fr,i,j,k — _( e S S | |,J1/2,kJAU 8311‘“( +[ e S S I,J1/2,ijU 2:11‘“(

r.i,j,k r.i,j,k r'i,j,k r'i,j,k

FiFjGi,i+1/2,k FiFj)“i+1/2,j,k AU"” FiFjﬁ“i—1/2,j,k FiFjGi,j+1/2,k AU"”
- - 8,i+1,j+1k + 8,i-1,j+1k
ik M2,k M2,k Fiik
FFGijiex  FF A |y n FFGiiex  FFiAuimic | ay ner
il + AUg sk + + AUg; 1 1
Fijk Mi1i2,1k Fijk M2,k
FiFjﬂ“i+1/2,j,k FiFjﬂ“i-HZ,j,k FjGi,j+1/2,k 2Gi,j,ij n+1
+| - + + > - > AUe,i,j+1,k
M2,k M2,k ik ik
FiFjﬁ*m/z,j,k FiFjﬁvi-wz,j,k 2Gi,j,ij FjGi,j—1/2,k i1
+ - - 2 - > AUe,i,H,k
Miit/2,k Fir,k ik ik
FG.. FG..
=12,k 012,k n+1 n+1
T - 2 - 2 AUe,i,j,k - (FiFkGi,j,k+1/2 - FiFkGi,j,k-1/2 )AUz,i+1 ik
ik Fiik

+ (FiFkGi,j,k+1/2 -F FkGi,j,k-1/2 )AUZ,ﬂ1,j,k - (Fi FkGi,j,k—1/2 +FF, ﬁvi-wz,j,k )AUZ,TL k-1
+ (FiFk ﬂ“i+1/2,j,k - Fi Fk )“i-1/2,j,k )AUM - (FiFkGi,j,k+1/2 + FiFk )“i+1/2,j,k )AUn+1
+

Z,i,j,k-1 z,i+1,j,k+1

(FiFkGi,j,k+1/2 + I:iFkﬂ“i-HZ,j,k )AU;TL Jk+1 + (FiFkGi,j,k—1/2 + I:iFk ﬂ“i+1l2,j,k )AU””

z,i+1,j,k-1

- (FiFk ﬂ“i+1/2,j,k - FiFk ﬁ“i—1/2,j,k )AUn+1 + Fiai—1/2,j,k ) APi—1,j,k

z,i,j,k+1

o o
Fiai+1/2,j,k - Fiai—1/2,j,k 'APi,j,k - Fiai+1/2,j,k . APi+1,j,k -F (§r,i+1,j,k - §r,i—1,j,k)

— (o] _ (o]
F ( 0 0 ) = ( 0 0 ) 5r,i,j,k 5e,i,j,k
- Trojjrk ~ Troijix )T Tk \Crzjket — Trzijk-1 )~
i.j.k ri,j,k
(D26)
Lo que se expresa como.
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Bcri,j,kAuri,j,k—1 + sri,j,kAuri,j—1,k + wri,j,kAuri—1,j,k + cri,j,kAuri,j,k + Eri,j,kAuri+1,j,k (D27)
n+1 n+1 _
+ Nri,j,k Auri,j+1,k + Tcri,j,k Auri,j,k+1 - |=ri,j,k
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ANEXO E. DISCRETIZACION DE LA SEGUNDA ECUACION GEOMECANICA
DE EQUILIBRIO PARA UN MEDIO POROSO EN FUNCION DE LOS
DESPLAZAMIENTOS.

La segunda ecuacion geomecanica de equilibrio es:

r o6 or 0z r roo\r or r 0o 0z roo\r 00
+1E[rGéAu9j+1 0 (EaAuejJri(G&AuejJr 1 g(rGaAurj+1 0 [E(MUSJ

1005 , 0t 075 274 +1i(ia(rAur))+1i(/1aAquJrji(&&Auej

ror o ) roelr a0 ) ez\ oz ) rror ® ) roelr oo
i[E aAuZJ—EZAue , G oy, +32 a(GAA)_ja(GAAe)+ja(aAP):O
oz\r 00 r r r r 09 r or r o9

(E1)
La discretizacion de la ecuacion (E1) se realiza aplicando la teoria del Anexo (C)

E.1. SEGUNDA ECUACION GEOMECANICA EN FORMA DE STENCIL.

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Bcei,j,kAuei,j,k—1 + sei,j,kAuei,j—1,k +w0i,j,kAu0i—1,j,k + cei,j,kAuei,j,k +E9i,j,kAu9i+1,j,k (EZ)
n+1 n+1
+Ng; AUy . + TCy,; Aug;, ., =Fg
Cada uno de los términos anteriores que acompafan a los incrementos de los

desplazamientos se define de la siguiente forma:

Bcei,j,k = 2'Ck—1 'Gi,j,k—1/2 (E3)

Sei’j’k — 2 . Cj—1 . li’j_1/2,k n 4 . Cj—1 . Gi,j—1/2,k (E4)

2 2
ri,j,k ri K
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2. C -G, .., F.G.. F-G. ...
_ | -1/2,j,k i-1/2,jk i i,j,k i i-1/2,j,k
W, = - + (ES)
ri,j,k ri,j,k ri,j,k
N . 2'Cj 'ﬁ*i,jﬂ/z,k 4'Cj 'Gi,j+1/2,k E6
0ijk — + 2 ( )
ri,j,k ri,j,k
Tcei,j,k = 2'Ck 'Gi,j,k+1/2 (E7)
c _ _2'Cj 'ﬁ“i,j+1/2,k . 2'Cj—1 '/1i,j-1/2,k B 2'Ci 'ri+1/2,j,k 'Gi+1/2,j,k B 2 C |1/2]kGi—1/2,j,k
9ijk — rz r2 r r
i,jk i.j.k i,jk i.j.k
B Fi 'Gi+1/2,j,k '/1i,j-1/2,k + Fi 'Gi—1/2,j,k . Gi,j,k
2
ri,j,k ri,j,k ri,j,k
(E8)
2-C.-r. -G, ) F.-G.. F -G
_ i TiH1/2,k i+1/2,j,k i i,j,k i i+1/2,j,k
Eoijx = + - (E9)
ri,j,k ri,j,k ri,j,k
F F| i,j+1/2,k F Fj 'ri+1/2,j,k 'Gi+1/2,j,k n+1 FJ E i,j+1/2,k Fj F. 'ﬂ’l,j—1/2,k A n+1
0| i k = + 2 r i+1,j+1k + ri+1,j,k
ik ik
F Fl ﬂ’lj+1/2k F F r i-1/2,j,k Gi—1/2,j,k n+1 FJ FI ﬂ’lj+1/2k F Fl ﬂ’l,j—1/2,k n+1
+ 2 Aur|1j+1k+ A ri-1,j,k
I,J,k rI,J,k |,J,k ri,j,k
Fj F. 'ﬂ’l,j—1/2,k F. 'Fj 'ri+1/2,j,k 'Gi+1/2,j,k A n+1 FJ E '/711'71/2,k F. 'Fj 'ri—1/2,j,k 'Gi—1/2,j,k A n+1
+ + 2 Uit j1k = + 2 Urict, i1k
ik ik ik ik
Fj '21,j+1/2,k F| 'Fj 'ri+1/2,j,k 'Gi+1/2,j,k F.-F, ri—1/2,j,k G| 1/2,j,k 2-F, 'Gi,j+1/2k n+1
+| - > - > + 3 5 AUk
J+1)
Fijk fiik ik ik
Fj 'ﬂi,j+1/2,k F| 'ﬂ’l,j—1/2,k 2 F Glj+1/2k 2. Fj 'G|J-1/2,k n+1
- 2 + 2 2 + 2 A rijk
ri,j,k ri,j,k ri,j,k ri,j,k
Fi ‘Fj 'ri+1/2,j,k ‘Gi+1/2,j,k F| ‘Fj 'ri—1/2,j,k 'Gi—1/2,j,k 2. Fj 'Gi,j-1/2,k Fj 'ﬂi,j—1l2,k n+1
+ 2 - 2 + 2 + 2 AU
-1
ri,j,k ri,j,k ri,j,k ri,j,k
Fj ‘Fk 'ﬂi,j+1/2,k Fk ‘Fj 'Gi,j,k+1/2 AU™ Fj ‘Fk 'ﬂ'l,j+1/2,k Fj ‘Fk '4,]—1/2,k AU™!
- + 2|j+1 ket T~ + uZi,j,k+1
ri,j,k ri,j,k ri,j,k ri,j,k
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Fj 'Fk '21,j+1/2k Fk 'Fj 'Gi,j,k—1/2 Ag™ Fj ‘Fk ‘)%,j+1/2k Fj 'Fk '21,j—1/2k n+
+ + Uz i 1 -1 - Zijk-1
ri,j,k ri,j,k ri,j,k ri,j,k
Fj 'Fk 'ﬁfu,H/zk Fk 'Fj 'Gi,j,k-1/2 A n+1 Fj 'Fk 'Gi,j,k+1/2 Fk 'Fj 'Gi,j,k-1/2 A n+1
- - u, i,j-1 k-1 + - u, ij+1k
ri,j,k ri,j,k ri,j,k ri,j,k
Fj 'Fk .Gi,j,k+1/2 Fk ‘Fj '21,j—1/2,k A n+ Fj ‘Fk .Gi,j,k+1/2 Fk ‘Fj .Gi,j,k—1/2 A N+
+ + Uy ik T - T
ri,j,k ri,j,k ri,j,k ri,j,k
F.a. F . .a. F .a. F . .a.
12k 12k 12k 12k
s APi,H k — S ) APi,j,k e APi,m k
ri,j,k ri,j,k ri,j,k ri,j,k
0
_ I:j 274 ik

0 0 0
(09 PLj+k Og i,j-1k )_ Fi (Tre i+1,j.k
ri,j,k

0 0 0
~Tigi,jk )_ F (Tz 8ijk1 — Lz 0ijk1 )_
Mk

(E10)
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ANEXO F. DISCRETIZACION DE LA TERCERA ECUACION GEOMECANICA
DE EQUILIBRIO PARA UN MEDIO POROSO EN FUNCION DE LOS
DESPLAZAMIENTOS.

La tercera ecuacién geomecanica de equilibrio se muestra a continuacion:

002 0rd 10ry, 2 1 0 oAu,\ 1 0 (G 0Au,) 0 (.0Au,
+ +- +—2+-—-—|r-G + + G

0z or r 00 r r or or r o6l r 006 5 0z

N o( 0B 1 0 (gabuY, o By, o 4 or-AU,) (F1)
r or or r oo 09 0z 0z oz\'r or

L0 (2 0BUg) o ( 0Au,) 10(abP)_,

oz\r 00 0z 09 r o0

La discretizacion de la anterior ecuacion se realiza aplicando la teoria del Anexo
(C).

F.1. TERCERA ECUACION GEOMECANICA EN FORMA DE STENCIL.

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
BcZi,j,kAuZi,j,k—1 + sZi,j,kAl‘IZi,j—1,k + wZi,j,kAl‘IZi—1,j,k + cZi,j,kAuZi,j,k + EZi,j,kAuZiH,j,k

(F2)
n+1 n+1 _
+ NZi,j,kAuZi,j+1,k + TcZi,j,kAuZi,j,k+1 - FZi,j,k

Cada uno de los términos anteriores que acompafan a los incrementos de los

desplazamientos se define de la siguiente forma:

BcZi,j,k =4 Ck—1 'Gi,j,k—1/2 +2- Ck—l '/11‘,/,1{71/2 (F3)

2.C A,
];2 =112 k (F4)

i,j,k

sZi,j,k =
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2. Ci—1 ’ ri-1/2,j,k ’ Gi—1/2,j,k

wZi,j,k =
Fiik
N _ 2'Cj '/1i,j+1/2,k
Zijk — 2
Tk

TcZi,j,k = 4'Ck 'Gi,j,k+1/2 +2'Ck 'ﬁ*i,j,kﬂ/z

cZi,j,k = _NZi,i,k - sZi,i,k _TcZi,i,k _BcZi,i,k -

(FS)

(F6)

(F7)

2'Ci 'ri+1/2,j,k 'Gi+1/2,j,k . 2'Ci—1 'ri—1/2,j,kGi—1/2,j,k

ik Fiik

E _ 2'Ci T2,k 'Gi+1/2,j,k

Zijk =

ri,j,k

c R P Tivtr2,jk Civtr2,jk . AU

Zijk = - PR A k2 [BYr i ke

ijk
n+1
(‘Fk Fi i ike2 TRk F A ke )AUr i+1,j.k
n+1
+(‘Fk BN ke2 7P RN k2 )AUr i-1,j.k
B Tk Ciezjk FiFk ficzgk Gk ko Ak | e
- i - i B AU ket
ik ijk ik

P Ttk Civtrz,jk - AUt

+ ] PR A k12 [BYr ik
ijk

B Pk Tk Cimzjk FioFk Nk Gk ko Aijk-172 i

+ —_ —_ ..
ri,j,k—1
Mk Mk ik
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F-F -r. -G .
ik i-1/2,jk Ti-1/2,jk n+1
* . +RF "1i,j,k+1/2}AUr i1, k+1
i,j,k
F-F -r -G :
ik i-1/2,jk Ti-1/2,j,k n+1
+ = +RR "1i,j,k—1/2JAUr i—1,jk—1
i,j,k
Ao Aiket2 o dijk-12 | s PP Gijok o FCijkat2 | et
+| - - AU T+ - - AU,
I . . rijk r. I 0 i,j+1,k+1
ij.K ij.K i,j.K ij.K
A B Gk TR Gtk | ne A B Gk T Fidijk-2 | e
+| = - AUe .. + + AU i
r . r . i,j,k+1 r . r . 8i,j+1,k-1
ij.K ij.K ij.K ij,K
A B Gk TR Gtk | ne A B Gijicek FoFidijke2 | o
+ - AUe e + + AU,
r. . l. . I:J!k_1 r. . r. . ) I!J_1xk+1
ihj.K i,j.k ihj.K ihj.K
A FiGijczk T B Gijk=12 | nad P B Akt B R A2 | na
+| = - AUe e +| - + AU,
r. . r. . IvJ_11k_1 r. . r. . e I!J+1 1k
ihj.K i,j.K ihj.K i,j.k
Ao BNkt B FiNgka2 ] e
+ + AUe i
i,j,k i,j,K
R ka2 BBk (Fk ka2 " ai,j,k-1/2j APk TP ket APk
0
F. Ty -
0 0 0 0 i (o0 0 Z i,k
- Fk(GZ ijke1~9Z i,j,k—1j - Fi(frz i+1jk " Trz i1 ,j,kj T (Tez ij+1k " 70z i j-1 ,kj T
1), L),
(F10)
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ANEXO G. DISCRETIZACION DEL MODELO DE FLUJO DE FLUIDOS

El modelo de flujo de fluidos a discretizar es:

1 oP (¢, —c,\oV-u|_
N L el o

O de manera extensa:

A Bl ]

1 =0
B Cpc —Cs 6(1 a(UZ)j
C, Jot\r oz
(G2)
Que es lo mismo que:
(C (1+¢)C +@ (C )) aP Cy. —Cs a(1a<rur)J_ Cy. —Cs a(1a(u9)j_
be P e ot C,, JOt\r or c,. Jotlr 0 0
Cpc —Cs a(1a(uz)j
C,. Jot\r oz
(G3)
Para la derivada de la presién se tiene que:
iP _ PuTk1 _Pit},k (G4)
ot ), At

Por lo que la discretizacion del primer termino de la ecuacion (G3) es:
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(Cbc - (1 + ¢) C, + @f - G(Cbc —C ))QP = (Cbc - (1 + ¢) C, + @f - G(Cbc -G ))m

G5
ot At (G5)

—

cbc—cs\av-u
Cpe )Gt

Para la discretizacion del término [ y dado que el término

Cp. —C . ,
[MJ se evaluara en el tiempo (n+1) se tiene que:
Cb

[

r n+1
1 | T jcUr iz ~ o jcYr i1,k }
— n+1
{ [Cbc _Cs\av'uj| :[Cbc _CanHi ri,j,k L (Ari +Ari—1)/2

Coc } ot Che At 1 _ue ij+12k ~ Yeijr2k Uzijketz ~Uzijk-r
fo | (06, +08, )2 (Az, + Az, )2

(G6)

n

Recordando que:

a_qJ _ Wit =W

om Am, +Am_,

La ecuacioén (G6) puede escribirse como:

n+1 n+1 n+1 n+1
1 | fivirjk (ur ik TUr ik )_ Ficti2,ix (ur ik TU; i—1,j,k)
o.M r (Ar, + Ar, )
[Cbc —cs\av-u [Cbc —Csjn+11 ik | i i-1
[, n+1 n+1 n+1 n+1
n Coc At 1 | Ugijix —Ueij1k } {Uz Piket — Uzijk-1 }
r

k| (Aej + AGH) (Az, + Az, ,)

1 ri+1/2,Jlk (up i1 ik T up i,k )_ ri—1/2,j,k (u? ik T up i-1,j,k )} +
(Cbc_csj n+1i s | (Ari + Arm)
Coo At 1 _ug i1k Ug i,j~1k u; ikt T u; i,j k-1
el (Aej + AeH) (Azk + AZH)

(G8)
Teniendo en cuenta que:
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AU, =UM U (G9)
Con m=r,0,z para cualquier punto (i,j,k) del modelo fisico, la ecuacion (G8) puede

escribirse en forma incremental de la siguiente manera:

1 | fiazix (Aur gk TAU )_ M2,k (Aur ik T AU, i—1,j,k)
Mk (Ari + Arm)

— n+1
{[cbc —c, oV u} _[cbc —csj1 i
Che } ot Coe A Aug iy —AUgij 1k Au, oy — AU,
(Aej + AGH) (Az, + Az, )

(G10)

Entonces la ecuacion que representa el modelo de flujo de fluidos de manera

discreta es:

N i
(Cbc —(1+¢)Cs +¢C —o((c;bc _cs)).%_

Cbc
C

_Csj
bc

1

At

Fijx

1

(Ar, + Ar,,)

Au, i,jk—1

+
r

Recordando que:

m = .
Ar, +Ar,

i,j.k

Aue Lj+tk Aue ij-1k
(a6, +n0,,)
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" Auzi,j,k+1 -
(Az, +Az, )

1 |:ri+1/2,j,k (Aur gk TAUL )_ Fii12,i (Aur ik TAU )}

|

(G11)

(G12)
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Se puede escribir:
n+1 n
Pi,j,k _Pi,j,k _

(Cbc _(1+¢)Cs +¢f _G(Cbc _Cs)) At

F.
i
[ri+1/2,j,k (Aur i+1,j,k + Aur i,j.k )_ ri+1/2,j,k (Aur i,j.k + Aur i-1,j,k )]

Cp. —C, i rl,j,k ~0
Cp. At

F.
i
+ [Aue etk T Au, ij-1 .k ]"‘ Fe [Auz ke T Au, i,j,k—1]

r.i,j,k

(G13)

En forma de Stencil:

c _ (Cbc _(1+ ¢)Cs +@f _G(Cbc _CS))

Lk = A (G14)
Plix
Fp ijk — (Cbc - (1 + ¢) Cs + wf - G(Cbc - Cs )) At +
i Fis1i2,ix (Au:i+—11 ik Aul ik )_ M1,k (AU?TL ik T Auy 1,k )
Mijk |+ (ri—1/2,j,k — M2,k XAU?T,},k +Au? )
(G13)
Cpc —Cs i +i[(AUn+1 -Au" )_(Aun+1 —_AU" )]
c. At - 0ij-1k 9ij-1k 0ij1k 0ij+1k
C L),
+F [(Aur;i?j,k—1 —Auj; i 4)- (Au;Jrijj,kH —AuZ . )]
Resultando:
CoiicPix =Foiix (G15)
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ANEXO H. ECUACION DE CAMBIO DE VOLUMEN POROSO Y ECUACION DE
POROSIDAD.

Para resolver la ecuacion de flujo de fluidos acoplada con el modelo geomecanico,
esta suele expresarse en funcién de los desplazamientos. Para lograr esto, se

deduce la ecuacion de porosidad y del cambio de volumen poroso unitario.
H.1. CAMBIO DEL VOLUMEN POROSO.
Se hace uso de las ecuaciones y expresiones que propone Zimmerman (1986) en

su teoria de compresibilidad para medios porosos, donde el volumen poroso

depende del esfuerzo total promedio y de la presion de poro, matematicamente:

V, =f(o,P) (H1)

Donde V, es el volumen poroso, o es el esfuerzo total promedio y P es la presion

de poro.

Tomando la derivada del volumen poroso con respecto al tiempo en la ecuacion

(H1) y dividiendo por V,, se obtiene:

dv oV N\ do
1AV :i[ pJ %+i[ _pJ do (H2)
V, dt Vv, {op )dt v, a0 ) dt

Para un medio poroso, se definen las siguientes cuatro compresibilidades
(Zimmerman, 1986):
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cm::—_l(gxgj (H3)
Vy,\ do J,
C,. = 1Y, (H4)
1 (avbj
c. =—| D (H5)
® v, LoP )
1(oV
Cpp_v_(a_pj (H6)

En las ecuaciones (H3) a (H6), V, es el volumen total. En las definiciones de
compresibilidades, el primer subindice se refiere al volumen variante (p, poroso y

b, total) y el segundo subindice indica si varia la presion de poro, P, o el esfuerzo

total promedio, o .

En este estudio, los esfuerzos de compresion se consideran positivos. La

deformacion volumétrica porosa se define de la siguiente forma:

de =——2° (H7)

Llevando las ecuaciones (H3), (H7) y (H4) a la ecuacién (H2), se obtiene:

1 dV, do dP
I, :Cc__c -
V, dt dt ot

(H8)

Zimmerman et al (1986) desarrollaron las siguientes relaciones entre las diferentes

compresibilidades de la roca:
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Cbc = Cbp +Cr (Hg)
Cpe =C,, +C; (H10)

Cop = #Cp (H11)

De acuerdo con las ecuaciones (H6) y (H11), la ecuacion (H8) puede escribirse de

la siguiente forma:

1 dV, do dP
———P_¢c ——(c,,—C,)— H12
V) dt % dt . r)dt (H12)

Las compresibilidades c.y c,. se pueden obtener facilmente a partir de datos de

laboratorio, razén por la cual la ecuacién (H12) se expresa en términos de estas

propiedades.

Debido a que el modelo geomecanico se plantea en funcidn de los
desplazamientos, se emplea la Ley de Hooke para escribir la ecuacion (H12) en

términos de esta variable. La ley de Hooke se expresa de la siguiente forma:

v (H13)

Llevando la ecuacion (H13) a la ecuacion (H12), se obtiene:

dVv
_i_P:CpCE €y —(Cpc—Cr)ﬁ (H14)
vV, dt dtlc,, dt
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Finalmente, al reemplazar las ecuaciones (H9) y (H11) en la ecuacién (H12), y

agrupando términos semejantes, se obtiene:

1dV, 1

e - P e —c, )2
voat gl el cr)dt(cmﬂ (H15)

La ecuacion (H15) es la expresion que permite acoplar el modelo geomecanico al
modelo de flujo de fluidos; de esta forma, sera explicitamente dependiente de la
presiéon de poro y de la deformacion volumétrica del medio poroso.

H.2. ECUACION DE POROSIDAD.

La porosidad esta en funcion de la presion de poro y de los esfuerzos totales, por
tal razon es necesario encontrar una expresion que relaciones estas variables

(Zimmerman, 1986).

Por definicion, la porosidad esta dada por:

p=—2 (H16)

Derivando a ambos lados de la ecuacién (H16) y reagrupando términos:

dv
dg=—2 -V, dV; (H17)
V, V,

La ecuacién (H17) se puede escribir como:
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dg 1 1
= —dV, -—dV, (H18)

¢ Vp Vb

Aplicando la Ley de Hooke tanto para el volumen poroso como para el volumen

total:

d\yp -, (do-a,dP) (H19)

p
dv,

b

=—c,.(do - ,dP) (H20)

Reemplazando las ecuaciones (H19) y (H20) en la ecuacion (H18), teniendo en
cuenta las ecuaciones (H12) - (H12) y de acuerdo con la teoria de Zimmerman et

al.(1986), a, = «, =1, se obtiene:
d¢ = ~(Cue (1+¢)—c, Jdo —dP) (H21)
La ecuacién (H21) define la variacién de porosidad con el esfuerzo efectivo.

H.3. DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE POROSIDAD.

La ecuacion de porosidad (H21), puede discretizarse de la siguiente forma,

utilizando un esquema totalmente implicito:
n+1 n n+1 n+1 n+1 i+l in
¢i,j,k _¢i,j,k = (_Cbc ik +Cy i,j,k¢i,j,k +C, Xo-'i,j,k _G'i,j,k) (H22)

En la ecuacion (H22) o' corresponde al esfuerzo efectivo promedio o'=0 —aP .
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Reagrupando términos semejantes en la ecuaciéon (H22), se obtiene la forma final

de la ecuacién de porosidad discretizada:

—n+1

n n+1 n+1 N n
_ ¢i,j,k - (Cbc ik :Cr )l(oi’ivk - Pi,j,k )_ (Giyjyk - E)i,j,k )J
B n+1 |[Zn+1 1 —n

1=Che 1 Ko‘*i"‘ - Piik )_ (0‘*“‘ ~Piix )J

(H23)
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ANEXO |. CONDICIONES DE FRONTERA.

1. CONDICIONES DE FRONTERA PARA LAS ECUACIONES DE
DEFORMACION GEOMECANICA.

1.1.1. LIMITE RADIAL EXTERNO, (r=r,)

Para los incrementos en los desplazamientos Au,,Aug, y Au, en el limite exterior,

nodo i=nr+1/2, se especifica la variable dependiente en el nodo, es decir, se

utilizan condiciones de tipo Dirichlet.

e Condicién para Au, .

Aur,nr+1/2,j,k =0 (“)

Discretizando (I1) resulta:

AU r,nr+1,j,k + AU

r,nr,jk
=0 12
> (12)

Que en forma de stencil es:

w Au. . .. +C Au =F otk (13)

r,nr+1,jk r,nr,j, r,nr+1,jk r,nr+1,j,k

Donde Wr,nr+1,j,k = 1’ Cr,nr+1,j,k = 1’ I:r,nrJr1,j,k =0
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e Condicién para Au,.

Analogo a lo realizado para Au,, se obtiene la siguiente expresion para el stencil:

W Aue,nr,j,k +C9,nr+1,j,kAu9,nr+1,j,k = I:e,nr+1,j,k (|4)

6,nr+1,j,k

Donde We,nr+1,j,k = 1’ Ce,nr+1,j,k = 1’ Fe,nr+1,j,k =0

e Condicién para Au,.

Como en los casos anteriores se obtiene:

W AU k +C Auz,nr+1,j,k = Fz,nr+1,j,k (|5)

znr+1,jk z,nrj, z,nr+1,j,k

Donde Wz,nr+1,j,k = 1’ Cz,nr+1,j,k = 1’ Fz,nr+1,j,k = 0

1.1.2. LIMITE RADIAL INTERNO (r =r, ).

Utilizando también una condicidén tipo Dirichlet en este limite, nodo i=1/2, se

deducen las siguientes ecuaciones:

e Condicién para Au, .

Cr,O,j,kAur,O,j,k +Er,0,j,kAur,1,j,k = I:r,O,j,k (|6)
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Donde Cr,O,j,k =1, Er,O,j,k =1, I:r,O,j,k =0

e Condicién para Au,.

CB,O,j,kAUB,O,j,k +E6,0,j,kAu9,1,j,k = I:G,O,j,k

Donde Ce,o,j,k =1, Ee,o,j,k =1, Fe,o,j,k =0

e Condicién para Au,.

Como en los casos anteriores se obtiene:

Cz,O,j,kAuz,O,j,k +Ez,0,j,kAuz,1,j,k = Fz,O,j,k

Donde Cz,o,j,k =1, Ez,O,j,k =1, Fz,O,j,k =0

1.1.3. LIMITE TANGENCIAL (6=0).

(17)

(18)

Para las condiciones de frontera de los desplazamientos en direccién 6, se utilizan

las llamadas condiciones periddicas, Figura (I11), segun las cuales una variable en

el nodo j=0 debe ser igual a la variable en el nodo j=N,, y una variable en el

nodo j=1 debe ser igual a la variable en el nodo j=N,,,. De acuerdo con lo

anterior se tiene:
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e Desplazamientos en Au,.

De acuerdo con lo explicado anteriormente se tiene:

Aur,i,o,k = Aur,i,n&,k (|9)

Que en forma de stencil es:

CrioxBUrior =Friox (110)

Donde Cr,i,O,k = la ) FryO,j,k = Aur,i,n&,k

o Desplazamientos en Au,.

De igual manera que en el caso anterior, se obtiene el siguiente stencil:

CoioxBUg 0k =Fo,i0x (111)

Donde CG,i,O,k =1,, I:e,iyo,k = Aue,i,n:?,k
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: - . =n#+
K A — ] e
'::;::"'x B : o \%.';:.I e e : N _..\_\_\_\\'
il g N s : _“ﬂ. B
! "\-u.._\_\_\__‘_ = | = g

%h-_ _"fg L £ —8,=4,

; 3=

s =3

Figura 11. Representacién de las condiciones de frontera periddicas.

o Desplazamientos en Au,.
En este caso para el stencil resulta:
Cz,i,O,kAuz,i,O,k

= Fz 0,k

Donde CZ,i,O,k = 17 ’ FZ,i,O,k = Auz,i,ne,k

1.1.4. LIMITE TANGENCIAL (6=n6+1).

En este caso, en forma analoga que para 6=0, se obtienen las

expresiones:

o Desplazamientos en Au,.
Cr,i,n9+1,kAur,i,m9+1,k =

Fr,i,n9+1 K

Donde Cr,i,n9+1,k = 17 1] Fr’i7n9+1,k = Aur,i,l,k
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e Desplazamientos en Au,.

Ce,i,n€+1,kAu9,i,n€+1,k = Fe,i,n9+1 k (“4)

Donde Ce,i,n€+1,k =1, Fe,i,n9+1,k = Aue,i,l,k

e Desplazamientos en Au,.

Coinortk AU gk = Fainonx (115)

Donde Cz,i,n9+1,k =1,F = Auz,i,l,k

> 1 zinfd+1k

1.1.5. LIMITE VERTICAL INFERIOR (z =nz +1).

Al igual que para los limites radiales y tangenciales, la condicion utilizada en este

caso es Au, =0 con i=r,0 y z. siguiendo el mismo procedimiento se obtiene:

o Desplazamientos en Au, .

Aur,i,j,nz+1/2 = O (|16)

Que en forma de stencil es:

BC,, .,..AuU. . +C,. .Au =F. o (117)

r,i,j,nz+1 r,i,j,nz r,i,j,nz+1 r,i,j,nz+1
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Donde BCr,i,j,nz+1 = 1’ Cr,i,j,nz+1 =1 I:r,i,j,nz+1 =0

o Desplazamientos en Au,.

Ce,i,j,nz+1Au9,i,j,nz+1 + BCG,i,j,nz+1Au9,i,j,nz = Fe,i,j,nz+1 (|18)
Donde Ce,i,j,nz+1 = 1’ BCB,i,j,nz+1 =1 I:e,i,j,nz+1 =0

o Desplazamientos en Au,.

Cz,i,j,nz+1Au z,i,j,nz+1 + BCz,i,j,nz+1Auz,i,j,k = I:z,i,j,nz+1 (|19)
Donde C 1,BC =1F =0

z,i,j,nz+1 = z,i,j,nz+1 z,i,j,nz+1

1.1.6. LIMITE VERTICAL SUPERIOR (z=0).

Esta direccion difiere de todas las anteriores en cuanto a la condicién de frontera
aplicada sobre ella. Para esta, se supone que el cambio en el esfuerzo es igual a
cero (AS=0), lo cual acarrea que la perturbacion generada por la produccion/

inyeccion de fluidos no afecta este plano.
A partir de un balance de esfuerzos en cada direccion se aplican algunas de las

ecuaciones presentadas en el ANEXO 2 para llevarlo a término de

desplazamientos, en esta frontera puede obtenerse:
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oAu oAu

z __ r 120
or 0z (120)

10Au, _ OAu, (121)

r oo 0z

Y, _, (122)
0z

Las ecuaciones (120), (I121), (122) son las condiciones de frontera para el limite

superior en Au,,Au, y Au, respectivamente. Discretizando resulta:

e Condicién para Au,.

Partiendo de la ecuacién (120) se obtiene:

FAz
Aur,i,j,1 _Aur,i,j,o = '—O(Auzm,m +Auzi+1,j,0 _Auzi—1,j,1 _Auzi—1,j,0 ) (|23)
Donde:
FAz
Fri,j,O = 'TO(Auzm,m +Auzi+1,j,0 _Auzi—1,j,1 _Auzi—1,j,0 ) Cri,j,O =-1 y TCri,j,O =1
e Condicién para Au,.
F,Az,
Aug ;s —Aug;;0 = _T(Auzi,jﬂj + AU, 0 — AU — AU 0 ) (124)
Donde:
F,Az,
Fei,j,o = (Au2|,j+1 1 +Auzi,j+1,0 _Auzi,j-1,1 _Auzi,j-1,0 ) Cei,j,O =-1y TCei,j,o =1
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e Condicién para Au,.

Au, ;1 —Du,;0 =0 (125)
Donde:
in,j,o =0, Czi,j,o =-1y TCzi,j,o =1

Las ecuaciones (123), (124), (125) son la forma final de las condiciones de frontera

para el limite superior.

.2. CONDICIONES DE FRONTERA PARA LA ECUACION DE FLUJO DE
FLUIDOS.

1.2.1. LIMITE RADIAL EXTERNO (r=r,).

Las condiciones de frontera son:

P. -P,.
(@j _o  laxPuk g (126)
or )ik Ar,
C1,j,kP1n,j+,|1 + E1,j,kP2n,I1k = F1,j,k (|27)

Donde C,;,=-1; E;;, =1, F,;, =0

P -P
[Ej :0 nr+1,j,k nr,j,k :O (|28)
O Jorix Ar

nr
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n+1 n+1 =
Cnr+1,j,kPnr+1,j,k + Vvnr+1 ,j,kPnr,j,k - I:nr+1 ik
Donde Cnr+1,j,k =1 ; Wnr+1,j,k = _1’ I:nr+1,j,k =0

1.2.2. LIMITE RADIAL INTERNO (r=r,, ).

La condicion para el limite radial interno es:

P1,j,k)=P"(1,j,k)+P,

1.2.3. DIRECCION TANGENCIAL.

La condicion de frontera para la direccion tangencial es:

P(i,O,k) = P(i,n@, k) Pi,o,k = I:’i,ne,k
Ci,o,kPi,nofll = Fi,o,k
Donde Ci,O,k =7 Fi,O,k = Pi,na,k

P(i,n@ +1,k) = P(i,Lk) P‘,ne,k = Pi,1,k

i
n+1 _
Ci,n 0+1k I:)i,n o+1k — I:i,n 0+1k

1. _ pnh+l
Ci,n€+1,k - 1’ I:i,n:9+1,k - Pi,n:9+1,k

1.2.4. LIMITE VERTICAL SUPERIOR.

La condicion de frontera para el limite vertical superior es:

[fj ~0 Pi,j,2 _Pi,j,1 -0
0Z ), 4 Az,

P™ +TC,

i,j,1 i1 i,j,1

C P =F

ij,1
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(133)
(134)
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Cm =-1; TCW =1; F

i,j,1

=0

1.2.4. LIMITE VERTICAL INFERIOR.

La condicion de frontera para el limite vertical inferior es:

[Ej -0 Pi,j,nz+1 - Pi,j,nz -0
82 i,j,nz

Az,
n+1 n+1 _
Ci,j,nz+1Pi,j,nz+1 + B(‘\’i,j,nz+1|:)i,j,nz+1 - I:i,j,nz+1
Ci,j,nz+1 :1’ B(:i,j,nzﬂ = -1 I:i,j,nz+1 = 0
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