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RESUMEN

TITULO: TEOREMA DE PASCAL
AUTOR: CRISTHIAN ALEJANDRO GONZALEZ DUARTE ~
PALABRAS CLAVE: ESPACIOS PROYECTIVOS, RAZON DOBLE, CONICAS, PERSPECTIVAS.

DESCRIPCION: El teorema de Pascal establece que, para todo hexagono inscrito en una cénica, en el

plano proyectivo, los lados opuestos del hexagono se cortan en tres puntos colineales. En este trabajo,
realizamos un estudio de los conceptos y herramientas necesarias para dar la prueba al Teorema
de Pascal, en geometria euclidiana y geometria proyectiva, y damos paso al andlisis de problemas y
construcciones en le geometria euclidiana, donde el uso del Teorema de Pascal permite resolver estos
problemas y visualizar resultados.

En el primer capitulo, repasaremos algunas definiciones y resultados de la geometria proyectiva, como lo
pueden ser los espacios proyectivos y el uso de las coordenadas homogéneas, los cuales seran importantes
para la prueba del Teorema de Pascal en geometria proyectiva. En el siguiente capitulo, introducimos el
concepto de conicas y exponemos los enunciados y demostraciones del Teorema de Pascal en geometria
euclidiana y proyectiva, para poder dar una comparacion de este teorema en ambas situaciones. Por Gltimo,
expondremos situaciones donde el uso del Teorema de Pascal nos permita obtener resultados, como
lo puede ser en problemas de Olimpiadas Internacionales de Matematicas o construcciones creadas en
geometria euclidiana, para asi dar a entender la utilidad del Teorema de Pascal en la geometria.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jurgen Alfredo Julio Batalla, Doctor en
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DESCRIPTION: Pascal’'s theorem states that, for any hexagon inscribed in a conic, in the projective plane,

the opposite sides of the hexagon intersect at three collinear points. In this work, we study the concepts
and tools necessary to prove Pascal’s Theorem in Euclidean geometry and projective geometry, and we
analyze problems and constructions in Euclidean geometry, where the use of Pascal’s Theorem allows us
to solve these problems and visualize results.

In the first chapter, we will review some definitions and results of projective geometry, such as projective
spaces and the use of homogeneous coordinates, which will be important for the proof of Pascal’s Theorem
in projective geometry. In the next chapter, we introduce the concept of conics and expose the statements
and proofs of Pascal’s Theorem in Euclidean and projective geometry, in order to give a comparison of this
theorem in both situations. Finally, we will expose situations where the use of Pascal's Theorem allows us
to obtain results, as it can be in problems of International Mathematical Olympiads or constructions created
in Euclidean geometry, in order to give to understand the utility of Pascal’s Theorem in geometry.

Bachelor Thesis
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Introduccion

Uno de los teoremas mas clasicos, y ampliamente estudiado en la geometria, es el
Teorema de Pascal, formulado originalmente por el matematico Blaise Pascal en el siglo
XVII. Este teorema establece que para todo hexagono inscrito en una coénica, en el plano
proyectivo, los lados opuestos del hexagono se cortan en tres puntos colineales.
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Figura 1: llustracion Teorema de Pascal

El proposito principal de este trabajo de grado es estudiar el Teorema de Pascal, visto
desde la geometria euclidiana y desde la geometria proyectiva, haciendo uso de las
herramientas mostradas en ambos campos de estudio. El objetivo es hacer un estudio
de los diferentes teoremas y definiciones que nos permiten resolver el Teorema de
Pascal, tanto en geometria euclidiana como en proyectiva, para luego poder explicar su
demostracion. Posteriormente, se exponen situaciones en donde el uso del Teorema de

Pascal permite dar resolucién a las mismas.

Una muestra de lo interesante que es este teorema se refleja en las distintas
demostraciones que existen del mismo, cada una de las cuales ha llevado al desarrollo
de importantes técnicas y teorias en geometria. Para evidenciar este valioso teorema,
iniciaremos estudiando el teorema en su version en Geometria Euclidiana. Luego
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estudiaremos las principales nociones y herramientas de la Geometria Proyectiva, que
nos permitiran demostrar el teorema. Estas nociones incluyen, por ejemplo, los conceptos
de espacios proyectivos, independencia proyectiva, coordenadas homogéneas, entre
otros.

Una consecuencia interesante de abordar el teorema desde la Geometria Proyectiva es
que, via Principio de Dualidad, es posible obtener su version dual. Es decir, se puede
concluir también que, dado un hexagono circunscrito a una cénica, las rectas que unen
cada pareja de vértices opuestos concurren. Este enunciado se conoce en la literatura
como el Teorema de Brianchon.

Finalmente, como aplicaciones de este teorema, mostraremos algunas soluciones
a problemas de geometria (algunos propuestos en Olimpiadas Internacionales de
Matematicas) que reducen significativamente las construcciones y demostraciones
hechas desde la perspectiva de la Geometria Euclidiana.
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1. Preliminares

En este capitulo hacemos una breve introduccion a la Geometria Proyectiva, presentamos
sus elementos basicos y los conceptos necesarios para entender el objetivo principal de
este trabajo, que es el Teorema de Pascal; para esta seccion nos basamos principalmente
en' y?2

1.1. Espacios y subespacios proyectivos

En este trabajo denotaremos por K un subcuerpo de C el cuerpo de los numeros
complejos.

Definicion 1.1.1. Sea E un espacio vectorial sobre K, se define la relacion de
equivalencia ~ sobre E'\ {0g}, de la siguiente manera:
a~b<= (INeK\ {0} : b= Xa).

El conjunto cociente (E \ {0z})/~ recibe el nombre de espacio proyectivo deducido de E,
y se escribe P(E).

Definicion 1.1.2. Se conoce como aplicacion candnica de E \ {0} sobre P(E), a la
aplicacién que mapea a todo = € E \ {0} a su clase dada la relaciéon de equivalencia
bajo ~. Esta aplicacion se denota .

Definicion 1.1.3. Si dimx F = n. Entonces, el entero n — 1 es llamado la dimensién del
espacio proyectivo P(E), y se escribe dimg P(E) = n—1 o simplemente dimP(E) = n — 1.

» Si E = {0z}, entonces P(F) =y dimP(E) = —1.

= Si F es una recta (dim £ = 1), entonces P(FE) queda reducido a un solo punto, y
dimP(E) = 0.

A DONEDDU. Complementos de Geometria Algebraicas. Traduccion de la edicion francesa de 1968.
Aguilar ediciones, 1980.

2 German RINCON. Un Recorrido por la geometria. Universidad Antonio Narino, 1994.
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» Si £ es un plano (dim F = 2), entonces dimP(E) = 1y P(E) recibe el nombre de
recta proyectiva.

s Sidim F = 3, entonces dimP(F) = 2 y P(E) recibe el nombre de plano proyectivo.

El espacio proyectivo P(K" ') es denotado por P*(K) y es llamado el espacio proyectivo
estandar.

Definicion 1.1.4. Un subconjunto de un espacio proyectivo P(FE) se dice que es un
subespacio proyectivo si es de la forma P(F'), donde F' es un subespacio de E. Ademas,
se tiene que P(F) = n(F \ {0g}), siendo = el mapeo que envia cada elemento a su clase
de equivalencia, y dim P(F') = dim F' — 1. Un subespacio es llamado:

» Hiperplano, si su dimensién es dimP(E) — 1.

En los espacios proyectivos, los puntos son subespacios proyectivos de dimension 0. Si
P = [v], entonces P = P(gen {v}).

Notemos también que si F; y F; son subespacios de un espacio vectorial £, entonces:
]P(Fl N FQ) == ]P)(Fl) N ]P)(FQ),

pues:
W eP(FINF) < veFNF, < veFyveF

< [U] S ]P)(Fl) Yy [’U] & ]:P)(FQ) < [?}] € P(Fl) OP(FQ)

En un espacio vectorial podemos considerar el subespacio vectorial generado por un
conjunto como el menor subespacio que contiene al conjunto. Ahora, extendemos esta
nocion a los espacios proyectivos. Sea A C P(F) no vacio, de la definicion, la funcion
canobnica m es sobreyectiva, por lo que el conjunto 7~'(A) es no vacio. Sea F el
subespacio vectorial generado por 7=!(A), es claro que P(F) es el menor subespacio
proyectivo que contiene a A.

Definicion 1.1.5. Dado A C P(FE), definimos el subespacio proyectivo generado por
A, como el menor subespacio proyectivo que contiene a A, y lo denotamos L(A). Si
Py, ..., P, son puntos de P(F), denotamos L(Pi,...,P,) = L({Py,..., P,}). Finalmente,
si S; = P(F))y Sy = P(F,) son subespacios proyectivos, denotamos L(S1, S2) = L(S1US,).
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Sea P, y P, dos puntos diferentes en un espacio proyectivo P(E), digamos P, = [v1] ¥
P, = [vy]. Tenemos que v; y vy son linealmente independientes, por tanto gen {vy, v}
tiene dimension 2, y de esa manera L(P,, P») tiene dimensién 1. Este espacio L(FPy, P»)
es la recta proyectiva que pasa por los puntos P, y P,. De este modo, tenemos la siguiente
proposicion:

Proposicion 1.1.6. Por dos puntos distintos de P(E) pasa una unica recta proyectiva.
A continuacion tenemos una formula para calcular la dimensién de espacios generados.

Proposicion 1.1.7. (Formula Grassmann). Sean S, y S, subespacios proyectivos de
P(E). Entonces dim L(S;, S2) = dim 57 + dim Sy — dim(S; N Sy).

Demostracion. Digamos S; = P(Fy) y So = P(Fy), entonces L(S;,S5:) = P(F) + Fy),
tenemos que dim(F; + F3) = dim F} + dim F;, — dim(F; N F3). De este modo:

= dim S7 + dim Sy — dim(S; N Sy).

]

La férmula de Grassmann implica que si dos subespacios S; y S, cumplen que dim S; +
dim S, > dimP(FE), entonces S; N Sy # (). En particular, dos lineas proyectivas en un
plano proyectivo siempre se intersectan. Con este hecho y la Proposicion 1.1.6. Tenemos
la siguiente afirmacion:

Proposicion 1.1.8. En un plano proyectivo, dos rectas proyectivas diferentes se

intersectan en un sélo punto.

1.2. Coordenadas Homogéneas

Proposicion 1.2.1. Sea E un espacio vectorial K y a1, as, . . ., o, €scalares no nulos de K.
Entonces el conjunto A = {vy,vs,...,v,} de vectores en E es linealmente independiente
si, y s0lo si, el conjunto B = {ayv1,...a,v,} €s linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que el conjunto A es linealmente independiente, y sean p;
escalares tales que.
P10V + patiovs + -+ pra U, = 0,
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entonces para cada i, p;a; = 0, y como los espacios «; son no nulos, concluimos que
p; = 0, para cada i. Y asi, el conjunto B es linealmente independiente.

Reciprocamente, supongamos que el conjunto B es linealmente independiente.

Entonces, por lo mostrado antes, el conjunto C' = {a; 'av, a5 asvs, ..., ..., a7 taqor }
es linealmente independiente. Y notemos que C = A. O
Definicion 1.2.2. Decimos que un conjunto de puntos {P, = [z1], P, = [z2],..., P, =

[z,]} de un espacio proyectivo P(E) es proyectivamente independiente si la familia
{z1,29...,2,} es linealmente independiente, en caso contrario decimos que es
proyectivamente dependiente.

Cabe aclarar que la notacion de proyectivamente independiente es Unica de los espacios
proyectivos, y no es igual a la independencia lineal en los espacios vectoriales.

Note que, como consecuencia de la Proposicion 1.2.1, la definicion anterior no depende
de los representantes z; elegidos.

Teorema 1.2.3. En un espacio proyectivo P(FE), con dimP(F) = n, para todo conjunto
{Po, P\,...,P,, P,;1} den -+ 2 puntos que cumple que todo subconjunto de n + 1 puntos
es proyectivamente independiente, existe una base B = {vy, vy, ...,v,} de E, tunica salvo
un factor escalar no nulo \; tal que:

1) m(vo) = Py, m(v1) = P1,...,7(vn) = Pp.
n) m(vg +v1 + -+ +v,) = Py

Demostracion. Paracadai € {0,1,...,n}, existe u; € E, tal que 7(u;) = F;, notemos que
{ug, u1,...,u,} forma una base de E. Sea u,,1 € £\ {0}, tal que 7(u,1) = P11, €Xisten
escalares «; tales que:

QoUg + Uy + -+ -+ + Qply = Upy1-

Observemos que cada «; es no nulo, pues, si existiera un j € {0,1,...,n + 1}, tal que
a; = 0, entonces:

Up+1 — QolUp — QUL — -+ — QG qUj—1 — QUi — - — QplUpy = 0,

con lo que el conjunto {ug,us,...,uj_1,uj41,...,u+1} €S linealmente dependiente,
contradiciendo la hipotesis. De este modo, definimos v; = «,u;, y asi, la base B =
{vo,v1,...,v,} cumple las propiedades 1.y 2.
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Si B = {v}, v}, vh,..., v} es una base de E, que cumple las condiciones 1.y 2., entonces

tenemos que:

m(v;) = m(vs);

m(vg+ vy + -+ o) =7(vo+ v+ -+ v).

De la primera igualdad tenemos que existen escalares no nulos g; tales que v, = 5;v;. De
la segunda igualdad concluimos que existe A € K no nulo, tal que:

vyt vyt U, = Mug + o1+ -+ up)
Bovo + Brvr + -+ + Brvn = AMvg +v1 + -+ - + vy)
(Bo— Nvo + (B1 — Nvi + -+ + (Bn — A)v, = 0.

Y asi, 8; = A, para todo ¢, con lo que obtenemos que v, = \v;, para todo . O

Definicidon 1.2.4. En un espacio proyectivo P(E) de dimensién n, recibe el nombre de
referencia proyectiva todo conjunto ordenado de n + 2 puntos {Fy, Py, ..., P,.1} tal que
todo subconjunto de cardinalidad n + 1 sea proyectivamente independiente. Al punto P, .,
se le llama centro de la referencia proyectiva.

Definicion 1.2.5. Sea P(F) un espacio proyectivo de dimension n y R =
{Py, P, ..., P11} una referencia proyectiva de P(E). Dado un un punto P € P(F), con
P = [w], definimos sus coordenadas homogéneas como el vector (zg, x4, . . ., z,,), formado
por los escalares tales que w = zqvg + x1v1 + - - - + x,0,, donde B = {vg,vq,...,v,} €S la
base obtenida en el Teorema 1.2.3.

Notemos que del Teorema 1.2.3, la expresidon en coordenadas homogéneas de un
punto es Unica, salvo un producto escalar, y ademas, respecto a la referencia R =
{Py, P1,..., P, } tenemos que:

Py=(1,0,0...,0), P =(0,1,0,...,0), ... ,P,=(0,0,...,1), Puy=(1,1,...,1).

En adelante no haremos distincidn entre el punto y su coordenada homogénea respecto
a una referencia proyectiva. Es decir, manejaremos a los puntos del espacio proyectivo
como vectores.

Notemos que si Py, P», P; son puntos diferentes, entonces { P, P», P3} es una referencia
proyectiva. A continuacion, definimos el concepto de razdén doble, el cual, como
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veremos mas adelante, es fundamental para la demostracion del Teorema de Pascal
(Teorema 2.3.2).

Definicion 1.2.6. Sean 4 puntos P, P, P;, P, de una recta proyectiva P(E), donde
Py, Py, Py son puntos diferentes, definimos la razon doble 3( Py, P», P3, P;) de los cuatro
puntos como el numero “ € K U {cc}, donde [yo,y:] son las coordenadas homogéneas
de P, en la referencia proyectiva { P, P», Ps}.

En particular, tenemos que (P, P, P, P) = 0, B(P,PyP,P) = ooy
B(Pr, Py, P3, P3) = 1.

1.3. Transformaciones proyectivas

Definicion 1.3.1. Sean E'y F dos espacios vectoriales sobre K. Una transformacion lineal
¢ : E — F define una funcion f : P(E) \ P(ker¢) — P(F) definida por f([u]) = [¢(u)].
Las funciones construidas de esta manera son llamadas transformaciones proyectivas y
escribimos f = ©. Si ¢ es un isomorfismo, entonces ker ¢ = {0} y asi, f : P(E) — P(F)y
es llamado un isomorfismo proyectivo.

Dos espacios proyectivos son isomorfos si existe un isomorfismo proyectivo entre ellos;
por tanto, dos espacios proyectivos son isomorfos si, y solo si, tienen la misma dimension.

Teorema 1.3.2. Sean P(F) y P(V) espacios proyectivos sobre un campo K tales que
dimP(E) = n < dimP(V). Suponga que R = {P, P.,...,P,.1} es una referencia
proyectiva de P(E) y R’ = {Qo,...,Qn11} €S una referencia proyectiva de un subespacio
n-dimensional S de P(V'). Entonces existe una unica transformacion proyectiva f : P(E) —
P(V), tal que f(P;) = Q; para cadai. Ademas, si S = P(V'), entonces f es un isomorfismo
proyectivo.

Demostracion. Veamos la existencia. Digamos P, = [v;] y Q; = [w;], tales que vy + v, +
s Uy = Uy Y Wo + wy + -+ w, = wyy, definimos ¢ ¢ E — V, como sigue:

¢(O-/OUO + -+ anvn) = QoWp + * - + QpWy.

Evidentemente, ¢ es una transformacion lineal, y si dim £ = dimV, entonces es un
isomorfismo, pues su inversa es:

¢ (cwo + -+ -+ apwy) = aguy + - - - + AUy

16



Consideremos f = ¢ : P(E) — P(V), tenemos que f(P;) = Q;, para cada i.

Mostraremos ahora la unicidad. Sean f,g: P(F) — P(V), transformaciones proyectivas,
tales que f(P) = Q; Yy g(P;) = Q;, para cada i. Digamos f = ¢y g = 1. Del Teorema 1.2.3,
tomemos P; = [v], Q; = [w;], tales que vg+v1+- - -+ v, = Vg1 Y Wo w1+ - -+ Wy, = Wi
Sea P = [v] € P(FE), tenemos que v = ayvy + - - - + @, vy, aSI:

¢(1}) = 050¢(UO) + -+ O‘n¢(vn) Yy ¢(U) = ao¢(Uo) +oee O‘nw<vn)-
Puesto que f(P;) = Q; ¥y g(P;) = Q;, tenemos que:
f(i]) = [wi] vy g([vi]) = [wil;

[p(vi)] = [wi] y [(v)] = [wil;
[0(vi)] = [¥(vi)].

Ademas, parai =n + 1:

[9(Vnt1)] = [ (vny1)];
[@(vo) + -+ + @(vn)] = [(vo) + -+ + P(va)].

Con esto, tenemos que existen S; y A\ escalares no nulos, tales que:
¢(Ui) = ﬁiw(vi)§

¢(vo) + -+ 4 d(vn) = AW (vo) + - - - + ¢ (vn)),

por tanto, reemplazando la primera ecuacion en la segunda:
Botb(vo) + -+ + Bt (vn) = A(h(vo) + -+ + ¢ (vn))

(Bo = M)(wo) + -+ + (B = A)p(vn) = 0.

Notemos que los ¢ (v;) con i = 0,1,...,n son linealmente independientes, por lo que
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podemos concluir que 5; = A para toda i. En este sentido, obtenemos que:

]

Teorema 1.3.3. Sean P, P,, P;, P, puntos diferentes en una recta proyectiva P(F),
y Q1, Q2, Q3, Q4 puntos diferentes en una recta proyectiva P(V'). Entonces, existe un
isomorfismo proyectivo f : P(E) — P(V) tal que f(P,) = Q,, para cada i si, y solo si,

B(Py, Py, P3, Py) = B(Q1, Q2, Q3, Qu)-

Demostracion. Supongamos que existe un isomorfismo proyectivo de f : P(E) — P(V) tal
que f(P;) = Q. Existe un isomorfismo ¢ : £ — V tal que f = ¢. Tenemos que {P,, P,, P;}
y {Q1, @2, Q3} forman una referencia proyectiva para P(E) y P(V') respectivamente. Del
Teorema 1.2.3, podemos considerar a B = {vy,v} y B' = {w,,w,} bases de Ey V
respectivamente, tales que [v;] = P,y [w;] = Q; paracadai, y [v1+vs] = Py y [wi4ws] = Qs.
Tenemos que f(P) = @4, esto es, f([v1]) = [w1], asi, [¢p(v1)] = [w1], por tanto, existe un
escalar no nulo X tal que ¢(v;) = Aw;. De manera analoga, existe un escalar no nulo p tal
que ¢(vy) = pws. Por otro lado, tenemos que:

f(Ps) = P,

esto es:
f([v1 + va]) = [wy + wy]
[p(v1) + @(v2)] = [w1 + wo.

Existe « escalar no nulo, tal que:

P(v1) + ¢(va2) = a(wy + wy),

entonces:
Awy + pwy = a(wy + wy)

()\ — a)w1 + (,0 - Oé)wg = O,
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asi, A = p = «a. Sea vy y wy tales que P, = [v4] Y Q4 = [wy4]. Digamos vy = [v1 + Pava Y
Wy = YW1 + YoWa2. Entonces:

6(P1,P2’P3’P4):% Y /B(QhQQvQ?)aQZL):ﬁ'
1 i

También tenemos que:

f(P4) = Q.

Existe un escalar no nulo ¢, tal que :
P(vs) = twy

d(L1v1 + Bova) = tywy + tyawe
prawy + Paawy = tyiwy + tyws,

puesto que w; y w, son linealemnte independientes:
pra=ty y B =17,

dividiendo estas dos ecuaciones:

ba_tm

Pacx 1y
b_m
B Y2

/B(P17P27P37P4) - B(Q17Q27Q3’Q4)‘

Reciprocamente, supongamos ahora que [5(Pi, P, P3, P)) = [(Q1,Q9,Q3,Q4). Sean
V1, V2,04 € E'Y wy,we,wy € V, tales que [v;] = P, [w;] = Q;, [v1 +v2] = P3y [wy +ws] = Q.
Del Teorema 1.3.2, existe un isomorfismo f : P(E) — P(V), digamos f = ¢, tal que, para
cadai < 4, f(P;) = @Q;. Tenemos que:

vy = oqUr vy Y wy = w4 Pwe,

y, por hipétesis:
o _B_
aq B ’

asi, ap = Aoy y B = AB;. Como vimos antes, existe un escalar p tal que para i < 4,
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o(v;) = pw; asi:

P(v4) = o pwy + aopwy

= a1 pwy + A ws

Y

= L/)(51101 + ABrws)

B
a1p

= E(ﬁlwl + Bows)

Oélp(w4)_

"B

De este modo f(P,) = Q. O
A continuacion definimos una clase especial de transformaciones proyectivas.

Definicion 1.3.4. Sea S =P(V)y H = P(W) subespacios proyectivos de P(E) tales que
SNH=0yL(S,H) =P(E). Por la formula de Grassman tenemos que:

dim S + dim H — dim ) = dim P(E)

dim S + dim H = dimP(F) — 1.
Dado P € P(E)\ H, el espacio L(H, P) tiene dimension dim H +1 y asi, usando la formula
de Grassman:

dim L(S, L(H, P)) = dim S + dim L(H, P) — dim(S N L(H, P))

dimP(E) = dim § + dim H + 1 — dim(S N L(H, P))
dimP(E) =dimP(F) — 1+ 1 —dim(S N L(H, P))
dim(S N L(H,P))=0.

De esta manera, L(H, P) intersecta a S en exactamente un punto. La funcion 7y : P(E) \
H — S'lacual a cada P le asocia el punto de L(H, P)N S es llamada la proyeccion sobre
S centrada en H.

Proposicion 1.3.5. La funcion proyeccion es una transformacion proyectiva.

Demostracion. Sea ny: P(V)\ H — S la proyeccion sobre S, centrada en H. Como
SNH =0y L(S,H) =P(E),tenemos que VNW = {0} y V+W = E, es decir, V& = F.
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Por lo que la transformacion lineal py: E — V que a cada vector v € FE le asigna el Gnico
vector py(v), tal que v — py(v) € W, esta bien definida. Notemos que kerpy, = W. De
esta manera, para cada v € E \ W, el espacio gen{py(v)} = V ngen (W U {v}). En
efecto, llamemos F' = V ngen (W U {v}), puesto que Py (v) € V y gen (Py(v)) C V,
adicionalmente, Py (v) = v—(v—Py(v)) y v—Py(v) € W, porlo que Py, (v) € gen (WU{v})
y asi, (Py(v)) C gen (W U {v}) entonces, gen(Py(v)) C F. Ademas, tenemos que:

dim(gen{V, gen(W U {v})}) = dim V + dim gen(W U {v}) — dim F’
dimE =dimV +dim W + 1 — dim F
dimFE =dimE + 1 —dim F
dim F' = 1.

De este modo, gen{py(v)} = V Nngen(W U {v}) y asi, P(gen{py(v)}) = P(V) N L(H, [v]),
es decir, [py(v)] = mx([v]). Por lo tanto, 7 es la transformacion proyectiva generada por
Pv- O

A continuacion definimos una clase especial de transformaciones que son las
perspectivas.

Definicion 1.3.6. Sean r y s dos rectas proyectivas en un plano proyectivo P(F) y sea
A =rns. Dado un punto O ¢ r U s, tenemos que L(s,0) = P(E). La restriccion de la
proyeccion sobre s centrada en O al conjunto r es una transformacion proyectiva f : r — s,
y es llamada perspectiva centrada en O.

Las perspectivas son Uutiles para demostrar la colinealidad de tres puntos, pues
directamente de la definicidn anterior podemos ver que si f es una perspectiva centrada
en O, entonces P, f(P) y O son colineales.

Proposicion 1.3.7. Las perspectivas centradas en un punto resultan ser isomorfismos
proyectivos.

Demostracion. Notemos que dada una perspectiva f: » — s centrada en O, tiene por
inversa la perspectiva g: s — r centrada en O. O

El siguiente Teorema caracteriza a las perspectivas, utilizando la imagen de un sélo punto.

Teorema 1.3.8. Sea r, s lineas proyectivas diferentes de un plano proyectivo P(E), sea
A=rnsyf:r— sunisomorfismo proyectivo. Entonces,  es una perspectiva si, y solo
si, f(A) = A.
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Demostracion. Es claro que si f es una perspectiva, entonces f(A) = A. Supongamos
ahora que f : r — s es un isomorfismoy f(A) = A. Sea P, P, € r\ {4} dos puntos
distintos, sea Q1 = f(P1) y Q2 = f(P). Las lineas L(P,Q1) y L(P,, Q) son dos lineas
diferentes, consideremos O su punto de interseccion, es claro que O ¢ rUs. Notemos que
{A, P, P,} es una referencia proyectiva de P(E). Si g : r — s es la perspectiva centrada
en O, tenemos que g(A) = A= f(A), g(P1) = Q1 = f(P1) Yy g(P) = Q2 = f(P,). Asi, por
el Teorema 1.3.2, tenemos que f = g. O

1.4. Dualidad

Dado un espacio vectorial F sobre K, definimos su espacio vectorial dual como:

E*={f:F — K| f es una transformacion lineal}

Con las operaciones (f + g)(v) = f(v) + g(v) y (af)(v) = af(v).

Definicion 1.4.1. Dado un espacio vectorial £ y su espacio proyectivo deducido P(FE),
definimos su espacio proyectivo dual P(E)* = P(E*).

Teorema 1.4.2. Si E es un espacio de dimension finita, entonces E es isomorfo a E*.

Demostracion. Digamos {vy, v, ...,v,} una base para E. Dado v = ajv; + agvg + -+ +
ayv, € E, definimos f;(v) = «;, paracadai € {1,2,...,n}, es facil ver que cada f; € E*.
Sea f € E*, definimos 5; = f(v;), para cada i. Notemos que dado i € {1,...,n}:

Bifi(vi) + Bafo(vi) + -+ Bufuvn) =04+ -+ 5 14+---4+0
= B
:f<vi)7

por tanto, f = Bif1 + Bafo + -+ + Bufn, POrlo que el conjunto {fi, fo,--- , f.} genera a E*.
Veamos ahora que es linealmente independiente. Sean «; escalares tales que:

arfi+oaofo+ -+ af, =0.
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Tenemos que:

ozlfl(vi)+a2f2(vi)+---+anfn(vl-) =0
O+ +a-1+--+0=0

aizov

asi, dim £ = dim E*. l

Definicion 1.4.3. Sea F un espacio vectorial y I’ subespacio, definimos el espacio nulo
asociado a F', como:
F'={feE"|WweF, f(v)=0}

Podemos ver que F° es subespacio de E£*. Dualmente, si ' es un subespacio de E*
definimos el espacio nulo asociado a F', como:

F'={ve E:VYfcF,f(v)=0}

Es claro que F'° es subespacio de E.

Teorema 1.4.4. Sea E un espacio vectorial de dimension finita, y I’ subespacio, entonces:
dim F' + dim F° = dim E.

Demostracion. Digamos dim F' = p. Sea {vy,vs,...,v,} una base para F, y extendamosla
a una base {vy,vq,...,v,,...,v,} para E. Sea {fi, fo,..., fn} 1a base obtenida para E*,
en la demostracion del Teorema 1.4.2. Sea f € E*, tenemos que:

f=aifit+tofo+- - +a,fn.

Para que f € F° es necesario y suficiente que f(v;) = 0 paratodoi € {1,2,...,p}, asi:

0
Oélfl(Ui) + OézfQ(Ul') + e+ Oznfn(vi) =0
Oéifi(Ui) =0

0

Y por tanto f = api1fpr1 + - + a,fn. De este modo, {f,11,..., fn} €s una base para
FO. 0
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Teorema 1.4.5. Sea V subespacio de un espacio vectorial de dimension finita E.
Entonces (V') = V.

Demostracion. Sea {vy,vs,...,un,,...,v,} UNA base para E, tal que {vi,...,v,} €s una
base para V. Tomemos { fi, f», ..., fm} |12 base inducida en E*, como vimos en el teorema
anterior, {f.11,-- ., fn} forma una base para VV°. De este modo, sea v € (V°)?, entonces
filv)=0,paracadaic {m+1,m+1,...,n}y asi, v tiene la forma:

V=001 + Uy + 0y + - - - + 00, = 01 + - + QUi

Y asi, v € V' y, por tanto, (VV°)° C V. Por otro lado, directo de la definicién, V' C (V?)°.
Obtenemos (V°)° = V. O

Con lo que hemos visto podemos observar que si H = P(F) C P(E) es un hiperplano,
entonces P(F?) tiene dimensién 0. Si f € E* es tal que [f] = P(F?), entonces:

P(F) = {[v] | f(v) = 0}.

De manera reciproca si tomamos una g € E*, esta define el hiperplano:

H = {[v] | 9(v) = 0}.

Teorema 1.4.6. Sea P(E) un espacio proyectivo de dimension n, entonces existe un
biyeccion entre el conjunto de subespacios de dimension k de P(FE) y el conjunto de
subespacios de dimensionn — k — 1 de P(E)*.

Demostracion. Consideremos la funcion 4 que va de los subespacios de dimension & de
P(E) a los subespacios de dimensiéon n — k — 1 de P(E)*, dada por §(P(V)) = P(V°). Del
Teorema 1.4.4, tenemos que:

dimP(V) + dimP(V°) =dimV — 1 +dim V° — 1
dmP(V) + dimP(V°) =dim E — 1 — 1
dimP(V) + dim P(V°) = dimP(E) — 1
dimP(VY) =n — dimP(V) — 1,
por lo que la funcién o esta bien definida. Del Teorema 1.4.5, ¢ es una biyeccion. N
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Notemos que la funcién anterior a cada hiperplano le asocia un punto del espacio dual,
por lo que existe una biyeccion entre el conjunto de hiperplanos de P(E) y P(E)*. Esta
biyeccion es llamada biyeccion canonica dual. Con esto, podemos trabajar conjuntos
de hiperplanos, como conjuntos proyectivos, como lo haremos en la Definicion 1.4.9. A
continuacion veremos otras propiedades de esta funcidon o, y enunciaremos el principio
de dualidad, una propiedad fundamental en la geometria proyectiva.

Proposicion 1.4.7. Sean S, y S, subespacios de P(E). Entonces:
1) 6(S1 N Sy) = L(6(S1),0(S2)).
1) 0(L(S1,S2)) =0(S1) N(Ss).
Im) Si Sy C Sy, entonces §(S3) C 6(5h).

Demostracion. Digamos S; = P(V;) y Sy = P(V;), tenemos que S; NS, = P(V; N 14).
Tomemos que dim ViNV, = ny, dim Vi = ny, dim Vi, = ngy dim £ = m. Sea {v,...,v,} una
base para V; N V5, esta base la podemos extender a {vy, v, ..., vy, Upt1 ..., Uy, } UNA base
para Vi, y a {vi,va,...,Up, Un 41 -- -, Unyin, } UNA Dase para Vi. Es evidente que el conjunto
{v1,v9, ..., 00,40, } €S linealmente independiente, por lo que lo podemos extender a una
base {vi,...,Up, .., Unyy oy Unytngs - - - Uy A€ E.Sea{f1, fa, ..., fn} la base inducida en
E*. Del Teorema 1.4.4 tenemos que:

(‘/1 ﬂ‘/2>0 = gen{fp+1>- . -afn17' . 'afnl-i-nzv s 7fm}
VYIO = gen{fnﬁ-la e '7fn1+7127 .- afm}
‘/20 = gen{fp+17 .. '7fn1>fn1+n2+17 .. '7fm}7

de lo cual obtenemos que (V; N 15)" = gen{ V", V'} y asi, 6(S1 N Sy) = L(6(S1),d(S2)). Por
otro lado, también tenemos que:

(gen{‘/h ‘/2})0 = gen{fnp fn1+n2+17 R fm}
‘/10 N ‘/20 = gen({me, ey fn1+n27 ceey fm} N {fp-‘rb ey fnn fn1+n2+17 ey fm})
= gen{fn17 fn1+n2+17 R fm}a

de este modo, (gen{V;, V5})" = V2 NV} y asi, §(L(S1,S2)) = 6(S1) N(Ss).

Ahora supongamos que S; C S,. Entonces, una base {w;,ws,...,w, } de V;
puede ser extendida a una base {w;,ws,...,w,,,...,w,,} de V,, y esta, a una base
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{wy,we, ..., Wy, ..., Wy, ..., w,} de E. Con esto tenemos que:

V) = gen{wn, 411, ..., Wny, Wnys1,s - - - » Wiy}
Vy = gen{wn, 41, ..., wnl},
de este modo, es claro que Vi) C V? y asi, §(S;) C §(Sy). O

Como hemos visto, el espacio dual P(E)* es isomorfo a P(E) y la funcién ¢ transforma
subespacios de dimension k£ de P(F) en subespacios de dimension dual n — k£ — 1 de
P(E)*. Sumando a esto las propiedades obtenidas en la proposicion anterior, podemos
enunciar el principio de dualidad:

(Principio de dualidad). Sea P(F) un espacio proyectivo de dimensién n. Dada P
una afirmacién sobre subespacios de P(FE), sus intersecciones, sus uniones y sus
dimensiones. Denotamos P* la afirmacion dual obtenida cambiando en P las palabras
“interseccidn, espacio generado, contenido, contiene, dimensidn” por “espacio generado,
interseccidn, contiene, contenido, dimensidon dual” respectivamente (la dimensién dual es
n — k — 1 sila dimension es k). Entonces, P es verdadera si, y solo si, P* es verdadera.

Un ejemplo que permite evidenciar el uso del Principio de dualidad es mediante la
interpretacion de 3 puntos colineales. Si una afirmacién P involucra la prueba de 3
puntos colineales, entonces, al cambiar el lenguaje de espacio generado y contiene, por
interseccidn y contenido, la afirmacion P* implica la prueba de un punto contenido en 3
rectas, es decir, que las 3 rectas se intersectan en un mismo punto. Podemos notar el uso
de esta afirmacion en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.4.8. En un triangulo escaleno ABC, las rectas tangentes al circuncirculo por
A, By C cortan a BC, AC'y AB respectivamente en L, M y N. Demostrarque L, My N
son colineales.

Demostracion. Para hacer uso del Principio de dualidad para resolver este problema,
debemos resaltar que, en la geometria euclidiana, el espacio dual a la circunferencia S
del triangulo ABC en P es una circunferencia S* en P*, una recta tangente a S en P
tiene como dual un punto correspondiente en P* que pertenece a S*, y el dual de un
punto que pertenece a S en P corresponde a una recta tangente a S* en P*.
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Con base en esto, podemos hacer uso del Principio de dualidad para resolver el problema
propuesto, de la siguiente forma:

Llamemos d, ey f a las rectas BC, AC'y AB respectivamente y sean u, v y w las rectas
tangentes al circuncirculo S del triangulo ABC por A, B y C respectivamente.

Figura 1.1: Construccion ejemplo

Aplicando el Principio de dualidad, el circulo S se transforma en otro circulo S*. Los
puntos A, By C, que pertenecen a S, se transforman en las rectas a, b y ¢ tangentes a
S*,y las rectas u, v y w, tangentes a S se transforman en los puntos U, V' 'y W sobre S*.
La recta d, que unia los puntos B y C se transforma en el punto D de corte de las rectas
by c,de la misma forma se define E =ancy F = anNb. Finalmente, el punto L, de corte
de las rectas d y u, se transforma en la recta [ que une los puntos D y U, de la misma
forma se definen las rectas m = EV yn = FWV.
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Figura 1.2: Construccion dual

Entonces, para demostrar la afirmacion de la colinealidad, es equivalente a demostrar la
afirmacion de concurrencia en el espacio dual, es decir, basta con demostrar que [, m y
n concurren.

Como se puede apreciar en la figura, las rectas [, m y n corresponden a las cevianas
qgue van de cada vértice del triangulo DEF' al punto del lado opuesto del incirculo S*, las
cuales es conocido que concurren en cualquier triangulo. Con esto queda terminada la
demostracion, ya que se consiguio la prueba en el espacio dual. O

Definicion 1.4.9. Dado un espacio P(E) y A un conjunto de hiperplanos de P(FE),
decimos que A es un haz de hiperplanos, si §(A) es un subespacio proyectivo de P(E)* y
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dim §(A) = 1.

Definicion 1.4.10. Dado un espacio proyectivo P(E), y H un subespacio, con dim(H) <
dim P(E), definimos el conjunto F5 de todos los hiperplanos que contienen a H.

Teorema 1.4.11. Sea P(F) un espacio proyectivo, y H = P(F') un subespacio proyectivo.
Entonces §(Fy) = P(F°). Ademas:

dim H + dim Fy = dimP(E) — 1.

Demostracion. Sean K € Fy y f un funcional asociado a K. Como H C K, entonces,
paratodo v € F, f(v) = 0y asi, §(K) € P(F°). De este modo:

§(Fu) CP(FY).

Reciprocamente, sea h € P(F"), con h = [f], y K el hiperplano, tal que 6(K) = h. Sea
v € F,como f € F°, tenemos que f(v) =0y asi, [v] € K. De este modo, P(F') C K, por
lo que, K € Fy, entonces h € §(Fy). Asi, P(F°) C §(F). Concluimos que:

§(Fu) =P(F°).
Por otro lado:
dim H + dim Fg = dim P(F) + dim 6(Fg)
= dimP(F) + dim P(F°)
=dimF —1+dimF° -1
=dimF +dimF°—1-1

=dimE—-1-1
= dimP(E) — 1.

Como corolario del teorema anterior tenemos:

Corolario 1.4.12. Dado un punto en un plano proyectivo, entonces el conjunto de rectas
proyectivas que pasan por el punto forma un haz.
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Demostracion. En este caso, dimP(E) = 2, y los hiperplanos son rectas. Si tomamos H
un punto, entonces dim H = 0 y asi:

dim H + dim Fy = dimP(F) — 1

]

Si tenemos cuatro hiperplanos contenidos en un haz, entonces sus puntos
correspondientes en el espacio dual son colineales, y, por tanto, podemos computar la
razén doble de estos cuatro puntos. De este modo, definimos la razén doble de cuatro
hiperplanos.

Definiciéon 1.4.13. Dados H, H,, H3, H, C P(E) hiperplanos en un mismo haz, tales
que H,, H, y H; son diferentes, definimos su razén doble como la razén de sus puntos
correspondientes en P(E)*, es decir:

ﬁ(Hla H27 H37 H4) = 5(5(}[1)7 5(H2)7 5(H3>7 5<H4))

Teorema 1.4.14. Sean H,, H,, H3, Hy C P(FE) hiperplanos en un haz F, tales que H,, H,
y Hs son diferentes. D es una recta que corta a los hiperplanos del haz en un unico punto,
y tal que sii # j, entonces D N H; # D N H;. Entonces:

B(Hy, Hy, Hy, Hy) = B(D N Hy, DN Hy, DN Hz, DN Hy).

Demostracion. Digamos H; N D = P, H; = wn(h;) y P, = =(p;) para cada i. Existen
funcionales fi, fo € E*, tales que las ecuaciones f;(v) = 0y fo(v) = 0 son ecuaciones
para los hiperplanos h; y hy respectivamente. Notemos entonces que dado H € F, con
H = =(h), entonces existe escalares )\ y p, tales que h tiene por ecuacion:

i) + ufa(v) = 0,

De este modo, cada elemento de F esta Unicamente determinado por una pareja (A, u).
De manera analoga, cada punto P € D, con P = w(p), esta Unicamente determinado por
una pareja (aq, as), donde p = ajv; + avs.

Si P € D esta determinado por la pareja (a;,a2) y H esta determinado por la pareja
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(\, i), entonces P € H, siy solo si:
)\fl(Oqu + OéQUQ) + /Jfg(Oéﬂ)l + Oégl)g) =0

Ay f1(vr) 4 Aag fi(va) + pon fo(v1) + pag fa(v) = 0.

Tenemos que fi(v1) = fa(ve) = 0, por lo que la ecuacion se transforma en:

Aag f1(ve) 4+ pay fo(vy) = 0.

Una solucion de la ecuacion es A = a; fo(v1) Y 1 = —asfi(ve). De este modo, podemos
definir la funcion:

T: D — §(F)

(a1, ) = (0 favr), —aa f1(v2).

Es facil ver que este es un isomorfismo proyectivo, y, de la construccién, tenemos que si
tomo P € D, entonces la ecuacion T'(D) = 0 determina un hiperplano al cual pertenece
D. De este modo, tenemos que T'(P;) = H;, para cada i y del Teorema 1.3.3, obtenemos
que

B(Hy, Hy, H3, Hy) = B(P1, P2, Ps, Py).

Como corolario del anterior teorema, tenemos:

Corolario 1.4.15. Sea P un punto en un plano proyectivo P(E), t una recta que no pasa
por P, y Ly, Lo, L3, Ly rectas diferentes que pasan por P e intersectan at enl1,12,13 y l4,
respectivamente. Entonces:

B<L17 L27 L37 L4) = ﬁ<l17 l27 l37 l4)

1.5. Espacios, transformaciones y coordenadas homogéneas

Como vimos antes, los hiperplanos pueden ser considerados como el espacio solucion
de una ecuacién de la forma f(x) = 0. Las coordenadas homogéneas nos permiten
dar una representacion analitica de los subespacios proyectivos y las transformaciones
proyectivas. A continuacién ejemplificamos esto:
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Ejemplo 1.5.1. Sea P*(R), consideremos la referencia proyectiva:
R ={[(1,0,0)},[(0,1,0,)], [(0,0, )], [(1, 1, 1)]}.
Si consideramos los puntos P = (1,0,0), @ = (0,0,1) y R = (1,1, 1), entonces:
L(P,Q) = {(zo, 1, 72) | 22 = O}

L(P,R) = {(xg,z1,23) | x2 — 21 = 0}.

Ejemplo 1.5.2. Sea P?(R), consideremos la referencia proyectiva:
R = {[(1,0,0)],[(0,1,0,)], [(0,0, )], [(1, 1, 1)]}
Podemos considerar la transformacion lineal f : R? — R, dada por:
f(zo, x1,x2) = 220 — 71 + T2
Su hiperplano asociado es:
H = {(xo,z1,22) | 220 — 11 + 22 = 0}
Ejemplo 1.5.3. Sea P*(R), consideremos la referencia proyectiva:
R = {[(1,0,0)},[(0,1,0,)}, [(0,0, D, [(1, 1, 1)]}.
Consideremos la transformacion lineal ¢ : R* — R3. Dada por:
(g, 1, x2) = (220, T1 — T2, To + T1 + X2),
entonces la funcidn f = ¢ : P?(R) — P?(R), dada por coordenadas homogéneas, seria:
f([zo, x1, x22)) = [2x0, 21 — T2, T + T1 + 2]
Ejemplo 1.5.4. Sea P?(R), consideremos la referencia proyectiva:

R = {l(1,0,0)],[(0,1,0,)], [(0, 0, )], [(1, 1, 1)]}-
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Sea P = [1,0, 1] y Fp el haz de todas las rectas que pasan por P. Como vimos, cada recta
que pasa por P esta determinada por una ecuacion lineal. Sea L € Fpy f(xo,z1,22) =
apxo + a1 + aswe SU ecuacion asociada. Entonces:

f(1,0,1) =0

a0+a2:O.

De este modo:

Fp = {lineas determinadas por una ecuacioén de la forma agxy + axz, = 0, donde ag + a; = 0}.
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2. Conicas y Teorema de Pascal

En este capitulo vemos la inclusion de las coénicas en la geometria proyectiva y
hacemos la demostracién del Teorema de Pascal, como de su reciproco, el Teorema
de Braikenridge-Maclaurin; este capitulo lo hicimos en base a 3, 4 y °.

2.1. Conicas

Definicion 2.1.1. Dado K cuerpo, recordemos que una forma cuadratica sobre K" es una
funcion ¢: K* — K, dada por
p(X) = XTAX,

donde A € K"*" es una matriz simétrica y los elementos de K" se representan por
vectores columnas. Es facil ver que si X = (z;) y A = (a;;), entonces:

n n

(X)) =D aymia;.

i=1 j=1

Notemos que varias matrices pueden determinar la misma forma cuadratica. También,
podemos ver que, dada una forma cuadratica, le podemos asignar una matriz simétrica.
En adelante, la matriz asociada a una forma cuadratica la consideraremos como una
matriz simétrica.

Recordemos que los puntos pertenecientes a un espacio proyectivo son manejados
como vectores, obtenidos de las coordenadas homogéneas respecto a una referencia
proyectiva R.

Definicion 2.1.2. Sea ¢ una forma cuadratica no nula sobre K? y P(E) un plano proyectivo
sobre K. Definimos la cénica C C P(F) asociada a ¢ como:

C={PeP(E)|¢([Plr) =0}

3 FRIGERIO R. y PARDINI R FORTUNA E. Projective Geometry: Solved problems and Theory Review.
Springer, 2016.

4 Frank AYRE. Theory and problems of projective geometry. Schaum’s Outline Series. Schaum Publishing
Company, 1967.

5 Coxeter H.S.M. Projective Geometry. Second edition. Springer-Verlag, 2003.
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En ocasiones, una conica puede coincidir con la unién de dos lineas rectas. Por ejemplo,
si consideramos la cénica dada por la ecuacion F(P) = (zo + z1 + x2)(zo + x1 — x2), €sta
conica consiste en la unién de las lineas determinadas por las ecuaciones zy+z;+x, = 0y
xo+x1—19 = 0, respectivamente. A este tipo de conicas se les llama cdnicas degeneradas.

Sea C una cdnica con matriz asociada simétrica A y P un punto en ella, y @ un punto
cualquiera. Consideremos la recta L(P, @), los puntos que pertenecen a la recta tienen la
forma oP + Q. De este modo, para hallar la interseccion de la recta con la cénica hay
gue solucionar la siguiente ecuacion:

0= g(aP + Q)
= (aP + Q)" A(aP + 5Q)
= (P + Q)T (AP + SAQ)
= a’PTAP + BaQ AP + aSPTAQ + 2Q T AQ
= o?PTAP +208PTAQ + 2QTAQ
=2afBPTAQ + B*Q " AQ.

Puesto que P € C, obtenemos:
206PTAQ + QT AQ = 0,

obteniendo una solucion de la forma (a, 0), correspondiente al punto P. Ahora, si 5 # 0,
entonces:
2aPTAQ + BQTAQ =0,

y tenemos los siguientes casos para la otra solucién:

) Si p(Q) =0y PTAQ # 0, entonces la otra solucion es (0,3), y asi L(P,Q)NC =
{P,Q}.

) Sip(Q) #0y PTAQ # 0, entonces existe un punto R # P, tal que L(P,Q)NC =
{P, R}.

) Sip(Q)=0y PTAQ = 0, entonces L(P,Q) C C.

IV) Sip(Q) #0y PTAQ = 0, entonces («,0) es la Unica solucion, y asi, L(P,Q)NC =
{P}.

Este analisis, motiva la siguiente definicion de recta tangente a una conica:
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Definicion 2.1.3. Dada ¢ C P(E) una cénica con matriz simétrica asociada A y P un
punto de C. Definimos la recta ¢p tangente a C en el punto P, como:

tp={Q e P(E) | PTAQ = 0}.

Nuestro objetivo ahora es generalizar la razén doble para puntos en conicas, para esto,
utilizaremos el siguiente lema:

Lema 2.1.4. Suponga que A y B son dos puntos diferentes de una conica no
degenerada C de P*(K). Denotemos por t, y t, las lineas que son tangentes a C en
A y B, respectivamente. Sean F. y Fp los haces de lineas con centros en A y B,
respectivamente. La funcion ¢ : F4 — Fp definida por:

I) ¢(tA) = L(Aa B);
) ¢(L(A, B)) =tp;

M) o(r) = L(B,Q) sir #ta, r # L(A, B), donde Q) es el punto de interseccion entre r y
C diferente de A.

Es un isomorfismo proyectivo.

Demostracion. Del Teorema 1.3.2, la funcidn ¢, esta bien definida. Dado que la conica es
no-degenerada, las lineas t4 y ¢ tienen un punto de interseccion C' que no pertenece a
la conica. Si R es un puntode C talque R ¢ t,UtgUL(A, B), tenemos que {A, B,C, R} es
una referencia proyectiva de P?(K). En el sistema de coordenadas homogéneas inducido,
tenemos que A = (1,0,0), B = (0,1,0), C = (0,0,1) y R = (1,1,1), y las lineas ¢4 y
tp tienen ecuacion x; = 0y zo = 0 respectivamente. De este modo. Si consideremos
M = [m;;] la matriz asociada a la conica.Puesto que A, B, R € C, tenemos que:

1
(1 0 O)M|0] =0, entonces my; = 0;
0

e}

(0 1 0)M | 1] =0, entonces myy = 0;

=}
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1

(1 1 )M |1| =0, entonces Y  my =0, entonces 2mya+2my3+2mas +mgs = 0.
1 ije{1,2,3}

Ahora utilizando que las ecuaciones de t4 y tg, obtenemos:

Zo
(1 0 O)M [z | =21, migws +mizre =0, my3 = 0;

T2

Zo
(0 1 0O)M [z | =x0, ma1mo+mazra =0, my3=0.

T2

Asi, obtenemos que la matriz tiene la forma:

0 b O
M=1b 0 0
0 0 —2b
De este modo, su ecuacién es z3 — zor; = 0. F4 Podemos considerar las lineas con
ecuacion z; = 0, x2 = 0y z; + o = 0, estas forman una referencia proyectiva
en F, e inducen un sistema de coordenadas homogéneas. Analogamente, las lineas

determinadas por las ecuaciones xy = 0, o = 0y xg + 2o = 0, forman un sistema de
coordenadas homogéneas para Fp.

Sear € Fa,conr # tayr # L(A, B). Entonces r tiene ecuacion a;x; + asxs = 0
con aj,as # 0,y su coordenada es (aj,as). Tenemos que r N C = {A,Q}, donde Q =
(a?, a3, —ayay). De este modo, la linea L(B, Q) tiene ecuacion a?zy + ajasry = 0, cOMO
a; # 0, la ecuacion se transforma en ayxy + asxry = 0y, por tanto, su coordenada es

(CLQ,CLl).

Consideremos la funcién f : 74 — Fp, dada por f((a1,az)) = (az,a;). Como hemos visto,
la funcién f coincide con ¢ en el conjunto F4 \ {ta, L(A, B)}. Ademas, tenemos que en el
sistema de coordenadas elegidas, ¢ 4 tiene coordenadas (1,0), L(A, B) tiene coordenadas
(0,1) y tp tiene coordenadas (1, 0), asi:

fta) = F((1,0)) = (0,1) = L(A, B) = ¢(ta);
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J(L(A, B)) = f((0,1)) = (1,0) = tp = ¢(L(A, B)).
De este modo, f y ¢ coinciden, y claramente f es un isomorfismo. H

Dados cuatro puntos diferentes Py, P,, P3 y P, en un cénica C. Tomemos Ay B puntos de
la conica diferentes de los P;. Con la funcion construida ¢ : 4 — Fg en el lema anterior,
tenemos que ¢(L(A, P,)) = L((B, F,)), y por tanto:

ﬁ(L(A7P1>7L(Aa PQ)a L(Aa PS)aL(Aa P4)) = 5(L(B,P1),L(B, P2)7 L(va3)7L<Ba P4))

Definicion 2.1.5. Sean P, P, P3, P, puntos diferentes de una cénica no degenerada.
Definimos la razdn doble de estos cuatro puntos como:

B(Py, Py, Py, Py) = B(L(A, P), L(A, ), L(A, P3), L(A, Py)),

donde A es un punto de C diferente de los P,.

Con esto podemos dar la siguiente construccion de una conica:

2.2. Definicion de Steiner para una conica

En esta seccidon vemos otra forma de construir una cénica, conocida como la Definicion
de Steiner. Esta sera util en la demostracion del reciproco del Teorema de Pascal.

Lema 2.2.1. Sean r, s dos lineas diferentes en P*(K) que pasan por un punto A. Sean
B,C,D puntos distintos en r \ {A}, y B',C", D’ puntos diferentes en s \ {A}. Entonces,
B(A,B,C,D) = B(A,B',C",D') si, y sélo si, las lineas L(B,B’), L(C,C") y L(D,D’) se
intersectan en un mismo punto.

Demostracion. Sea O = L(B,B’) N L(C,C"), es evidente que O ¢ r U s. Consideremos
p : r — s, la perspectiva centrada en O, esta mapea los puntos A, B,C' a los puntos
A, B, C' respectivamente. De este modo, tenemos que (A, B,C, D) = (A, B',C’',p(D)).
Asi, 5(A,B,C,D) = B(A,B',C", D), siy sélo si, p(D) = D', esto es, L(D, D’) pasa por
0. O

Utilizando el principio dual al lema anterior, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.2.2. Sean A, B puntos diferentes de una linea r de P*(K). Sean ry,r, 13,
lineas diferentes que pasan por A y son diferentes a r y si, s9, s3 lineas diferentes que
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pasan por B y son diferentes a r. Entonces r; N sy, 15 N sy, 73 N s3 Son colineales si, y solo

Si, B(r,r1,1m9,73) = B(1, 81, S9, S3).
A continuacion enunciamos y demostramos la definicion de Steiner para una conica.

Teorema 2.2.3. (Definicion de Steiner para una conica) Sean A y B puntos en un plano
proyectivo. f : Fa — Fpg unisomorfismo. Entonces el conjunto:

cr=|J @nswy

LeF,
Es una conica que pasa por A y B.

Demostracion. Si f es una perspectiva, entonces del Teorema 1.3.8, f(L(A,B)) =
L(A,B), asi, L(A,B) C C;. Tomemos ry,m, € Fa \ {L(A, B)} diferentes, notemos que
ri # f(r;) paracada: € {1,2}, ademas, r; N f(r1) y r2 N f(r2) son puntos diferentes. Sea
t la linea que pasa por r; N f(r1) y ro N f(re). Tomemos r € F4 \ {L(A, B)}, entonces
B(L(A, B),r,1m9,7) = B(L(A, B), f(r1), f(re), f(r)), y del Corolario 2.2.2, tenemos que
rN f(r) pertenece a t, de este modo, C; C L(A, B)Ut. Reciprocamente, si P € t, notemos
que t # L(A, B), entonces, sin pérdida de generalidad podemos suponer que A ¢ t.
Consideremos [ = L(A, P), tenemos que [Nt = P. Por lo que vimos f(l) es una linea que
pasa por By lnN f(l) € t, por tanto, I N f(I) = P. Asi, C; = L(A, B) Ut, y es una cénica
degenerada que pasa por Ay B.

Ahora supongamos que f no es una perspectiva. Sea | = L(A, B), es claro que
| = F4 N Fp. Del Teorema 1.3.8. Tenemos que f(I) # I. Sea C = f~'(I) N l. Podemos
tomar un sistemas de coordenadas homogéneas tales que A = (1,0,0), B = (0,1,0)
y C = (0,0,1). En estas coordenadas, F, consiste de todas la rectas con ecuacion
axr; + o = 0. Fp consiste de todas la rectas con ecuacién cxy + dzs = 0. Con esto,
podemos dotar a F4 con un sistema de coordenadas homogéneas (a,b) y a F un sistema
de coordenadas (c,d). En este sistema iy f~!(I) tienen coordenada homogéneas (0,1) y
(1,0) respectivamente en F4. Y L'y f(l) tiene coordenadas (0,1) y (1,0) en Fg. De este
modo, en estas coordenada [ esta representada por una matriz:

0 A
1 0,
donde ) es un escalar no nulo. De este modo, si r € F4 esta determinado por la ecuacion
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ax1 + bxs = 0, entonces f(r) esta determinada por la ecuacion \bzxg + axy = 0. Asi:
r N f(r) = (a* \b*, —ab).
Por tanto:
Cr = {(a® A\, —Aab) | (a,b) € P*(K)}.

De este modo, si consideramos C la conica, con ecuacion F(xzg, z1, z2) = Argr; — 22 = 0,
entonces C; C C. Reciprocamente, si T' = (yo, y1, y2) € C. Tenemos los siguientes casos:

) Siy, =0, entonces T = (1,0,0) =A= )N f(fH1)eC.0OT=(0,1,0)=B =
I[N f(l)ecC.

) Si y, # 0, entonces y, # 0. Sea a # 0, tal que o> = yo y b = —%. Entonces
T = (a?, \b?, —ab) € C.

De este modo, C C C;. Y asi, C; =C.

2.3. Teorema de Pascal

Para dar paso al teorema de Pascal en la geometria proyectiva, primero se hara
un analisis del mismo, enunciando y demostrando, en su presentacion en geometria
euclidiana. Con esto, se podra comparar los resultados obtenidos en geometria euclidiana
y proyectiva.

Teorema 2.3.1. (Pascal en geometria euclidiana) Sea ABC DEF un hexagono inscrito
en un circulo. Se extienden los pares de lados opuestos hasta que se intersectan en los
puntos P,Q), R (P = AFNCD,Q =ABNDE, R = BCnNEF), entonces estos tres puntos
son colineales.
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Figura 2.1: Teorema de Pascal en geometria euclidiana

Demostracion. Para explicar el teorema de Pascal, se requiere del uso de dos teoremas
previos, los cuales son Potencia de punto 'y Teorema de Menelao, que seran enunciados
a continuacion.

Teorema de Menelao. Sea ABC un ftriangulo y X,Y,Z puntos sobre las rectas
AB, BC,C A respectivamente. Entonces X,Y, Z son colineales si, y sblo si se cumple

que
AX BZ CY _

* * =
XB ZC YA

1.

41



Figura 2.2: Teorema de Menelao

Potencia de punto. Sea T" un circulo y P un punto que no este sobre la circunferencia
de I'. Una recta que pasa por P, arbitraria, corta a I' en los puntos A y B, entonces la
potencia de punto de P hacia I', definida por PA x PB es constante, independientemente

de la recta que se haya tomado.

P

Figura 2.3: Potencia de punto

Con base en estos dos teoremas, se demuestra el teorema de Pascal en geometria

euclidiana:
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Figura 2.4: Construccion complementaria

Sean X = ABNEF,Y =ABNCD, Z =CDnEFy M el circulo que circunscribe los
puntos A, B,C, D, E, F. Por potencia de punto de:

s X aM,

XAx XB=XFxXE. (2.1)
m YaM,

YAxYB=YDx XEFE. (2.2)
m ZaM,

ZDxZ7C =7F«xZFE. (2.3)

Ahora, considerando el triangulo XY 7 y, por el teorema de Menelao:
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m delarecta B,C, R al triangulo XY Z

XR ZC YB

77 * oy * BX = 1. (2.4)
» delarecta F, A, P al triangulo XY Z

XF ZP YA

) 2.

FZ PY AX =1 (2:5)
» delarecta F, D, Q al triangulo XY Z

XE ZD Y

¢ = 1. (2.6)

EZ "Dy T QX

Donde multiplicando (2,4), (2,5), (2,6) obtenemos:

XR+xZC+YB*x XF* ZPxYAx XExZDxY(Q
RZ«CY «BX «FZ % PY « AX «xEZ* DY «QX

Reagrupando, se obtiene:

XFxXFE . YAxYB . ZDx ZC . XR ZP YQ _1
XAxXB YCxYD ZFxZF RZ * Py QX '

Usando (2,1),(2,2), (2,3) se concluye:

XR ZP YQ
RZ “PY T QX

=1,

por lo tanto, como los puntos P, ), R cumplen la condicion de Menelao sobre el triangulo
XY Z se concluye que P, @, R son colineales. O
En el Teorema de Pascal existen casos particulares, que explicaremos a continuacion:

» El hexagono considerado para realizar las intersecciones de las rectas que lo
conforman, y asi construir los tres puntos colineales, no debe estar dado en orden
ciclico, por lo que es posible que los tres puntos que sean colineales, no resultan ser
los cortes de los lados opuestos, como si seria si se consideraran de forma ciclica.

= Cuando el punto de corte de dos rectas no se puede construir, ya que las dos rectas
son paralelas en el hexagono, este punto se considera el corte de las dos rectas
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paralelas como un punto en el infinito. Por esto, se tiene que: si uno de los tres
pares de rectas son paralelas en el hexagono, los otros dos puntos de corte deben
formar una recta paralela a estos dos lados del hexagono, para que también sean
colineales con el punto en el infinito; cuando dos de los tres pares de rectas en el
hexagono sean paralelas, dos de los puntos se consideraran en el infinito, por lo que
el tercero también debe estar alli, de donde se deduce que el tercer par de rectas
también deben ser paralelas.

= El teorema de Pascal puede hacerse en versiones degeneradas de hexagonos, en
donde se aplica el teorema sobre un hexagono formado por 6 puntos sobre una
circunferencia, que no sean necesariamente diferentes entre ellos. Cuando se da el
caso de que uno de los lados del hexagono sea un lado expresado por dos vértices
gue sean el mismo punto dentro de la circunferencia, el lado de este hexagono se
considera como el limite de las rectas que se obtienen cuando se toman puntos
cada vez mas cerca al punto dentro del hexagono, por lo que esta recta seria la
recta tangente a la circunferencia, que pasa por el punto del hexagono.
Por ejemplo, si el hexagono es ABC' D E A los puntos de corte que se obtienen serian
P=AANCD,Q =ABNDE, R= BCnNEAdonde AA se entenderia como la recta
tangente a la circunferencia, en A.

A continuacién enunciamos y demostramos el Teorema de Pascal en geometria
proyectiva.

Teorema 2.3.2. (Teorema de Pascal) Sea C una cénica no generada de P*(K) y
P, Py, P3,Q1,Q2,Q3 puntos distintos de C. Entonces, los puntos R, = L(P3,Q2) N
L(Py,Q3), Ry = L(Py,Q3) N L(Ps, Q1) ¥y Rs = L(Py, Q1) N L(Py, Q,) son colineales.
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Figura 2.5: Teorema de Pascal

Demostracion. Consideremos los puntos A = L(P;,Q3) N L(P3,Q2) y B = L(P1,Q2) N
L(Ps3, Q) (ver Figura 2.5), tenemos que:

B(P3>P2>P17Q2) = ﬁ(L(Pda Qd)? L(P27Q3)7L(P17Q3)7 L(Q27 QS)))

Del Corolario 1.4.15, considerando la interseccion de las cuatro lineas con la recta
L(Ps, (), obtenemos:

B(L(Ps,Q3), L(P, Q3), L(P1, Q3), L(Q2,Q3))) = B(F3, R1, A, Q2),

y asi:
B(Ps, Py, P1,Q2) = B(P3, R1, A, Q2). (1)

De manera analoga, tenemos que:

B(Ps, Py, P1,Q2) = B(L(Ps,Q1), L(P, Q1), L(P1,Q1), L(Q2, Q1))).

Si consideramos las intersecciones de las rectas con la linea L(P;, @)2), tenemos:

B(L(P37Q1), L(P2, Ql)a L(Pth)aL(QQ, Ql))) = /3(3733, Py, Q?)- (2)

Por tanto:
B(P37P27P17Q2):5<B7R3aP17Q2)‘ (2)
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De (1) y (2):
5(P3aR17A7Q2) - /B(BvR?nPhQQ)v
y asi, del Teorema 1.3.3, existe un isomorfismo proyectivo f : L(Ps, QQ2) — L(P;, Q) tal

que

f(PS):Bv f<R1>:R37 f<A>:P1; f(Q2):Q2-

Puesto que f(Q2) = @2, del Teorema 1.3.8, f es una perspectiva centrada en el punto
L(Ps, B)N L(A, P;) = Ry. Ahora dado que esta perspectiva transforma el punto R, en Rs,
y esta centrada en R, se tiene que R, R, y R3 son colineales. O

Como se menciona anteriormente, en geometria proyectiva, el reciproco del teorema de
Pascal también es cierto, y se conoce como el teorema de Braikenridge-MacLaurin.

2.4. Teorema de Braikenridge-MacLaurin
En esta seccidn estudiamos el reciproco del Teorema de Pascal, que es conocido como
el Teorema de Braikenridge-McLaurin.

Teorema 2.4.1. (Teorema de Braikenridge-MacLaurin) Sean P, P», P;,Q1,Q2 ¥y Q3
puntos diferentes en un plano proyectivo. Si los puntos Ry = L(P;,Q2) N L(Ps,Q3),
Ry = L(P,Q3) N L(P3,Q1) y Ry = L(P,Q1) N L(P,Q2) son colineales, entonces
P, Py, P3,Q1,Q- y Q3 Se encuentran en una misma conica.

Demostracion. Consideremos los puntos A = L(P;,Q3) N L(P3,Q2) Yy B = L(P,Q2) N
L(Ps;, @) (ver Figura 2.5). Consideremos la perspectiva p : L(P,Q2) — L(Ps,Qs),
centrada en R,, tenemos que p(P1) = A, p(R3) = Ri, p(B) = Py y p(Q2) = Q2, poOr
tanto:

B(P1, Rs, B, Q2) = B(A, Ry, P3,Qs).

Por otro lado, del Corolario 1.4.15, tenemos que:

B(L(Qr, Pr), L(Q1, P2), L(Q1, P3), L(Q1, Q1)) = B(P1, R3, B, Q2)

B(L(Qi’n Pl)? L(Q37P2)’ L(Q37P3)7L(Q37 Ql)) = 5(A,R1, P3a Q2)7

entonces:

/B(L(Ql7 P1)7 L(Qla P2)7 L(Ql; P3)7 L(Q17Q2)> = ﬁ<L<Q37 Pl)v L(Q37P2>7L(Q37 P3)7 L(Qi’)a Q2))
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Utilizando el Teorema 1.3.3, obtenemos un isomorfismo f : Fo, — Fg,, del
Teorema 2.2.3, C; es una conica que pasa por )1 y ;. Notemos ademas que:

L(Q1, P1) N f(L(Q1, P1)) = L(Qy, P1) N (Qs, P1) = {1 };
L(Q1, P2) N f(L(Q1, P2)) = L(Qy, P2) N (Q3, 2) = {2}
L(Q1, P3) N f(L(Q1, P3)) = L(Qy, P3) N (Q3, P3) = {3 };
L(Q1,Q2) N f(L(Q1,Q2)) = L(Q1,Q2) N (Qs,Q2) = {Q2}-
De este modo, P, P», P5,Q1,Q2, Qs € Cy. O

El teorema de Pascal en geometria euclidiana, a diferencia de la geometria proyectiva,
s6lo es cierto en una direccion, debido a que el reciproco implicaria que los 6 puntos se
encuentran sobre una circunferencia, lo cual para ser cierto se requiere que originalmente
5 de los puntos lo estén. Esto si sucede en la geometria proyectiva, ya que 5 puntos
definen una cdnica, mientras que en la geometria euclidiana no necesariamente 5 puntos
arbitrarios pertenecen a una misma circunferencia.
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3. Aplicaciones del Teorema de Pascal

En esta seccién vamos a analizar usos del Teorema de Pascal, en donde se evidencia su
aplicacion para resolver problemas, incluso con mayor facilidad que cuando no se hace
uso del mismo. También, se van a revisar resultados relacionados con el Teorema de
Pascal, como lo es el Teorema de Brianchon.

3.1. Teorema de Brianchon
Aplicando el Principio de dualidad al Teorema de Pascal, debemos cambiar:

= Puntos en la conica, por rectas que son tangentes a la conica.

= Recta que pasa por dos puntos, por punto interseccidén de dos rectas.

= Punto interseccion de dos rectas, por recta que pasa por dos puntos.

» Recta que pasa por tres puntos, por punto interseccion de tres rectas.
Asi, obtenemos el siguiente resultado, que es llamado Teorema de Brianchon.

Teorema 3.1.1. (Teorema de Brianchon) Sea C C P(E) una conica y ty,ts,t3,11,72,74
rectas tangentes a C. Entonces las rectas s = L(t3 Nrq,to N13), So = L(ty Nr3,t3Nry) y
s3 = L(ta N1y, t1 N1y) SON concurrentes.

Figura 3.1: Teorema de Brianchon
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3.2. Aplicacion en un problema

Para mostrar el uso del teorema de Pascal, se enuncia y resuelve un problema de
geometria euclidiana.

l) (Enunciado) Sea ABC' un triangulo acutangulo con circuncirculo I'. Sea D un punto
sobre el segmento BC diferente de By de C, y sea M el punto medio de AD. La
perpendicular a AB que pasa por D intersectaa ABen Eyal en F,con D entre
E'y F. Sea X el punto de corte entre FC'y EM. Si /DAFE = ZAFFE, demuestre
que larecta AX estangenteal'.

Figura 3.2: Construccion del problema

I) (Solucion oficial) Como /DAE = /AFE, se obtiene que AFE es tangente
al circuncirculo del triangulo ADF. Por lo tanto, por potencia de punto,
AE? = ED x EF.
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Como el triangulo AEF es semejante al triangulo AED y EM es mediana del
triangulo AED, se obtiene que EM es simediana del triangulo AEF, y como el
triangulo es rectangulo se tiene que la simediana también es perpendicular, por lo
tanto, EM L AF. Por el lema de perpendicularidad, FE? — FX? = AE? — AX?, es
decir, (FE* — FX?) — (AE? — AX?) = 0(1).

Por otro lado, /EXF = 90 — ZCBA = /FDC, entonces el cuadrilatero
EDCX es conciclico y por potencia de punto FD x FE = FC x FX, es
decir, FD x FE — FC x FX = 0(2).

Tomando (1)—(2) obtenemos (AE*—~EDx EF)—(AX?—-XCx X F) = 0. Finalmente,
como AE? — ED x EF = 0 obtenemos que AX? — XC x XF = 0, es decir, AX? =
XC x XF loque implicaque AX estangente a Tl

1) (Solucion con teorema de Pascal) Sea X’ el corte entre F'C'y la tangente a I" por
A. Demostraremos que X’ esta sobre EM y con esto ya terminaremos el problema.

Sea P el corte de FFD con I' y sea Y el corte entre BC' 'y AP. Por el teorema
de Pascal en el hexagono degenerado AFBPAC tenemos que X', Y y E son
colineales. Entonces es suficiente demostrar que M esta sobre la recta Y E.
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Figura 3.3: Construccion auxiliar

Para eso notemos que como /BAD = ZAFE = ZPBA, entonces PB es paralelo
a AD. Entonces PADB es un trapecio, F es el corte de sus diagonales y Y el corte
de las extensiones de los lados. Es conocido que en esta configuracion Y E biseca
a los segmentos AD y PB.

Como factor a resaltar, en la solucién al problema de la olimpiada iberoamericana,
usando el teorema de Pascal, no se hace necesario el uso de la condicion de la
perpendicular por D del enunciado. Por lo que, gracias a la solucion planteada
usando el teorema de Pascal, se puede omitir dicha informacion del enunciado,
siempre el cuando la construccién de los puntos E y F sean colineales con D,
y mantengan la condicién de /DAE = ZAFE. Es decir, el uso del teorema de
Pascal en este problema, ayuda a reducir las condiciones del enunciado, y que siga
teniendo validez su conclusion.

3.3. Construccion de una isogonal

Dado un triangulo ABC'y D un punto en el plano, la recta isogonal a la recta AD se ve
como la reflexion de AD sobre la bisectriz interna de Z/BAC.
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Figura 3.4: Recta isogonal

Para construir la reflexion de AD sobre la bisectriz de ZBAC' es suficiente realizar la
reflexion de cada punto sobre la bisectriz, como se muestra en el dibujo la construccién
del punto D’. Como el triangulo DAD’ es isdsceles, la bisectriz de Z/BAC es igual a la
bisectriz de ZDAD’, por lo que se concluye que la recta isogonal a AD se puede obtener
como la recta que pasa por Ay cumple que /BAD = ZCAD'.

Se va a hacer uso del teorema de Pascal para demostrar la construccion de una recta
isogonal mediante cuerdas sobre una circunferencia.

I) Enunciado Sea ABC un triangulo con circuncirculo T'. Sea D un punto sobre el
arco BC' que no contiene a A. Sean M y N puntos sobre las rectas AB y AC,
respectivamente, tales que M N || BC. Sean X y Y los cortesde DM y DN con T'.
Sea Z el corte de BY y CX. Entonces, en el triangulo ABC, AZ es la isogonal de
AD.
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Figura 3.5: Construccion recta Isogonal

1) Demostracion Para demostrar que AZ es la isogonal de AD basta con probar que

/ZDAB = ZZAC. Aplicando el teorema de Pascal en I" con los puntos XAYCDB
se obtiene que los puntos M, N y Z son colineales, por lo tanto ZN || BC.
Por angulos correspondientes se tiene que ZCBY = ZNZY,y como el cuadrilatero
C'BAY esta sobre I, por angulo inscrito, se tiene que Z/CBY = ZC AY. Ahora, como
/NZY = /CBY = ZCAY se tiene que el cuadrilatero AZNY es circunscrito, por lo
que, usando angulo inscrito, obtenemos que /ZAN = /ZY N. Finalmente, como el
cuadrilatero ABDY esta sobre T, por angulo inscrito, /DAB = /DY B, asi entonces
/DAB=/DYB=/NYZ=/ZAN = /ZAC, como se queria.
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