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RESUMEN

TITULO: SOBRE LA ESTRUCTURA DE LOS CUERPOS FINITOS *
AUTOR: NATALIA ISABEL PEREZ NINO

PALABRAS CLAVE: CUERPOS FINITOS, POLINOMIOS IRREDUCIBLES, TRANSFORMACIONES
LINEALES, ALGEBRAS DE GRUPO, TEORIA DE CODIGOS.

DESCRIPCION:

En las Ultimas décadas, la teoria de los cuerpos finitos ha sido de gran interés por sus aplicaciones a la
teoria de codigos y criptografia. Los enteros médulo p, siendo p un primo, son los primeros ejemplos de
cuerpos finitos que surgen cuya teoria fue en gran parte desarrollada en los siglos XVIl y XVIIIl. En general,
los cuerpos finitos poseen diversas propiedades algebraicas que los hace un objeto de estudio de gran
importancia. Este trabajo consiste en un estudio teérico de las propiedades estructurales de los cuerpos

finitos y su aplicacion a la teoria de cédigos.

En el primer capitulo, recordaremos algunos conceptos y resultados del algebra abstracta que usaremos
a lo largo del desarrollo del escrito. En el capitulo siguiente presentaremos algunas propiedades que
caracterizan a los cuerpos finitos, entre ellas su cardinalidad, la estructura ciclica de su grupo multiplicativo
y la relacion entre sus subcuerpos. Estudiaremos el comportamiento de los polinomios irreducibles sobre
dichos cuerpos y caracterizaremos las transformaciones lineales y bases de los cuerpos finitos vistos
como un espacio vectorial sobre algun subcuerpo. Para finalizar, en el Gltimo capitulo explicaremos en
detalle como construir codigos ciclicos minimales de longitud n sobre cuerpos finitos usando idempotentes

en algebras de grupo, tomando como referencia el trabajo de Raul Ferraz y César Polcino .

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.

Cesar FERRAZ Raul y POLCINO. “Idempotents in group algebras and minimal abelian codes”. En:
Finite Field and Their Applications 13.2 (2007), pags. 382-393.
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ABSTRACT

TITLE: ON STRUCTURE OF FINITE FIELDS
AUTHOR: NATALIA ISABEL PEREZ NINO ™

KEYWORDS: FINITE FIELDS, IRREDUCIBLE POLYNOMIALS, LINEAR TRANSFORMATIONS, GROUP
ALGEBRAS, CODING THEORY.

DESCRIPTION:In recent decades, the theory of finite fields has been of great interest because of their

applications to coding theory and cryptography. The integers modulo p, being p a prime, are the first
examples of finite fields that arise whose theory was largely developed in the seventeenth and eighteenth
centuries. In general, finite fields have various algebraic properties that make them an object of study of
great importance. This work consists of a theoretical study of the structural properties of finite fields and
their application to coding theory.

In the first chapter, we will remember some concepts and results of the abstract algebra that we will
use throughout the text. In the next chapter we will present some properties that characterize the finite
fields, including their cardinality, the cyclical structure of its multiplicative group and the relationship between
its subfields. We will study the behavior of irreducible polynomials on these fields and characterize the
linear transformations and bases of the finite fields seen as a vector space on some subfield. Finally, in the
last chapter we will explain in detail how to build minimal cyclical codes of length n on finite fields using
idempotents in group algebras, taking as reference the work of Raul Ferraz and César Polcino .

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
Matematicas.



Introduccion

Durante los siglos XVIl y XVIII, Pierre de Fermat, Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange
y Adrien-Marie Legendre desarrollan gran parte de la teoria fundamental de los enteros
modulo p, siendo p un ndmero primo; uno de los cuerpos finitos mas conocidos. No
obstante, los primeros resultados en la teoria de cuerpos finitos se dan en 1830 donde el
famoso matematico francés Evariste Galois trabajando en la congruencia de polinomios
irreducibles de grado n médulo p, f(z) = 0 (mdd p) , piensa en las raices de dicha
congruencia de manera similar en la que se utilizaba el simbolo i = \/—1 para realizar
distintos calculos. De esta forma, establece que si « es una raiz de esta congruencia
entonces las expresiones a;a + asa® + - -+ + @™, €ON ay, .. ., a, € Z,, forman un cuerpo
finito de p" elementos; razén por la cual los cuerpos finitos son llamados también cuerpos
de Galois. Finalmente, en 1893 Eliakim Moore demuestra que existe salvo isomorfismo un
unico cuerpo finito de p™ elementos, terminando asi la caracterizacién de la cardinalidad
de los cuerpos finitos.

En este trabajo de grado nos interesa estudiar propiedades estructurales de cuerpos
finitos donde veremos como la teoria de grupos, extensiones de cuerpos, algebra lineal
e incluso un poco de la teoria clasica de numeros se reunen para dar una descripcion
detallada de esta estructura algebraica. De igual forma, la teoria de los cuerpos finitos ha
sido fundamental en diversas areas como en la criptografia y la teoria codigos, razén por
la cual nos interesa ver la aplicacién de los cuerpos finitos en la construcion de codigos
ciclicos minimales.
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1. Preliminares

En este capitulo revisaremos algunos conceptos y resultados sobre extensiones de
cuerpos, teoria de grupos y teoria clasica de niUmeros que seran de gran utilidad en
el estudio de la estructura de un cuerpo finito.

1.1. Extensiones de Cuerpos

Definicion 1.1.1. Un cuerpo es un anillo conmutativo F con unidad en el que todo
elemento no nulo es invertible.

Sea r € F y n un entero positivo. Denotamos = + = + - - - + x ( n sumandos) por n - z.

Definicion 1.1.2. Sea F un cuerpo. Definimos la caracteristica de F como el menor
entero positivo n tal que n - x = 0 para todo = € F. Si no existe tal entero, decimos que la
caracteristica de FF es cero.

Ejemplo 1.1.3. Q es un cuerpo infinito con caracteristica cero y Z, es un cuerpo finito
con caracterisitica p, donde p es primo.

Proposicion 1.1.4. SeaF un cuerpo, entonces la caracteristica de F es cero o un nimero
primo. En particular la caracteristica de un cuerpo finito es un nimero primo.

Demostracion. Sea F un cuerpo, si el orden aditivo de la unidad es infinito, claramente la
caracteristica de I es cero. Ahora bien, si el orden aditivo de la unidad es n, probaremos
que la caracteristica de F es n. Sea x € IF, entonces:

n-r=x+xr+---+2

n sumandos

=lr+lo+---+1x

n sumandos

—(1+14-+1z

(. /
~~

n sumandos

=n-z=0

Como n es el menor entero positivo que cumple que n - 1 = 0, concluimos que n es la
caracteristica de F. Por altimo, veamos que n es primo. Sean s, t enteros positivos tales
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que 1 < s,t <nyn = st, entonces:
O=n-1=(st)-1=(s-1)(t-1),

lo que implicaque s-1 =00¢-1 =0y como n es el menor entero positivo tal que n-1 = 0,
tenemos que s = n 0 t = n; luego n es primo. En particular, la caracteristica de un cuerpo
finito es un numero primo, puesto que el orden aditivo de la unidad es finito. O

Proposicion 1.1.5. Sea F un cuerpo finito con caracteristica p, entonces F contiene un
subcuerpo isomorfo a Z,,.

Demostracion. Consideremos la aplicacion ¢ : Z, — F tal que ¢(z) = = - 1, para todo = €
{0,...,p—1}. Sean a, § € Z,, entonces existen ¢, g2, 71,72 € Z* tales que a+ 3 = pg1 +1m
yaB =pg+rycon0<ry,ry<p-—1.Asf;

platB)=o(r)=r-1=({pq) - 1+rn-1=@pa+mn)-1=(a+p)-1=(a-1)+(3-1)

P(afB) = d(ry) =12- 1= (pg2) - 1 +r2-1=(pga+12)- 1= (af) - 1= (a-1)(B-1)

Luego, ¢ es un homomorfismo. Finalmente, note que Ker(¢) = {0} ya que p es el menor
entero positivo tal que p - 1 = 0. Por tanto, ¢(Z,) es un subcuerpo de IF isomorfo a Z,. [

Definicion 1.1.6. Sean F y K cuerpos.

1) Decimos que F es una extension de K si K C F, que es denotado por F/K. Ademas,
dada una extension F/K , un cuerpo intermedio es un cuerpo L talque K C L C F.

I1) Sea F/K una extension de cuerpos y sea X C IF, denotamos por

K(X) = ﬂ {L CF:Lesuncuerpointermedioy X CL}.

Asi, K (X) es un cuerpo intermedio y es el menor cuerpo intermedio que contiene a K
yaX.Si X ={ay,aq,...,a,} escribimos K (ay,as,...,a,) envez de K ({ay, as,...,a,}).
Decimos que F/K es una extension simple si existe « € F tal que F = K («).

Ejemplo 1.1.7. C es una extension simple de R, dado que C = R(i).

Definicion 1.1.8. Sean F/K una extension de cuerpos y o € F. Decimos que « es
algebraico sobre K si existe p (x) € K[z] no nulo tal que p (a) = 0. En caso contrario, «
es llamado trascendente. Si para todo a € F, o es algebraico sobre K decimos que F/K
es una extension algebraica.
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Ejemplo 1.1.9. v/2+ /3 es algebraico sobre Q pues es raiz del polinomio z* — 1022 +1 €
Q|[z].

Ejemplo 1.1.10. e y 7 son transcendentes sobre Q.

Teorema 1.1.11. Sean F/K una extension de cuerpos y o € T algebraico sobre
K. Entonces existe un polinomio p (x) irreducible sobre K tal que p(a) = 0. Este
polinomio es unico salvo por un factor constante y tiene grado minimo en el ideal
I, ={p(z) e K[z] : p(a) = 0}. Ademas, siq(«) = 0 para q(z) € K [z], entonces p (z) |q (x).

Demostracion. Sea ¢, el homomorfismo de evaluacion de K|z] en F dado por
da(p(z)) = p(a), para todo p(x) € Kiz|. El ideal I,, quien es el kernel de este
homomorfismo, es un ideal en K [z], que es un dominio de ideales principales y por tanto
existe p (z) € I, tal que I, = (p(x)). De lo que inmediatamente se sigue que si ¢ (x)
es otro polinomio para el cual « es raiz, entonces p(x)|q (z). Como « es algebraico, el
kernel es distinto del nulo y por tanto p (x) es un polinomio no nulo de grado minimo en I,,.

Ahora bien, si suponemos que existen polinomios ¢,h € K][z] de menor grado que
p tal que p () = ¢ (x) h (x), entonces como p(a) = 0 tenemos que ¢(a) = 0 0 h(a) = 0,
lo que contradice la propiedad minimal de p(x). Luego, p(x) es irreducible. Por ultimo,
para ver la unicidad de p (=), supongamos que ¢ (x) es un polinomio irreducible en K [z]
tal que ¢(a) = 0, entonces ¢ (x) = p(x) h(z) pero como ¢ (z) es irreducible y p (z) no es
una constante, concluimos que /4 (z) es un polinomio constante. N

De esta forma, el Unico polinomio moénico irreducible sobre K para el cual « es raiz es
llamado polinomio minimal de « sobre K. Denotamos por m,(z) a dicho polinomio y por
dm, a su grado.

Ejemplo 1.1.12. Sean p un primo y n un entero positivo. Entonces f(z) = 2™ — p € Q[z]
es irreducible, f ({/p) =0y f es ménico. Por lo tanto, m y5(z) = 2" — py dm 5 = n.

Sea F/K una extension de cuerpos, entonces F es un K-espacio vectorial donde la suma
de vectores es la suma usual en F y la multiplicacién por un escalar es la multiplicacion
usual en F. Denotamos por [F : K] a la dimension de F como K-espacio vectorial. Si esta
es finita, decimos que F/K es una extension finita.

Teorema 1.1.13. Toda extension finita de cuerpos es algebraica.
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Demostracion. Sean F/K una extensién de cuerpos de grado n y o € F. Entonces

los vectores 1,a,a?,...,a" son linealmente dependientes y asi, existen escalares
Co,C1,Ca, ..., C, € K no todos nulos tales que c,a" + --- + ca? + cia + ¢y = 0, luego «
es raiz del polinomio no nulo ¢, 2" + - - - + cex? + c1x + ¢o € K x]. O

Teorema 1.1.14. Sean F/K una extension de cuerpos y o« € F. Si a es algebraico
sobre K, entonces K («) /K es una extension finita. De hecho, K (a) : K] = 0m, y
{1,a,...,a?m1} es base de K (o) como K-espacio vectorial.

Demostracion. Sea ¢,(K[z]) la imagen de K|[z] bajo el homomorfismo de evaluacién
mencionado en el Teorema 1.1.11. Es claro que ¢,(K[z]) C K(«). Por el primer teorema
de isomorfismos para anillos tenemos que K[z] / (m.(z)) = ¢,(K[z]) y como m, es
irreducible se sigue que Kz] / (m.(x)) es cuerpo, lo que implica que ¢,(K[z]) sea un
subcuerpo de K(a) que contiene tanto a K como a « y por lo tanto ¢, (K [z]) = K(«).

Sea p (z) € K|[z], entonces existen ¢ (z) ,r (x) € K|[z] tales que p (z) = m,(z)q (z) + r ()
con r(r) = 0 0 Or(zx) < n. Si r(x) = 0 claramente p(a) es combinacion lineal
de {l,a,...,a?""'}. En el caso contrario, note que p(a) = r(a) y escribiendo a
r(z) = apa™ 4+ - + apx? + a1z + ap tenemos que

p(a) = 7”(04) = Cln—104n_1 + -+ agoz2 + a1 + agp.

Luego, todo elemento de K(«) es combinacién lineal de {1, o, a?, ..., a?™~*}. Por dltimo,
sean cy,ci,co,...,ch—1 € K tales que ¢,_1a™" ! + -+ + cp0® + cia + ¢ = 0. Llamemos
h(z) = cp12™ P + -+ + e + c1w + ¢, Si algln escalar es distinto de cero, entonces
h (z) € K]z] es un polinomio no nulo de grado menor que n para el cual « es raiz, lo que
contradice la propiedad minimal de m,(x). O

Ejemplo 1.1.15. Considere el polinomio irreducible f (r) = 2° —2 € Q[z]. Como v/2 es un
cero de f (z), por el teorema anterior tenemos que {1, V2, v/4,v/8, v/16} es una base de
Q(+v/2) como Q-espacio vectorial.

Teorema 1.1.16. Si F/K es una extension de cuerpos finita y IL/F es una extension de
cuerpos finita, entonces I./K es una extension finita y se cumple que:

[L:K]=I[L:F][F:K]

14



Demostracion. Sean {«a;};_, una base para F/Ky {3;}'", una base para L/FF. Veamos
que los mn elementos de la forma «;3; son una base para L como K-espacio vectorial.

Sea z € L, entonces existen b,...,b,, € F tales que =z = Z;’;l b;3; y para cada j €
{1,...,m} existen ay;, ..., a,; € Ktales que b; = >, a;;o; por lo que
=3 (San)n= 3 aioin
j=1 \i=1 1<i<n
1<j<m

Luego, los elementos de la forma «;3; generan a L como un K-espacio vectorial. Nos falta
ver que son linealmente independientes. Sean ¢;; € K tales que:
m n

Z Cz’j(aiﬁj> =0= Z (Z CijOéZ'> Bj = 0.

1<i<n j=1 \i=1

1<j<m
Como los elementos j3; son linealmente independiente entonces para todo j € {1,...,m}
tenemos que Y .  cj;o; = 0 y como los elementos «; son tambien linealmente
independientes tenemos que ¢;; = 0. O]

Corolario 1.1.17. Sean F/K una extension finita y I un cuerpo intermedio, entonces las
extensiones F/IL y L/K son finitas y tanto [F : L] como [L : K] dividen a [F : K].

Demostracion. Sea B una base para F como K-espacio vectorial. Note que B es un
conjunto generador de F como LL-espacio vectorial y por lo tanto existe un subconjunto
de B que sea base para F como LL-espacio vectorial; luego F/L es una extension finita.
Por otro lado, note que 1L es un subespacio vectorial de F y por lo tanto la dimension de IL
como K-espacio vectorial es finita. Del teorema anterior se sigue que tanto [F : L] como
[L : K] dividen a [F : K]. O

Ejemplo 1.1.18. Hallemos la dimension de Q(v/2,v/3) como Q-espacio vectorial. Del
Teorema 1.1.16 tenemos que

@(V2,¥3): Q| = |Q(V2,V3): (VD) |0(V2): Q)

@(V2,¥3): Q] = |Q(V2,V3): Q(¥3)] [Q(¥3): Q)

Como /2 y v/3 son raices de z® — 2 y z* — 3 respectivamente y estos polinomios son
irreducibles sobre Q tenemos por el Teorema 1.1.14 que [Q(v/2) : Q] =3y [Q(V/3) : Q] =
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4. Por lo tanto 3 y 4 dividen a [Q(v/2, v/3) : Q] y asi [Q(v/2,V/3) : Q] > 12.
Por otro lado, como /3 es raiz del polinomio z* — 3 € Q(+/2)[z], tenemos por el Teorema
1.1.11 que 9m 45 sobre Q(v/2) es a lo sumo 4. Asi;

Q(V2,¥3): QD) [(V2): Q] = [ (VD)) (V3) s @(v2)] [@¥D) @] <12

Luego, [Q(v/2,v3) : Q] = 12.

Corolario 1.1.19. Sean F/K una extension de cuerpos y o € F. Si « es algebraico sobre
Ky 5 € K(a), entonces 0mg divide a om,,.

Demostracion. Por el Teorema 1.1.14 tenemos que K/K(«) es una extension finita y por
tanto /5 es algebraico sobre K donde 0ms = [K(5) : K]. Como K C K(5) C K(«), tenemos
por el Teorema 1.1.16

De lo que sigue que dmg divide a Om,,. O

Definicion 1.1.20. Sea F un cuerpo. Decimos que F es algebraicamente cerrado, si
para todo p (z) € FF [z] no constante, existe « € F tal que p (a) = 0.

Ejemplo 1.1.21. C es algebraicamente cerrado.

Ejemplo 1.1.22. Ningun cuerpo finito es algebraicamente cerrado. En efecto, sea F =
{a1,...,a,} un cuerpo finito con n elementos, entonces p (z) = (x —a;) -+ (x — a,) + 1 NO
tiene raices en F.

Finalizamos esta seccion con la siguiente definicion.

Definicién 1.1.23. Sea IF un cuerpo. La clausura algebraica de F denotada por F es una
extension K de F tal que:

1) K es algebraicamente cerrado.

1) K es minimal respecto a 1), es decir, si I es un cuerpo intermedio y es
algebraicamente cerrado, entonces L = K.

Ejemplo 1.1.24. C = R puesto que C es algebraicamente cerrado y como [C : R] = 2, no
existen cuerpos intermedios.

16



Teorema 1.1.25. SeanF un cuerpo y K una extension de I, entonces

|) K es la clausura algebraica de F si, y solo si, K es algebraicamente cerrado y una
extension algebraica de F.

Il) T tiene una clausura algebraica y es unica salvo isomorfismo.

Demostraciéon. 1) Ver ', pagina 253.

1) Ver 2, pagina 290.

1.2. Teoria de Grupos

En esta seccidn recordaremos algunos conceptos y resultados conocidos de la teoria
de grupos que utilizaremos en capitulos posteriores cuando estudiemos el grupo
multiplicativo de un cuerpo finito.

Definicion 1.2.1. Sean G un grupo y a € G. Definimos el orden de a como el menor
entero positivo n tal que o = ¢, donde e es el elemento identidad del grupo. Si tal entero
no existe, decimos que « tiene orden infinito. El orden de a es denotado por o(a).

Para cualquier elemento a de G, denotamos por (a) al conjunto {a™ | n € Z}. Decimos
que un grupo G es ciclico si existe a € G tal que G = (a). Dicho elemento es llamado un
generador de G.

Ejemplo 1.2.2. Sea n un entero positivo. Considere U(n) el conjunto de todos los enteros
positivos menores que n y primos relativos con n, entonces U(n) es un grupo con la
multiplicacion modulo n. En particular, tenemos que U(10) es un grupo ciclico generado
por el numero 3.

Teorema 1.2.3. Sean G un grupo y a € G. Sio(a)=n, entonces (a) = {e,a,d? ..., a" '} y
a' = a’ si, y solo si, n divide i — j.

' Karlheinz SPINDLER. Abstract Algebra with Applications. Volume 2: Rings and Fiels. Chapman,
Hall/CRC Pure y Applied Mathematics, 1993.

2 Jhon FRALEIGH. A First Course in Abstract Algebra. Addison-Wesley, 2003.
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Demostracion. Es claro que {e,a,a?, ...,a" '} C (a). Ahora sea a* € (a), por el algoritmo
de la division existen enteros ¢, r tales que k = qn +r con 0 < r < n, por lo que

Clk — aqn+r — aqnar — (an>qar — CLT

y asi (a) = {e,a,a? ..., a"'}. Supongamos que a’' = o/, entonces a7 = e. Por el
algoritmo de la division, existen enteros ¢,r talesque i —j = gn+rcon0 < r < ny
asi e = a7 = a". Como n es el menor entero positivo tal que «" = e tenemos que r = 0
lo que implica que n divide a i — j. Reciprocamente, si n divide a i — j entonces existe un
entero t tal que i — j = nt. Luego, a* 7 = a™ = (a")" = ey por lo tanto a' = o’. O

Del teorema anterior, tenemos que |{a)| = o(a).

Corolario 1.2.4. Sean G un grupo y a € G. Sio(a) = n y k es un entero positivo tal que
a® = e, entonces n|k.

Demostraciéon. Como a* = a° = ¢ tenemos por el teorema anterior que n divide a k. [

Teorema 1.2.5. Sean a un elemento de orden n en un grupo y k un entero positivo.

Entonces:
n

o(a”) = med(n, k)

Demostracion. Llamemos d = mcd(n, k), entonces k = dr con r € Z. Veamos que (a*) =
(a®). Como a* = (a)” tenemos que a* € (a?) , lo que implica que (a*) C (a?). Dado que
d es el maximo comun divisor entre n y k existen enteros s, ¢ tal que d = ns + kt por lo
que a? = o™t = gkt = oM = (a*)'y asi (a?) C (a*); luego (a*) = (a?). Por lo anterior,
basta probar que o(a?) = n/d. Es claro que (a?)"/? = e. Si i es un entero positivo menor
que n/d tal que (a?)® = e, entonces dado que di < n, la igualdad anterior contradice que
n es el orden de a, por lo tanto (a?)’ # e que implica que o(a?) = n/d. O

Es inmediato del teorema anterior que si o(a) = n, entonces a* es generador de (a) si, y
solo si, med(n, k) = 1.

Teorema 1.2.6. (Teorema Fundamental de Grupos Ciclicos). Todo subgrupo de un grupo
ciclico es ciclico. Ademas si o(a) = n, entonces la cardinalidad de cualquier subgrupo
de (a) es divisor de n y para cada divisor positivo k de n, el subgrupo {a"'*) es el tinico
subgrupo de (a) con k elementos.
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Demostracion. Sean G = (a) y H un subgrupo de G. Si H = {e}, es claro que H es
ciclico. En caso contrario, considere d el menor entero positivo tal que a? € H. Afirmamos
que (a?) = H. Es claro que (a?) C H. Ahora, sea = € H, entonces existe t € Z tal
que o' = z. Por el algoritmo de la divisién, existen ¢, € Z tales que t = ¢d + r con
0 <r < d.Como a'y a% pertenencen a H tenemos que a” € H y ademas, dado que d es
el menor entero positivo tal que a? € H tenemos que r = 0. Lo que muestra que H C (a?).

Supongamos que o(a) = n 'y sea H = (a*), entonces por el teorema anterior tenemos
que o(a®)|n y por lo tanto |H||n. Finalmente, sea k£ un divisor de n, entonces por el
teorema anterior tenemos que o(a™*) = I = ky asf (a"/*) es un subgrupo de (a) de
k elementos. Ademas, si H es un subgrupo de (a) con k elementos, entonces como
mostramos al principio de la prueba H = (a?) y tomando ¢ = n vemos que d|n, luego

k= o(a) = —= n/d que implica que d = n/k. O

med(n,d) -

Teorema 1.2.7. (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de
G, entonces |H| divide a |G]|.

Demostracion. Ver 3, Capitulo 7. O
Si a € G, entonces (a) es subgrupo de Gy por consiguiente o(a) = |{(a)| divide a |G|. De
esta forma, si G tiene n elementos entonces a™ = e.

Finalizamos esta seccidon, mencionando dos teoremas importantes sobre la estructura

de grupos abelianos finitos.

Teorema 1.2.8. (Teorema de Cauchy para Grupos Abelianos) Sea GG un grupo abeliano
de n elementos y p un primo que divide a n. Entonces G tiene un elemento de orden p.

Demostracion. Ver 3, pagina 195. O

Teorema 1.2.9. (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos) Todo grupo
abeliano finito es isomorfo a valu X Zp;lz X - X Zp:k donde p., ..., p, SON NUMEros primos,
no necesariamente distintos y ny,...,n, € N. Ademas, las potencias p}*,...,p.* son
unicas salvo por el orden.

Demostracién. Ver 3, Capitulo 11. O

3 Joseph GALLIAN. Contemporary Abstract Algebra. 8.2 ed. Brooks/Cole, Cengage Learning.
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1.3. Teoria de Numeros

En esta seccion mencionaremos algunas propiedades de dos funciones aritméticas muy
importantes y recordaremos algunos resultados muy conocidos de los enteros modulo p,
siendo p un primo.

Definicion 1.3.1. Una funcion aritmética es una funcion f cuyo dominio es el conjunto de
los enteros positivos y contradominio es el conjunto de los nimeros complejos.

Para cada entero positivo n, definimos la funcion ¢ de Euler en n como el nimero de
enteros positivos menores o iguales que n y primos relativos con n.

Ejemplo 1.3.2. Si p es un numero primo, entonces todos los enteros positivos menores
que p son primos relativos con p, por lo tanto ¢(p) = p — 1.

Presentamos algunas propiedades de la funcion ¢ de Euler.
Proposicion 1.3.3. Sip es un primo y k un entero positivo, entonces ¢(p*) = p* — p*~1.

Demostracion. Los enteros positivos menores o iguales que p* que no son primos
relativos con p* son p, 2p, 3p, ..., p*~!p, por lo tanto ¢(p*) = p* — p*~L. =

Proposicion 1.3.4. Sim y n son primos relativos, entonces ¢(mn) = ¢(m)o(n).
Demostracion. Ver #, pagina 79. O

Teorema 1.3.5. Sin = p{'p3? - - - pi* es la descomposicion canodnica de un entero positivo
n, entonces

¢(n) = H(p? —pi ).

Demostracion. Por las Proposiciones 1.3.3 y 1.3.4 tenemos que

k k

o(n) = o(pitp - p) = [ Jolvl) = ][ =),

]

4 GORDILLO Jorge y RUBIANO Gustavo JIMENEZ Luis. Teoria de nimeros [para principiantes]. Facultad
de Ciencias, Universidad Nacional de Colombia, Sede Bogota, 2004.
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Teorema 1.3.6. Sea n un entero positivo, entonces }_,,, ¢(d) = n.

Demostracion. Es claro que laigualdad vale paran = 1. Veamos que la igualdad vale para
el caso n = p*. Como los divisores de p* son 1,p,p?, ..., p"* tenemos por la Proposicion
1.3.3:

> 6(d) = d()+¢(p)+0 () + - +6(p") = 14+(p=1)+ (P —p)+- -+ =p* )+ —pF ) = p".
dlp*

En el caso general, si n = p{'p3*---p;* es la descomposicion candnica de un entero
positivo n > 1, entonces reemplazando cada p;* por la ecuacion anterior obtenemos que

n= [T+ + o)+ + o).

Realizando las distributivas de la productoria, vemos que todos los sumandos son de la
forma:

PP )d(PF) - - d(p) = d(pPpg -+ pi¥) con 1< t; <e;,

los cuales son todos los posibles divisores de n 'y por lo tanto . ¢(d) = n. O

Para cada entero positivo n, definimos la funcion de Mébius p : Z+ — Z por:

1 sin =1,
pu(n) =< (=1)*  sines el producto de k primos distintos;
0  sinesdivisible por el cuadrado de un primo.

Ejemplo 1.3.7. Si p es un primo, entonces u(p) = —1.
Note que u(n) # 0 si, y solo si, n = 1 0 n es el producto de primos distintos.
Teorema 1.3.8. Para todo entero positivo n, se tiene que
1 sin=1,;
> p(d) = { .
i 0 sin>1.

€1 .62

Demostracion. Si n = 1 es claro que >, pu(d) = 1. Sea n > 1y pi'ps’---p}* su
descomposicion candnica. Los Unicos términos de la sumatoria no nulos ocurrren cuando
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d =1 o0 cuando d es el producto de primos distintos. Luego,

> p(d) = p(1) + plpr) + p(p2) + -+ + plpw) + p(prp2) + -+ + plpe—ip) + -+ plpip2 - - pr)
d

k k ) k )
(e (s (oo

=(1-1)"=0.

]

Teorema 1.3.9. (Formula de Inversion de Mébius) Si f es un funcion aritmética y F'(n) =
>4 /(d) para todo entero positivo n, entonces:

fn) =Y nd)F (%)

din

Demostracion. Como F(n) = 3=, f(d), tenemos que F (5) = oy f(b) y asi

S udrF ()= (u(d) > f(b)> =3 > @)

dln din b5

Siz esuntérminode >, ZM% p(d) f(b), entonces z = u(d) f(b) donde d|n y b|%. Como
din, %|n y por tanto bln. Asimismo como b|% tenemos que d|} y por consiguiente x
es un término de >_, Zd‘%u(d)f(b). Andlogamente se muestra que todo término de
> bin Zdl% p(d)f(b) es un términode -, , ZM% w(d) f(b). De este modo, tenemos:

DD udfb) =D ud)fb) = (f(b) Zu(d))
dly

din b|% bln d|¥ bln

Si b # n por el teorema anterior tenemos que Zd|%u(d) = 0y por tanto f(n) =
P A F () -

Para finalizar esta seccion recordaremos algunos resultados importantes en Z,, siendo p
un primo. Mas adelante generalizaremos estos resultados para cuerpos finitos.

Teorema 1.3.10. Sea p un primo. Entonces:

1) (Pequeno Teorema de Fermat) o = a (modp), para todo a € Z.
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1) (Teorema de Wilson) (p — 1)! = —1 (mod p).

) Sip esimpar, entonces1+2+---+ (p—1) =0 (modp).
Definicion 1.3.11. Sea o € Z,, decimos que « es residuo cuadratico modulo p, si existe
B € Z, tal que 5% = o (mdd p).

Teorema 1.3.12. (Criterio de Euler) Sean p un primo impar y « € Z,, con o # 0, entonces
a es residuo cuadratico médulo p si, y solo si, o"z = 1 (modp).
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2. Sobre la estructura de los cuerpos finitos

En este capitulo mostraremos los aspectos mas importantes de la estructura de los
cuerpos finitos. Usaremos como referencia general los libros °, ¢ y 7 .Empezaremos
caracterizando la cardinalidad de dichos cuerpos, estudiaremos la estructura ciclica de su
grupo multiplicativo, propiedades de los polinomios irreducibles y mencionaremos otras
caracteristicas basicas que seran de gran utilidad en la aplicacion que veremos en el
Capitulo 4. Ademas, finalizaremos este capitulo estudiando las extensiones de cuerpos
finitos como espacios vectoriales.

2.1. Caracterizacion de un cuerpo finito

A continuacion mostramos que la cardinalidad de un cuerpo finito es la potencia de un
namero primo.

Teorema 2.1.1. Sea F/K una extension finita de grado n. Entonces:
1) SiK tiene q elementos, entonces [ tiene ¢ elementos.
1) SiF es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces existe algun entero positivo m
tal que [ tiene p™ elementos.
Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1) Sea {ay,aq,...,a,} una base para F como K-espacio vectorial. Consideremos
la funcién ¢ : K* — F dada por ¢(ay,az,...,a,) = ajay + asag + -+ + apo,.
Teniendo en cuenta que cada elemento de F se puede escribir de manera Unica
como combinacién lineal de ay, as, . . ., a, tenemos que ¢ es una funcidn biyectiva y
por lo tanto ¢" = |K|™ = |F|.

5 Harald LIDL Rudolf y NIEDERREITER. Introduction to finite fields and their applications. New York
Cambridge University Press, 2002.

6  Dieter HACHENBERGER Dirk y JUNGNICKEL. Topics in Galois Fields. Algoritms y Computation in
Mathematics, Springer, 2020.

7 James BELK. Classification of Finite Fields. URL: https://e.math.cornell.edu/people/belk.
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1) Como F es un cuerpo finito con caracterisitica p, existe un subcuerpo L de F
isomorfo a Z, y por tanto F/L es una extension finita. Sea m el grado de la
extension F/L, se sigue del item anterior que F tiene p™ elementos.

Presentamos otra demostraciéon de esta afirmacion usando el Teorema de
Cauchy para Grupos Abelianos. Si F es un cuerpo finito con caracteristica p,
entonces el orden aditivo de la unidad es p y por tanto el de cualquier elemento no
nulo de F. Afirmamos que F tiene p™ elementos para algin m € Z*. Supongamos
por absurdo que existe un primo ¢ # p tal que ¢ divide al orden del cuerpo. Por el
Teorema de Cauchy para Grupos Abelianos existiria un elemento en F cuyo orden
aditivo es ¢, que claramente es una contradiccion.

]

Ahora demostraremos la existencia de un cuerpo finito de p" elementos para todo p primo
y n € Z*. Usaremos un par de lemas.

Lema 2.1.2. Si F es un cuerpo con caracteristica p, entonces z*" — z tiene p™ raices
distintas en su clausura algebraicaF.

Demostracion. Como F es algebraicamente cerrado, F contiene todas las raices del
polinomio f(x) = 2" — z, por lo que debemos mostrar que cada raiz de f (z) en F
es simple. Es claro que 0 es una raiz simple de f (z). Supongamos que « # 0 es una

raiz de f (z). Entonces « es un cero de 27" ~! — 1y asi, z — a es un factor de 27" ! — 1
— : : . . . A |
en F[z]. Si realizamos la divisidn entre polinomios ¢ (r) = ———, obtenemos que
(07

q(z) = 2?" 2 +az?" 3 +a2?" 4 -+ Br+aP" 2. Evaluando a en ¢ (z) vemos que cada
sumando de ¢(a) es a?" 2 = o?" ~la~! y como « es raiz del polinomio z?"~! — 1, tenemos
que o*"~% = o~ 1. Puesto que ¢ () tiene p"—1 sumandos, ¢(a) = (p"—1)a™! = pta~l—a™!
y como la caracteristica de F es p, se tiene que p"a~! = 0. De lo que se sigue que
q(a) = —a~ ! # 0y por tanto « es un cero de simple de p (z). O

Lema 2.1.3. SiF es un cuerpo con caracteristica p, entonces (« + 6)”” = of" + P para
todo «, 8 € F y todo entero positivo n.

Demostracion. Sean «, € F. Haremos esta prueba por induccion en n. Sin = 1, por el
teorema del binomio tenemos:



Como p es primo, tenemos que p divide a ( z > conl <k <p-—lyasi, (a+ 5)" = al+p".

Ahora, sea k un entero positivo y supongamos que el resultado es verdadero para k,

p p
es decir, (a+ 8)” = o + 8", Entonces, (a + B)" = [(oz + 6)”1 = [oﬂ’k + Bp'“] =
o' 4+ 37" Por el principio de induccién matematica, tenemos que (o + 8)”" = a?" + 7"
para todo entero positivo n. O

Teorema 2.1.4. Sean p un primo y n un entero positivo, entonces existe un cuerpo finito
con p" elementos.

Demostracién. Sean  Z, la clausura algebraica de Z, y K =
{a €Z,|aesraizde z?" — z}. Veamos que K es un subcuerpo de Z,. Claramente
tanto 0 como 1 pertenecen a K. Sean o, 3 € K, entonces o?" = a'y 37" = 3. Note que si
p s un primo distinto de 2, (—1)"" = —1ysip =2, (-1)*" = 1 = —1. Usando el Lema
2.1.3 obtenemos:

(0= B = (at (=B))" = " + (=" =" + (-1 " =" — " =~ f
Supongamos que 3 # 0, entonces (a5~')"" = a?" (371" = " (") "' = a~'. De esta
forma hemos mostrado que o — 8 € Ky af~! € K por lo que concluimos que K es un
subcuerpo de Z, y por el Lema 2.1.2 tenemos que K es un cuerpo de p" elementos. [

El teorema anterior nos garantiza la existencia de un cuerpo finito de p" elementos,
sin embargo no nos proporciona un método sencillo para construir dichos cuerpos. A
continuacion mostraremos una forma de construir un cuerpo finito de 4 elementos usando
anillos cocientes.

Ejemplo 2.1.5. Para construir un cuerpo finito de 4 elementos, consideremos:
F=2Zz]/(2* +x+1)={p(x)+ (2" + 2+ 1) |p(2) € Zs[z]}

Dado que z2 + = + 1 es irreducible sobre Z,, tenemos que F es un cuerpo. Para ver que
es un cuerpo de 4 elementos, note que si p (z) € Z, [z] entonces por el algoritmo de la
divisién p (z) = ¢(z) (2> +x+1) + r(z) donde r (z) = 0 o el grado de r (z) es menor
que 2. De esta forma, p(z) + (2> +x+1) = q(z) (@ +2+1) +r(z) + (P +z+1) =
r(z)+ (2 +x+1).

Por lo que podemos ver F = {az +b | a,b € Zy}, que efectivamente tiene 4 elementos,
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donde la suma y multiplicacion se realiza en médulo z? + = + 1. Por ejemplo,
z(x +1) = 22 + z = 1 puesto que el residuo que deja z* + z al dividirse por 2> + z + 1 es
1. En las Tablas 2.1 y 2.2 se encuentran la suma y la multiplicacion entre los elementos
de F.

+ 0 1 T r+1
0 0 1 T r+1
1 1 0 z+1 T
x T rz+1 0 1
z+1|z+1 T 1 0
Tabla 2.1: Suma en F.
. 0 1 T r+1
0 0 0 0 0
1 0 1 T r+1
T 0 T r+1 1
z+1]|0|x+1 1 T

Tabla 2.2: Multiplicacion en F.

En general, si f (z) es un polinomio irreducible de grado n sobre Z,, entonces Z,/ (f (x))
es un cuerpo finito con p" elementos.

Finalizamos la caracterizacion sobre la cardinalidad de los cuerpos finitos, demostrando
la unicidad de dichos cuerpos. Empezaremos mostrando que el grupo multiplicativo de
un cuerpo finito es ciclico y posteriormente mencionaremos algunas proposiciones que
usaremos en la prueba.

Lema 2.1.6. Sea G un grupo finito con n elementos. Si para todo d | n se tiene que la
cardinalidad de {:17 €cG|zt= 1} es menor o igual que d, entonces G es ciclico.

Demostracion. Sean d | n y G4 el conjunto de todos los elementos de G cuyo orden
es d. Supongamos que G, es distinto de vacio y fijemos y € G,. Entonces, (y) C
{z € G| 2*=1} pero el subgrupo (y) tiene d elementos, asi que por hipotesis (y) =
{3: €G|at= 1}. De lo anterior, es claro que G, es el conjunto de los generadores del
grupo ciclico (y) y como la cantidad de generadores del grupo ciclico (y) es ¢(d), hemos

probado que G, es vacio o tiene ¢(d) elementos, para todo d | n. Ahora bien, puesto que
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los G, forman una particion de GG, tenemos que:

n=1Gl=Y"1G4 <> ¢(d) =n,

dn dn

donde la ultima igualdad se sigue del Teorema 1.3.6 y por lo tanto, |G4| = ¢(d) para todo
d|n. En particular G,, es no vacio; luego G es ciclico. O

Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo de un cuerpo F, sabemos que el
polinomio 2% — 1 tiene a lo sumo d raices en I y por tanto en G. Asi que siguiente teorema
es una consecuencia inmediata del Lema 2.1.6.

Teorema 2.1.7. Sea F un cuerpo. Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo F*,
entonces G es ciclico. En particular, el grupo multiplicativo de todos los elementos no
nulos de un cuerpo finito es ciclico.

La siguiente proposicion es un resultado clasico de la teoria de grupos.

Proposicion 2.1.8. Seanny,ns,...,n, € Z*. Sin; y n; son primos relativos cuando i # j,
entonces Z,, X Ly, X --- X ZL,, €s ciclico.

Demostracion. Afirmamos que o(1,1,...,1) = nyns - - - n,. En efecto, tenemos que:
ning - -n.(1,1,...,1) = (nng - ng,nyng -+ Npy ..., nang - - m,) = (0,0,...,0).
Sea x un entero positivo tal que z(1,1,...,1) = (0,0,...,0) entonces x =0 (Mmod n;) para

todo i € {1,...,r} lo que implica que n; divide a = y por lo tanto mem(ny, no, ..., n,)|x.
Como los n; son primos relativos dos a dos tenemos que mem(ny, na, ..., n,.) = ning - -+ n,
y asi ning -+ n, < z.Luego, Z,, X Zy, X --- X Z,, €s generado por (1,1,...,1). O

Con ayuda de la proposicion anterior, damos otra demostraciéon del Teorema 2.1.7 usando
el Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos, sin recurrir a la funcion aritmética

é.

Demostracion. Por el Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos, tenemos que
G es isomorfo a Z,,, x Z,, x --- X Z,, donde cada n; es la potencia de un primo. Sea m
el minimo coman multiplo de nq,no,...,n,. Entonces m < niny---n,. Veamos que todo
elemento de G es raiz del polinomio =™ — 1. Fijemos f : G — Zyn, X Zy, X -+ X Ly,
un isomorfismo y sea o € G. Note que si a; € Z,,, entonces n; - a; = 0 lo que implica
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que m - a; = 0 puesto que n; | m. De esta forma, si f(a) = (a1,as,...,a,) entonces
fl@™)=(m-a;,m-as,...,m-a,) = (0,0,...,0). Como f es un homomorfismo sabemos
que f(1) = (0,0,...,0) y por la inyectividad de f concluimos que o™ = 1. Ahora bien,
dado que =™ — 1 puede tener a lo sumo m raices en F tenemos que m > niny - --n, y por
tanto m = nynsy - - - n,. Asi, n; y n; son primos relativos cuando i # j y podemos concluir a
partir de la Proposicidn 2.1.8 que G es isomorfo al grupo ciclico Z,,, X Z,, X -+ X Zy,.. O

Definicion 2.1.9. Sea F un cuerpo. Un generador del grupo ciclico F* es llamado un
elemento primitivo de F.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos F como en el Ejemplo 2.1.5, como F* tiene 3 elementos,
sabemos que cualquier elemento no nulo tiene orden 1 0 3 en el grupo multiplicativo F*.
Por lo que concluimos que z y « + 1 son elementos primitivos de F.

Corolario 2.1.11. Si F una extension finita de un cuerpo finito K, entonces F es una
extension simple de K.

Demostracion. Sea o un elemento primitivo de F. Afirmamos que F = K(«a). De la
definicion de K(«) es inmediato que K(«) C F. Por otro lado, como K(a) es un cuerpo
gue contiene a Ky «, debe contener al 0 y a todas las potencias de «. Lo que implica que
F C K(w). O

En la demostracion anterior vimos que si K es un cuerpo finito y F es una extension
finita de K cuyo elemento primitivo es «, entonces F = K(«). Sin embargo, la reciproca
de esta implicacion no es cierta. Consideremos F = Z3[z]/ (z* + 22+ 2). Por el
Teorema de Kronecker sabemos que o = T es raiz de x* + 2z + 2 en F|[z]. Por lo
tanto o® = a + 1, lo que implica que a* = o> + a y o = o® + 1. De este modo,
aB=(a?+a)(a®+1)=a’+a’+a'+ta=a’+a+1+a’+a’+a+a=3a2+3a+1=1.
Lo que muestra que F = Z3(«) pero « no es generador de FF*.

Hasta este momento hemos visto que el grupo multiplicativo de un cuerpo finito es
ciclico. Es natural preguntarse si existe algun cuerpo infinito cuyo grupo multiplicativo sea
ciclico, la respuesta es no.

Teorema 2.1.12. Sea [F un cuerpo. SiF* es ciclico, entonces F es finito.

Demostracion. Como F es cuerpo, la caracteristica de IF es cero o un nimero primo. Si
[F tiene caracteristica cero, entonces F contiene un subanillo isomorfo a Z y por tanto un

29



subcuerpo isomorfo a Q. Luego, Q* es isomorfo a un grupo multiplicativo ciclico, lo que
es un absurdo. Esto implica que la caracteristica de F es un numero primo y por tanto
podemos ver a Z, como un subcuerpo de F. Sea a un generador del grupo ciclico F* y
supongamos que p es un primo impar, entonces existe n € Z no nulo tal que o = —1. Si
n €s un entero positivo, a es raiz del polinomio z™ + 1 € Z,[x], caso contrario, o' es raiz
del polinomio =" + 1 € Z,[x].

Para el caso donde p = 2, note que si « = 1, entonces F = Z,. Ahora si a # 1
tenemos que 1 + a # 0 y por lo tanto existe entonces existe n € Z no nulo tal que
a™ = 1+ «. Sin es un entero positivo, « es raiz del polinomio 2" + = + 1 € Z,[z], caso
contrario, ! es raiz de z~"*! + x + 1 € Z,[x]. Por lo que hemos mostrado que o 0 a™*
es algebraico sobre Z, y teniendo en cuenta que F = Z,(«) = Z,(a™t), concluimos que
Z, (o) es una extension finita de Z, y por el Teorema 2.1.1, F es finito.

O

Proposicion 2.1.13. Sea IF un cuerpo de p" elementos. Entonces existe un polinomio
irreducible f (x) € Z,[z] tal que F = Z,[z]/ (f (z)). Cada polinomio f (x) irreducible con
esta propiedad tiene grado n.

Demostracion. Como F es un cuerpo de p" elementos, podemos ver a Z, como un
subcuerpo de F y asi F/Z, es una extension finita. Por el Corolario 2.1.11 tenemos
que existe a € F tal que F = Z,(«). Debido a que toda extension finita es algebraica,
concluimos que F = Z,(«a) = Z,[z]/ (f (x)) donde f (x) es el polinomio minimal de «
sobre Z,.

Adicionalmente, si f (x) es un polinomio irreducible sobre Z, tal que F = Z,[z]/ (f (z)),
entonces F = Z,[z]/ (f (z)) = Z,(3) donde 3 € Z, y f(8) = 0. Sea m el grado de
f (x), sabemos que Z,(5) tiene p™ elementos y como es isomorfo a F, un cuerpo de p"
elementos, concluimos que m el grado del polinomio f (x) es igual a n. O

Proposicion 2.1.14. Sea FF un cuerpo finito con p™ elementos. Entonces todo elemento
deF es una raiz de z*" — x y por lo tanto:

" — = H(x—a).

a€clF
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Demostracion. Sea o € F*, el grupo multiplicativo de F cuya cardinalidad es p" — 1. Por
el Teorema de Lagrange tenemos que o*"~! = 1y por consiguiente a*" = «. Asimismo, 0
es claramente raiz de 2" — z y por tanto todo elemento de F es raiz de 2" — z. Teniendo
en cuenta que z*" — z tiene a lo sumo p" raices en F, vemos que z?" — x contiene todas
sus raices en F y la factorizacién dada se sigue. O

Proposicion 2.1.15. Sea IF un cuerpo finito con p" elementos, y sea

‘s

P —x =my(x)mo(x)...m,(x)

la factorizacion de zP" — x en polinomios ménicos irreducibles de Z,|x|. Entonces:

I) EI polinomio minimal para cada o« € F es uno de los polinomios

mi(x), mo(z),...,m(x).

Il) Para cada i, el numero de elementos de F con polinomio minimal m;(x) es igual al
grado de m;(x).

Demostracion. Sea o € F. Por la proposicion anterior, tenemos que « es raiz de 2" — x
que implica que « sea raiz de m;(x) para algun i € {1,...,r} y como m;(z) es irreducible
y monico, debe ser el polinomio minimal de a. Por Ultimo, seai € {1,...,r}. Como 27" —x
tiene todas sus raices en I, m;(z) también las tiene en F, por lo que el nUmero de raices
de este polinomio en FF es igual a su grado y debido a que es irreducible y moénico tenemos
que m;(z) es el polinomio minimal para cada una de estas raices. O

Ejemplo 2.1.16. De la Proposicidon 2.1.14 tenemos que tanto = como = — 1 son factores
irreducibles del polinomio z* — x sobre Z,. Si dividimos z* — z entre 22 — x, tenemos que
22 + x + 1 es un factor irreducible de dicho polinomio puesto que es un polinomio de
grado 2 que no tiene raices en Z,. Asi, la factorizacién del polinomio z* — x en polinomios
irreducibles sobre Z, es:

vt~z =x(r—1)(2*+2+1).

Por lo que cualquier cuerpo finito con 4 elementos debe contener al 0, 1 y dos raices del
polinomio 22 + z + 1.

Teorema 2.1.17. (Unicidad de los cuerpos finitos). Si F y K son cuerpos finitos con p"
elementos entonces F = K.
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Demostracion. De la Proposicion 2.1.13 tenemos que existen « € F y un polinomio
irreducible f € Z,[z] de grado n tal que F = Z,(«) = Z,[z]/ (f (x)). Como f (z) es el
polinomio minimal de « se concluye por la Proposicion 2.1.15 que f (z) es un factor
irreducible de z?" — x. De igual forma, por la Proposicion 2.1.15 sabemos que existe
f € K tal que su polinomio minimal sea f(x). Por lo cual Z,(8) = Z,z]/(f (z)) y
asi Z,(B) es un subcuerpo de K con p" elementos. De lo anterior, se concluye que

K =Z,(8) = Zy[x]/ (f (x)) = F. [

Como existe un unico cuerpo con ¢ elementos, denotamos a dicho cuerpo por I, donde
se entiende que ¢ es la potencia de algun primo. Algunos autores denotan este cuerpo
por GF(q), en honor a Evariste Galois y lo llaman “cuerpo de Galois de orden q”, (Galois
Field en inglés).

Teorema 2.1.18. (Criterio de Subcuerpo). SeaF, el cuerpo finito con ¢ = p™ elementos. Si
K es un subcuerpo de F,, entonces K tiene p™ elementos donde m | n. Reciprocamente,
para cada divisor m de n, K = {z € F, | 2*" =z} es el Unico subcuerpo de F, con p™
elementos.

Demostracion. Sea K un subcuerpo de F,. Si vemos a K como un subgrupo del grupo
aditivo [F, concluimos por el Teorema de Lagrange que |[K| = p™ con m < n. Sea t el
grado de la extensién F, /K, entonces |F,| = (p™) = p™ por lo que mt = n 'y asi m | n.

Reciprocamente, supongamos que m | n. Entonces, dado que

vemos que p™ — 1| p™ — 1. Ahora, como p™ — 1 |p" — 1 podemos reemplazar en la ecuacion
2.1 a p por &, m por p™ — 1y n por p" — 1 para obtener que 2" ~! — 1 es un factor de
zP"~! — 1 en F, [z] y multiplicando por = vemos que z*" — x es un factor de =" — z en
FF, [z]. De la Proposicion 2.1.14 sabemos que z?" — x contiene todas sus raices en F, que
implica 27" — 2 contiene todas sus raices en F,.

Adicionalmente, en la demostraciéon del Teorema 2.1.4 vimos que si un cuerpo con
caracteristica p contiene todas las raices de =" — z, entonces dichas raices forman un
cuerpo de p™ elementos. Lo que nos permite concluir que K = {z € F, | 2?" =z} es
un subcuerpo de F, con p™ elementos. Para finalizar, si suponemos que existen dos
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subcuerpos distintos de F, con p™ elementos, obtendriamos que el polinomio z*" — z
tiene mas de p™ raices en F,, lo que claramente es un absurdo. O

Observacion 2.1.19. Las proposiciones 2.1.13, 2.1.14 y 2.1.15 también se valen si
tomamos p = ¢y IF, en vez de Z,.

Ejemplo 2.1.20. Gracias al Teorema 2.1.18 los subcuerpos del cuerpo finito Fzis se
obtienen a partir de los divisores positivos de 18. En la Figura 2.1 se encuentran las
relaciones de contenencia entre los distintos subcuerpos de Fss.

F3is
VRN
Fao Fyo
NN
Fas Fyo
NS

Figura 2.1: Subcuerpos de F:s.

Definicidon 2.1.21. Sean F/K una extension de cuerpos, L y T cuerpos intermedios de
F/K. Entonces el menor cuerpo intermedio de F/K que contiene a L y T (esto es la
interseccion de todos los cuerpos intermedios que contienen a L y T) es denotado por
LT.

Teorema 2.1.22. SeanF . /IF, una extension de cuerpos, m y | divisores de n. Entonces
Fsn y F, son cuerpos intermedios de F-/F,. Ademas, se vale que Fpn NFy = Fpa y
FgmFu = F donde d = mced(l,m) y k = mem(l,m).

Demostracion. Por el Teorema 2.1.18 tenemos que F,» y F,; son subcuerpos de F,. que
contienen a IF,. Como la interseccion de subcuerpos es subcuerpo tenemos que Fym NI,
es un subcuerpo de F,» que a su vez contiene a F, por lo que esta interseccidon es un
cuerpo intermedio de F,. /F,. Por el Corolario 1.1.17, tenemos que [F,» NF, : F,] =t
con t|n; luego F,m» NF, = F,.. Note que como Fy: C Fym y Fie C F: tenemos que ¢ es un
divisor en comun entre m y [, asi que t|d. Por otro lado F .« C F,» N F, que implica que
d|t y por lo tanto ¢t = d.
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Ahora bien, como n es un multiplo en comidn de m y [ tenemos que k|n y por lo
tanto IF« es un cuerpo intermedio de F,-./F, que contiene tanto a F,» como a IF.. Para
finalizar, sea L. un cuerpo intermedio de F,. /F, que contiene tanto F,~» como a F; , una
vez mas por el Corolario 1.1.17 tenemos que L = F, donde ¢ es un multiplo de m y !
luego k|t y asi F,. C L. Lo que implica que FynF, = F . O

En el caso particular donde mcd(m,l) = 1y n = Im tenemos que Fom NF, = F, y

]quIFql - Fqn.

Ahora mostaremos que algunos resultados de los enteros modulo p, siendo p un
primo, se generalizan a todo cuerpo finito. Empezaremos mostrando la generalizacién
del item 111) del Teorema 1.3.10.

Teorema 2.1.23. SeaF, un cuerpo finito distinto de F», entonces 3, = = 0.

Demostracion. Sea « un elemento primitivo de F,, como F, es distinto de F,, entonces
a# 1y asi

al —1
=l4+a+a®+---F+a?l.
a—1
Como « genera IF; entonces » | . v = ;1;11 o'y por lo tanto

a? —1 a—1
Zx: — 1= —1=0.
a—1 a—1

Veamos la generalizacion del Teorema de Wilson.
Teorema 2.1.24. SeaF un cuerpo finito, entonces [ [, p. ©* = —1.

Demostracion. Si la caracteristica de F es un primo impar, entonces el polinomio z? — 1
tiene exactamente dos raices en F, 1 y —1, las cuales son distintas. Esto implica que
1y —1 son los unicos elementos de F* que son su propio inverso, luego al realizar
la multiplicacién de todos los elementos de FF*, podemos agrupar de a parejas, cada
elemento distinto de estos con su inverso y obtener lo deseado. Por otro lado, si la
caracteristica de I es 2, entonces el polinomio z?> — 1 se puede factorizar en F como
(x—1)(x—1) yasi1leslaunicaraiz en F. Es decir, el 1 es el Unico elemento cuyo inverso
es si mismo . Al igual que en el caso anterior, agrupando de a parejas, obtenemos que
[L,cp x = 1 pero como 1 = —1 concluimos lo deseado. O
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Finalmente, presentamos el criterio de Euler para cuerpos finitos.

Teorema 2.1.25. Sea F,» el cuerpo finito de p™ elementos con p un primo impar y sea
a # 0 enF,., entonces:

p"—1

I) « es un cuadrado enF,» si, y solo si,a 2z =1

p"—1

I1) o no es cuadrado enIF,» si, y solo si, a2z = —1.

1) Los cuadrados no nulos de IF,» forman un subgrupo de IF;.. de indice 2 y por lo tanto
hay exactamente 2 cuadrados enF,,..

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

p"—1

1) Supongamos que existe 3 # 0 en F,. tal que 5% = a, entonces a = = 7"~ = 1.
Reciprocamente, supongamos que o = =1 y sea L una extension de F,. que
contiene a un elemento 3 tal que 3? = «, entonces 57" ~! = 1y por lo tanto 5 € F,n

lo que implica que « es un cuadrado en F».

71,71 , .
Il) Supongamos que a no es cuadrado en F,.. Note que a“ = es raiz del polinomo
p—1 p'-1

r?—1,luegoa 2 =10a 2z = —1perocomo « no es cuadrado por el item anterior

p"—1

concluimos que oz = —1. Para la reciproca, note que si « es un cuadrado en I

p"—1

por el item anterior tenemos que o = = 1 y como el primo es impar tenemos que
"1
1+# —1,luego oz # —1.

) Sea H = {a € F%. | @ es un cuadrado en F,» } y sean «, 3 € F», entonces

pnfl pn—l

(67T =a (I T = 1.

Luego, a~* € H. Ahora, para ver que el indice de H es 2, sean a 'y 3 en F,. que
no sean cuadrados entonces

p"—1 n_q n_q

(a,@‘l) 2 =«

Luego, a3~ € H, lo que implica que las clases laterales o« H y 3H sean iguales y asi

solo existen dos clases laterales distintas de H en Fyn- Finalmente del Teorema de

Lagrange tenemos que |H| = f% pero como 0 también es un cuadrado tenemos

ue hay exactamente 2= cuadrados en ..
2 p
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Como mencionamos en la Seccidn 2.1, todo cuerpo tiene una clausura algebraica. En
general no hay un método para determinar la clausura algebraica de un cuerpo, sin
embargo en el caso de Z, siendo p un primo es posible construirla usando algunas
herramientas de la teoria algebraica de numeros.

Definicion 2.1.26. Sean R C S anillos y a € S. Decimos que a es un entero sobre R si
existe f (x) € R[X] mdnico tal que f(«) = 0.

El conjunto formado por todos los elementos de S que son enteros sobre R es llamado la
clausura enterade Ren S.

Definicidon 2.1.27. Sean R C S anillos y X C S, denotamos por R[X] a la interseccion
de todos los subanillos de S que contienen tanto a R como a X. Si X = {ay,a9,...,a,}
escribimos Ray, as,...,a,] envezde R[{a,as,...,a,}].

Usaremos un par de resultados sobre enteros algebraicos.

Teorema 2.1.28. Sean S un anillo conmutativo con unidad 1 y R un subanillo de S con
1 € R. Entonces

1) € S es entero sobre R si, y solo si, R[a] es finitamente generado como R-modulo.

1) Silos elementos o, .. .,«, € S son enteros sobre R, entonces el anillo R|ay, . .., ]
es finitamente generado como R-modulo.

1) Si S es finitamente generado como R-mddulo, entonces todo elemento de S es
entero sobre R.

IV) La clausura entera de R en S es un subanillo de S.

Demostracion. Ver ', Seccion 10. O

Teorema 2.1.29. Sean R < S < T anillos conmutativos con la misma unidad 1 € R. Si
S es finitamente generado como R-modulo y T es finitamente generado como S-maddulo,
entonces T' es finitamente generado como R-maodulo.

Demostracion. Ver ', pagina 194. O

Lema 2.1.30. Sean p un primo y R la clausura entera de 7Z en C. Entonces
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|) Existe un ideal maximal P de R conp € P y por tanto R/ P es un cuerpo.

1) Z, es isomorfo a un subcuerpo de R/P.

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1)

Del item 1) del teorema anterior tenemos que R es un anillo con unidad. Si
consideramos I = pR tenemos que [ es un ideal de R distinto de R puesto que
sip(a+bi) =1entonces a = 1/py b = 0 lo que significa que 1/p es un entero sobre
Z. Esto es un absurdo ya que si existen ag, ay, ..., a,_1 € Z tales que

1 1

1
—+an_1—_1+"‘+a1—+a020.
p" p" p

Multiplicando por p™ obtenemos:
L+ anap+--+ap" " +app" = 0.

Lo que implica que p | 1. Asi, por el Lema de Zorn se puede garantizar la existencia
de un ideal maximal P de R tal que pR C Py por lo tanto p € P.

Primero veamos que P NZ = pZ. Es facil ver que P N Z es un ideal de Z y que
pZ C PNZ.Ahorasi PNZ = Z, entonces 1 € Py por tanto P = R, lo que es
un absurdo; luego P N Z # 7Z. Como pZ es un ideal maximal de Z tenemos que
PNZ=ypZ.

Es claro que Z + P es un subanillo de R que contiene a P. Como P es un
ideal de R también es un ideal de Z + P y por tanto podemos considerar el anillo
cociente (Z + P)/P. Veamos que Z/(P NZ) = (Z + P)/P. Consideremos la funcién
f+Z/(PNZ) - (Z+ P)/P tal que f(a+ (PNZ)) = a+ P. Supongamos que
a,fELYya+(PNZ)=pF+(PNZ)entoncesa—p € PNZyasia—p € Pque
implica que o + P = 8 + P; luego f esta bien definida. Para ver que f es inyectiva
supongamos que a + P = 3 + P, entonces o« — 3 € P pero como «, 5 € Z tenemos
quea— e PNnZyporlotantoa+ (PNZ)=pL+ (PNZ).

Por otro lado, sea (a+p1)+P € (Z+P)/P, entonces (a+p1)+P = (a+P)+(p1+P) =
a+ P;luego f(a) = (o« +p1) + Py asi f es sobreyectiva. No es dificil ver que f es
un homomorfismo de anillos y por tanto f es un isomorfismo. Finalmente, dado que
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L, =1/pZ =Z/(PNZ)=(Z+ P)/P, concluimos que (Z + P)/P es un subcuerpo
de R/P isomorfo a Z,.

Teorema 2.1.31. R/P es la clausura algebraica de Z,.

Demostracion. Por el Teorema 1.1.25 basta mostrar que R/P es algebraicamente
cerrado y una extension algebraica de Z,. Veamos que R/ P es algebraicamente cerrado.
Sea f (x) € (R/P)|x], como R/P es cuerpo podemos escribir a f (x) = ah(x) donde a es
el coeficiente principal de f y h(z) € (R/P)[z]. Asi, h(z) es monico y h(z) = g(z) + P
donde g(x) € Rlz]. Escribamos g(z) = 2" + --- 4+ a1 + ag, como g(z) € Clz] y C es
algebraicamente cerrado existe a € C tal que g(a) = 0. Note que g(z) € M, siendo
M = Zlag, a4, ...,a,1] Y « €s entero sobre M; luego por el item 1) del Teorema 2.1.28,
M|a] es un M-modulo finitamente generado.

Como cada a; es entero sobre Z tenemos por el item 11) del Teorema 2.1.28 que
M es un Z-mbddulo finitamente generado y asi M[a| es un Z-modulo finitamente
generado por el Teorema 2.1.29. De esta forma concluimos que « es un entero sobre
Z por el item 111) del Teorema 2.1.28; es decir, « € Ry llamando @ = a + P tenemos
que f(@) = a(h(@)) = a(g(a) + P) = Py asi f tiene una raiz en R/P; luego R/P es
algebraicamente cerrado.

Finalmente, veamos que R/ P es una extension algebraica de Z,. Para esto basta ver que
R/P es una extension algebraica de (Z + P)/P. Sea a« + P € R/P, como « € R existe
f (x) € Z[z] mdnico tal que f(«) = 0. Escribamos f (z) = 2"+ - -+a1x+ap y consideremos
h(xz) = 2™+ --- 4+ ayx + ap donde @; = a; + P, entonces h (z) (o« + P) = f(a) + P =0y asi
a + P es algebraico sobre (Z + P)/P. O

2.2. Polinomios irreducibles y Automorfismos de Galois

Los polinomios irreducibles sobre cuerpos finitos juegan un papel muy importante en
la construccion y estudio de dichos cuerpos. En esta seccién, mostraremos algunas
propiedades y daremos una formula explicita para el nimero de polinomios monicos
irreducibles en F, [z]. Ademas, veremos como se relacionan las raices de los polinomios
minimales con ciertos automorfismos de Fn.
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Teorema 2.2.1. Sea[F, el cuerpo finito de q elementos, entonces:

|) Paracadad € N, existe un polinomio irreducible sobre F, de grado d. Cada polinomio

irreducible sobre F,, de grado d, divide a 2" — x.

Il) Sean € N, entonces un polinomio irreducible f € F,[z] divide a 29" — x si, y solo si,

el grado de f divide a n.

1) El nimero de polinomios monicos irreducibles sobre IF,, de grado n es

% > ()

dln

donde 1. es la funcion de Mébius definida en la Seccion 2.3. Si n es primo este
ndmero es £

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1)

Sea d € N. Por el Teorema 2.1.18 sabemos que F . es una extension de I, de
grado d. Sean o un elemento primitivo de F . y f (=) su polinomio minimal sobre F,,
entonces f (z) es irreducible con 9f = [Fy() : Fy] = [Fpa : Fy] = d.

Ahora bien, sea f (z) un polinomio irreducible sobre F, de grado d y sea a una raiz
de f (z) en F,. Entonces F,(a) es un cuerpo con ¢¢ elementos y asi a es raiz del
polinomio 24" — 2. Como el polinomio minimal de « sobre F, es f(z) concluimos que

f(x) |27 — .

Supongamos que f(z) € F,[z] es un polinomio irreducible de grado d tal que
f(z) | 7" — z. Por el mismo argumento usado en el item anterior, tenemos que
I, /F, es una extension finita de grado n, en el que todo elemento de F,~ es raiz de
z7" — z. Teniendo en cuenta que f | z7" — z, tenemos que existe a € F . tal que o es
raiz de f (z) y asi:

Por lo que concluimos que d|n. Reciprocamente, supongamos que f es un polinomio
irreducible sobre F, tal que d, el grado de f, divide a n. Entonces ¢ —1|¢" — 1y por
tanto 2¢"~1 — 1| 27" ~! — 1. Multiplicando por = vemos que 2" — z | 24" — z. Finalmente,
como f (z) es un polinomio irreducible de grado d sobre F, concluimos por el item 1)
que f |z —zyasi f|z?" — x.
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I1) Para cada n € N denotamos por A, al conjunto de todos los polinomios monicos
irreducibles de grado n sobre F, y por a(n) a la cardinalidad de A,. Del item 1)
tenemos que los polinomios monicos irreducibles sobre [, que aparecen en la
factorizacion de 27" — x son aquellos cuyo grado divide a n y como la derivada
de 27" — x es —1 tenemos por el criterio de la derivada que z?* — = no tiene raices
multiples en su clausura algebraica; luego cada uno de estos polinomios irreducibles
solo aparece una vez en la factorizacion y por lo tanto

! —x = H H f(x).

d\n feEAy

Si nos fijamos en la cantidad de factores lineales en los que se puede expresar el
polinomio de la derecha y el de la izquierda, concluimos que:

¢" = _da(d).

dn

A partir de la ecuacion anterior podemos definir F'(n) = >_, f(d) donde f(d) =
da(d). Usando la formula de inversién de Mdbius, obtenemos que:

fin) =Y uld)F (%)

dn

na(n) =~ p(d)F(n/d) = Y pld)g""
dln din
que implica que: '
a(n) =~ > uld)g
dn

—4q
n -

Finalmente, si n es primo, entonces a(n) = = (1u(1)g" + p(n)q) = ¢
0

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.1.15 y del item
I1) del teorema anterior tomando ¢ = p.

Corolario 2.2.2. Sea F un cuerpo de p" elementos. Entonces el grado del polinomio
minimal de cada elemento de I sobre Z,, es divisor de n.

En vista de la Observacién 2.1.19, tenemos un resultado mas general.
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Corolario 2.2.3. SeaF,./F, una extension de cuerpos. Entonces el grado del polinomio
minimal de cada elemento de F,. sobreF, es divisor de n.

Ejemplo 2.2.4. Usando el item 1) del Teorema 2.2.1 tenemos que el grado de los
polinomios irreducibles sobre Z; que dividen al polinomio z?*—x es uno o dos y claramente
hay exactamente 5 polinomios irreducibles lineales sobre Zs, los cuales son:

z, v—1, -2, z—3, x—4

Por el item 111) del mismo teorema, sabemos que la cantidad de polinomios irreducibles
de grado 2 sobre Zs es:
52 -5 _ 10
2
En particular, dado que 2 no es residuo cuadratico en Zs, los siguientes polinomios son
irreducibles sobre Z; :

-2 (z-12-2, (z—-2)?-2, (z—-3)*—-2, (x—4)*-2

De igual forma, como 3 tampoco es residuo cuadratico en Zs, los otros 5 polinomios
irreducibles de grado 2 sobre Zs son:

=3 (x—-12-3, (z—-2)?-3, (xt—3)*-3, (xr—4)*-3

Luego, el producto de estos 15 polinomios es la factorizacion en irreducibles de 2% — z en
Z5 [I‘]

A partir del Teorema 2.2.1 surge el siguiente criterio de irreducibilidad.

Corolario 2.2.5. Sea f (x) un polinomio de grado n sobre F,. Entonces f es irreducible,
siysolosi,z" —xyf (z) son primos relativos para todod € N talque 1 < d < §

Demostracion. Supongamos que existe 1 < d < 7 tal que 29" — 2y f(x) no son primos
relativos, esto implica que existe un polinomio irreducible no constante ¢(z) € F,[x] que
divide a ambos polinomios. Se sigue del item I1) del Teorema 2.2.1 que el grado de ¢(z)
divide a d, por tanto ¢(z) es un polinomio de grado menor que n que divide a f (x), luego
f (z) es reducible. Reciprocamente, supongamos que f (x) es reducible, entonces existe
un polinomio irreducible ¢ (z) de grado menor o igual que 3 que divide a f (z). Una vez
maés, por item I11) del Teorema 2.2.1 ¢ (z) divide a ' — z para algun d < %y por tanto
24" — zy f (x) no son primos relativos. O]
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Ejemplo 2.2.6. Veamos que z° — x — 1 es irreducible en Z3[z|. Por el Corolario 2.2.5 basta
probar que z° — x — 1 es primo relativo tanto a 2> — 2 como a z° — z. La factorizacion en
polinomios irreducibles de estos dos polinomios es:

) — 2 =x(x—1)(z+1)(2®+ 2 +2)(2* + 2z + 2)(2* + 1).

}— 2z =x(r—1)(z+1).

Note que como z° — z — 1 no tiene raices en Zs y

P~ —1= (2 +x+2)(2° +22° +22) + 1+ 2
= (2* +20+2)(2* +2? +22) + 1 +2
= (22 +1)(z* +27) + 2.

Entonces ningun factor irreducible de z° — = ni de z* — z divide a dicho polinomio y asi
hemos mostrado que son primos relativos.

Otra caracteristica importante de los polinomios irreducibles sobre cuerpos finitos son
sus raices. El siguiente teorema muestra que dados cualquier polinomio irreducible sobre
F, y o« una raiz en alguna extension se tiene que F, («) contiene todas las raices del
polinomio. Este resultado no vale para cuerpos en general. Si consideramos z® — 2 un
polinomio irreducible sobre Q y v/2 una raiz en C, vemos que Q (v/2) no contiene a las
otras dos raices complejas.

Teorema 2.2.7. Si f (z) es un polinomio irreducible sobre IF, de grado n, entonces f (x)
tiene una raiz o € F,.. De hecho, todas las raices de f (x) son simples y son dadas por
los elementos distintos o, a?, %", ... a4""

Demostracién. Sea o € F, una raiz de f. Entonces [F,(a) : F,] = n, por tanto F,(a) = F»
y asi a € Fyn. Sea 8 € Fgn una raiz de f. Escribamos f(z) = a,2" + -+ + a12 + ao con
a; € F,para 0 < ¢ <n. Entonces f(8) = a," +-- -+ a18 + ap = 0. Usando la Proposicién
2.1.14 y el Lema 2.1.3 obtenemos:

f(BY) = an(B)" + -+ a1+ ag
= (B4 al + af
= (" + -+ a1f + o)
= f(B)"=0.
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Lo anterior muestra que como « es raiz de f, o? también lo es. Lo que a su vez implica
2 , s 3 4 n—1

que (a?)? = o searaiz de f y de manera analoga se muestra que o, a9 ,...,a? = son

raices de f. Nos falta ver que dichas raices son distintas.

Razonando por absurdo, supongamos que existen j, k € Z* tal que o = o con 0 < j <

k < n— 1. Entonces (a? )" " = ()7 y por tanto a?" " = 4" = «. Asi, a es raiz de

24" — £y como f es un polinomio de grado minimo de [F, para cual o es raiz tenemos
que f |z — 2z y por el item 11) del Teorema 2.2.1 n | n — k + j. Por otro lado, note
gue como j < k entonces n — k + j < n. Ademas, de la desigualdad & < n tenemos que
0<n—kyportanto0 < j <n—k+j. Deestaformallegamosaque 0 <n—k+j<n

que contradice que n | n — k + j. ]
El siguiente corolario se sigue del Teorema 2.2.7.

Corolario 2.2.8. Si f (x) es un polinomio irreducible de grado n sobre F,, entonces f (z)
tiene todas sus raices en F ..

En la seccidn anterior vimos que F,»/F, es una extension simple, veamos a partir de las
propiedades de los polinomios irreducibles cuantos elementos generan esta extension.

Teorema 2.2.9. Sean F,./F, una extension de cuerpos y H = {«a € Fn
entonces |H| =Y, p(d)g"".

Fy(a) =Fy},

Demostracion. Afirmamos que
H = {a€eF,|3p(z) € F,[z] conp(z) ménico e irreducible sobre F, de gradony p(a) = 0}

En efecto, sea o € F,~ tal que F,(«) = Fyn, entonces el grado del polinomio minimal de
«a es n 'y por tanto a es raiz de un polinomio ménico irreducible sobre F, de grado n.
Reciprocamente, sea p(z) un polinomio irreducible sobre F, de grado n y o € F, raiz de
p (x) como mostramos en el Teorema 2.2.7, a € F,» y F,(«) = F,». Finalmente, para cada
p () moénico e irreducible sobre F, de grado n, considere H,,) = {a €F,|p(a)=0}.
Entonces |H,,)| = n y ademas como para cada o € H existe un unico polinomio moénico
irreducible sobre IF, para el cual « es raiz, tenemos que los H,,) forman una particion de
H. Por otro lado, tenemos que la cantidad de polinomios monicos irreducibles sobre F,
de grado nes ;. >, u(d)g™?; luego |H| =3, n(d)q"“. O

A continuacién estudiaremos el comportamiento de un polinomio irreducible sobre F,,
cuando es considerado sobre una extension finita arbitraria de F,.
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Lema 2.2.10. Sean . /F, una extension de cuerpos, IF,« un cuerpo intermedio y o € Fn
tal que F (o) = IF,». Entonces el polinomio minimal de « sobre IF,, se factoriza enF . [x] en
d polinomios irreducibles de grado n/d cada uno.

Demostracion. Sea o € F,. tal que F,(«) = F,» y sea f(x) el polinomio minimal de
« sobre F,, entonces f (x) tiene grado n y sus raices son a, a4, ..., a?", las cuales son
todas distintas. Note que si g(x) es un polinomio irreducible sobre I« que divide a f(x),
entonces dado que f(x) tiene todas sus raices en F,» y como las raices de ¢g(x) son raices
de f(x) tenemos que g(x) es el polinomio minimal sobre . de alguna raiz de f(z). De
igual forma, si 5 es unaraiz de f(z), entonces f(3) = 0y por lo tanto el polinomio minimal
de 3 respecto a F . divide a f(x).

Si consideramos la siguiente particion de las raices de f (x)

i+d

C; = {aqi, ol ™t ,aqm%@} para i=0,...,d—1

tenemos por el Teorema 2.2.7 que todos los elementos de C; tienen el mismo polinomio
minimal sobre F . y que si dos elementos no pertenecen al mismo Cj, sus polinomios
minimales sobre F,« son diferentes. Con esto hemos probado que po, ps, . . . ; p4—1, Siendo
p; el polinomio minimal de a7 sobre F,, son exactamente los polinomios irreducibles
sobre FF,« que dividen a f(z). Por otro lado, como todas las raices de f(x) son distintas
concluimos que los factores irreducibles sobre I« que dividen a f(z) son todos distintos.
Luego, la factorizacion en polinomios irreducibles sobre F,« de f(z) es

@) =TTt

donde pi(z) = [[cq, (. — Blen Fyn. O

Teorema 2.2.11. Sean f (x) un polinomio irreducible de grado n sobre F, y k un entero
positivo. Considerando a f (x) como un polinomio sobreF ., f se factoriza en d polinomios
irreducibles distintos de grado n/d, donde d = mcd(n, k). En particular, f se mantiene
irreducible sobre F . si, y solo si, med(n, k) = 1.

Demostracion. Si k = n el resultado se sigue del Teorema 2.2.7. Supongamos que k # n
y sea | = mem(n, k), entonces la extension F . /F, tiene a F,» y a F,x como cuerpos
intermedios. Como vimos en el Teorema 2.1.22, F,» NF, = F,.« y ademas como f (z)
es un polinomio irreducible de grado n, existe a € F,» raiz de f (z) tal que F (a) = Fyn.
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Luego, por el lema anterior f se factoriza en F,« como el producto de d polinomios
irreducibles de grado n/d.

Sea g(x) un factor irreducible moénico de f en F., queremos ver que g(x) sigue
siendo irreducible sobre F .. Para esto, sea « una raiz de g en F,., entonces g es el
polinomio minimal de « sobre F. y como g tiene grado n/d tenemos que F(a) = Fyn.
Ademas, tenemos que F,«(«) C F(a); luego F () contiene tanto a F,» como a F .

Del Teorema 2.1.22 tenemos que F, es el menor cuerpo intermedio de la extension
F,./F, que contiene a F,» y a F,; es decir, no existen subcuerpos propios de F, que
contenga tanto a IF,» como a I« y por lo tanto F (o) = F,. Asi, el grado del polinomio

minimal de « sobre Fx es [F, : F .| = L =2 = 9¢. Ahora como g(a) = 0y g es ménico,
lo anterior muestra que g es el polinomio minimal de « sobre F; luego g es irreducible
sobre F . O

Definicion 2.2.12. Sean F,./F, una extension de cuerpos y a € F. .. Entonces los
elementos o, a%, 0, ..., o son llamados los conjugados de «a respecto a F,,.

Si el polinomio minimal de « sobre F, es de grado n, entonces los conjugados de «
respecto a F, son exactamente las raices de su polinomio minimal. Si por el contrario,
el grado d del polinomio minimal es un divisor propio de n, entonces a € Fu y
a4, ..., a4""" son las otras raices del polinomio minimal y como ¢ = «, podemos
ver los conjugados de « respecto a I, como las raices de su polinomio minimal repetidas
% veces.

Teorema 2.2.13. SeaIF, el cuerpo finito de q elementos. Los conjugados de o € F;; con
respecto a cualquier subcuerpo de I, tiene el mismo orden en el grupo multiplicativo I¥;,.

Demostracion. Supongamos que ¢ = p" con p primo, n € Z*. Sean 3 un elemento
primitivo de F, y a € F, entonces existe ¢t € Z" tal que o« = . Sea K un subcuerpo
de F,, entonces K = F,~» con m | n. Asi, los conjugados de « con respecto a K son

m 2m
a, o oL o

Como «a = 3, tenemos por el Teorema 1.2.5 que:

pt—1
med(p® — 1,t

o(a) =

Py pt—1
p Yol = = L)

Dado que mcd(p™ — 1,p7) = 1, concluimos que mcd(p" — 1,t) = med(p™ — 1,tp’) y asi
o(a) =o(a”) paraj = m,2m,...,n —m. O
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Como consecuencia inmediata del Teorema 2.2.13 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.14. Si «a es un elemento primitivo de un cuerpo finito ¥, también lo son sus
conjugados con respecto a cualquier subcuerpo de F.

Ejemplo 2.2.15. Sea o € Fis unaraiz de 2* + = + 1 € Fyfz]. Como o2 ni a® = a? + a son
iguales a la unidad, tenemos que « es un elemento primitivo F4. Por o que concluimos
que los conjugados de a respecto a Fy o, o?, a* = a + 1, a® = a? + 1 son también
elementos primitivos de Fy4. Por otro lado, los conjugados de « respecto a F, son solo «,

o’

Existe una relaciéon entre los elementos conjugados y ciertos automorfismos de F».
Para esto necesitamos algunas nociones de la Teoria de Galois que enunciaremos a
continuacion.

Definicion 2.2.16. Sea F/K una extension de cuerpos. Decimos que un automorfismo
de F es un automorfismo de Galois, si fija los elementos de K. Claramente, el conjunto
de todos los automorfismos de Galois de F/K forma un grupo con la composicién de
funciones, llamado el grupo de Galois Gal (F/K) de F/K.

Teorema 2.2.17. Los distintos automorfimos de Galois de F . /F, son exactamente los
mapeos oy, a1, .. ., 0,1 definidos por o;(a) = ¥ paraa € Fyp y0 < j <n— 1.

Demostracion. Sea j € Z* tal que 0 < j7 < n — 1. Veamos que o, es un automorfimo
de Galois de Fj./F,. Sean o, € F,, es claro que oj(af) = o;(a)o;(B) Y
oij(a+ B) = oj(a) + o;(5) por el Lema 2.1.3. Luego ¢; es un homomorfismo. Ahora, para
la inyectividad supongamos que o = 37 y una vez mas por el Lema 2.1.3 tenemos
(a — 3)¥ = 0 lo que implica que o = f. Por otra parte, como o, es una aplicacion
inyectiva cuyo dominio y contradominio son finitos y de la misma cardinalidad, o; debe
ser sobreyectiva.

Sea 0 € F,, entonces ¢? = ¢§. Si usamos la igualdad anterior y el hecho de que
q" = q(¢"') obtenemos:
§7 =67 =67 = =51 =,

Lo que muestra que o; fija los elementos de IF,. El hecho de que los automorfimos o, sean
distintos se sigue de que o,(3) # 0;(5) paratodo i # j con 0 < i,j < n —1donde 5 es un
elemento primitivo de .
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Nos falta ver que efectivamente los o, son todos los automorfismos de Galois de F. /F,.
Supongamos que ¢ un automorfismo de Galois de F,./IF,. Sean /5 un elemento primitivo
de F,. y f el polinomio minimal de 3 sobre F,. Escribamos f(z) = 2" + a, 12" ' -+ +
a1z +agcona; € Fypara0 < i <n — 1. Entonces 8" + a, 18" ' -+ a18 4+ ap = 0 que
implica que ¥(8" + a,_18" -+ + a8+ ap) = 0. Como +» es un homomorfismo que fija los
elementos de F, tenemos que:

0=1(B"+ap1 8"+ -+ ar1f+ a) = (B)" + ap_1(B)" " + - + a1 v(B) + ag

y asi, ¢ () es raiz de f. Luego, ¢(3) = 4% paraalgun 0 < j < n— 1 por el Teorema 2.2.7.
Afirmamos que ¢ = o;. Es claro que ¢(0) = 0,(0). Ahora sea = € F}., entonces existe
t € Z" tal que = = 3! y por lo tanto:

Y(x) = (8 = (W(B)) = (B7) = (8" = a7

Luego, ¢ (z) = o;(z), para todo x € Fyn.
0

Se sigue del Teorema 2.2.17 que Gal (F,./F,) es ciclico de orden n generado por oy,
conocido como el automorfismo de Frobenius.

Ejemplo 2.2.18. Todo elemento de un cuerpo finito es la suma de dos cuadrados. En
efecto, sea F un cuerpo finito con 2" elementos entonces por el Teorema 2.2.17 tenemos
que la aplicacién o(a) = o? es el automorfismo de Frobenius de la extension Fy. /Fy;
luego todo elemento es un cuadrado.

Si F es un cuerpo finito con p" elementos, con p un primo impar, entonces para
cualquier a € F considere los conjuntos {« — 2? | x € F} y {2? | x € F}. Por el item 111) del
Teorema 2.1.25 tenemos que la cardinalidad de cada uno de estos conjuntos es ’% y
asi deben tener algun elemento en comun; es decir, existen x,y € F tal que 4> = o — 22 y
por lo tanto o = y? + 2.

Definicion 2.2.19. Sea F un cuerpo. Decimos que un polinomio irreducible f (z) € F [z]
es separable si no tiene raices multiples en F . Si todo polinomio irreducible en F [z] es
separable, decimos que I es un cuerpo perfecto. Dada una extension F/K de cuerpos,
decimos que un elemento a € F es separable sobre K, si es algebraico sobre Ky m,, es
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separable. La extension F/K es llamada separable, si todo elemento « € F es separable
sobre K.

Teorema 2.2.20. Todo cuerpo finito es perfecto.

Demostracion. SeaF, el cuerpo finito con ¢ elementos y sea f (x) un polinomio irreducible
sobre F,, se sigue del Teorema 2.2.7 que f (=) es separable y por tanto F, es perfecto. [

Definicion 2.2.21. Sea F/K una extension algebraica, decimos que F/K es una extension
normal si todo polinomio irreducible sobre K que tiene alguna raiz en F, tiene todas sus
raices en F. Una extension algebraica de cuerpos F/K es llamada una extension de
Galois si es normal y separable.

Teorema 2.2.22. F,./IF, es una extension de Galois.

Demostracion. En primer lugar, es claro que F,./F, es una extension algebraica. Ahora,
sea f un polinomio irreducible de grado m sobre F, y supongamos que existe a € Fn
raiz de f. Entonces F,(«) = F,~ es un subcuerpo de F,. y en virtud del Teorema 2.2.7
tenemos que F,~ contiene todas las raices de f, luego F,./F, es una extension normal.
Por otro lado, como F, es un cuerpo perfecto, F,. /F, es una extension separable y por
tanto de Galois. O

2.3. F,» como F,-espacio vectorial

Como mencionamos en la Seccion 2.1, las extensiones de cuerpos son naturalmente
espacios vectoriales. En esta seccion, estudiaremos a F,» como un [F,-espacio
vectorial. Empezaremos introduciendo un aplicacién de F,. a F, que resultara ser una
transformacion lineal y sera una herramienta para caracterizar las transformaciones
lineales de F,» a F,. Para finalizar esta seccion, presentaremos un par de resultados
sobre las bases de estos espacios vectoriales.

Definicién 2.3.1. Dados F,./F, una extension de cuerpos y o € F -, definimos la traza
Trg,. /r, (@) de a sobre F, como:

n—1

Trg . /¥, (@)=a+a’+a” +- - +af

Sean a € Fyn , my, = f(x) y Om, = d divisor de n. Entonces, por el Teorema 2.2.7 las
raices de f en F,» son a,a? a?,...,a%" . Si consideramos g(z) = f(x)i, tenemos que
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n—1

o, 0,07, ..., a7 " sonlas n raices de g. De este modo, si escribimos a g en su expresion

polinomial, se sigue que:
gx)=a"+a, 12" '+ +ap=(x—a)(z—a?)--- (a: _ oﬂn_l>

Comparando coeficientes en ambas expresiones, se concluye que Try,, /r, (@) = —an_1.
Lo que muestra que Try_./r, (o) € F,. Algunas propiedades de la aplicacion traza se
resumen en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.2. Sea FF,. /F, una extension de cuerpos. Entonces la aplicacion traza
satisface las siguientes propiedades:

|) TrFqn/IFq (C( + ﬁ) = Tr]Fqn/Fq (Oé) + TrIFqn/]Fq (ﬁ), para tOdO a, ﬁ < Fqn.
) Trg . /r, (ca) = cTrr . /r, (), paratodo c € Fy,a € Fyn.

) Tre .k, €S Una transformacion lineal sobreyectiva de F,» en IF, donde tanto como
F» comoF, son vistos como un F,-espacio vectorial.

V) Trg,,r, (@) =n-a, paratodoa € F,.
V) Trg,,r, (@) = Trg .k, (@), para todo o € Fyn.

Demostracion. Probaremos cada una de las propiedades.

1) Sean «, 5 € F,», usando el Lema 2.1.3 obtenemos:

qnfl

Tre,u /s, (@ + B) = (a+ B) + (a+B)" + (@ + BT +---+ (a+ )
—a+f+al+fl4al £ 47 4l 4
=atal+tal + ol H B4 BT 4
= Trp 0 /r, (@) + Trp . m, (B) -

n—1

n—1

I) Sean a € F» y ¢ € F,, usando el hecho de que los automorfismos o; con 0 < j <
n — 1 fijan los elementos de F,, obtenemos:

—1

Trr,. /v, (ca) = (ca) + (ca)? + (ca)q2 4+ (ca)?
—ca+cal+cal 4+ ol
=ca+cal+tcal 4 +cal’

= cTrr,./r, ().
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1)

V)

V)

De los items anteriores y del hecho que Try . r, (o) € F, para todo o € Fy», tenemos
que Trr,,. /r, €8 Una transformacion lineal de F,. en IF,. Ahora, sea o € F,, note que
si existe 3 € F,» tal que Try_, /r, (3) # 0 entonces

Trey e, (0 (Trep s, (8) 7 8) = @ (Trep s, () ™ Treyo e, (8) =

Por lo que es suficiente probar que existe 5 € F,. tal que Trr . /r, (8) # 0 para
mostrar que la aplicacién es sobreyectiva. Supongamos por contradiccion que para
todo 3 € Fyn Tr,./r, (8) = 0, entonces todo elemento de . es raiz del polinomio

n—1

29" 4o 4 27 + 29 + z pero esto es un absurdo puesto que dicho polinomio tiene
alo sumo ¢"~! raices en F .

Al igual que en el item 11), esta propiedad es una consecuencia inmediata del hecho
que los automorfismos o; con 0 < j < n — 1 fijan los elementos de F,.

Sea a € F«, entonces " = a y asi:

Trr, . /v, (@) = o + o +aof 4. 4o
2 3
=al4+a? +af +- -+
- TrFq"/Fq (Oé) '

]

Teorema 2.3.3. Sea F/K una extension finita de un cuerpo finito K, ambos considerados
como K-espacios vectoriales. Entonces las transformaciones lineales de F en K son
exactamente las aplicaciones Lg, € F, donde Lg(a) = Trgx(Ba) para todo o € F.
Ademas, si 3 y v son elementos distintos de F tenemos que Lg # L.,.

Demostracion. Sea /5 € F. Veamos que Lz es una transformacion lineal de F en K. Sean
a,0 € FyceK. Como Trg/x es una transformacion lineal tenemos:

Lg(a 4 0) = Trgjx (B + 0)) = Tre/x (B + B0) = Tre/r(Ba) + Trp/x(86) = Lg(a) + Lg(d)

Lg(ca) = Trg/x(B(ca)) = Trp/x(c(fa)) = ¢ Tre/r (Ba) = cLg(o)

Luego, L es una transformacion lineal. Ahora bien, sea ~ € I tal que § # . Como vimos
en la demostracion del item 111) del teorema anterior, existe ¢ € Fy» tal que Trg/x (6) # 0. Si
tomamos « = §(8 —v)~', entonces Lg(o) — L (o) = Trp/r((8 — 7)) = Trrjx () # 0y asi,
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Lg # L. Finalmente, note que la cantidad de transformaciones diferentes de la forma Lg
es la cardinalidad de F y ademas, toda transformacion lineal de F en K se puede obtener
asignando elementos arbitarios de K a los n elementos de una base fija de F como un
K-espacio vectorial. Como lo anterior se pueden hacer de |F| formas distintas, concluimos
que efectivamente Lg con S € IF son todas las transformaciones linealesde Fen K. [

Teorema 2.3.4. (Transitividad de la Traza). Sean K un cuerpo finito, F una extension finita
de K y L una extension finita de F. Entonces

TI'IL/K(OC) = TI"F/]K(TI'L/F(CY)) para tOdOOé e L.

Demostracion. Supongamos que K tiene g elementos, [F : K] = ny [L : F] = m, entonces
para todo « € L tenemos:

TI'F/K TI']L/[E‘ Z Tr]L/IF

i

=Tr IL/K( ).

)

qng+7,

-1

]

Teorema 2.3.5. Sea F,./F, una extension de cuerpos. Entonces para o € F;» tenemos
que Try_, /r,(a) = 0 si, y solo si, « = 37 — 8 para algun 8 € Fn.

Demostracion. Supongamos que Trr, /r,(a) = 0y sea 3 una raiz del polinomio 27—z —«a
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en alguna extensioén de F,., entonces

0 = Trg,./r, ()
—at+al+-+af
= (3= B) + (8 = B o+ (57— )
= (87— B) + (B = B -+ (B =)
=,

n—1

por lo que 5 € F,». Reciprocamente, si o = 7 — 8 para algun g € F», entonces por las
propiedades 1) y V) de la Proposicion 2.3.2 tenemos que

Tre,. /v, (@) = Trg . yr, (B — B) = Trg 0 jr, (BY) — Trg 0 e, (8) = Trr . r, (8) — Trr,. r, (8) = 0.

]

Presentamos otra interesante funcion de un cuerpo finito en un subcuerpo donde la
imagen de un elemento del cuerpo es el producto de sus conjugados respecto al
subcuerpo.

Definicion 2.3.6. Dados F,. /F, una extension de cuerpos y « € F,», definimos la norma
Normg , /r, (o) de a sobre F, como:

2
=a-o0f-a% ... q — =
Normg , jr, (@) = - -« al”  =aat

Comparando el coeficiente independiente de ambas expresiones en la ecuacion (2.3),
tenemos que Normy,, /r, (@) = (—1)"ao. Luego, Normy , /r, (o) € F,. Algunas propiedades
de la aplicacién norma se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.7. SeaF,./F, una extension de cuerpos. Entonces la aplicacion norma
satisface las siguientes propiedades:

1) Normg,, /r, (@) = Normy,, g, (o) Normg . /v, (), para todo o, 3 € Fyn.

) Normg, , /v, €S una funcion sobreyectiva de F,. enF, y IF; es la imagen de F;.. bajo
esta funcion.

1) Normg,, /r, (a) =a", paratodoa € F,.
IV) Normg,, /, (o) = Normg,,, /r, (o), para todo o € Fn.
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Demostracion. Probaremos cada una de las propiedades.
I) Es inmediato de la definicion de norma.

I) Ya mostramos que Normg,r, €s una funcion de F,. en F,. Note que
Normg , /r,() = 0 si, y solo si, « = 0, por lo que Normg_, r, (F;.) € F;. El
item anterior muestra que esta aplicacion es un homomorfismo de grupos entre
Fy. y F; y su kernel son todas las raices del polinomio T — 1 en Fyn, asi

71_1 . . .
d = |Ker(Normg , /r,)| < ‘Jqu Ahora, por el primer teorema de isomorfismo para
grupos tenemos que

F?,

Ker(Normg, /r,)

= NOI‘IIqun /Ry (an)

, n_q n_1
y asi por el Teorema de Lagrange tenemos |Normg, , /i, (F}. )| = ©5—. Luego, & >

q— 1y por lo tanto Normg,, /r, (F;.) = IF; que implica que Normy,, /r, s€a una funcion
sobreyectiva.

) Sea a € F,, usando el hecho de que los automorfismos o¢; con 0 < j < n — 1 fijan
los elementos de F,, obtenemos:

2 n—1
NQrqun/Fq(a>:a.a‘I.aq...aq =a-a---aq=a".
—

n veces
IV) Sea a € F,. Por el item 1) y por el hecho de que 3? = /3 para § € I, tenemos:
Normg,, /r, () = Normg , r, (@)? = Normg,, /r, (a) .

]

Teorema 2.3.8. (Transitividad de la Norma). Sean K un cuerpo finito, F una extension
finita de K y IL una extension finita de F. Entonces

Normy /() = Normg /g (Normy /p(c)), paratodoa € L.

Demostracion. Supongamos que K tiene g elementos, [F : K] = ny [L : F] = m, entonces
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para todo « € L tenemos:

Normgx (Normy /p(a)) = NOTmF/K(aqq"ij)

n

q
g"™Mm 1 =1
—= (0% g—1

g 1 g1

=  4"-1 gq-1
qnm 1

=« 91

= Normy k()

Ahora mostraremos el resultado correspondiente al Teorema 2.3.5 para la norma.

Teorema 2.3.9. Sea F . /F, una extension de cuerpos. Entonces para o € F,» tenemos
que Normg,, r, (o) = 1 i, y S0lo si, o = 97" para algin ( € Fn.

Demostracion. Supongamos que Normg , /r, (o) = 1y sea (3 una raiz del polinomio 27~ —
« en alguna extensioén de F., entonces

1 = Normy_, /r, ()

= v ¢—1

= ()
= pa L,

q" -1
qg—1

Lo que implica que 37" = 3y por lo tanto 3 € F,.. Reciprocamente, si « = 37~! para algin
B € F,n, entonces Normg,, jr, (o) = (BT = g1 =1, -

Definicion 2.3.10. Sean F./IF, una extension de cuerpos y a € F,.. Entonces una base
de FF,. sobre IF, de la forma {a, ad, ... ,aq"_l} que consiste de un elemento o € F,» y sus
conjugados respecto a F, es llamada una base normal de . sobre F,.

Ejemplo 2.3.11. Sea o ¢ 5 una raiz del polinomio irreducible z* + 2% + 1 sobre Fs.
Entonces la base {«,a? a? + a + 1} es una base normal de Fs sobre F, ya que o* =

ac* =a(@*+1) =’ +a=a*+a+ 1.

Procederemos a mostrar la existencia de una base normal para toda extension F,. /F,.
Para esto, empezaremos mostrando un lema acerca de homomorfismos de un grupo
arbitrario en el grupo multiplicativo F* de un cuerpo F.
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Lema 2.3.12. (Lema de Artin). Sean i, ..., distintos homomorfimos de un grupo G
a el grupo multiplicativo F* de un cuerpo arbitrario F y sean ay, . . . a,, elementos de F no
todos nulos. Entonces para algun g € G tenemos:

a1h1(g) + -+ + anthn(g) # 0.

Demostracion. Haremos esta prueba por inducciéon en n. Para el caso base, n = 1,
tenemos que a; # 0 y por tanto cualquier ¢ € G cumple que a;¥1(g) # 0. Ahora,
supongamos que el resultado es verdadero para cualesquiera k£ — 1 homomorfismos
distintos y k£ — 1 elementos no todos nulos de F. Sean 1, .. ., ¥, homomorfismos distintos
y ai,...,a, € F notodos nulos. Si a; = 0 para algun i, entonces el resultado es inmediato
de la hipotesis inductiva. En caso contrario, supongamos que para todo g € G se tiene:

arh1(g) + -+ + arr(g) = 0. (2.2)

Como ¢ y ¢ son homomorfismos distintos existe h € G tal que ¥i(h) # Ur(h).
Sustituyendo ¢ por hg en la ecuacién (2.2) obtenemos:

a1 (h)i(g) + - -+ + aphr(h)be(g) = 0, paratodo g € G.

Multiplicando la ecuacion anterior por (k)™

ay Py (R)Yr(R) 1 (g) + - - - + aptbe(h) YR (R) r(g) = 0, paratodo g € G. (2.3)

Restando las ecuaciones 2.2 y 2.3, tenemos:

(a1 — arpy (R)(R) ™) ¥ (g)+- -+ (an—1 — ap—1¥p—1(R)Y(R) ") Yr_1(g) = 0, para todog € G.

Como a; — a1 (h)Yr(h)~! # 0, la ecuacién anterior contradice el resultado de aplicar la
hipotesis inductiva a v; y a; — a;1;(h)Yp(h)"t coni e {1,2,...,k—1}. N

Para la demostracién del teorema de la base normal necesitamos algunas nociones y
resultados del algebra lineal sobre operadores lineales que se encuentra en el Apéndice
A. En este apéndice mostraremos que un operador lineal T en un espacio de dimension
finita tiene un vector ciclico si, y solo si, el polinomio caracteristico y minimal de T son
iguales.
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Teorema 2.3.13. (Teorema de la Base Normal). Para cualquier cuerpo finito ¥, y cualquier
extension finita F,. de F,, existe una base normal de F,. sobreF,,.

Demostracion. En el Teorema 2.2.17 mostramos que Gal(F,./F,) es ciclico de orden n
generado por o(a) = a4 con « € F,.. Note que los automorfismos de Galois o,c',..., 0"
también pueden ser vistos como operadores lineales en el espacio vectorial F» sobre F,
puesto que:

ol(a+B) =o' (a) +0’(B)

o/ (ca) = 0/ (c)o?(a) = co(a),

para todo 1 < j < n,o,8 € Fpn y ¢ € F,. Como ¢” = I tenemos que el polinomio
z" — 1 € F,[z] anula al operador o. Por otro lado, si consideramos las restricciones
de los automorfismos o* a F;., por el Lema 2.3.12 tenemos que ningin polinomio en
[F,[z] de grado menor que n anula a o. Por lo tanto, 2" — 1 es el polinomio minimal de
o. Asi, tanto el polinomio caracterisitico como el minimal tiene el mismo grado y como
mencionamos en la Observacion A.0.8 esto implica que sean iguales. Finalmente, por
el Teorema A.0.13 tenemos que existe a € Fy» tal que Fy» = Z(«,0). Del item 11) del
Teorema A.0.7 concluimos que z™ — 1 es el g-anulador de « y por item 1) de este mismo
teorema tenemos que

{a,0(a),0%(@),...,0" a)} = {a,oﬂ, . ,a‘I’H}

es una base para F,» como I,-espacio vectorial. O

Finalizamos esta seccién con un criterio que nos permite determinar si un conjunto de n
elementos de F,» es una base para F,» como FF,-espacio vectorial.

Definicion 2.3.14. Sea F,./F, una extension de cuerpos. Entonces el discriminante
A . /r, {01, a2, ..., } de los elementos «aj,ay,...,a, € Fgpn estd dado por el
determinante de la siguiente matriz de orden n

Tf]Fqn/qu () TrFqn/]Fq (ag) ... Tr]Fqn/]Fq ()

TI‘[F n /Fq (042061) TI‘F n /Fqy (OéQOéQ) e TI'[E‘ n /Fqy (OéQOén>
AFqn/Fq(aly"' ,Oén) = ! ) ! . ! . (2.4)

Tqun/Fq (Oénal) TrIFqn/]Fq (Oénaz) e Tl"Fqn/u?q (OénOén)

Como Trg,./r,(a) € Fy, para todo a € F,. se sigue de la definicion anterior que
A]Fqn/Fq {Oél, Qo, ... ,Oén} € Fq.
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Teorema 2.3.15. Sean F ./, una extension de cuerpos y oy, as,...,«, € F. Entonces
{a1,0z,...,a,} €s una base de F.. sobre ¥, si, y solo si, Ay, jr, {01, @2, ..., n} # 0.

Demostracion. Supongamos que {a;, as,...,a,} €s una base de F,» como F,-espacio
vectorial, queremos ver que Ag,, /r, {a1,qs,...,a,} # 0. Recordemos que los vectores
v1,v9,. .., v, € Fy son linealmente independientes sobre F, si, y solo si, el determinante

de la matriz de orden n cuya i-esima fila es el vector v;, es no nulo. Asi, basta ver que los
vectores fila de la matriz (2.4) son linealmente independientes.

Denotemos por v; = (Trg,./r, (@ion), Ty, r, (i2), - . ., Trp o p, (i) con 1 < i < n
y sean c¢j,co,...,c, € F, tales que civ; + cov9 + -+ + ¢,v, = 0. Considerando
B = ciay + coan + - - - + ¢, entonces para todo 1 < i < n, tenemos que:

TrIFqn/IFq (ﬁaz) = TrFqn/IFq (ClOél(ZYi —+ Colo + -+ CnOénai)
= ¢ Try, . r, (1) + 2 Trp /5, (Q20) + - -+ + ¢ Trp L, r, (O vi)

=0.

puesto que es la coordenada i-esima del vector cyv; + cove + - - - + ¢,v,. Ahora bien, si
a es un elemento arbitrario de F,» entonces « es una combinacion lineal de los «; y
por lo anterior se sigue que Trg . r,(Ba) = 0, para todo o € F,.. Note que si 8 # 0y
v € Fgn, entonces tomando a = 5~y tenemos que Trg,, /r, (Ba) = Trg,./r,(7) = 0, para
todo v € F,», lo que es un absurdo. Luego, 8 = iy + caa + -+ + ¢, = 0y por la
independencia lineal de los «; tenemos que ¢; = ¢, = --- = ¢, = 0.

Reciprocamente, supongamos que Ag,/r, {o1,q2,...,0,} # 0, basta ver que
{a1, a9, ..., a,} son linealmente independientes. Para esto, sean ¢, cs, ..., ¢, € F, tales
que ciag e+ - Hcpa,, = 0.Seai € {1,...,n}, entonces ¢y a;+cooa;+- - oy =
0. Lo que implica que:

c1 Trg . pr, (1) + ¢ Trp , yp, (Q20) + - - - + ¢ Trg r, (i) = 0.

Por lo tanto, cyv; + covg + -+ + ¢,v, = 0y como estos vectores son linealmente
independientes, concluimos que ¢; = ¢ =--- = ¢, = 0. O

Corolario 2.3.16. Sean oy, as,..., o, € Fpn. Entonces {ay, s, ..., a,} €s una base de
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F,» como F,-espacio vectorial si, y solo si, det(A) # 0 donde

631 Qg Oy,
q q q
A aq a3 Qp
n—1 n—1 n—1
af as al

Demostracion. Sea B = AT A = (b;;) donde A” es la matriz transpuesta de A y llamemos
A = (a;) y A" = (aj;), entonces para i,j € {1,...,n} tenemos que:

n n

n
k—1 k—1 k—1
e ! L — q q — v )4 — =y
bij = E Qi Akej = § :0%‘ a; = E (aic) = Trp/x(aioy).
k=1

k=1 k=1
Por lo tanto, B es la matriz de ecuacion (2.4), lo que implica que Ag/k(ay, -, a,) =
det(A)%. De esta forma, el resultado se sigue del Teorema 2.3.15. O
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3. Algebras de grupo y teoria de cédigos

En este ultimo capitulo presentaremos una aplicacion de los cuerpos finitos a la teoria
de codigos donde estudiaremos los cédigos ciclicos, los cuales poseen propiedades
algebraicas que son Utiles para la codificacion y decodificacion. En una primera instancia
mencionaremos los elementos basicos de un cédigo y la relacion entre los codigos
ciclicos de longitud n sobre I, y los ideales del anillo cociente F,[z]/ (™ — 1), tomando
como referencia el libro 8 y el articulo °. Posteriormente, relacionaremos los cadigos
ciclicos con algebras de grupo y finalmente mostraremos como generar los cédigos
ciclicos minimales de longitud n sobre F, en ciertos casos particulares.

3.1. Hechos basicos de la teoria de codigos

En las Ultimas décadas, la teoria de codigos ha sido un objeto de estudio de gran interés
pues es una pieza clave en la comunicacion de la informacion. Desde los inicios de la
computacion, se han disefiado métodos que permitan identificar y corregir errores que
se produzcan en la transmision de la informacion.

Por ejemplo, si se desea transmitir una “palabra” que consiste en una cadena de 8
digitos, los cuales pueden ser ceros 0 unos, entonces un digito extra es anadido al final
de cada palabra, llamado el digito de control de paridad. Dicho digito es 0 si la cantidad
de unos en la palabra es par y 1 si la cantidad es impar. De esta forma, cada palabra
enviada tiene 9 digitos y una cantidad par de unos. Una vez recibida la palabra, se verifica
la cantidad de unos y si esta es impar se identificara que hubo un error y se detendra el
proceso. Sin embargo, si dos errores se cometieron no podran ser detectados e incluso
si un error se detecta, no es posible determinar donde se encuentra el error.

Este método fue usado por Richard Hamming en 1947 y posteriormente se desarrollaron
métodos en los que se anaden al final de cada palabra no solo un digito de control de
paridad sino mas digitos llamados digitos redundantes los cuales permiten detectar

8 Chaoping LING San y XING. Coding Theory: A First Course. Cambridge University Press, 2004.

9 Cesar POLCINO. “Group algebras and coding theory: a short survey”. En: Revista de Integracion,
Escuela de Matematicas, Universidad Industrial de Santander 37.1 (2019), pags. 153-166.

59



e incluso corregir errores. En la Figura 3.1 se muestra un modelo simple de comunicacion.

En esencia, un cédigo es un lenguaje usado para comunicarse con una maquina

[ Mensaje )—( Mensaje codificado }

Canal de
Transmision

Mensaje . ~ )
decodificado }—( Mensaje recibido )

Figura 3.1: Esquema de comunicacion.

0 entre maquinas. Presentamos a continuacién los elementos basicos de un cédigo:

Un conjunto finito A de ¢ elementos es llamado el alfabeto del cédigo y sus elementos
son llamados letras o simbolos del codigo. Las palabras son sucesiones finitas de
elementos de A y el numero de letras en una palabra es llamada su longitud. En este
trabajo, todas las palabras en los cédigos tienen la misma longitud.

Un cédigo ¢-ario de longitud n es un conjunto de palabras de longitud n sobre A,
esto es, un subconjunto de A™.

Definicion 3.1.1. Sean = = (zy,...,2,) Y v = (v1,...,y,) dos palabras en un codigo
C c A", entonces la distancia de Hamming entre z y y es:

d(z,y) = [{i € {1,...,n} | 2 # yi}|

Dado un codigo C C A", definimos la distancia minima de C como

d=min{d(z,y) | z,y € C,z # y}

Un cédigo g-ario de longitud n que contiene M palabras y su distancia minima es d es
llamado un (n, M, d)-cédigo. En este trabajo tomaremos el alfabeto como un cuerpo finito
de ¢ elementos, donde ¢ es la potencia de un numero primo.

60



Ejemplo 3.1.2. Un codigo sobre F, = {0,1} es llamado un codigo binario. Algunos
ejemplos de cddigos binarios son:

) C; ={(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)} es un (2,4, 1)-codigo.
n Cy,=4{(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1),(0,0,1)} es un (3,6, 1)-codigo.
Un tipo importante de cddigos son los codigos lineales que presentaremos a continuacion.
Definicion 3.1.3. Un cédigo lineal C de longitud » sobre I, es un subespacio de F;.
Ejemplo 3.1.4. Los siguientes son ejemplos de cédigos lineales:
) C={(\A,...,\) | A eF,}. Este codigo es llamado el céddigo de repeticion.
n ¢ =4{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1)} es un codigo lineal de longitud 3 sobre F,.
m) ¢ =4(0,0,0,0),(1,1,0,0),(2,2,0,0)} es un codigo lineal de longitud 4 sobre Fs.

Note que si C es un codigo lineal de longitud n sobre F, cuya dimensién es m < n,
entonces el nimero de palabras en C es ¢™. Asi que de ahora en adelante, nos referimos
a este codigo como un (n,m, d)-codigo.

Es importante resaltar que como los cédigos lineales son espacios vectoriales entonces
poseen una estructura algebraica muy amplia que permite describirlos con facilidad.
Veamos ahora una clase de codigos lineales que sera de nuestro interés.

Definicion 3.1.5. Dada una palabra (1, zs, ..., 2, 1,2,) € [y, su giro a la derecha es la
palabra (z,,x1,...,z,1). Un cddigo lineal C es ciclico si para cada palabra en el codigo
su giro a la derecha también esta en el cédigo.

Note que esto implica que si una palabra (zy, z,, ..., x, 1, z,) €std en un cddigo ciclico C,
entonces todas las permutaciones circulares estan en C.

Ejemplo 3.1.6. Los siguientes cédigos son cadigos ciclicos:
1) Los cddigos triviales {(0,0,0)}, el cédigo de repeticion y F .

1) El (3,2,2)-cdédigo binario ¢ = {(0,0,0), (1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}.
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Consideremos la siguiente aplicacion ¢ : [ — F,[z]/ (z" — 1) dado por:
e(ag, ar,...,an-1) = (12" '+ -+ @z + ag) + (2" — 1)

Es facil verificar que ¢ es un isomorfismo entre F; y FF[z]/ (z" — 1) como [F,-espacios
vectoriales. De ahora en adelante, veremos los elementos de F,[z]/ (z" —1) como
polinomios sobre [, de grado a lo sumo n — 1 con la suma usual entre polinomios y
multiplicacion médulo =™ — 1.

Teorema 3.1.7. Sea ¢ la transformacion lineal definida anteriormente. Entonces un
subconjunto no vacio C de F; es un codigo ciclico si, y solo si, o(C) es un ideal de

Fola]/ (2" = 1).

Demostracion. Supongamos que C C [ es un codigo ciclico. Veamos que ¢(C) es un
ideal de F,[z]/ (z" — 1). Para esto sean f y g en ¢(C), entonces existen z,y € C tal que
o(x) = fyply) =g Como C es un espacio vectorial tenemos que x —y € C 'y como ¢
es una transformacion lineal ¢(x — y) = f — g; luego f — g € »(C). Ahora, note que si
f(x)=ay+az+- - +a,_ 12" " € p(C) entonces (ag, ay,...,a, 1) € Cy ademas tenemos
que el polinomio

2 -1 2 -1
rf(x) =aox +a1x” + -+ ap 02" + @y 12" = ap_q1 + apr + a1 4 - - + ay_ox"

también esta en ¢(C) pues C es ciclico. Asi, tenemos que z'f(z) € ¢(C) para todo i > 0.
Si tomamos h(z) = by + bix + - - + b,_12" "1, entonces

[y

n—

h(z)f(z) =) bi(z'f(z)).

i

I
o

Como C es un espacio vectorial sobre I, y ¢ es una transformacion lineal tenemos que
©(C) es un espacio vectorial sobre F, y por lo tanto b;(z' f(x)) € »(C) para todo i > 0. De
lo anterior se sigue que ¢(C) es un ideal de F[z]/ (z" — 1).

Reciprocamente, supongamos que ¢(C) es un ideal de F,[z]/ (z" — 1). Sean o, € C y
¢ € I, entonces como ¢(C) es un ideal tenemos que p(a) + p(f8) = ¢(a + B) € ¢(C)
y cp(a) = p(ca) € ¢(C); luego o+ 5 € Cy ca € C. Asi, hemos mostrado que C es
un cédigo lineal. Restar ver que C es ciclico, para esto sea « = (ag,as,...,a,1) € C,
entonces f(zr) = ap + a1x + - + a,_12" 1 € p(C) y como ¢(C) es ideal tenemos
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que zf(z) = a,1 + ar + @z + -+ + a,22™ ' € ¢(C), lo que implica que
(an—lacLOa s 7an—2) eC. O

Mostraremos ahora que F,[z]|/ (z™ — 1) es un dominio de ideales principales.

Teorema 3.1.8. Sea I un ideal no nulo enTF,[z]/ (x™ — 1) y sea g(x) un polinomio monico
de grado minimo en I. Entonces I = (g(z)) y g(x) | 2" — 1.

Demostracion. Es claro que (g(x)) C I. Sea p(x) € I, entonces por el algoritmo de la
division existen h(z),r(z) € F,[z] tales que p(z) = h(z)g(z) + r(z) donde r(z) = 0
0 Jr(z) < dg(x). Note que si r(z) # 0 entonces p(z) — h(z)g(z) = r(x) € I, lo que
contradice que g(x) tiene grado minimo en I. Luego, r(z) =0y asi I = (g(z)).

Veamos que g(z) | =™ — 1. Por el algoritmo de la division, existen h (z),r(x) € F ]
tales que 2" — 1 = h(z)g(x) + r(x) donde r(z) = 0 o Or(z) < Jg(z). Pero como
2" — 1 es el elemento neutro en F [z]/ (z" — 1) tenemos que z" — 1 € I. Luego,
(™ —=1) —h(x)g(z) =r(z) e I'yasir(z) =0. O

Teorema 3.1.9. Existe un tnico polinomio monico de grado minimo en cada ideal no nulo
I deF,[x]/ (z" — 1).

Demostracion. Sean g;(x) y g»(x) dos polinomios diferentes moénicos de grado minimo en
I, entonces algun multiplo escalar conveniente de g;(z) — g»(z) €s un polinomio mdnico
de menor grado en . Un absurdo. O

Definicion 3.1.10. El Unico polinomio de grado minimo en el ideal no nulo I de
F,[z]/ (™ — 1) es llamado el polinomio generador de /. Para un cddigo ciclico C, el
polinomio generador de ¢(C) es también llamado el polinomio generador de C.

Ejemplo 3.1.11. Sea C = {(0,0,0), (1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}. Entonces
e(C)={0,z+1,2° + z, 2> + 1}

y por lo tanto el polinomio generador de C es x + 1.

Teorema 3.1.12. Cada divisor mdnico de =" —1 es el polinomio generador de algtin cédigo
enF”.
q

Demostracion. Sea h(z) divisor de =™ — 1. Considere I = (h(x)). Sea g(x) el polinomio
generador de I, veamos que h(z) = g(x). Como I = (h(z)) entonces existe r(x) € F,[z]
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tal que g(z) = h(z)r(xz) (mod z™ — 1); luego =" — 1 | g(z) — h(x)r(z). Como h(z) | z™ — 1,
tenemos que h(z) | g(z) — h(x)r(z) y por tanto h(x) | g(z). Esto es, g(z) = h(z)a(x) pero
como g(x) tiene grado minimo en I, a(x) debe ser una constante y ademas como tanto
g(x) como h(z) son ménicos concluimos que a(z) = 1. O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de los Teoremas 3.1.8 y 3.1.12.

Corolario 3.1.13. Existe una funcion biyectiva entre los codigos ciclicos en F y los
divisores monicos de x™ — 1 € F,[xz].

Ejemplo 3.1.14. Para encontrar todos los cddigos binarios ciclicos de longitud 6,
escribimos a 2% — 1 como producto de polinomios irreducibles sobre F,:

2 —1=(1+2)*1+x+2%)?

Asi, hay 9 codigos binarios ciclicos de longitud 6 y se determinan a partir de la preimagen
de los ideales generados por estos polinomios bajo ¢.

3.2. Algebras de grupo

Estamos interesados en mostrar otra forma de construir cédigos ciclicos usando algebras
de grupo. Para esto, empezaremos con algunas definiciones y propiedades sobre
algebras de grupo. Posteriormente, necesitaremos algunos conceptos y resultados sobre
maodulos y anillos semisimples que se encuentran en el Apéndice B.

Sea G un grupo y R un anillo. Denotamos por RG al conjunto de todas las combinaciones
lineales formales:
o= a4,

geG

donde a, € Ry a, = 0 casi en toda parte, esto es, solo un numero finito de coeficientes
son diferentes de cero.

Dado un elemento o = dec a,g definimos el soporte de oo como el conjunto

supp(a) ={g € G :ay # 0}.
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Definimos la suma de dos elementos de RG componente a componente:
(Z agg> + (Z bgg) = Z(ag + by)g-
9eG geG geG

También, definimos la multiplicacion de dos elementos a =}, a,9Y 8= byg poOr

aff = Z agbrgh.

g,heG
Es facil verificar que con las operaciones anteriormente definidas, RG es un anillo con

unidad 1rg = > ., u,G donde u, = 1g y uy, = 0g con g # 1g.

Podemos dar a RG una estructura de R-médulo via:
A (Z agg> = Z(Aag)g.
geG geqG

Proposicion 3.2.1. Sean R un anillo conmutativo y G un grupo. Entonces:

r(ap) = (ra)f = a(rp),

paratodor € Ry, € RG.

Demostracion. Sean o = dec ayg, = dec byg y r € R, entonces:

r(af) =r < Z agbhgh>

g,heG

= Z (r(agbn))gh

g,heG

= > ((rag)ba)gh

g9,heG

- (5rma) (550
~(r(z)) (z0)

= (ra)p.
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De igual forma,

]

Definicion 3.2.2. Sea R un anillo conmutativo. Un R-médulo M es llamado un R-algebra
si existe una multiplicacién definida en M tal que con la suma dada, M sea un anillo y
verifique:

r(af) = (ra)8 = a(rf),
paratodor € Ry «, 5 € M.

De esta forma, el conjunto RG con las operaciones definidas anteriormente es llamado el
anillo de grupo de G sobre R. Si R es conmutativo, RG es también llamado el algebra
de grupo de G sobre R.

Ahora mostraremos otra forma de encontrar cddigos ciclicos usando algebras de
grupo.

Teorema 3.2.3. Sea C,, el grupo ciclico de ordenn y F,C,, su algebra de grupo sobre F,,.
Entonces F,[z]/ (2" — 1) = F,C,, como anillos.

Demostracion. Sea C,, = {e,a,a?, ...,a"'}. Considere ¢ : F,[z] — F,C, tal que
o(f(x)) = f(a). Es facil ver que ¢ es un epimorfismo de anillos. Ademas, por el primer
teorema de isomorfismo para anillos tenemos que F,[z]/ Ker(¢) = F,C,; asi basta ver
que Ker(p) = (2" —1).

Note que como o™ = 1 entonces 2" — 1 € Ker(p). De igual forma, sic, 1a"' + -+ cja +
coe = Opg, entonces ¢; = Oy. Luego, 2™ — 1 es un polinomio no nulo de grado minimo en el
ideal Ker(p) y por lo tanto Ker(yp) = (2" — 1). O
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Asi, el estudio de cddigos ciclicos de longitud n sobre F, también puede verse como
el estudio de ideales en el algebra de grupo F,C,. En la siguiente seccion estaremos
interesados en estudiar los ideales minimales de F,C,,. A continuacién, mencionaremos
algunos resultados que seran fundamentales para hallar dichos ideales.

Teorema 3.2.4. (Teorema de Maschke) Sea G un grupo. Entonces, el anillo de grupo RG
es semisimple si, y solo si, se verifican las siguientes condiciones:

1) R es un anillo semisimple.
1) G es finito.
1) |G| es invertible en R.
Demostracion. Ver 19, Seccion 3.4. O

Corolario 3.2.5. Sea G un grupo finito y seaF un cuerpo. Entonces FG es semisimple si,
y solo si, la caracteristica de F no divide a |G]|.

Demostracion. Como F es cuerpo, los Unicos ideales de F son los triviales que son
generados por el 1y el 0, elementos idempotentes; luego F es semisimple. |G| es invertible
si, y solo si, |G| # 0 € IF; esto sucede si, y solo si, la caracteristica de F no divide a |G|. [

El Teorema Wedderburn-Artin en este contexto nos proporciona gran informacién sobre
la estructura del algebra de grupo.

Teorema 3.2.6. Sea G un grupo finito y sea F un cuerpo tal que la caracteristica de F no
divide a |G|. Entonces:

I) FG es la suma directa de un nimero finito de ideales minimales bilaterales { B; } ...,
las componentes simples de FG. Cada B; es un anillo simple.

I1) Cualquier ideal bilateral de FG es la suma directa de algunos miembros de la familia
{Bi}lgigr'

I1) Cada componente simple B; es isomorfa un anillo de matrices de la forma M, (D;)
donde D; es un anillo de division que contiene una copia isomorfa a F en su centro
y el isomorfismo KG = &!_, M,,(D;) es un isomorfismo de K -algebras.

10 Sudarshan POLCINO Cesar y SEHGAL. An Introduction to Group Rings. Kluwer Academic Publishers,
Dortrecht, 2002.

67



3.3. Idempotentes en algebras de grupo y codigos ciclicos minimales

Como mencionamos en la seccion anterior hallar ideales minimales en F,C, es
equivalente a hallar codigos ciclicos minimales de longitud » sobre F,,. Mostraremos como
hallar dichos ideales en ciertos casos particulares, ayudandonos de la semisimplicidad
de dichos anillos. Empezaremos hallando el numero de componentes simples de un
algebra de grupo finito, abeliano y semisimple.

Sea F, el cuerpo finito con ¢ elementos y sea A un grupo abeliano finito tal que
med(q, |A]) = 1. Entonces por el Corolario 3.2.5 tenemos que F,A es semisimple y
si {e1,...,e.} es el conjunto de idempotentes primitivos de F,A (ver el apéndice B),
entonces:

Fi A=, (FA) e 2 & M, (D) = & F,

donde (F,A) e; = F;. Note que como FF, A es conmutativo, entonces cada M,,, (D;) también
debe serlo y por lo tanto n; = 1 paratodoi € {1,...,r}y D; debe ser un cuerpo finito que
contiene una copia de F,; luego D; = F; es una extension finita de F,,.

Lema 3.3.1. Sea A = &]_,F,e,;. Entonces paratodoi € {1,...,r}, F,e; =, como anillos
y el nimero r de componentes simples de F,A es también la dimension de A como
IF,-espacio vectorial.

Demostracion. Sea i € {1,...,r} y consideremos ¢ : F, — F,e; dado por p(«a) = ae;,
para todo «a € IF,. Sean «, 8 € F,, entonces

pla+p) = (a+ flei = ae; + Be; = p(a) + ¢(B)

p(apf) = (af)e; = (af)ee; = (ae;)(Be;) = p(a)p(B)

Luego, ¢ es un homomorfismo de anillos. Supongamos ahora que ¢(a) = p(B) ¥
escribamos e; = >, azg entonces } _,(aay)g =3, 4(Bay)g. COMo e; es un elemento
no nulo existe g; € A tal que a,, # 0y ademas como aa,, = fa, concluimos que o = f.
De esta forma ¢ es una funcién inyectiva y como es claro que es sobreyectiva concluimos
gue es un isomorfismo.

Finalmente, veamos que {ey,...,e.} es una base para .A como F,-espacio vectorial. De
la definicion de A es claro que estos idempotentes generan este espacio vectorial. Restar
ver que son linealmente independientes. Sean ¢4, ..., ¢, € I, tales que cie;+- - -+¢,e, = 0.
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Dado que la suma es directa concluimos que c;e; = 0, para todo 1 < i < r. Escribamos
ei = )_,ca Uigg, COMO cada e; €s no nulo entonces para cada e; existe un g; tal que a;,, # 0
y como c;a;,, = 0 concluimos que ¢; = 0. O

Lema 3.3.2. Sea o € F,A. Entonces o € A si, y solo si, a? = .

Demostracion. Sea o € F A, entonces a = )., «; siendo «; = ae; € (F A)e;. Asi,a € A
si, y solo si, o; € Fee; paracada i € {1,...,r}. Pero como F,e; = F,, esto sucede, si, y
solo si, o = a;. Ademas, o = >"'_, a; luego « € A si, y solo si, a? = a. O

Sea g un elemento de un grupo abeliano finito A. Si med(q, |A]) = 1, entonces ¢ y o(g) son
primeros relativos y por lo tanto existen algun entero positivo x tal que

¢* =1 (médo(g)). (3.1)
Asi, definimos la clase ¢-ciclotomica de ¢ como el conjunto:

ng{gqj yogjgtg—l},
donde t, es el menor entero positivo que verifica (3.1).

Lema 3.3.3. La familia {S,},. , definida anteriormente forman una particion de A.

Demostracion. Como para g € A se tiene que g € S, entonces UgeA Sy = A. Veamos que
si S, NS, # 0 entonces S, = S,. Fijemos = € S, N S}, entonces = = gqi conl1<i<t,—1
yz=h?conl<j<t,—1.Seazec S, entonces z = g? con1 <k <t,— 1, note que

- qu—i _ (hqj)qk—i _ hqkﬂ_i.

Por el algoritmo de la division existen r, s € Z talesque k+j—i = tps+rcon 0 < r < ¢, —1.
Asi, .
y— hqk+j—z' _ hqths+7' _ (hqth&‘)q _ hqr

pues (¢')* =1 (mddo(h))y asi S, C S,. Andlogamente se muestra que S, C S,,. N

Teorema 3.3.4. Sea F, el cuerpo finito con q elementos y sea A un grupo abeliano finito
tal que mcd(q, |A|) = 1. Entonces, el nimero de componentes simples de F A es igual al
numero de clases q-ciclotomicas de A.
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Demostracion. Sea T = {g,...,9s} un conjunto de representantes de las clases
g-ciclotdmicas. Como probamos en el Lema 3.3.1 el nimero de componentes simples
de IF,A es igual a la dimension de .A como F,-espacio vectorial, asi que mostaremos una
base para A con s elementos. Sea 5, una clase g-ciclotomica, definimos n, =3, 5 h €
[F,A. Afirmamos que B = {n,, | 1 <i < s} es una base para .4 como F,-espacio vectorial.
Note que como n, = g + g7 + g* +---+ g?*_ entonces

ng=g' 49"+ g g =g gt + g +g=n,,

lo que implica que n, € A por el Lema 3.3.2. De lo anterior, B C A. Es claro que B es
linealmente independiente, luego restar ver que 5 genera A.

Seaa =) ,a.9 € A, del Lema 3.3.2 tenemos que a? = «; luego
q
a=) ag= (Z agg) = alg’,
geA geA geA

pero como a, € F, tenemos que a? = a, y asi

o= Zagg = Zaggq.

geA geA

De esta forma, paracadag € A, a; =ag =--- = a1 Y POF lo tanto

o = E AgNg.

geT

Lema 3.3.5. Sea A un grupo abeliano finito y g € A, entonces:

|) Cada clase q-ciclotomica S, es un subconjunto del conjunto G, de todos los
generadores del grupo ciclico (g).

I1) El namero de grupos ciclicos de A es igual al de las componentes simples de F,A
si, y solo si, S, = G, para todo g € A

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.
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) Sea x € S, entonces x = g7 con 1 < j < t, — 1y por lo tanto o(z) = 24—
Como ¢ y o(g) son primos relativos concluimos que o(z) = o(g). Luego, = es un

generador del grupo ciclico (g).

1) Del item anterior tenemos que si dos elementos pertenecen a la misma clase
g-ciclotémica entonces su grupo ciclico es el mismo, lo que implica que el numero
de grupos ciclicos de A es menor o igual que el nimero de componentes simples
de F,A. Luego estas cantidades coinciden si, y solo si, S, = G, .

O

Mostraremos una condicién necesaria y suficiente para que S, = G, pero para eso
necesitamos algunos resultados sobre el exponente de un grupo y los elementos
invertibles de Z,.

Definicion 3.3.6. Sea G un grupo, definimos el exponente de G como el menor entero
positivo e tal que ¢¢ = 1, para todo g € G.

Proposicion 3.3.7. Sea G = {¢,..., 9.} un grupo abeliano finito, entonces el exponente
e de G es el max{o(q1),...,0(gr)}-

Demostracion. Veamos que ¢" = 1, para todo g € G donde n = max{o(g1),...,0(g:)}
Fijemos a € G tal que o(a) = n y sea g un elemento arbitario de G. Llamemos d = o(g).
Afirmamos que si p es un primo que divide a d entonces p divide a n.

Suponga por contradiccién que existe un primo p tal que p|d pero p { n, entonces
como G es abeliano es claro que (ag?¥?)™ = e. Sea s = o(ag¥*), tenemos dos casos:
si p|s entonces s = px y por lo tanto a”*¢% = 1; luego a** = 1, lo que implica que n|pz
pero como n 'y p son primos relativos tenemos que n|x. Ademas, s = px|np y por lo tanto
x|n, concluyendo que s = pn. Ahora, si p t s, como s|np, entonces s|n. De igual forma,
tenemos que a° = g_ng y por lo tanto

n n d d

ola’) = med(s,n) T s med(d, %i) - d/p

Luego, n = ps, lo que no puede ser ya que p no divide a n. Asi, hemos mostrado que
ag¥? tiene orden np > n, un absurdo.

Ahora, sea p un primo que divide a d y escribamos n = p“r y d = p¥s con
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med(p®,r) = med(p?,s) = 1. Entonces, de manera similar a la anterior se puede
probar que a*” ¢* tiene orden pYr < n = p®r y por lo tanto y < x. Lo anterior, muestra que
d|n y por lo tanto ¢" = 1. Como n es el menor entero tal que " = 1, concluimos que el
exponente de G es n. O]

Lema 3.3.8. Sean n un entero positivo y d | n. Si U(n) es un grupo ciclico generado
por q € U(n), entonces U(d) es un grupo ciclico generado por q donde q es visto como
elemento de U (d).

Demostracion. Como ¢ € U(n) entonces med(q,n) = 1y como d | n concluimos que
med(q,d) = 1; luego ¢ € U(d). Veamos que ¢ es generador de U(d). Sea y € U(d).
Afirmamos que existe z € U(n) tal que y = z (mdd d). En efecto, definamos ¢ como el
producto de todos los primos p tales que p|n pero p t d. De la definicion de ¢ es claro que
t y d son primos relativos y por lo tanto existen m,s € Z tales que y — 1 = dm + ts. Lo
que implica que y — dm = 1(mdd t) y por lo tanto y — dm € U(t). Por otro lado, como
y =y —dm (mdéd d) resta ver que z = y —dm € U(n). Para esto, sea p un primo que divide
an. Si p|d entonces p t y — dm pues y — dm y d son coprimos. Si p 1 d entonces p|t y por
lo tanto p t y — dm. Asi, hemos probado que z € U(n).

Como z € U(n), entonces existe algun entero positivo r tal que ¢" = z (méd n). Pero como
d | n esto implica que z = ¢" (méd d) y por lo tanto y = ¢" (méd d). N

Para todos los enteros positivos r y m denotamos por 7 € Z,, al residuo que deja r al
dividirse entre m y por lo tanto,

Gy ={9" | med(r,0(g)) = 1} ={g" | T € U(o(9))}-

Teorema 3.3.9. Sea F, el cuerpo finito con q elementos y sea A un grupo abeliano finito
de exponente e tal que mcd(q,|A|) = 1. Entonces S, = G,, para todo g € A si, y solo si,
U(e) es un grupo ciclico generado porq € Z..

Demostracion. Supongamos que S, = G, para todo g € A. Como A es un grupo abeliano
finito de exponente e tenemos por la Proposicion 3.3.7 que existe gy € A tal que o(go) = e.
Como S,, = G,, concluimos que para cualquier entero positivo r tal que 7 € U(e), g{ € S,
y por lo tanto existe algun entero j tal que ¢f = ggj, esto es, e|r — ¢’ y por lo tanto 7 = ¢
Luego, g es un generador de U e).

Reciprocamente, supongamos que U(e) es generado por g. Como S, C G,, basta
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mostar que G, C S, para todo g € A. Sea g € A, entonces o(g)|e y por el Lema 3.3.8
tenemos que g es un generador de U(o(g)). Ahora sea h € G,, entonces h = ¢" para
algun entero positivo r tal que 7 € U(o(g)) y por lo tanto existe algun entero positivo j tal
que 7 = @, lo que implica que o(g)|r — ¢/ y por lo tanto g" = ¢¢’ € Sy. Lo que muestra que
Gy C S O

U(e) es ciclico si, y solo si, e = 2,4, p™, 0 2p", donde p es un primo impar y n es un entero
positivo (Ver "', Seccidn 7.3). Por lo tanto, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3.10. Sea I, el cuerpo finito de q elementos y sea A un grupo abeliano finito
de exponente e. Entonces S, = G, para todo g € A si, y solo si, una de las siguientes
condiciones se valen:

1) e =2yq esimpar.
) e=4yq=3 (mod 4).
M) e =p" yolq) = ¢(p") enU(p"), conp impar.

IV) e =2p" yo(q) = ¢(p™) enU(2p™), con p impar.

Proposicion 3.3.11. Sea H un subgrupo de un grupo finito G. Si mcd(q,|G|) = 1,

entonces 1
-l
P

geH

es un elemento idempotente de F,G.

Demostracion. En primer lugar, como |H| divide a |G| y med(q,|G|) = 1 tenemos que
med(q, |[H|) = 1; luego |H| es invertible en F, y por lo tanto H esta bien definido. Llamemos
x= deH g, usando la Proposicién 3.2.1 y el hecho de que H es subgrupo de G tenemos:

1 1 1 1 ~
HH:—<§:g>x:—§:g:c:—§:x:—|H|x:H.
2 2 2 2

HP \ 2 [HP =™ " [HP =7 ]

" Paulo MARTIN. Grupos, Corpos e Teoria de Galois. Editora Livraria de Fisica, 2010.
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Lema 3.3.12. SeanF, el cuerpo finito de q elementos, A un grupo ciclico de p" elementos
donde p es un primo tal que p no divide a q y

A=A4,DA D---DA,={1}
la cadena descendente de todos los subgrupos de A. Entonces los elementos

A:A\yez:Az—Al,l,lgzﬁn

forman un conjunto de idempotentes ortogonales de F,A tal que ey +e; + --- + e, = 1.

Demostracion. De la proposicion anterior tenemos que e es un elemento idempotente.
Sea 1 <i < n,veamos que e; es idempotente.

cier= (A= A0 (Bm A0) = A= 2R A s+ A A = - 2R A+ A

Llamando z =}_ _, | g, note que como A; C A;—, entonces:

AA = —
= (@ |Zg) Al 2
|A||Az 1\2‘”"

T TAlAL] ||Az 1 : Z”“"
B 1
~JALAC]
= A1

| Ai|x

Luego; €;€; = €;.

Por otro lado, note que si j < i, se puede probar con el argumento anterior que
1/4;21\1 = A;. Sean j,i € {1,...,n} con j # i, supongamos sin pérdida de generalidad con
j < i entonces

6i€j:EE_EE:_IIE+KIE—\1:E_E—\1_E+E::0
6061‘:1/4\01/4:—1/4\014/1‘—\1:2\0—1/4;:0
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Finalmente, tenemos que

e~~~

€0+€1+"'+€n=€0+z<1/4\i—14/:1>:60+;1;—A0=An=1-
i=1

]

Teniendo en cuenta que la cantidad de idempotentes descritos anteriormente es n + 1,
estos idempotentes son los primitivos si, y solo si, F,A tiene n + 1 componentes simples.
Ademas, como el exponente de un grupo ciclico de p™ elementos es p" tenemos a partir
del Corolario 3.3.10 el siguiente resultado.

Corolario 3.3.13. Sea F, el cuerpo finito con q elementos y sea A un grupo ciclico
de p" elementos. Entonces, el conjunto de idempotentes dados en el lema anterior es
el conjunto de idempotentes primitivos de F,A si, y solo si, alguna de las siguientes
condiciones se vale:

1) p=2,n=1yqimpar.
N)p=2,n=2yq=3 (mod 4).

1) p es un primo impar y o(q) = ¢(p™) en U(p™).

El siguiente teorema es inmediato de los resultados anteriores.

Teorema 3.3.14. Sean [, el cuerpo finito con q elementos, A un grupo ciclico de p™
elementos, con p impar tal que o(q) = ¢(p™) enU(p") y

A=AyDA D---DA, ={1}

la cadena descendente de todos los subgrupos de A. Entonces, el conjunto de los
elementos idempotentes primitivos de IF,A son:

)

CY)

1 —_~ —_—
0= — ayei:Ai—Ai,l,lgign.
Ly

a€A

Por el Teorema B.0.18 y la Proposicion B.0.23 del Apéndice B tenemos que estos
idempotentes determinan el conjunto de todos ideales minimales de F,A y por lo tanto,
todos los codigos ciclicos minimales de longitud p™ sobre F,,.
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Teorema 3.3.15. Sean F, el cuerpo con q elementos y G = (a) un grupo ciclico de 2p™
elementos con p un primo impar tal que o(q) = ¢(p™) en U(2p™). Entonces

) G=C x A, donde A = {(a?) yC = {1,t} cont = a"".

) Si e, 0 < ¢ < n, denota los idempotentes primitivos de F,A entonces, los
idempotentes primitivos de F,G son

1+¢ 1—1¢ 0<i<
€; —e;, US 1S n.
2 y 2

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

) Como A = (a®) = {1,a% a*,...,a®™" "V}, es claro que C N A = {1}. Ademas, si
g € G, entonces g = a® y dado que 2 y p" son primos relativos existen enteros s, r
tales que x = 2s + rp™; luego g = a® = a**a™" y por lo tanto g € CA.

Il) Por el Corolario 3.3.13 tenemos que +* y -* son los idempotentes primitivos
de FF,C. Por otro lado, como ¢ es generador de U(2p") y p™ | 2p" tenemos por el
Lema 3.3.8 que ¢ es generador de U(p") y por tanto los ¢; del Lema 3.3.12 son los

idempotentes primitivos de F,A.

El hecho de que ‘fe; y Fe; sean idempotentes ortogonales se sigue de lo
anterior y de que F,G es un anillo conmutativo. Veamos que la suma de estos
idempotentes es 1.

n

1+t "1t

=0

14+t 1t
61:;(74— 9 )ei:ioeizl.

Como F,G tiene 2(n + 1) componentes simples y tenemos 2(n + 1) idempotentes
ortogonales cuya suma es 1 concluimos que dichos idempotentes son los primitivos.

]
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A. Operadores Lineales

En este apéndice revisaremos algunas nociones y resultados sobre operadores lineales
en un espacio vectorial de dimension finita que utilizamos en la demostracion del teorema
de la base normal.

Definicion A.0.1. Un operador lineal es una transformacion lineal T : V' — V donde V/
€s un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

Si n es un entero positivo, denotamos por T" a la composicion del operador lineal T
consigo mismo n veces y por T” al operador identidad I en V. Si o € V, escribimos T «
en vez de T(«). El conjunto de todos los operadores lineales en V' es denotado por £(V')
y es un espacio vectorial sobre K con las siguientes operaciones:

(Tl —f-Tg) (Oé) = Tl(Oé) + TQ(OZ) con Tl,Tz € ,C(V) VEOAS Vv

(¢Ty) () =cTy(a) con Ty € L(V),c€ K, yaeV

Por otra parte, si g(z) = a,2™ + --- + ez + a9 € K|z], entonces el operador lineal
a, T" 4+ -+ +a; T 4ao I es denotado por g(T).

Supongamos que V' es un espacio de dimension finita n y sea S una base para V.
Recordemos que se denota por [T], a la matriz de T relativa 3. Si ' es otra base para
V', se puede probar que las matrices [T], y [T], son similares, es decir, existe una matriz
invertible P de tamafio n x n tal que [T], = P~ [T], P. No es dificil ver que el polinomio
caracteristico de dos matrices similares es el mismo, por lo que tenemos la siguiente
definicion.

Definicion A.0.2. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de dimension finita.
El polinomio g(x) = det(z/ — A) es llamado el polinomio caracteristico de T donde A
es la matriz de T relativa alguna base 5 de V.

Es importante tener en cuenta que si la dimensién de V es n, entonces el polinomio
caracteristico de T es moénico y de grado n.

Definicion A.0.3. Sean T un operador lineal en un espacio vectorial V' sobre un cuerpo
Ky g(z) € K[z], decimos que g anula a T si el operador lineal g (T) = 0 donde 0 es el
operador nulo.

79



Es claro que el polinomio nulo anula a cualquier operador T. Ahora, si f, g € K[z] anulan
a T entonces el polinomio f — g también lo anula 'y si h € K|z], fh anula a T. Luego, la
coleccién de todos los polinomios sobre K que anulan al operador lineal T es un ideal de
K [z]. En general no se puede garantizar que existe algun polinomio no nulo que anule a
T. Sin embargo, en espacios de dimension finita si se puede garantizar. En efecto, si V
es un espacio de dimension finita n, entonces £(V') es un espacio de dimensién n2. Por lo
tanto, los operadores I, T, . .. ,T”2 son linealmente dependientes y asi existen escalares
ag, ai, - - ., a,2 € K no todos nulos tal que a,,: ™+ 4+a, T +ag I = 0; luego el polinomio
g(z) = a22™ + - 4+ a1z + ao anula a T. Ademas, como K [z] es un dominio de ideales
principales tenemos que el ideal de los polinomios en K]z| que anulan al operador T es
generado por un polinomio no nulo de grado minimo en dicho ideal.

Definicion A.0.4. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de dimension finita.
El Unico polinomio ménico de grado minimo que anula a T es llamado el polinomio
minimal de T.

De esta forma el polinomio minimal de T, divide a cualquier otro polinomio que anula a
este operador.

Teorema A.0.5. (Teorema de Cayley-Hamilton). Sea T un operador lineal en un espacio
vectorial V' de dimension finita. Entonces el polinomio caracteristico de T anula a este
operador.

Demostracion. Ver 2, pagina 194. O

Definicion A.0.6. Sean T un operador lineal en un espacio vectorial V' 'y a € V, el
subespacio de V generado por los vectores T* a con k > 0 es denotado por Z(a, T).

De la definicion de Z(«, T), es claro que dicho subespacio consiste de todos los vectores
de la forma ¢(T)a con g € Klz]. Si Z(«, T) = V, decimos que « es un vector ciclico
para T. Por otro lado, la coleccién de todos los polinomios g en K[z] tal que g(T)a =0 es
también un ideal no nulo en K[z] puesto que contiene al polinomio minimal del operador
T. El Unico polinomio moénico que genera este ideal es llamado el T-anulador de « y se
denota por p,,.

Teorema A.0.7. Sean T un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimension finita,
« cualquier vector no nulo y p, suT-anulador. Entonces:

2. Ray HOFFMAN Kenneth y KUNZE. Linear Algebra. Prentice-Hall.
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1) Sin es el grado de p,, entonces los vectores o, T o, T> v, ..., T" '« forman una
base para Z(«,'T) y por tanto el grado de p,, es igual a la dimension del subespacio
Z(a, T).

1) SiU es la transformacion lineal que se obtiene al restringir al operador T a Z(«, T),
entonces U es un operador lineal en Z(«, T) cuyo polinomio minimal es p,,.

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

) Sea 8 € Z(a,T), entonces existe un polinomio ¢ € K]z] tal que 8 = g(T)a. Por
el algoritmo de la division para K[z| tenemos que existen ¢(x),r(z) € K[z] tal que
g9(x) = pa(z)q(z) + r(x) con r(x) = 0 0 Ir(x) < n. Como p,(T)a = 0 concluimos
que g(T)a = r(T)a. Ademas, si escribimos r(z) = a, 12" ' + -+ + a1z + ag
vemos que = r(T)a = a1 T" 'a + -+ + a; Ta + ape. Lo que muestra que los
vectores a, T, T? o, ..., T" ' a generan Z(«, T). Nos falta ver que dichos vectores
son linealmente independientes. Para esto sean by,b1,b,...,b,_1 € K tal que
boao+b1 Ta+b, T?>a+---+b,_1 T" 'a = 0. Si alguno de estos escalares es distinto
de cero entonces el polinomio h(z) = b, 12" ' + -+ + byx? + byx + by cumple que
h(T)a lo que contradice la propiedad minimal de p,.

1) Sipe Z(a, T)yescribimos 5 = a, T a+---+a, T a+apa entonces U(5) = T(5) =
am T a4+ +a; T?a+agTa € Z(a, T) y asi U es un operador lineal en Z(a, T).
Sea g € K|[z], entonces:

Finalmente, si h € K[z] es un polinomio cuyo grado es menor que el de p, tal que
h(U) = 0 entonces h(U)a = h(T)a = 0 lo que contradice la propiedad minimal de
Pa- LUEQO, p, €s el polinomio minimal del operador U.

]

Observacion A.0.8. Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que si a es un
vector ciclico para T entonces el polinomio minimal y caracteristico de T tienen el mismo
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grado. Como ambos polinomios son monicos y el polinomio minimal divide al polinomio
caracteristico, concluimos que son iguales.

Definicion A.0.9. Sea V un espacio de dimension finita. Sean Wi, W,, ..., W,
subespacios de V.y W = W; + Wy + --- + W,. Decimos que Wy, Ws, ..., W, son
independientes si a; + a; + --- + o = 0 con «; € W, implica que «; = 0, para todo
i € {1,...,k}. En esta caso decimos que W es la suma directa de W, W,,... W,y
escribimos W =W, e Wy @ --- d W,.

Definicion A.0.10. Sea V' un espacio vectorial y T un operador lineal en V. Si W es un
subespacio de V, decimos que W es invariante bajo T si para cada vector a € W, el
vector Ta € .

Definicion A.0.11. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V' y sea W un
subespacio de V. Decimos que W es T-admisible si:

1) W es invariante bajo T.
1) Si f(T)s € W, entonces existe un vector v € W tal que f(T)5 = f(T)n.

Teorema A.0.12. (Teorema de Descomposicion Ciclica). Sea T un operador lineal en
un espacio V' de dimension finita y sea W, un subespacio propio T-admisible. Entonces
existen vectores no nulos oy, ...,a, € V con sus respectivos T-anuladores py, ..., p, tal
que:

|) V:WU@Z(CH,T)@@Z(CK“T)

||) Pk d/.V/.depk,1 conk = 2,...,r

Demostracion. Ver 2, pagina 233. O

Teorema A.0.13. Sea T un operador lineal en un espacio de dimension finita V. Entonces
T tiene un vector ciclico si, y solo si, el polinomio caracteristico y minimal de T son iguales.

Demostracion. En la Observacién A.0.8 mostramos que si T tiene un vector ciclico,
entonces el polinomio caracteristico y minimal de T son iguales. Para mostrar la reciproca
de la implicacion anterior, mostraremos primero que existe un vector o € V' tal que el
T-anulador de « es el polinomio minimal de T. Si V' = 0, no hay nada que mostrar. Ahora,
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si V # 0, tome W = 0. Por el Teorema A.0.12 existen vectores no nulos ay, ..., «, € V tal
que:
V=2,T)® - ®Z(a, T),

donde py,...,p. son los T-anuladores y p; | pr—1 con k = 2,...,r. Veamos que p; es el
polinomio minimal de T. Sea a = b; + by + - - - + b, donde b; € Z(«;, T), entonces:

pi(T)a = pi(T)by + pr(T)by + - + pr(T)by.

Como p; es el polinomio minimalde U; : Z(«;, T) — Z(c, T), pi(T)b; = 0 pero como p; | p1,
p1(T)b; = 0. Lo que muestra que p;(T)a = 0. Asi, p; es un polinomio ménico que anula a
T. Si f(z) es un polinomio que anula T, entonces f anula al operador U; lo que implica
que el grado de p; es menor o igual que el de f y por tanto p; es el polinomio minimal de T'.

Ahora, si suponemos que el polinomio minimal y caracteristico de T son iguales.
Por lo anterior, sabemos que existe a € V tal que el grado p, es igual a la dimension
del espacio V' y asi por el item 1) del Teorema A.0.7 Z(«,T) es un subespacio de igual
dimension que el espacio V;luego V = Z(«, T). O
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B. Anillos Semisimples

La semisimplicidad de un algebra de grupo juega un papel fundamental para hallar
sus ideales minimales. Por tal motivo, en este apéndice se encuentra en detalle los
preliminares necesarios para entender algunos conceptos y resultados usados en el
Capitulo 4.

Definicion B.0.1. Sea R un anillo y (M, +) un grupo abeliano. Decimos que M es un
R-modulo si existe una funcion R x M — M, denotada por (r, m) — rm tal que:

1) (11 + 7ro)m = rim + rom;
) r(my + mgo) = rmy + rmo;
M) (rire)m = ri(ram).
para todos mq, my € M y todos 1,7, € R.

Si Rtiene 1 y vale 1xm = m, paratodo m € M decimos que M es un R-modulo unitario.
En adelante, todos los anillos tendran unidad y todos los moédulos seran unitarios.

Ejemplo B.0.2. 1) Sea R un anillo, entonces R es un mddulo sobre si mismo.

1) Sea (G, +) un grupo abeliano. Entonces G es un Z-mddulo via: Z x G — G donde

g+--+yg sin > 0;
—_—
n veces
(n,g) —> ng = Oc sin = 0;
(—g)+--+(—g) sin<O0.
\ —n?/gces

Definicion B.0.3. Sea M un R-moduloy N C M. Decimos que N es un submédulo
de M si N es un subgrupo abeliano de M y sidadosr € Ryn € N, rn € N. Esto se
denotara por N < M.

Ejemplo B.0.4. Sea R un anillo y considere a R como un R-mdédulo. Entonces I es
submédulo de R si, y solo si, I es un ideal a izquierda de R.
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Definicion B.0.5. Sea M un R-médulo y sean my,...,m; € M. El mddulo generado por
my, ..., my Se denota por (my,...,my)y €s

(my,...,mg) ={rmy+...rpmy | r1,...,7x € R}.

Ademas, decimos que N < M es finitamente generado si existen m,...,m; € M tales
que N = (my,...,my). En el caso donde N = (m) decimos que N es el modulo ciclico
generado por m.

Ejemplo B.0.6. Sea R un anillo. Entonces R es un R-modulo ciclico pues R = (1g).

Definicion B.0.7. Sea M un R-modulo. Decimos que M es simple si {0} y M son sus
unicos submaodulos.

Sea M un R-modulo y {M;},., una familia de submdédulos, definimos
Z M; = {Z m; | (m;)ier tiene soporte finito} ,
il i

donde supp(m;) = {i € I | m; # 0}.

Proposicion B.0.8. Si {)M;},_, es una familia de submodulos de un médulo M, entonces
> i1 M; es un submdodulo de M.

Demostracion. Sean ) .., m;y Y .., n; en Y., M;. Es facil ver que:
1) supp((m;) + (ni)) C supp(m;) U supp(n;);
) supp(—m;) = supp(m;);
M) supp(rm;) C supp(m;), para cualquier r € R.

Luego, como (m;)cr Y (n;)icr tienen soporte tenemos por el item 1) que (m;)ier + (ni)icr
tiene soporte finito. Ademas como cada M; es submddulo tenemos que m; +n; € M, para
todo i € Iy por lo tanto (m;)icr + (n)ier = (M +n4)icr € > _,c; M;. Ahora, por el item 11) es
claro que Y, ,(—m;) € >_,.; M; y por el item 111) tenemos que r (3_,c,mi) = > ,c; 7 €
> icr M. Luego, > .., M; < M. O

Proposicion B.0.9. Sea {M;},., es una familia de submodulos de un modulo M.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
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1) Siy cpmi=>,c,m;eny .. M, entonces m; = mj, paratodoic I.
) Siy_,c;mi = 0, entonces m; = 0y, para todoi € 1.

1) M; N <Zi61\{j} Mj> = {0}, paratodo j € 1.

Demostracion. Veamos que 1) implica 11). Supongamos que ) .., m; = Oy = > .., Onr,
entonces por 1) tenemos que m; = 0y, para todo i € I. Ahora, probaremos que I1) implica
). Fijemos j € I yseax € M; N (Zie[\{j} Mj>, entonces x € M; y x = 3, (;; ™ CON
m; € M;,i# j.Noteque Oy =2 —x =3 ,.,m; cONm; = —x Yy por ) x = —m; = Oy.

Finalmente, veamos que IlI) implica 1). Supongamos que » .., m; = » .., m; en

> e Mi y tomemos j € [. Afrmamos que m; = mj. En efecto, tenemos que

mj —m) = Ziel\{j}(mg —m;) € M;N (Zie]\{j} Mj> = {0} y por lo tanto m; = m/,. O

Definicion B.0.10. Si {};},_,, una familia de submddulos de un médulo M, verifica
alguna (y por lo tanto todas) las condiciones de la proposicion anterior decimos que la

suma ., M; es directa y se denota por @;c;M;.

Ejemplo B.0.11. Sea R un anillo. Consideremos R" = R x --- x R como un R-modulo.
Afirmamos que R" = @, Re; siendo e; el vector cuyas componentes son todas nulas
excepto en la i-ésima componente donde es 1. En efecto, sea = € R", entonces = =
(r1,72,...,r,) y porlotanto x = rie; +roea+---+rpe, € > | Re;. Resta ver que la suma
es directa. Tomemos > | r;e; = Ogn, €ntonces (ry,rs,...,7,) = (Og,0r,...,0r) y por lo
tanto r; = 0z que implica que r;e; = Ogn.

Definicion B.0.12. Un submodulo N de un R-mddulo M es llamado un sumando directo
si existe otro submédulo N’ talque M = N & N'.

Definicion B.0.13. Un R-médulo M es llamado semisimple si todo submodulo de M es
un sumando directo.

Mencionaremos a continuacion algunas caracterizaciones de la semisimplicidad.

Teorema B.0.14. Sea M un R-modulo. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes.

1) M es semisimple.

I1) M es la suma directa de submodulos simples.
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1) M es la suma (no necesariamente directa) de submodulos simples.
Demostracién. Ver '°, pagina 92. O

Definicion B.0.15. Un anillo R es llamado semisimple si R como R-médulo es
semisimple.

Note que por el Ejemplo B.0.4 tenemos que R es semisimple si, y solo si, todo ideal a
izquierda de R es un sumando directo.

Teorema B.0.16. Sea R un anillo. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Todo R-mddulo es semisimple.
1) R es un anillo semisimple.
I11) R es la suma directa de un numero finito de ideales minimales a izquierda.
Demostracion. Ver °, pagina 94. O

Presentamos una caracterizacion de los anillos semisimples en términos de elementos
idempotentes.

Teorema B.0.17. Sea R un anillo. Entonces R es semisimple si, y solo si, todo ideal a
izquierda L. de R es de la forma L = Re, donde e € R es un idempotente.

Demostracion. Supongamos que R es semisimple y sea L un ideal a izquierda de R,
entonces existe otro ideal a izquierda L' de Rtal que R = L @ L’ y por lo tanto existen
r € L,y € L' tales que 1 = = + y. Entonces = = 1z — y y multiplicando a izquierda por
r tenemos que z? = x — xy. Note que como L’ es un ideal a izquierda de R, zy € L'y
como x — x?> = xy € L tenemos que zy € L N L'; luego zy = 0y asi x es un elemento
idempotente. Restar ver que L = Rx. Seal € L,entonces [ = lx+ Iy perol =1+0y como
la suma es directa tenemos que [z = [; luego [ € Rx.

Reciprocamente, supongamos que todo ideal izquierdo es de la forma Re con e
un elemento idempotente. Veamos que R = Re & R(1 — e). Sea =z € R, entonces
r = xe + x — xe; luego x € Re + R(1 — e). Finalmente, veamos que la suma es directa.
Supongamos que re + ro(1 — e) = 0g, entonces rie + r, — e = 0g. Multiplicando a
derecha por ¢ y usando que e es idempotente tenemos: rie + rye — e = Og. Luego,
rie = Og que implica que r3(1 — e) = 0g. O
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Teorema B.0.18. Sea R = &!_, L; una descomposicion de un anillo semisimple como la
suma directa de ideales minimales a izquierda. Entonces, existe una famila {e,, ..., e;} de
elementos de R tal que:

1) e; # 0 es un idempotente, 1 <i < t.
1) Sii# j, entonces e;e; = 0.
m) 1=e;+---+e¢.

IV) e; no se puede escribir como e; = ¢, + € donde €., ¢! son dos idempotentes tales
quee, el £0yee! =0,1<i<Ht.

1) 71

Reciprocamente, si existe una familia de idempotentes {e;,...,e;} que satisface las
condiciones anteriores, entonces los ideales a izquierda L; = Re; son minimales y
R - EB§=1 Lz

Demostracion. Supongamos que R es semisimple y R = &!_,L;. Entonces existen
e1,€2,..., ¢, talesque 1 = e; +ex+--- + e Seal <i < t, entonces e; = €} + 37, ., eick.
Note que Zk# e € Zk# Ly, y como ¢; — e} = Zk# eie, € L; tenemos que
D owsi Cick € Liny 2, Ly = {0} y asi e; es idempotente. Sea i # j, por lo anterior tenemos
que >_,; e;ex, = 0y como la suma es directa tenemos que e;e; = 0.

Ahora supongamos que para algun indice i, e; = €;+ ¢/ donde €}, e/ son dos idempotentes
no nulos con ¢.e! = 0. Afirmamos que L; = Re; @ Re!. Supongamos que r¢; + rqe! = 0,
multiplicando a derecha por ¢! tenemos que riele + rqe! = 0; luego rqef = 0y por lo
tanto r e, = 0. Por otro lado, si z € L;, como mostramos en el teorema anterior x = xe; y
por lo tanto = = ze} + xe; luego = € Re; + Re!. Finalmente, como e; = €} + e/ tenemos
que ele; + ele! € L;. Esto es, e, € L; y de forma analoga ¢! € L;. Lo anterior implica que

Re} + Re!! C L; y por lo tanto hemos probado que L; = Re; & Re! con Re}, Re! # 0, lo que
contradice la minimalidad de L;.

Reciprocamente, supongamos que existe una familia de idempotentes {ei,... e}
con las condiciones mencionadas. Veamos que los ideales a izquierda L; = Re; son
minimales. Supongamos por contradiccion que existe J C L; un ideal a izquierda tal que
J#0yJ # L;. Como R es semisimple, no es dificil ver que cualquier ideal a izquierda de
R visto como R-modulo es semisimple, luego existe .J’ ideal a izquierda de R contenido en
L;talque L; = J & J'. Asi, existen z € J, y € J' tal que ¢; = = + y. Utilizando argumentos

88



muy similares a los que hemos usado, se puede probar que z,y son idempotentes no
nulos cuyo producto es nulo, una contradiccion. Resta ver que R = ¢!_, L;. El hecho de
que R = Zﬁzl L; se sigue de la condicion 111). Finalmente, si rie; + roeg + -+ - + 16, = 0
entonces para cualquier i € {1,...,t} tenemos que r;e; + Zk# ere; = 0y por la condicidn
I1) concluimos que r;e; = 0. O

Definicion B.0.19. Sea R un anillo, una famila de idempotentes {¢, ..., ¢;} que satisface
las condiciones 1), 1) y 1lI) es llamada una familia de idempotentes ortogonales
completa. Un idempotente que satisface las condicion Iv es llamado primitivo.

Dada una descomposicion de un anillo semisimple R como la suma directa de ideales

minimales a izquierda, podemos agrupar a los ideales a izquierda isomorfos:

R:\Lll@"'@Llrb@lél69"'@[/27“21@"‘@\[/31@'”@Lsrs/

~~ ~~ -~

Teorema B.0.20. Con la notacion anterior, sea A; la suma de todos los ideales a izquierda
isomorfos a L;;, 1 < i < s. Entonces:

|) Cada A; es un ideal bilateral minimal de R.
Im) R = &;_,A;, donde s es el numero de clases isomorfas de ideales minimales a
izquierda de R.
Demostracion. Ver 1°, pagina 99. O

Definicion B.0.21. Un anillo R es llamado simple si sus Unicos ideales bilaterales son
{0}y R.

Corolario B.0.22. Los ideales A; definidos en el Teorema B.0.20 son anillos simples.

Demostracion. Como A; es un ideal minimal bilateral de R, es suficiente mostrar que
cualquier ideal bilateral B de A; es también un ideal bilateral de R. Sea b € B, r € R,
entonces podemos escribir r = 1+ --+x,conz; € Aj, 1 < j <s.Asi,rb=z1b+---+xb
y como z;b = 0 si i # j tenemos que rb = z;b € B ya que B es un ideal bilateral de A;.
Analogamente se muestra que br € B. ]

Proposicion B.0.23. Sea R = @©;_, A; una descomposicion de un anillo semisimple R
como suma directa de ideales bilaterales minimales. Entonces
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|) Todo ideal bilateral I de R puede escribirse de la forma I = A;, & --- & A;,, donde
1<y <. <y <s.

) Si R = @j_,B; es otra descomposicion de R como suma directa de ideales
bilaterales minimales, entonces s = r y, después de una posible renumeracion de
indices, A; = B; para todo i.

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1) Sea I un ideal bilateral de R, entonces I = @&5_,(A; N I). Como A; N I es un ideal
bilateral de R contenido en A; tenemos que A; N1 = {0} 0 A,NI = A;y asi
I=A,®& --®A,,dondel <i; <...<ip <s.

1) Como cada B; es minimal y usando el item anterior, B; es igual a algun A4, y
reciprocamente.

]

Definicion B.0.24. Los Unicos ideales bilaterales minimales de un anillo semisimple R
son llamadas las componentes simples de R.

El siguiente teorema relaciona la descomposicion de R como suma directa de ideales
bilaterales minimales a una familia de idempotentes.

Teorema B.0.25. Sea R = @;_, A; la descomposicion de un anillo semisimple como la
suma directa de ideales bilaterales minimales. Entonces, existe una famila {e, ..., e} de
elementos de R tal que:

1) e; # 0 es un idempotente central, 1 <i < s.
1) Sii# j, entonces e;e; = 0.
m) 1=e; +--- +es.

IV) e; no se puede escribir como e; = e +e¢! donde €], e/ son dos idempotentes centrales
tales que e}, el #0 yeje! =0,1 <i <s.

1771

Demostracion. Por el Teorema B.0.18 solo falta ver que los elementos ¢; son centrales.
Sea r € R, entonces x = xe; + -+ + re, = e;x + -+ + e;x. Como los A; son ideales
bilaterales tenemos que tanto ze; como e;x pertenecen a A; para todo i € {1,...,s}.
Teniendo en cuenta que la suma es directa, la representancion es Unica; luego xe; = e;x
paratodoi € {1,...,s}. O
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Definicion B.0.26. Los elementos {ei,...,es} en el teorema anterior son llamados los
idempotentes centrales primitivos de R.

Teorema B.0.27. (Teorema Wedderburn-Artin) Un anillo R es semisimple si, y solo si, es
la suma directa de algebras de matrices sobre anillos de division:

R = Mm(Dl) @"'@MHS(DS)

Demostracién. Ver 10, Seccion 2.6. O
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