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Resumen

Titulo: Formas de pensamiento algebraico en estudiantes de bdsica secundaria cuando abordan
ecuaciones de primer grado”
Autora: Yesika Yulithza Tolosa Toloza™

Palabras Clave: Pensamiento algebraico, Sistemas Semidticos de Objetivacion, Ecuacion.

Descripcion: El aprendizaje del algebra en educacion basica secundaria presenta dificultades por el
caracter algoritmico de su ensefianza (Quezada y del Rio, 2022), por lo cual los estudiantes enfrentan
obstaculos al resolver problemas no rutinarios. Al respecto, la teoria de la objetivacion ofrece una
perspectiva para comprender como los estudiantes construyen y desarrollan formas de pensamiento

algebraico a través de la interaccion social en el aula.

En este sentido, el presente trabajo tiene como objetivo analizar desde la perspectiva de la teoria de la
objetivacion las formas de pensamiento algebraico que emergen en estudiantes de séptimo grado cuando
participan en una actividad relacionada con ecuaciones de primer grado. Para esto se implementan tres
instrumentos: una prueba diagnostica, una tarea que consta de dos problemas que se desarrollan por
parte de los estudiantes en tres momentos, considerando los sistemas propuestos por Radford (2022),
dado que la investigacion toma como base conceptual la teoria de la Objetivacion, en particular las
categorias propuestas por Vergel (2015) y Radford (2010); y una entrevista. Finalmente se analizan las
respuestas y actitudes de los estudiantes con el proposito de caracterizar como se manifiesta cada una
de las formas de pensamiento algebraico, en este mismo apartado se evidencia la utilidad del uso de los
Sistemas Semidticos (Radford, 2022) en la progresion del pensamiento algebraico y el trabajo colectivo

como un elemento clave para enriquecer el aprendizaje.

* Trabajo de Grado
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Solange Roa Fuentes. Doctora en Ciencias en la
Especialidad de Matematica Educativa.
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Abstract
Title: Algebraic thinking patterns in junior high school students when solving first-degree equations”
Author: Yesika Yulithza Tolosa Toloza™

Key Words: Algebraic thinking, Semiotic Systems of Objectification, Equation.

Description: Learning algebra in secondary education presents difficulties due to the algorithmic nature
of its teaching (Quezada and del Rio, 2022), which means that students face obstacles when solving
non-routine problems. In this regard, objectification theory offers a perspective for understanding how

students construct and develop forms of algebraic thinking through social interaction in the classroom.

In this sense, the present study aims to analyze, from the perspective of objectification theory, the forms
of algebraic thinking that emerge in seventh-grade students when they participate in an activity related
to first-degree equations. To this end, three instruments are implemented: a diagnostic test; a task
consisting of two problems that are developed by the students in three stages, considering the systems
proposed by Radford (2022), given that the research is based on the theory of objectification, in
particular the categories proposed by Vergel (2015) and Radford (2010); and an interview. Finally,
students' responses and attitudes are analyzed in order to characterize how each form of algebraic
thinking manifests itself. This same section highlights the usefulness of Semiotic Systems (Radford,
2022) in the progression of algebraic thinking and collective work as a key element in enriching

learning.

* Degree Work
** Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Solange Roa Fuentes. Doctor of Science specializing in
Educational Mathematics.
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Introduccion

Durante la educacion basica secundaria se fundamenta el pensamiento algebraico, dado
que es durante esta etapa que ocurre la transicion desde la aritmética al algebra. Segin Kieran
(1996, citado por Paralea) las principales dificultades radican en la interpretaciéon y
comprension de las propiedades algebraicas. Del mismo modo, Quezada y del Rio (2022) se
refieren a las limitaciones que presentan los estudiantes frente a problemas no rutinarios al ser
ensefiados desde un enfoque logaritmico. Por su parte, Radford (2021) desde la teoria de la
objetivacion, entiende la construccion del conocimiento matematico como un proceso colectivo
donde los objetos matematicos toman significado a partir de las experiencias e interacciones

entre los estudiantes.

En concordancia con lo anterior, este estudio tiene como objetivo analizar desde la
perspectiva de la teoria de la objetivacion las formas de pensamiento algebraico que emergen
en estudiantes de séptimo grado cuando participan en una actividad relacionada con ecuaciones
de primer grado tomando como referentes las categorias propuestas por Radford (2010) y
Vergel (2015). Este analisis permitira comprender qué procesos de pensamiento manifiestan
los estudiantes y como los socializan mediante el intercambio de ideas matematicas, a fin de
identificar qué ideas llevan a interpretaciones erréneas lo que podria orientar futuras
intervenciones que permitan mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje del algebra en

niveles educativos basicos.

En general, este trabajo pretende ofrecer un aporte significativo para la investigacion en
educacion matematica y servir como base para desarrollar estrategias pedagogicas mas
efectivas en el aula, donde se promueva el didlogo reflexivo y la interaccion entre los
estudiantes, comprendiendo su naturaleza como seres sociales y culturales. Este enfoque busca

favorecer la construccidon de aprendizajes conscientes, que disminuyan las dificultades que se
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evidencian con la ensefanza algoritmica usual, mediante el uso de Sistemas Semidticos
(Radford, 2022) que faciliten la transiciéon del pensamiento aritmético al pensamiento
algebraico a través de la manipulacién de materiales concretos y la abstraccion para construir

conceptos algebraicos correspondientes a las ecuaciones de primer grado.

1. Antecedentes

1.1 Pensamiento Algebraico

Radford (2022) analiza la formacién de conceptos desde una perspectiva genético
Vigotskiana, donde el centro de estudio es la Actividad. En el contexto educativo segun la
teoria de la objetivacion (Radford, 2021), la actividad se refiere al proceso de ensefianza
aprendizaje en el aula como un proceso colectivo. Para el caso del trato de ecuaciones, la
actividad se concibe como el resultado del trabajo en conjunto del profesor y el estudiante para
producir un sistema que permita tratar con la simplificacion de ecuaciones (Radford, 2022).
Ademas, sobre la resolucion de ecuaciones Radford (2022) dice que implica la creacion de una

secuencia de ecuaciones en donde cada una se obtiene de la anterior.

En este sentido, el pensamiento algebraico para la resolucion de ecuaciones se orienta
en la comprension de elementos como: la incognita, el signo igual, la transformacion de
ecuaciones, la formulacion de ecuaciones, entre otros. Ademas, integra aspectos emocionales,
sociales y procedimentales que son producto del tratamiento de estos problemas por parte de

los estudiantes y el profesor.

1.2 Perspectivas Curriculares

En esta seccion se toma en cuenta la perspectiva del Ministerio de Educacion Nacional
colombiano (MEN), a partir del analisis de tres documentos que guian el desarrollo de los

programas curriculares en los diferentes grados de la educacion bésica y secundaria. Estos son:
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los Lineamientos curriculares para Matematicas (1998), los Estdndares basicos de

competencias matematicas (MEN, 2006) y los Derechos Bésicos de Aprendizaje (2016).

Ademas, se estudia la perspectiva desarrollada por el National Council of Teacher of
Mathematics Education (1906), NCTM por sus siglas en inglés, a partir del documento
publicado en el afio 2000 y traducido por la Asociacion Andaluza de Educacion Matematica

en el afio 2002 dada su importancia como referente para paises de habla hispana.

Iniciando con la perspectiva nacional, los Lineamientos Curriculares (1998) plantean
que “las situaciones problematicas deben seleccionarse para enfrentar a los estudiantes con la
construccion de expresiones algebraicas o con la construccion de las formulas” (p.50). Dentro
del proceso de comunicacion se sugiere que los estudiantes “hagan informes orales en clase en
los cuales comunican a través de graficos, palabras, ecuaciones, tablas y representaciones
fisicas y frecuentemente estdn pasando del lenguaje de la vida diaria al lenguaje de las

matematicas y al de la tecnologia” (p.75).

Los Estandares Basicos de Competencias del MEN (MEN, 2006), dentro del dmbito
del pensamiento variacional y de los sistemas algebraicos y analiticos, establecen que los
estudiantes de sexto y séptimo grado deben desarrollar habilidades de pensamiento algebraico
que les permitan utilizar métodos informales, como el ensayo y error o la complementacion,

para resolver ecuaciones.

Segtn el MEN (2016) en los Derechos Basicos de Aprendizaje en los grados sexto y
séptimo para la solucidon de problemas donde aparecen cantidades desconocidas, las evidencias
de aprendizaje consisten en describir procedimientos para solucionar ecuaciones lineales y
“determinar el valor desconocido de una cantidad a partir de las transformaciones de una

expresion algebraica” (p. 54), respectivamente.



FORMAS DE PENSAMIENTO ALGEBRAICO EN ESTUDIANTES 19

De acuerdo con los Principios y Estandares para la Educacion Matematica (NCTM,
2003), se espera que los estudiantes puedan utilizar el algebra simbolica para representar
situaciones y resolver problemas, en especial aquellos relacionados con relaciones lineales.
Ademads, deben ser capaces de identificar y generar formas equivalentes de expresiones
algebraicas sencillas, resolver ecuaciones lineales, y modelar problemas contextualizados

utilizando diversas representaciones como graficos, tablas y ecuaciones.

En resumen, el pensamiento algebraico no solo abarca la resolucion de ecuaciones o el
uso del algebra simbolica, sino también el desarrollo de habilidades para representar, modelar,

comunicar y justificar procesos matematicos en multiples contextos.
1.3 Las Ecuaciones

La frecuencia con la que se presentan falencias en la resolucion de problemas que
involucran el uso de ecuaciones ha promovido el disefio y desarrollo de investigaciones sobre
las razones que llevan a los estudiantes a cometer estos errores. En este sentido, segiin Kieran
(1996 citado por Paralea, 1998) los diferentes topicos que se involucran en la ensefianza y
aprendizaje del algebra en los grados de secundaria, tales como: variables, ecuaciones con una
incognita y resolucion de ecuaciones; conciben sus dificultades segun tres aspectos. El primero,
se relaciona con el significado de las letras, es decir los diferentes valores que toman las
variables segn los problemas propuestos a los estudiantes. El segundo, hace referencia al
cambio de convenciones de la aritmética al algebra, ya que la letra que representaba la
operacion de multiplicacion pasa a notar una incognita o una variable. Finalmente, el tercer
aspecto consiste en conocer y usar adecuadamente las diferentes estructuras algebraicas

(expresiones, ecuaciones, funciones, etc.).

También, Tettay, Pulgar y Rojas (2019) desarrollaron una investigacion en la Escuela

Normal Superior del Distrito de Barranquilla, desde un enfoque cualitativo con el objetivo de
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“analizar los errores que presentan los estudiantes en la resolucion de problemas con
ecuaciones de primer grado en noveno grado” (p. 196), para la cual se consideraron las
categorias de errores propuestas por Socas et al. (2008). La investigacion se llevd a cabo
mediante un estudio de casos a una muestra de tres estudiantes en tres fases siguiendo el modelo
de Alvarez y San Fabian (2012); de modo que para la fase preactiva se realizé una prueba
diagnostica, donde se analizaron los errores y en la fase postactiva se compararon y
relacionaron con el fin de clasificarlos. El anélisis de estos errores permitio identificar que los
estudiantes presentan altas dificultades para traducir del lenguaje natural al algebraico. Esto
dado que optan por realizar céalculos mentales y aproximaciones en lugar de plantear una
ecuacion a partir del problema contextualizado. Ademds, se evidenciaron errores de
procedimiento como: el no manejo de inversos aditivos y el nulo multiplicativo, asi como

errores que corresponden a deficiencias en el aprendizaje de cursos anteriores.

Por otra parte, al analizar un libro de texto que el MEN (2012) propone para la
enseflanza y aprendizaje de matemadticas en noveno grado se encontr6 que, si bien define lo que
es una ecuacion de primer grado, se limita a dar ejemplos sin disponer la forma general. De
manera que el estudiante desconoce la expresion formal, y generalizaciones en la escritura de

la igualdad que llevan a un inadecuado manejo del lenguaje algebraico.

Por su parte, Ward, Monjardin y Madrid (2019) desarrollaron un estudio en la Prepa 8
de julio de la Universidad Auténoma de Sinaloa (BUAS) cuyo fin es “analizar los errores y
dificultades que presentan los estudiantes de bachillerato al resolver ecuaciones lineales, para
ello se considera la perspectiva cognitiva en las clasificaciones de los errores que comete el
estudiante, propuesta por Radatz (1979) y Riviére (1990)” (p.1). Este se llevo a cabo utilizando
un enfoque descriptivo a través del disefio y aplicacion de una prueba diagnostica a 26
estudiantes de sexto grado. En este trabajo se caracterizan cinco errores que evidencian su

origen en la dificultad de los estudiantes para reconocer que al “pasar” al otro lado de la
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igualdad, se esta realizando una operacién inversa, errores por conmutacion, reemplazo de las

incdgnitas sin realizar un proceso y procedimientos incompletos.

Por su parte, Quezada y del Rio (2022) realizaron un estudio en la Universidad de Los
Lagos, en Chile, cuyo objetivo fue detallar y comprender los errores que cometen los
estudiantes al momento de resolver problemas de aplicacion de la funcion cuadratica. Quezada
y del Rio (2022) aplicaron un cuestionario de opinién a 275 estudiantes y “una prueba de
resolucion de 11 problemas contextualizados a la funcion cuadratica y de respuesta abierta, que
fue previamente validada por contenido y mediante el juicio de diez expertos en resolucion de
problemas en matematica, orientada con los tipos de problemas segin Diaz y Poblete (2001).
Ademas, los autores usaron la clasificacion de errores segin Socas (1997) y el Modelo de Rash
(1980, adaptado por Diaz & Poblete, 2019) que consta de 5 puntos que indican el nivel
alcanzado por el estudiante en el proceso de resolucion del problema. La prueba mostré que
los errores tuvieron su origen del mismo modo en obstaculos matematicos, como en actitudes
afectivas y emocionales. Por otra parte, los resultados evidencian la presencia de bloqueos
matematicos y errores al momento de sustituir valores. El analisis de estos errores llevo a
concluir que los estudiantes presentan dificultades para resolver situaciones contextualizadas,
principalmente en problemas no rutinarios. Ya que el estudiante no puede relacionarlo a algiun
proceso que pueda reproducir, caso contrario a los problemas rutinarios puramente
matematicos donde se evidencid6 un mejor rendimiento puesto que pueden asociarlos a

algoritmos que forman parte de su experiencia educativa.

Con este panorama general, a continuacion, se plantea el problema que se espera

abordar teniendo en cuenta la poblacion de estudio, asi como las condiciones institucionales.
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2. Planteamiento del problema

Respecto a la evolucion del pensamiento algebraico asociado con el tratamiento de
ecuaciones de primer grado, se plantea una cuestion general, pero de interés latente para la
comunidad: ;Qué sabemos sobre el desarrollo del pensamiento algebraico que pueden lograr
estudiantes mas jovenes al intentar resolver ecuaciones? Como ya mencionamos el MEN
(2006) propone que los estudiantes deben desarrollar habilidades de pensamiento algebraico
de tal manera que, conozcan y usen métodos informales, como el ensayo y error o la
complementacidn, para resolver ecuaciones. Incluso en el documento de los DBA (2016) se
propone que los estudiantes de sexto y séptimo grado deberian encontrar el valor desconocido
en una igualdad, realizando transformaciones algebraicas. Todo esto presupone, ademas, el
desarrollo de habilidades que permitan a los estudiantes formular expresiones que modelan
situaciones, de tal manera que, su forma de pensar no se restringe a dichas transformaciones.
Sino, ademas, a su formulacion y a la reflexion sobre las condiciones de la solucidon de una

situacion determinada (MEN, 2016).

El aprendizaje del algebra en la educacion basica secundaria representa un desafio clave
en el desarrollo del pensamiento matematico. Una de las dificultades mas recurrentes radica en
la transicion desde el pensamiento aritmético hacia el pensamiento algebraico, especialmente
en la comprension y resolucion de ecuaciones de primer grado. Este proceso de transformacion
no solo involucra la correcta manipulacion simbolica, sino también la internalizacion de las
ideas abstractas que subyacen en las ecuaciones y sus soluciones. Las principales areas de
dificultad segun Kieran (1996, citado por Paralea, 1998) son: la interpretacion de las incognitas,
la transicion del lenguaje aritmético al algebraico y la comprension de las propiedades

algebraicas.
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Muchas de estas dificultades tienen su origen en el caracter algoritmico del proceso de
ensefianza-aprendizaje, puesto que los estudiantes presentan un rendimiento significativamente
inferior al enfrentarse a problemas no rutinarios en comparacion con los problemas rutinarios
(Quezada y del Rio, 2022). Segin Quezada y del Rio (2022) frente a los problemas rutinarios
los estudiantes tienden a desempefiarse mejor, dado que pueden asociar dichos problemas a
procedimientos establecidos que forman parte de su experiencia educativa previa. Sin embargo,
cuando se trata de problemas no rutinarios, donde no existe un camino claro o un proceso
conocido, los estudiantes presentan problemas para abordar y resolver dichas situaciones
(Quezada y del Rio, 2022). Esto sugiere una limitaciéon en su capacidad para potenciar el

desarrollo de su pensamiento matematico de manera flexible y adaptativa.

Desde la perspectiva de la teoria de la objetivacion, se entiende que el conocimiento
matematico no es Unicamente una construccion individual, sino un proceso social y cultural,
donde el significado de los objetos matematicos se hace evidente a través de las interacciones
y experiencias compartidas entre los estudiantes y el profesor (Radford, 2021). Sin embargo,
en el contexto educativo, a menudo se observan dificultades en los estudiantes para manifestar
formas de pensamiento algebraico coherente y estructurado al enfrentarse a problemas de
ecuaciones de primer grado. Estas dificultades pueden estar asociadas a la forma en que los

estudiantes expresan, discuten y socializan sus estrategias y razonamientos en el aula.

Los obstaculos evidenciados en el aprendizaje del algebra, combinados con la dificultad
de los estudiantes para enfrentarse a problemas no rutinarios, generan un desafio significativo
en el proceso de ensefianza-aprendizaje. Dado este panorama, surge la necesidad de analizar,
(como los estudiantes de séptimo grado desarrollan y expresan formas de pensamiento
algebraico cuando participan en actividades relacionadas con la resolucion de ecuaciones de

primer grado?
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En este sentido, el presente estudio se propone investigar las manifestaciones del
pensamiento algebraico en estudiantes de séptimo grado y cémo dichas manifestaciones se
construyen y socializan durante la resolucion de ecuaciones de primer grado. Para ello, se busca
identificar las formas de pensamiento que emergen en los estudiantes durante su participacion
en actividades algebraicas y, ademas, interpretar como estas formas de pensamiento se
desarrollan a través de la interaccion social y el intercambio de ideas matematicas, conforme a

los principios de la teoria de la objetivacion.

Este andlisis permitird comprender las formas en que los estudiantes internalizan y
comparten conceptos algebraicos, qué procesos de pensamiento llevan a los estudiantes a
concepciones erroneas y como estas barreras afectan el desarrollo de su pensamiento
algebraico; lo que podria orientar futuras intervenciones y estrategias pedagogicas que
permitan mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje del algebra en niveles educativos

basicos, tanto en la comprension conceptual como en la aplicacion practica de las matematicas.

Esto nos lleva a plantear la siguiente pregunta: ;Qué formas de pensamiento algebraico

evidencian estudiantes de basica secundaria cuando estudian ecuaciones de primer grado?

Con base en esta pregunta, se proponen los siguientes objetivos:

Objetivo general: Analizar desde la perspectiva de la teoria de la objetivacion las
formas de pensamiento algebraico que emergen en estudiantes de séptimo grado cuando

participan en una actividad relacionada con ecuaciones de primer grado.

Objetivos especificos:

e Identificar las formas de pensamiento algebraico que manifiestan los estudiantes de

basica secundaria al resolver ecuaciones de primer grado.

e Interpretar desde la teoria de la objetivacion como los estudiantes interactuan y

socializan sus ideas matematicas durante la resolucion de ecuaciones de primer grado.
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3. Marco Teorico

En esta seccion se presentan elementos fundamentales de la teoria de la objetivacion

que permiten abordar los objetivos del estudio.

3.1 Pensamiento Algebraico

El pensamiento algebraico puede definirse como la capacidad para comprender y
manipular patrones, relaciones y estructuras matematicas, asi como para generalizar y expresar
dichas relaciones utilizando simbolismo algebraico. De acuerdo con Radford (citado por
Vergel y Rojas, 2018), el pensamiento algebraico temprano esta vinculado a la habilidad de los
estudiantes para identificar patrones co-variacionales que se han desarrollado culturalmente y
usarlos para abordar problemas con términos desconocidos o no especificados. Esto implica
que el pensamiento algebraico no solo es la capacidad de operar con numeros o simbolos, sino

de reconocer y trabajar con la indeterminacion y las relaciones generales entre cantidades.

Asimismo, Kieran (citado por Vergel y Rojas, 2018) destaca que el pensamiento
algebraico debe incluir las siguientes competencias: comprender y establecer relaciones entre
cantidades, identificar estructuras matematicas, estudiar el cambio, realizar generalizaciones,
resolver problemas, modelar situaciones, justificar razonamientos, hacer pruebas y realizar
predicciones. Estas caracteristicas abarcan no solo la manipulacion de simbolos, sino un
enfoque mas profundo hacia la conceptualizacion y comprension del comportamiento y las

relaciones entre diferentes elementos matematicos.

3.2 Medios Semioticos de Objetivacion

Los medios semidticos de objetivacion, se definen como los mecanismos y simbolos
utilizados para conseguir “una forma estable de conciencia, para hacer presente sus intenciones

y organizar sus acciones para adquirir las metas de sus acciones” (Radford, 2003, p. 5).
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3.3 Formas de Pensamiento Algebraico

Figura 1

Formas de Pensamiento Algebraico

Formas de pensamiento algebraico

Radford (2010), Vergel (2015)

“Estratos caracterizados por los medios semidticos de objetivacién
movilizados por los sujetos en su actividad reflexiva, incluyendo percepeién,
movimientos, gestos o lenguaje natural”. (Vergel, 2015a, p. 196).

Pensamiento algebraico Pensamiento algebraico
factual contextual

Sobre el discurso. Formulacién

Referente a las acciones concretas. algebraica donde se sustituyen los
Gestos, movimientos, percepciones, gestos por frases clave donde se
palabras, entre otros. describen ideas explicitas sobre los

procedimientos.

3.4 Sistema Semiotico Concreto (SSC)

Pensamiento algebraico
simbélico

Correspondiente a signos. Traducir las
frases clave a simbolos alfanuméricos
algebraicos.

Segtin Radford (2022) el Sistema Semiotico Concreto comprende el uso de objetos

materiales. Para efectos del estudio se usan:

a) sobres de papel con forma de metro de construccidon que representan un nimero

desconocido de centimetros y milimetros,

b) centimetros de papel que contienen las divisiones de los milimetros, y

c) el signo igual.

En este sentido, las incognitas son representadas por el metro, mientras que las

constantes son los centimetros, donde cada centimetro representa una unidad y cada milimetro

una décima de esta.
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3.5 Sistema Semidtico Iconico (SSI)

Como indica Radford (2022) el SSI se deriva del SSC, puesto que se trata de la
representacion mediante dibujos (iconos) del material concreto, para esto se pretende que,
ademas de los objetos, se representen las acciones que se realizan sobre los centimetros y los

metros, para resolver la ecuacion.

4. Método

4.1 Enfoque Metodologico

El presente estudio adopta un enfoque cualitativo, ya que busca comprender las formas
de pensamiento algebraico de estudiantes de séptimo grado en su contexto educativo. Desde la
perspectiva de la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2021), el conocimiento se construye de
manera colectiva a través de la interaccion social, por lo que es necesario analizar el desarrollo

del pensamiento algebraico en escenarios naturales, como el aula de clase.

Este es un estudio descriptivo, cuyo propdsito es identificar las formas de pensamiento
algebraico que manifiestan los estudiantes de basica secundaria al resolver ecuaciones de
primer grado considerando las categorias propuestas por Vergel (2015) y Radford (2010);
ademas, se espera interpretar desde la Teoria de la Objetivacion (Radford, 2021) como los
estudiantes interactiian y socializan sus ideas matematicas durante la resolucion de ecuaciones
de primer grado. Para esto se disefian e implementan tareas que buscan promover los procesos
de representacion, generalizacion, simbolizacion y uso de relaciones matematicas; incluidas en
el disefio de tres instrumentos: una prueba diagnoéstica, un conjunto de tareas de clase y una

entrevista didactica.
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4.2 Poblacion

La poblacion que participa en esta investigacion, estd integrada por estudiantes de
séptimo grado con edades comprendidas entre los 12 y 15 afios, seleccionados por conveniencia
segun la accesibilidad al aula; y el orientador de las tareas algebraicas, quien guia las

actividades y facilita los procesos de interaccion en el aula.

4.2.1 Criterios de seleccion

Para la seleccion de los estudiantes se consideran los siguientes criterios:

e Los estudiantes deben estar cursando séptimo grado.

e [.os estudiantes deben tener un historial de asistencia al aula favorable con el fin de

garantizar la participacion regular en las sesiones.

e Estudiantes que no hayan tenido conocimiento previo sobre ecuaciones o0 que no

tengan claridad sobre el tema.

e La institucion educativa debe contar con un entorno propicio para observaciones y

participacion en clase.

4.3 Fase 1: Diseno de los instrumentos

Para la investigacion se disefian tres instrumentos: una prueba diagndstica, un conjunto
de tareas y una entrevista didactica. Para la construccion del instrumento diagnostico se
consultaron los Derechos Basicos de Aprendizaje (MEN, 2016), los Estandares basicos de
competencias matematicas (MEN, 2006) y los estandares propuestos por el National Council
of Teacher of Mathematics Education (NCTM, 2000/2003). Segun los Derechos Basicos de
aprendizaje (MEN, 2016), los estudiantes de grado séptimo deben poder utilizar las diferentes

representaciones de los numeros racionales y operarlos para solucionar problemas que
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involucran cantidades desconocidas. Para lo cual, una de las evidencias de aprendizaje es
determinar el valor de una cantidad desconocida realizando transformaciones a una expresion
algebraica. Ademas, se espera que los estudiantes logren plantear y resolver ecuaciones,

describiéndolas de manera verbal y representdndolas numérica, simbolica o graficamente.

En coherencia con lo anterior, los Estdndares Basicos de competencias (MEN, 2006),
en cuanto a los pensamientos numérico y variacional, indican que para los estudiantes de sexto
a séptimo se espera que puedan utilizar nimeros racionales para resolver problemas que
involucren contextos de medida; ademas que puedan utilizar métodos como ensayo y error para

resolver ecuaciones, respectivamente.

En linea con los estandares propuestos por el MEN (2016), el National Council of
Teacher of Mathematics Education (NCTM, 2000/2003) indica que, para el estandar de
algebra, dentro de las expectativas para la etapa de 6 a 8, los estudiantes deben iniciar con la
comprension de las variables y sus usos. Asi como con el uso del algebra simbolica para la

representacion de problemas de caracter lineal.

A partir de estos criterios se selecciona un conjunto de problemas de las cartillas de
postprimaria 7° Matematicas (MEN, 2010) y Recordando mi primaria (MEN, 2010),
desarrolladas bajo los estandares que responden a las necesidades de la investigacion. Para la
seleccion de problemas se considera que los estudiantes deban utilizar habilidades que incluyan
reconocimiento de la propiedad de igualdad, traduccidon del lenguaje natural al algebraico,
identificacién de valores conocidos y desconocidos; asi como la interpretacion de problemas
que incluyen incognitas. Una vez elegidos los problemas se organizan segiin su nivel de

complejidad.

Acorde con estos mismos principios y siguiendo la tarea de “sobres y cartas” (Radford,

2022) para el proceso de simplificacion de ecuaciones; pero adaptado para variables de caracter
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racional positivas (dado que los sobres unicamente permiten soluciones naturales), se disena el
instrumento para la recoleccion de datos. Este se basa en la metodologia de la Teoria de la
Objetivacion (Radford, 2021), que promueve el trabajo colectivo para promover el proceso de
ensenanza-aprendizaje. En este sentido, las tareas se desarrollan en grupos de tres estudiantes,

con la ayuda del profesor mediante preguntas orientadoras.

El conjunto de tareas se disefa a partir de una secuencia que sigue una transicion desde
lo concreto hasta lo abstracto. Para esto se inicia con dos problemas, con el fin de evidenciar
los Sistemas Semioticos enunciados por Radford (2022) y las formas de pensamiento
algebraico propuestas por Radford (2010) y Vergel (2015). Estas formas pueden emerger en

procesos como: generalizacion, el analisis relacional y la representacion simbolica.

El ultimo instrumento se disefia con un formato de entrevista, las preguntas se
encaminan para: dar cuenta de las ventajas y desventajas de la actividad desde la perspectiva
del estudiante; su experiencia en el paso de lo concreto a lo abstracto; la utilidad del trabajo
colectivo; y finalmente, como se diferencia esta actividad de las clases que recibe

habitualmente.
4.4 Analisis a priori

Los enunciados propuestos para la prueba diagnostica (ver Apéndice A) requieren que
los estudiantes reconozcan la propiedad de igualdad, la traduccion del lenguaje natural al
algebraico y la identificacion de valores conocidos y desconocidos. De esta manera, se espera
que utilicen sus saberes previos para identificar relaciones donde se conserva la igualdad e
intenten resolver situaciones que involucran cantidades desconocidas. Esto permite identificar
cuales estudiantes han o no tenido un contacto directo con las ecuaciones, a fin de entender con
mayor claridad los procesos mentales que ocurran durante la implementacion de los Sistemas

Semioticos (Radford, 2022) y realizar un analisis acertado de estos momentos.
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Por su parte, el segundo instrumento que se presenta a los estudiantes consta de una
tarea que se expone en dos partes (ver Apéndice B). La implementacion del instrumento se

desarrolla a partir de tres momentos, a continuacion, se describen cada uno de ellos.
4.4.1 Momento 1: Representacion con el SSC

Esta primera parte corresponde al primer nivel que estd asociado a una experiencia
sensual concreta que, segun Radford (2023), consiste en experimentar y reflexionar a través
del uso de materiales concretos a fin de crear una organizacion visual del modelo que represente
la actividad que, como se discutié en las primeras secciones de este documento, ayuda a los

estudiantes a construir un entendimiento tangible de los conceptos matematicos.

Este momento de la implementacion favorece especialmente a estudiantes que tienen
dificultades iniciales para desarrollar un pensamiento abstracto. Sin embargo, existe el riesgo
de que algunos estudiantes se enfoquen demasiado en el manejo del material sin comprender
la relacion con el problema matematico. Por lo tanto, es importante que durante la labor
conjunta (Radford, 2023) se cuestione y explique claramente el significado de los materiales,
a la vez realizar preguntas orientadoras que promuevan en los estudiantes la articulacion de sus
razonamientos y hagan explicitos los vinculos entre sus acciones y el problema. Los enunciados

y procedimientos esperados se presentan a continuacion:

Figura 2

Enunciado del Problema 1

PROBLEMA 1

Maria y Camila estan decorando el salén de séptimo con tiras de cinta. Maria trala
7.5 cm de cinta y Camila 4 cm. Para que las dos tuvieran la misma cantidad de
cinta, Ana le da 3 pedazos de cinta a Camila y 2 pedazos de cinta a Maria, cada
pedazo de cinta que les da Ana tiene la misma longitud. ;Cuél es la longitud de
cada pedazo de cinta que recibe Camila? ;Cudl es la longitud de cada pedazo de
cinta que recibe Maria?
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Para este problema, se espera que el estudiante empiece explorando con el material concreto,
para lo cual conforme vaya construyendo la representacion (ver Figura 3) se ird preguntando

cual variable o constante representa cada figura y por qué la ubica de esa manera.

Figura 3

Representacion con material concreto del enunciado del Problema 1
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Posterior al planteamiento de la ecuacion, el estudiante debe reconocer los elementos
comunes a ambos lados del igual (ver Figura 4), empezando por las incdgnitas que pueden
identificarse a primera vista, de modo que los retire de la “expresion” construida con el

material.

Figura 4
Representacion con material concreto del resultado de retirar las incognitas comunes a

ambos lados
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Nuevamente, el estudiante necesita comparar la igualdad e identificar las partes
semejantes, en este caso, la cantidad de centimetros en comun (ver Figura 5) para poder
eliminarlas y encontrar la respuesta a la cantidad de centimetros que corresponde a la incdgnita

(ver Figura 6).

Figura §

Representacion con material concreto con las partes comunes ubicadas de manera explicita
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Figura 6

Representacion con material concreto de la solucion de la incognita del Problema 1
W)

Para el segundo problema se deduce el siguiente procedimiento:

Figura 7

Enunciado del Problema 2

PROBLEMA 2

Carlos y Ana quieren ayudar a decorar también. Cada cinta de Carlos es 3 cm mas
larga que cada cinta de Ana. Si dos tiras de cinta de Ana mds 1cm miden 10cm en
total. Responde las siguientes preguntas:

a) ;Qué longitud tiene cada una de las cintas de Ana?
b) ;Qué longitud tiene cada una de las cintas de Carlos?

Para la representacion con material concreto, es necesario elaborar los metros que representan
las variables de diferente color, puesto que para representar el problema es necesario plantear
dos ecuaciones, donde una de ellas cuenta con dos variables (ver Figura 8), lo cual implica una

sustitucion.

Figura 8

Representacion con material concreto del enunciado del Problema 2
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Se pretende que el estudiante reconozca que hay mas de una variable, asi como contar
con claridad sobre el significado de cada una, de manera que inicie por resolver la ecuacion de

una sola variable, ya que la necesita para resolver la primera ecuacion. Para hallar la cantidad
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de centimetros en cada metro es preciso que compare ambos lados de la igualdad (ver Figura
9) y corte o doble el centimetro que aparece en ambas partes (ver Figura 10).
Figura 9

Comparacion de ambos lados de la igualdad de la ecuacion correspondiente a la incognita

de Ana

4
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Figura 10

Resultado de eliminar el centimetro en comun de la representacion con material concreto

) )

SRR

Posteriormente, al quedar dos metros a un lado y los 9 centimetros al otro, se divide en
2 la cinta de 9cm (ver Figura 11) y nuevamente se comparan ambos lados para identificar que
cada metro representa la mitad de la cantidad de centimetros, es decir 4,5 cm.
Figura 11

Representacion con material concreto de la division de la cinta de 9cm en 2 partes iguales

Para terminar por despejar, deberia recortar o doblar la cantidad de centimetros por la

mitad y eliminar uno de los metros del lado izquierdo (ver Figura 12).
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Figura 12

Representacion con material concreto de la solucion de la incognita de Ana

Finalmente, para dar solucién a la primera ecuacion, el estudiante debe igualar la
incognita correspondiente a Carlos a la incognita de Ana mas 3cm (ver Figura 13) y sustituir

la cantidad de centimetros del paso anterior en el lugar del metro correspondiente (ver Figura

14).
Figura 13

Planteamiento con material concreto de la ecuacion de Carlos

@ = e

Figura 14

Representacion con material concreto de la sustitucion de la incognita de Ana en la ecuacion

de Carlos

Al unir ambas cantidades, obtiene la respuesta (ver Figura 15) de la cantidad de

| ]
il

centimetros que representa la variable para la que debid sustituir.
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Figura 15

Representacion con material concreto de la solucion a la ecuacion de Carlos

Esta actividad orientada por el uso del Sistema Semidtico Concreto (SSC) (Radford,

i I B

2022) favorece la manifestacion de los Pensamientos algebraicos factual y contextual (Vergel,
2015), puesto que los estudiantes manifiestan sus ideas y argumentos, a la vez que los

representan mediante acciones al manipular el material concreto.

4.4.2 Momento 2: Representacion con el SS1

Para el segundo momento el estudiante debe representar mediante dibujos o
representaciones graficas el procedimiento anterior por lo que es probable que se confunda si
no hace un uso correcto de las mismas. En este sentido, se espera que el estudiante tenga en
consideracion usar colores diferentes para el caso donde hay mdés de una variable vy,
nuevamente, indicar qué representa cada dibujo. Para esta representacion es fundamental que
el estudiante indique qué proceso realizd en cada paso, ademds, como se presentan nimeros

racionales, es importante sefialar, ya sea de manera escrita u oral, esta caracteristica.

La representacion con SSI (Radford, 2022) fomenta habilidades de abstraccion inicial,
puesto que traducir de lo concreto a lo iconico permite representar relaciones matematicas de
manera mas estructurada, lo cual facilita el proceso de Objetivacion (Radford, 2003), puesto
que las comparaciones y la manera en que se relacionan ambos lados de la igualdad permite el
manejo visual en conjunto, favoreciendo que el estudiaste reconozca explicitamente las
conexiones. En este sentido se presentan unas posibles representaciones de los problemas

mediante el SSI (Radford, 2022):
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Figura 16

Representacion con el SSI del procedimiento para dar solucion al Problema 1

Figura 17

Representacion con el SSI del procedimiento para dar solucion al Problema 2

Del mismo modo que en el momento anterior, se pueden detallar los Pensamientos
algebraicos factual y contextual (Vergel, 2015), al observar la manera en que los estudiantes
representan iconicamente sus procesos y como los describen. Algunos estudiantes podrian
experimentar dificultades al conectar los iconos con las representaciones concretas, lo que

puede llevar a confusiones, por lo cual es fundamental que el orientador en su participacion del
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proceso de objetivacion cuestione al estudiante. Este se realiza con el fin de que empiece a ser
consciente de las acciones realizadas en el momento anterior a fin de materializar el saber
(Radford, 2023), a la vez que brinde ejemplos claros y apoyo continuo para asegurar que la

transicion sea exitosa.

4.4.3 Momento 3: Planteamiento y solucion de la ecuacion

El ultimo momento vincula los dos momentos anteriores con la formulacion y
resolucion de ecuaciones, lo cual permite alcanzar un nivel més abstracto de pensamiento
algebraico. Sin embargo, puede que sea en este momento donde los estudiantes presenten mas
dificultades puesto que al fomentar competencias clave como la definicion de variables, el
reconocimiento de patrones y la formalizacion de relaciones en una representacion mas formal,
los estudiantes pueden mostrar resistencia o ansiedad, especialmente si no comprendieron bien
los pasos previos, por los cual es importante tratar los tres momentos como un proceso
continuo. La secuencialidad en la implementacion respeta la progresion cognitiva, lo que ayuda
a minimizar las barreras iniciales que enfrentan los estudiantes al trabajar con el algebra a la
vez que la interaccion grupal fomenta el aprendizaje social en el contexto del aula, permitiendo

que los estudiantes aprendan unos de otros.

Para este ultimo momento, el estudiante debe traducir al lenguaje algebraico (utilizando
numeros y simbolos para las incognitas) los procedimientos anteriores. Por lo cual es necesario
que traduzca las representaciones hechas en los Sistemas Semidticos Concreto e Iconico
(Radford, 2011) a signos (ver Figura 18 y Figura 19) que plasmen adecuadamente las

operaciones que realiza, del mismo modo que reconozca los valores constantes y las incognitas.
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Figura 18

Representacion simbdlica del procedimiento de la ecuacion del Problema 1

Figura 19

Representacion simbdlica del procedimiento de la ecuacion del Problema 2

En esta actividad, se pretende evidenciar caracteristicas del Pensamiento algebraico
simbolico (Vergel, 2015), puesto que implica la transformacion de material concreto e iconos

al uso de simbolos alfanuméricos algebraicos del algebra (Radford, 2010).

Finalmente, para la entrevista (ver Apéndice C) se dispone de un conjunto de preguntas

orientadas hacia la percepcion del estudiante sobre la actividad, asi como los aprendizajes



FORMAS DE PENSAMIENTO ALGEBRAICO EN ESTUDIANTES 40

estructurados o reforzados. En este ultimo instrumento se estima que los estudiantes
manifiesten las dificultades y facilidades que presentaron durante la actividad, para lo cual
deben rememorar los procedimientos realizados y reflexionar sobre el paso de lo concreto a lo
simbolico, asi como comparar la metodologia utilizada con las clases que reciben

habitualmente.

4.5 Fase 2: Implementacion

Con el fin de promover el trabajo colectivo e identificar las formas de pensamiento
algebraico descritas en el marco tedrico, se desarrolla la tarea en grupos de estudiantes a partir
de los momentos descritos en el analisis a priori. Como se planted en el Marco Tedrico, en el
desarrollo de este estudio se emplean dos sistemas semidticos no alfanuméricos: el Sistema

Semidtico Concreto y el Sistema Semiotico Iconico (Radford, 2022).

4.5.1. Momento 1: Representacion con el SSC

En esta fase se proponen los problemas enunciados en la tarea a los estudiantes. A partir
del enunciado deben representar la situacion utilizando el material concreto (centimetros y
metros). Durante la actividad se plantean preguntas orientadoras conforme va surgiendo la
necesidad. La tarea se implementa con dos grupos, cada uno integrado por tres estudiantes, los

grupos fueron denominados como: Grupo A y Grupo B.

Para dar inicio al conjunto de problemas propuesto, la explicacion del material para la
representacion mediante el Sistema Semiodtico Concreto (SSC) (Radford, 2022) se presenta a

los estudiantes de la siguiente manera:

a) Los metros (ver Figura 20) representan las cantidades desconocidas llamadas
incognitas, es decir, para cada cinta con longitud desconocida se utiliza un metro,
los cuales seran del mismo color si corresponden a la misma longitud desconocida

y, de preferencia, de diferente color si corresponden a longitudes diferentes.
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Ademas, una vez encontrado el valor de la cantidad de centimetros desconocida se
les sugiere introducir el nimero de centimetros en unos metros con un “bolsillo” a
fin de reconocer que ese es el valor que se desconocia, sin embargo, se les permite

expresarlo de otra manera, mientras la interpretacion sea clara.

Figura 20

Representacion de las incognitas con material concreto

b) Los centimetros (ver Figura 21) representan las longitudes conocidas, es decir, las
cintas cuya cantidad de centimetros se puede reconocer solo con leer el enunciado

y/o aquellas cuyo valor fue hallado.

Figura 21
Representacion de las cantidades conocidas con material concreto
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c) Y eligual (ver Figura 22), para el cuél no se dio mayor orientacion, puesto que para
la actividad se platea una pregunta a fin de que los mismos estudiantes reconozcan

su utilidad para comparar cantidades que se describen a cada lado de una igualdad.

Figura 22

Representacion del igual con material concreto
[
[
Una vez terminada la explicacion, los estudiantes del grupo A, quienes por proteccion

a su identidad se nombran bajo los seudonimos: Johan, Angel y Diana, quienes no habian tenido
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contacto previo con las ecuaciones, inician identificando las cantidades conocidas y
desconocidas en el primer problema. Se hace énfasis en la necesidad de leer el enunciado del
Problema 1 (ver Figura 2), puesto que este mismo afirma que los pedazos de cinta que Ana les

entrega a Maria y Camila son “para que tuvieran la misma cantidad de centimetros”.

Orientadora:  ;Como se puede representar que algo es lo mismo que lo otro?
Angel: (Con la igualdad?

Orientadora: Asi es, entonces ya sabemos que en algun lugar va a ir un igual

comparando cosas. Vamos a ir ubicando...
En este momento se evidencia por parte de Angel una forma de Pensamiento algebraico
contextual (Vergel, 2015) que corresponde a la formulacion algebraica al reconocer la igualdad

como una herramienta que compara y representa relacion entre cantidades.

Por su parte, Johan y Diana empiezan a conversar sobre cudntos centimetros hay ya que
Johan manifiesta que tiene 5 lineas y Diana le responde que ‘“cuentan” como cuatro

centimetros. Mientras Angel empieza a hablar de otro tema.

La conversacion entre Johan y Diana se interpreta como una forma de Pensamiento
algebraico factual (Vergel, 2015) que se manifiesta a través de la accion concreta de contar,
expresando mediante palabras su percepcion sobre un caso particular, en este caso si se trata

de 4cm o Scm.

Orientadora:  Bueno, concentrémonos en esto. Entonces, leamos el problema y
vayamos ubicando las cantidades segun nos las van dando. ;Qué
vamos a comparar?

Diana y Johan: La cantidad de cinta de Camila y de Ana... Maria.

Orientadora: (Entonces qué podemos colocar para comparar?
Angel: Usar la igualdad.
Orientadora: (Entonces a qué lado vamos a colocar la cantidad de cada una?

Angel: [Mueve el igual]. Aqui (ver Figura 23) ...



FORMAS DE PENSAMIENTO ALGEBRAICO EN ESTUDIANTES 43

Figura 23

Ubicacién del igual en la representacion indicada por Angel

Orientadora:  ;Por qué mueves el igual? ;Si sabes para qué esta sirviendo el igual en
este caso?

Angel: Si sé.
Orientadora: ~ ;Para qué?

Angel: Para comparar los... los centimetros que tiene Maria hay que
compararlos con los que tiene esta china...

En este caso, Angel no solo reconoce la propiedad de la igualdad y su utilidad para
comparar magnitudes relacionadas, sino que se orienta hacia el Pensamiento algebraico
simbdlico (Vergel, 2015) ya que reconoce el signo igual como simbolo para representar la
comparacion entre dos cantidades relacionadas. A su vez, se presentan las formas de
pensamiento factual y contextual (Vergel,2015) al realizar la accidon concreta ubicar el igual
como un centro en la comparacién y posteriormente justificar de manera verbal la accién

realizada describiendo explicitamente su procedimiento.

Orientadora:  ;Entonces qué debemos colocar?

Los estudiantes ubican las cantidades conocidas (ver Figura 24), pero no ubican las

desconocidas.
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Figura 24
Ubicacion de las cantidades conocidas en la representacion con material concreto elaborada

por parte del grupo A

Orientadora:  ;Nosotros sabemos cuanto miden los pedacitos que le dieron a
Camila?

Diana: No.
Orientadora:  Entonces, ;con qué los representamos?

Diana: [Agarra un metro] (ver Figura 25). ;Con estos?

Figura 25

Manipulacion de los metros hecha por Diana

L —

Orientadora:  Si, ubiquenlos.

[Los estudiantes completan el lado de Camila] (ver Figura 26).



FORMAS DE PENSAMIENTO ALGEBRAICO EN ESTUDIANTES 45

Figura 26

Representacion con material concreto de la igualdad con el lado de Camila completo

Orientadora: ;Y a Maria cuantos le da?

Diana y Angel: Dos. [Los ubican] (ver Figura 27).

Figura 27

Representacion del enunciado del Problema I con material concreto planteada por el Grupo

Una vez planteada la representacion con el Sistema Semidtico Concreto (Radford,
2022) se evidencia confusion en un principio para reconocer como representar las cantidades

desconocidas. Sin embargo, se dio una adaptacion rapida a la situacion basada en el
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Pensamiento algebraico factual (Vergel, 2015), mediante las acciones de ubicar metros y
centimetros como representaciones de las conocidas y desconocidas agrupandolas a cada lado

segun las cantidades correspondientes a Ana y Maria.

Orientadora:  Listo, entonces ahi ya representamos la situacion. Ahora, ;qué dice la
pregunta?

[Los estudiantes leen el problema nuevamente].

Orientadora:  ;Cual es la longitud de cada pedazo de cinta que recibe Camila y cual
es la longitud de cada pedazo de cinta que recibe Maria? Entonces,
(qué representan los metros?

Diana: Una cantidad desconocida.

Orientadora: ;Y cudl es la cantidad desconocida en este caso?

Angel: Dos y tres. No, no, no...

Orientadora:  ;Qué es lo que no sabemos?

Diana: Cuanto mide cada pedazo.

Orientadora:  ;Entonces qué vamos a hacer para saber cuanto mide cada pedazo?

Johan: [Sefiala] (ver Figura 28). Sumar estos tres y hacer una que le llegue a
esta.

Figura 28

Serialamiento de Johan para sugerir un procedimiento

Aunque la idea de Johan no es la adecuada en esta situacion, da cuenta de un analisis
relacional sobre ambos lados de la ecuacion, lo que muestra que existe una nocion de la

dependencia entre las cantidades conocidas y desconocidas de ambos lados de la igualdad.
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Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Bueno, algo asi, entonces podemos ir comparando lo que hay igual en
ambos lados.

Pero no hay, porque las cantidades son diferentes. ..

A ver, ;cuantas cantidades desconocidas en comin tenemos en ambos
lados?

Dos.

(Entonces qué puedo hacer yo con esas dos cantidades en comun en
ambos lados si debo conservar la igualdad? ; Qué pasa si yo retiro una
a ambos lados, sigue siendo igual?

Diana y Angel: No.

Orientadora:

Diana:

Figura 29

(Por qué?

Porque aqui hay dos y aqui una (ver Figura 29) ...

Diana serniala la diferencia de cantidades de incognitas a ambos lados buscando justificar

por qué no considera que se conserva la igualdad al quitar una a cada lado

Johan:

Angel:

Orientadora:

Pues si es igual porque las dos son desconocidas.
Bueno, si, es verdad lo que dice...

A ver, si yo tengo 5 manzanas y al otro lado tengo 5 manzanas y a cada
lado le quito una manzana, ;sigue siendo igual o no?

Diana y Angel: Si.

Orientadora:

Entonces, cudntas cantidades desconocidas tenemos en cada lado?

Diana y Angel: Tres y dos.

Orientadora:
Diana:

Orientadora:

(Entonces cuantas hay en comin?
Dos.

Bien, entonces siguiendo el ejemplo de las manzanas, ;qué puedo
hacer para que se siga manteniendo la igualdad?

[Diana retira una de los metros del lado de Camila en la igualdad] (ver Figura 30).
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Figura 30

Diana retira uno de los metros de la representacion del lado de Camila

Orientadora: ;Y entonces qué pasa con el otro lado? Porque si yo quito a un lado...
Angel: Tengo que quitarlo del otro (ver Figura 31).
Figura 31

Angel retira uno de los metros del lado de la representacion de Maria

Orientadora:  Entonces, jhay algo més que podamos quitar?
Angel: No.

Orientadora:  ;Hay algo mas en comtin en ambos lados?

[Johan retira otro metro de uno de los lados].

Orientadora: ;Y qué pasa al otro lado con esto? (Sefala un metro).

Diana: Debo quitarla también.
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Orientadora:  ;Qué mas en comun hay ahi? Que de pronto no se vea igual, pero es
algo comtn en ambos lados.

Diana: Estos [sefiala] (ver Figura 32).

Figura 32

Diana seiiala los elementos comunes a ambos lados de la representacion

Orientadora:  ;Cudanto en comun tienen?
Diana: Cuatro centimetros.
Orientadora:  ;Entonces qué puedo hacer?
Angel: La recorto.

Orientadora:  Si, puedo recortarla...

Johan: Y mirar cuanto vale este [sefiala] (ver Figura 33).

Figura 33

Johan seriala la incognita de la que se debe hallar el valor

Durante esta parte de la tarea se hacen presentes dos de las tres formas de pensamiento

algebraico propuestas por Vergel (2015) a la luz de las ideas de Radford (2010): factual y
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contextual. El Pensamiento algebraico factual predomina, puesto que bajo el uso del material
concreto se emplean las acciones de quitar y recortar como representaciones concretas de la
resta de constantes e incognitas. Ademas, se hace uso de un ejemplo particular planteado con
manzanas con el fin de que Angel y Diana comprendan el concepto de igualdad, el cual pasa
por un proceso de generalizacion por parte de los estudiantes de modo que lo aplican para

continuar la busqueda de la solucién a su problema.

Los estudiantes recortan adecuadamente, pero retiran la parte que no es igual en ambos lados

(ver Figura 34).

Figura 34

Resultado de retirar el elemento que no es comun en la representacion

Orientadora:  [Les pide que vuelvan a colocar ambas partes de los centimetros
recortados] (ver Figura 35). ;Qué es igual en ambos lados?

Figura 35

Comparacion con los centimetros recortados
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Diana: 3,5...

Orientadora:  ;Cuantos centimetros hay aqui? [Sefiala el lado que tiene el metro] (ver
Figura 36).

Figura 36

Serialamiento del lado con la incognita

Diana: Cuatro, entonces 3,5...

Orientadora:  ;Cuadles son iguales?

Johan: Cuatro y cuatro.

Orientadora:  ;Entonces qué podemos hacer con eso?

Johan: Retirar este y este. [Senala los pedazos que tienen la misma cantidad
de centimetros] (ver Figura 37).



FORMAS DE PENSAMIENTO ALGEBRAICO EN ESTUDIANTES 52

Figura 37

Johan indica los pedazos de cinta con igual numero de centimetros

Orientadora:  Muy bien. ;Y entonces qué significa eso? ;Qué nos dice sobre la
cantidad desconocida?

Figura 38

Representacion del valor de la incognita

Diana: Que vale 3,5 centimetros (ver Figura 38).

Orientadora: ~ Muy bien, entonces ya encontramos la respuesta, pero debe ser mas
completa, reconstruyan el procedimiento y respondan interpretando la
pregunta.

La tultima parte del proceso para hallar la solucidén se apoya nuevamente en el Pensamiento
algebraico factual (Vergel, 2015), haciendo uso del material concreto como herramienta para
identificar visualmente elementos comunes, a la vez que se produce la accion de retirarlos como

representacion de la resta en el proceso para hallar el valor de la incdgnita.
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Mientras tanto al grupo B se le habia sugerido ir leyendo e interpretando el problema,
cabe destacar que los grupos se encontraban a una distancia prudente, a fin de evitar que
escucharan al otro. Para objeto del estudio las estudiantes se nombran como Mara, Sofia y
Nayla. Bajo la revision de la prueba diagnodstica se advierte que Mara ya habia tenido contacto
previo con las ecuaciones, aunque no presenta un buen manejo de las mismas, ademés Nayla
no asistié a la primera sesion de implementacion correspondiente a la representacion de la
ecuacion del primer problema mediante el uso del Sistema Semidtico Concreto (Radford, 2022)

por lo cual no presencid una explicacion amplia del material concreto y sus representaciones.

En primera instancia, se observa que las estudiantes estaban tratando de resolver el
problema siguiendo un procedimiento algebraico propuesto por Mara, quien ya habia tenido
contacto con las ecuaciones, utilizando la incognita nombrada como x. Sin embargo, se

evidencia que hubo confusion ya que los escritos presentaban tachones y partes casi borradas.

Figura 39

Intento de dar solucion a la ecuacion con términos algebraicos

Orientadora: A ver, vamos a empezar con representaciones. Leamos el problema.
(Leen el problema). Cuando nos dice que Maria traia 7,5 cm de cinta,
(se refiere a una cantidad conocida o desconocida?

Jissee~

Mara: Conocida.

Orientadora:  ;Entonces con qué la representamos?
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Mara: Con las “rayitas” (refiriéndose a los centimetros).
Orientadora: ~ Muy bien, entonces vayamos ubicandolos.

[Sofia ubica los 7,5 centimetros que corresponden a Maria] (ver Figura 40).

Figura 40

Sofia ubica la primera cantidad conocida del Problema 1

Orientadora: ~ Muy bien. ;Qué otra cantidad conocida tenemos?
Mara intenta ubicar los 4 centimetros que corresponden a Camila, sin embargo, solo recorta 3
centimetros (ver Figura 41).

Figura 41

Recorte de 3cm en lugar de 4cm
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Orientadora:
Mara:
Orientadora:
Mara:

Figura 42

(Ahi cuantos centimetros hay?
Cuatro.
Segura?

Ah, no, no, me “comi” uno. [Corrige y ubica la cantidad de centimetros
adecuada] (ver Figura 42).

Correccion del recorte de 4cm

Orientadora:

Mara:

Orientadora:

Mara:
Orientadora:
Isabella:
Mara:

Orientadora:

Muy bien, ya tenemos las cantidades conocidas, cuando el problema
nos dice “para qué tuvieran la misma cantidad de cinta”, ;Qué quiere
decir que ambas tienen la misma cantidad?

Que hay igualdad porque es igual cantidad.

Asi es, jentonces qué podemos utilizar para sefalar que tienen la
misma cantidad de cinta?

El igual.
.Y donde lo ubicamos? ;Qué vamos a comparar?
La cantidad de cinta de... ;Como se llaman?

De Camila y Maria. Pero no tienen igualdad porque una tiene mas que
la otra.

Eso es cierto, todavia no diremos que es igual, pero tengamos en
cuenta que estamos construyendo el problema y sabemos que al final
sera igual. Vamos a utilizarlo para separar los lados que estamos
comparando. ;Entonces como lo ubicamos? [Mara y Sofia ubican el
igual separando las longitudes conocidas] (ver Figura 43).
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Figura 43

Ubicacion del igual como forma de separar las longitudes conocidas de las cintas de Maria y

Camila

Aqui se presenta, como en el caso de Angel en el grupo A, un reconocimiento de la propiedad
de igualdad, inicialmente expresado con palabras y materializado mediante el uso del simbolo
algebraico que lo representa y su utilidad para comparar magnitudes relacionadas. Haciendo
uso del material concreto mediante la accioén de ubicar el igual en el centro de la ecuacion, se
integran las tres formas de pensamiento algebraico: factual, contextual y simbolico (Vergel,

2015).

Orientadora:  Listo, ahora para que fuera cierto esta igualdad, es decir, que la
cantidad de cinta de Camila y Maria fueran las mismas el problema
nos dice que Ana le da tres pedazos de cinta a Camila y dos a Maria.
(Esos pedazos son cantidades conocidas o desconocidas?

Sofia y Mara: Desconocidas, porque no se sabe cuanto mide cada pedazo. Entonces
Maria tiene dos desconocidas y Camila tres (ver Figura 44).
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Figura 44

Representacion del enunciado del Problema 1 con material concreto, Grupo B

Orientadora: ;Entonces qué representa esto? [Sefala un metro] (ver Figura 45).

Figura 45

Metro sefialado en la pregunta sobre lo que representa en el contexto del problema

Sofia:

Orientadora:

Mara:

Orientadora:

Sofia:

Orientadora:

Una incognita.
Si, ;pero en el problema qué representa?
Un pedazo. ;Pero todos son iguales?

Muy buena pregunta, si leemos el problema vemos que dice que la
longitud es la misma.

Entonces cada metro vale lo mismo que otro y asi. Y ahora si tienen lo
mismo.

Asi es, entonces, ;,cdmo podemos encontrar la cantidad de centimetros
que mide cada pedazo de cinta? Empecemos comparando qué hay en
comun en ambos lados y veamos qué podemos hacer conservando la
igualdad, porque ya que terminamos de plantear el problema sabemos
que la cantidad es la misma. Supongamos que yo tengo 5 manzanas y
Majo tiene 5 manzanas, si me quitan una manzana a mi y una a Majo,
,seguimos teniendo igual cantidad?
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Sofia: Si, ambas tienen cuatro.

Orientadora:  ;Entonces qué pasa si yo le quito lo mismo a una igualdad en ambos
lados?

Sofia: Sigue siendo igual.

Orientadora:  Muy bien. Entonces, como ya terminamos de plantear el problema
sabemos que ahora ambos lados son iguales. ;Qué tenemos en comun
a ambos lados?

Mara: Si, ya son iguales. Tenemos en comun los pedazos, no...
Sofia: Si.

Orientadora:  Si, claro. ;Y cuantos?

Mara: Dos.

Orientadora:  Bien. Siguiendo el ejemplo de las manzanas, ;/qué podemos hacer?

[Sofia retira uno de los metros] (ver Figura 46).

Figura 46

Sofia retirando uno de los metros de la representacion

Orientadora:  Bueno, y si quito uno a ese lado, ;qué debo hacer a este lado? (Senala
el lado izquierdo de la igualdad) (ver Figura 47).
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Figura 47

Metro serialado

Mara: Quito uno de all4 también.

Se observa a Sofia un poco confundida y se retoma el ejemplo de las manzanas.

Orientadora:  Si, porque si yo le quito a una persona una manzana y a la otra no ya
no seguirian teniendo la misma cantidad de manzanas.

Sofia: No, porque si la otra tiene mas se le quita a una para que queden igual.

Orientadora:  Pero recuerda que aqui son iguales porque en el problema dice que
para que Maria y Camila tuvieran la misma cantidad de cinta fue que
Ana le dio 2 pedazos a unay 3 a la otra.

Sofia: Ah, si, si. [Retira el metro del otro lado] (ver Figura 48).

Figura 48

Resultado de retirar un metro en ambos lados de la igualdad

Orientadora: ~ Muy bien, jhay algo mas en comun ahi?

[Mara retira los metros comunes a ambos lados] (ver Figura 49).
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Figura 49

Resultado de retirar la totalidad de metros comunes a ambos lados de la representacion

En este punto predomina la forma de pensamiento algebraico contextual (Vergel, 2015)
expresada mediante frases clave como medios semioticos de objetivacion (Radford, 2022),
tales como “Maria tiene dos desconocidas y Camila tres” para referirse a las incognitas y

“entonces cada metro vale lo mismo que otro” para indicar que la incégnita es la misma.

Orientadora:  Perfecto. ;Hay algo mas que sea igual en ambos lados, que de pronto
no esta explicito, pero es algo en comin?

Mara: [Seniala] (ver Figura 50) Los centimetros.

Figura 50

Centimetros senialados por Mara como elementos en comun

Orientadora: ;Y cuantos centimetros hay en comun?
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Mara y Sofia: Cuatro. [Doblan los centimetros, pero dejan visible la parte que esta en
comun en lugar de la restante] (ver Figura 51).

Figura 51

Mara doblando los centimetros, dejando visibles las partes comunes en lugar de la parte

restante

Orientadora:  Bueno, vamos a recortarlos mejor y colocamos ambos recortes en la
representacion y los observamos.

[Los recortan y ubican] (ver Figura 52).

Figura 52
Representacion con los centimetros recortados para visualizar explicitamente los elementos

en comun

Orientadora:  Listo, ahora, ;qué es lo que es igual a ambos lados y que ahora si se ve
explicito?

Sofia: Esto. [Sefala los centimetros en comun] (ver Figura 53).
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Figura 53

Centimetros serialados por Sofia como elementos en comun

A

Orientadora:  Bueno, ;qué podemos hacer?
Mara: Quitar estos. [Senala] (ver Figura 54).

Figura 54

Elementos comunes sefialados por Mara para ser eliminados de la representacion

Orientadora:  Bien, jen lo que nos queda (ver Figura 55) hay algo mas en comun?

Figura 55

Resultado de eliminar los elementos comunes a ambos lados de la representacion
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Sofia:

Orientadora:

Mara:

Orientadora:

Mara:

Orientadora:

No.

Bueno, entonces si tenemos a un lado una cantidad desconocida y al
otro lado un nimero de centimetros conocidos, /qué quiere decir?

Ay, ya entendi, es como una ecuacion, pero con matachitos.

Asi es, estamos representando la ecuacion. ;Entonces qué quiere
decir?

Que la incognita vale 3,5 centimetros.

Muy bien, entonces ya tenemos la respuesta, pero antes van a hacer de
nuevo todos los pasos, todas las representaciones, para que revisen y
entiendan lo que hicieron.

En el proceso final para hallar el valor de la incognita emergen formas de Pensamiento factual

y contextual (Vergel, 2015) mediante acciones concretas como doblar, cortar y quitar los

centimetros para identificar y eliminar los elementos comunes. Del mismo modo la frase de

Mara «son como ecuaciones, pero con “matachitos” » considerando que ya ha tenido contacto

previo con las mismas describe una formulacion algebraica donde relaciona la representacion

con su concepcion sobre lo que es una ecuacion.

Mientras las estudiantes del grupo B reconstruyen el procedimiento hecho (ver Figura 56), se

procede a revisar la reorganizacion propuesta por el grupo A, la cual fue explicada de la

siguiente manera:

Orientadora:

Figura 56

A ver, me van a explicar qué fue lo que hicieron en cada paso.

Reconstruccion inicial del procedimiento realizado con el material concreto para la solucion

del Grupo A al Problema 1
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Johan: Primero, repartir lo que tenian y las partes que les dio (Ana) a cada
una. En el segundo quitamos una a cada lado.

Orientadora:  ;Por qué hicieron eso en el segundo paso?
Johan y Angel: Para que quedara igual.

Orientadora: ~ Muy bien, compararon a ambos lados y quitaron cosas en comun para
conservar la igualdad. ;Y en el tercero?

Johan: Volvimos a quitar una a cada lado, pero entonces esta vez el de alla
[senala] (ver Figura 57) quedo sin incognita.

Figura 57

Lado sernialado por Johan al quedar sin incognitas

Orientadora: ~ Muy bien, ;y qué paso en el cuarto paso? ;Esta bien?

Diana: Ay. [Intercambia los centimetros por el metro que representa la
incognita] (ver Figura 58).

Figura 58

Correccion de la igualdad intercambiando los centimetros por la incognita
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Orientadora: ~ Muy bien, ;y qué hicieron en ese paso?

Diana: Dimos con el resultado de la incognita.

Orientadora: ;Y cémo lo hicieron?

Johan: Mirar cuanto le faltaba a este para llegar a este (sefiala).

Figura 59

Centimetros utilizados para calcular el valor de la incognita

Orientadora: ;Y entonces qué hicieron con la cantidad que sobraba?

Angel: La quitamos.

Orientadora:  Listo, jentonces a qué llegamos? ;Qué era lo que representaba el
metro?

Diana: La incognita.

Orientadora: ~ Muy bien, ;y qué era la incognita en este caso?
Diana: 3,5 cm.
Orientadora:  Ese es el valor, ;pero qué era lo que no conociamos?

Diana: Ah, si. Lo que median los pedazos.
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Figura 60

Reconstruccion final del procedimiento propuesto por el Grupo A para hallar la solucion del

Problema 1

En la socializacion del procedimiento completo (ver Figura 60) se reflejan procesos que
corresponden a los Pensamientos algebraicos factual y contextual (Vergel, 2015), tales como
el uso de la palabra “repartir” para describir el proceso de construccion de la representacion de
la ecuacion con material concreto o “quitar” para indicar la resta de elementos comunes en la
ecuacion. Afiadido a eso la descripcion hecha por Johan “mirar cuanto le falta a este para llegar
a este” integra ambos pensamientos, dado que enuncia explicitamente y desde sus palabras el

método de agreacion para la sustracciona la vez que senala los metros y centimetros.

Por su parte, la reconstruccion (ver Figura 61) y explicacion del procedimieto del grupo B se

dio de la siguiente manera:
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Figura 61

Reconstruccion inicial del procedimiento realizado con el material concreto para la solucion

del Grupo B al Problema 1

Majo: Estos son los valores conocidos (ver Figura 62), el de Camila
que tiene 4 cm y el de Maria que tiene 7,5cm.

Figura 62

Representacion de la comparacion de los valores conocidos en el primer paso

Orientadora: ;Y por qué lo colocaron con un igual?

Sofia: Pues no es igual, pero es para comparar y separar ambos lados
(Camila y Maria).

Orientadora: ~ Muy bien, ;y qué hicieron en el siguiente paso?
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Mara: Hallamos, eh... la igualdad. No...

Sofia: Hallamos las incognitas.

Mara: Ah. Si. Colocamos las incognitas del problema y comparamos
(ver Figura 63).

Figura 63

Representacion del enunciado del Problema 1 con material concreto

Orientadora: ;Y en este paso qué hicieron?
Sofia: Empezamos a quitar.

Mara: Si, quitamos incognitas,
Orientadora:  Si, /pero como lo hacian?

Mara: Si le quitabamos una incdgnita a una le quitdbamos también a
la otra para que siguiera siendo igual. Asi en ambos pasos (ver
Figura 64).

Figura 64

Secuencia de pasos quitando las incognitas comunes a ambos lados

Mara: (Confundida) Y aqui (ver Figura 65) hicimos lo mismo otra
vez...
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Figura 65

Paso donde Mara presenta confusion

Orientadora: A ver, revisemos ese paso. /Qué hicieron con el paso anterior?

Sofia: Se quitaban estos (sefiala) (ver Figura 66) y se colocaba lo que
recortamos para comparar.

Figura 66

Elementos de la representacion sefialados por Sofia

Orientadora:  Bien, ;y qué mas hicieron?
Sofia: Ah. ;no habiamos quitado...?

Mara: Cuatro, cuatro. Teniamos la misma cantidad de 4cm. Y le
quitamos la incognita (ver Figura 67) para que quedara igual.
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Figura 67

Mara intentando quitar la incognita de la representacion

Sofia: Como le vamos a quitar la incognita, no ve que si le quitamos
la incdgnita de aca no le podemos quitar acé (ver Figura 68).

Figura 68

Sofia serialando el lado que no tiene incognita

Sofia: Recortamos y después quitamos los iguales y después nos
quedamos con el resto y la incognita valia eso.

Orientadora: ;Y cOdmo representamos eso?

Sofia: Pues estos eran los iguales (ver Figura 69) y esto fue lo que
quedo (figura 70).
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Figura 69

Representacion de los elementos en comun

Figura 70

Representacion de la igualdad entre la incognita y la cantidad restante

En la explicacion del grupo B sobre su procedimiento (ver Figura 71) con el Sistema
Semidtico Concreto (Radford, 2022) se manifiestan formas de Pensamiento algebraico factual
y contextual (Vergel, 2015), presentes en acciones concretas como sefalar y quitar para inidicar
procedimientos, asi como la formulacion algebraica para describir la conservacion de la
igualdad y la resta de elementos de la misma naturaleza mediante la oracion “Cdémo le vamos

a quitar la incégnita, no ve que si le quitamos la incdgnita de acé no le podemos quitar acd”.
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Figura 71

Reconstruccion del proceso realizado por el Grupo B para hallar la solucion del Problema 1

Problema 2

Para el desarrollo del segundo problema el desarrollo mediante el uso del Sistema Semidtico

Concreto (Radford, 2022) ocurri6 de la siguiente manera:
Grupo A

Orientadora:  ;Como vamos con el problema?

Diana: Ya sabemos cuanto mide cada una. La de Ana 4,5 cm y la de
Carlos 7,5 cm.

Orientadora: ;Y cémo lo hicieron?

Diana: Pues como dos cintas de Ana mas 1cm miden 10 cm, entonces
cada una mide 4,5cm.

Orientadora: ;Y cémo supieron que median eso?

Diana: Pues es que fue mentalmente, probamos nimeros iguales que
al sumarle 1cm dieran 10cm, entonces tenian que dar 9cm los
dos, y 4,5 mas 4,5 es igual 2 9. Y como las de Carlos miden
3cm mas pues es 7,5cm.

En este punto los estudiantes manifiestan procesos propios de los Pensamientos algebraicos
factual y contextual (Vergel, 2015), puesto que prueban valores concretos y observan si
cumplen o no la condiciéon. El andlisis se centra en valores particulares y, aunque

implicitamente formulan la regla para hallar el valor de la incognita, lo formulan como un caso
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particular sin llegar al pensamiento algebraico simbolico, puesto que no se manipula
algebraicamente ni se usa las propiedades de la igualdad como transformaciones simbolicas.
En este sentido, el razonamiento se basa en la verificacion de valores que sean satisfactorios
con el resultado, es decir, pruebas de ensayo y error, que ademas fueron realizadas

mentalmente.

Orientadora:  Bueno, eso esta bien y es una manera de hallar la solucion.
Entonces, lo que vamos a hacer es representar esa situacion
con el material concreto como lo hicimos con el problema
anterior, como ya ustedes tienen la respuesta pueden verificar
si esta bien o no. Recuerden colocar todo el procedimiento
para que sepan lo que hay detrds de ese resultado. Les
pregunto algo, ;qué necesitaron para hallar la longitud de las
ccintas de Carlos?

Diana: Sumar 3cm a las de Ana.
Orientadora: ~ Muy bien. ;Entonces qué debemos hacer primero?
Angel: Hallar la longitud de lo de Ana.

Se da un tiempo prudente para que los estudiantes organicen el material.

Orientadora: A ver, cuéntenme qué hicieron.

Angel: Pues 4,5 mas 4,5 es 9, a ese 9 se le agrega un centimetro,
entonces serian 10.

Figura 72

Primer intento del Grupo A de representar con material concreto del Problema 2

Orientadora:  Si, ;y qué representa el lado derecho (ver Figura 72)?
Diana: Es que intentamos colocar el lado de Carlos...

Aqui se evidencia que los estudiantes intentaban seguir la estructura del problema anterior

asignando un lado a cada persona, sin embargo, al encontrarse con un posible “total” y una
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situacion que involucra la primera incognita, se muestran confundidos al tratar de integrar las

tres situaciones en una igualdad. Esto respalda el hecho de que no hay un procedimiento

simbdlico formulado todavia, ya que, aunque hallaron previamente el valor de cada incognita,

no representan adecuadamente la situacion.

Orientadora:

Angel:
Diana:

Figura 73

A ver, ustedes resolvieron primero una situacion y luego la
otra. Leamos el problema y vamos por partes. Si dos tiras de
cinta de Ana mas un centimetro mide 10cm en total. ;Cuales
cantidades conocidas y desconocidas tenemos y como las
podemos representar?

Las tiras de Ana, que son dos, y un centimetro (ver Figura 73).

Y eso es igual a 10cm.

Primer intento de representar la ecuacion de Ana con material concreto

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Bien, entonces que representa cada cosa.

Pues el centimetro, los metros las dos incognitas y lo otro el
total.

Cuenta cuantos centimetros hay al final.

Ay, nueve. Eran diez. (Corrige) (ver Figura 74).
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Figura 74

Correccion de la representacion de la ecuacion de Ana

Orientadora: ~ Muy bien. ;Y qué hacemos ahora?

Angel: Comparar lo que tenemos en comun. Pues uno y uno, los
quitamos (ver Figura 75).

Figura 75

Eliminacion del centimetro comun en la representacion

Orientadora: ~ Muy bien, ;y qué nos queda?

Diana: Que dos pedazos de cinta miden 9cm. Y como son iguales se
divide por dos.

Orientadora:  Muy bien, (y coémo podemos dividir por 2 en la
representacion?

Diana: Pues los cortamos por la mitad (ver Figura 76).
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Figura 76

Representacion con material concreto de la division de 9cm entre 2

Orientadora:  Perfecto. ;Y entonces cuanto mide cada pedazo?
Diana: Pues 4,5 cm.

Orientadora: ;Y como lo representarias?

Diana: Pues quitando uno y uno (ver Figura 77).

Figura 77

Representacion de la igualdad entre cada incognita con cada mitad de los 9cm recortada

En este momento se destaca la presencia del pensamiento algebraico contextual
apoyado en el pensamiento factual (Vergel, 2015), ya que Diana en su frase “los cortamos por
la mitad” relaciona la operacion de dividir entre dos con la accidon concreta de recortar en dos
partes iguales. Ademads, se evidencia claridad al dividir entre dos un numero no par y aceptar

la naturaleza decimal del resultado.

Orientadora: ~ Muy bien. Ahora el de Carlos. ;Qué necesitamos para hallar
la longitud de las cintas de Carlos?

Diana: La medida de las cintas de Maria.
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Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Figura 78

Bien. ;Las cintas tienen longitudes iguales o diferentes?
Diferentes.

Muy bien. ;Entonces usamos el mismo color para las
incognitas o0 no?

No, porque son diferentes.

Muy bien, entonces, una incognita puede representar otros
valores en otro problema e incluso en el mismo, es decir,
podemos utilizar la misma representacion o simbolo para
representar otras cantidades, pero como en este caso estamos
en el mismo problema y vamos a utilizar el valor de la
incognita anterior para hallar la medida de la longitud de las
cintas de Carlos, es mejor usar una representacion diferente
para indicar que representa cantidades distintas. Lo importante
es que sean conscientes de lo que representa cada incognita.

Pues aqui seria la cinta de Carlos y el igual (ver Figura 78).

Representacion de la incognita de Carlos

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Figura 79

Muy bien, ,y qué debemos usar para saber cuanto miden las
cintas de Carlos?

Lo que miden las de Ana mas 3cm.
Si, ¢y como representamos eso?

Pues colocamos lo que miden las de Ana y 3cm que son 7,5¢cm
(ver Figura 79).

Sustitucion de la longitud de la cinta de Ana en la incognita de Carlos
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Orientadora:  Muy bien, (y como lo reprsentariamos si todavia no
supiéramos la medida de las cintas de Ana?

Diana: Con la incognita de la cinta de Ana.
Orientadora:  Perfecto, ;y qué representa cada cosa?

Diana: La naranja lo de Carlos, la amarilla cuanto vale la cinta de Ana
y los 3cm de mas (ver Figura 80).

Figura 80

Representacion de la incognita de Ana dentro de la incognita de Carlos

Se le pide a los estudiantes que reconstruyan el proceso completo (ver Figura 81 y

Figura 82).

Figura 81

Representacion del procedimiento para hallar el valor de la incognita de Ana
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Figura 82

Representacion del procedimiento para hallar el valor de la incognita de Carlos

En este proceso de sustitucion los estudiantes, ademas del pensamiento factual (Vergel,
2015), ampliamente influenciado por el uso del material concreto, expresan ideas
profundamente relacionadas con el andlisis relacional, el cual esta sujeto a la forma de
Pensamiento algebraico contextual (Vergel, 2015), ya que reconocen cémo se vinculan las
cantidades y las incdgnitas. Evidencia de esto es la frase “lo que miden las de Ana mas tres”,
asi como la respuesta de que son longitudes diferentes y su representacion concreta como una
incognita dentro de otra incognita. Estas ideas y acciones comprenden el desarrollo de la

capacidad de ver la dependencia entre cantidades.
Grupo B

Orientadora: A ver, ;qué han hecho?
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Figura 83

Primera representacion planteada por el Grupo B para hallar la solucion del Problema 2

Nayla:

Pues arriba los 10 cm que son en total, luego el centimetro que
me dan y pues me quedan 9cm entonces son 4,5 y 4,5. Luego
eso mas 3cm para los de Carlos y entonces miden 7,5cm (ver
Figura 83).

En este procedimiento se exponen los Pensamientos algebraicos factual y contextual

(Vergel, 2015) ya que la estudiante se apoya en material concreto mediante acciones de conteo,

particién y uso de valores numéricos particulares. Sin embargo, el razonamiento no es solo

aritmético: se observa analisis relacional, ya que la estudiante comprende que el total al que se

iguala la primera ecuacion se reduce en 1 cm, que el sobrante debe dividirse en dos partes

iguales, y que para la solucion de Carlos se adicionan 3 cm mas a la longitud de la cinta de

Ana. Esto muestra que comprende la relacion entre las cantidades, no solo los resultados.

Orientadora:

Sofia:

A ver, la respuesta y el proceso son validos, estan bien. Ahora,
vamos a intentar representdndolo identificando las cantidades
conocidas y desconocidas de la situacion. (Coémo
representabamos esas cantidades?

Pues aqui no conociamos dos, entonces colocamos dos metros
(ver Figura 84).
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Figura 84

Primera representacion de las incognitas del Problema 2 por parte del Grupo B

Orientadora:

Sofia:

Orientadora:

Sofia:

Figura 85

A ver, ;qué significa que usemos dos metros de diferente
color?

Que son diferentes.

Si, ¢y en este caso estamos representando incdgnitas
diferentes?

Ah, no, porque miden lo mismo, deben ser del mismo color
(ver Figura 85). Eso mas un centimetro.

Representacion de las incognitas de Ana con el mismo color y el centimetro agregado

Orientadora:

Sofia:

Orientadora:

Mara:

Orientadora:

Muy bien, y eso a cuanto es igual?
Igual a 10cm.
Y por qué es igual a 10?

Porque el problema dice que dos cintas de Ana mas 1cm miden
10cm, entonces las dos cintas miden 9cm y cada una mide
4,5cm.

Muy bien, ¢y como representamos ese procedimiento?

Las estudiantes ubican los metros y centimetros que corresponden a la ecuacion de Ana (ver

Figura 86).
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Figura 86

Representacion de la ecuacion de Ana

Orientadora:  Listo, ;qué sigue?

Mara: Mirar lo que sigue igual.
Sofia: Pero no hay nada igual.
Mara: Si hay. Ambos tienen 1cm en comun (ver Figura 87).

Figura 87

Mara seniala el centimetro del lado de las incognitas de Ana

Orientadora:  Muy bien, si tenemos 10cm a un lado eso quiere decir que
tenemos lcm 10 veces. ;Como lo podemos retirar?

Sofia: Ah, si, si. Le cortamos uno aqui (ver Figura 88) y los quitamos.
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Figura 88

Sofia seriala que debe cortarse un centimetro del lado derecho del igual para eliminar un

centimetro de cada lado

Orientadora:
Sofia:
Orientadora:

Mara:

Sofia:
Figura 89

Muy bien, ;y ahora qué nos queda?
Que dos pedazos miden 9cm.
LY entonces como sabemos cuanto mide uno?

Quitamos una incognita y al otro lado le quitamos la mitad
(ver Figura 89).

Si, lo recortamos.

Mara retira una incognita y una de las mitades de los 9cm

Orientadora:
Mara:

Orientadora:

Mara:

Sofia:

.Y eso qué quiere decir?
Que cada cinta de Ana mide 4,5cm.

Bueno, ;y ahora como averiguamos la medida de las cintas de
Carlos?

Con la medida de las cintas de Ana mas 3cm.

Pues asi (ver Figura 90).
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Figura 90

Sofia iguala una incognita con la longitud de la cinta de Ana mas 3cm

Orientadora:  Si, ;y qué representa el metro ahi?
Sofia: Lo de Carlos.

Orientadora: ~ Muy bien, entonces es importante que sean conscientes de que
aunque se vea igual representa una cantidad diferente, como
es el mismo problema seria mejor usar otro color, porque por
ejemplo, ;como representarian eso si todavia no supieran lo
que mide cada cinta de Ana?

Sofia: Ah, pues si, ahi toca usar otro color. Entonces el naranja para
Carlos y el amarillo para Ana.

Mara: Y mas 3cm de Carlos (ver Figura 91).

Figura 91

Mara ubica los 3cm adicionales al lado de la incognita de Carlos

Orientadora:  ;Estas segura que va a ese lado?

Mara: Ah, no. Va al otro (ver Figura 92).
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Figura 92

Mara mueve los 3cm al lado de la incognita de Ana

Orientadora:

Mara:

Orientadora:

Nayla:

Mara:

Orientadora:

Sofia:

Orientadora:

Figura 93

Por qué?

Porque tienen una cantidad igual... o sea, tienen dos
cantidades desconocidas, pero la de Ana es mas 3.

A ver, ;cudl de las dos cintas es mas larga?

Pero si tienen la misma cantidas, solamente que le suman 3cm
al de Carlos.

Son mas largas las de Carlos.

Si, ¢pero si entienden por qué se suman al lado de Ana y no al
de Carlos? A ver, si yo soy 3cm mas alta que Isabella, ;qué
debo hacer con la altura de Isabella para que me alcance?

Sumarle 3cm. Ah, pues si, se le suman a las de Ana para que
mida lo mismo que la cinta de Carlos.

Muy bien. Entonces reconstruyamos todo el proceso.

Representacion del procedimiento para hallar el valor de las incognitas de Ana y Carlos

Aligual que en el grupo A, ocurren procesos de reconocimiento de la dependencia entre

las incognitas, los cuales se explican verbalmente y se ejecutan mediante acciones concretas.

Ademas, Sofia utiliza el ejemplo explicado y lo generaliza para el uso en la comprension de la
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solucion del problema resuelto. Estas expresiones ubican este procedimiento en los

Pensamientos algebraicos factual y contextual (Vergel 2015).

4.5.2 Momento 2: Representacion con el SSI

Una vez propuesta la representacion con materiales concretos, se lleva a cabo la parte
de traducir a iconos y/o dibujos que representen la misma situacion, pero que favorezca un
manejo mas sencillo y ordenado de los procesos realizados en la fase anterior. De igual modo

se prestan las orientaciones necesarias durante el transcurso de la actividad.

Problema 1

Grupo A

Figura 94

Representacion del Problema 1 mediante dibujos y descripciones del procedimiento
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En la representacion del primer problema mediante el Sistema Semiotico Iconico (SSI)
(Radford, 2022) (ver Figura 94), los estudiantes del grupo A describen la situacion mediante
dibujos y explicaciones paso a paso, lo cual permite evidenciar diferentes formas de

pensamiento algebraico que se presentan simultdneamente. En primer lugar, se aprecia la
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presencia del Pensamiento algebraico factual (Vergel, 2015), dado que los estudiantes

reproducen en el papel lo que se hacia con el material concreto.

Sin embargo, el avance mas significativo se da en el &mbito del Pensamiento algebraico
Contextual (Vergel, 2015), ya que se reconoce la necesidad de preservar la igualdad al retirar
la misma cantidad de incognitas o constantes en ambos lados. Se describe, con apoyo de los
dibujos, el cambio que provocan estas acciones en los lados de la igualdad correspondientes a
Maria y Camila especificando que “Maria queda sin incégnitas y Camila con una incdgnita”.
Este razonamiento evidencia un analisis relacional, propio de esta forma de pensamiento
algebraico. Finalmente, se observan rasgos de un pensamiento simbolico inicial, al incorporar

e

el signo en cada paso y al pasar de nombrar la incognita como “cantidad desconocida” a
llamarla explicitamente “incégnita” reconociéndola como objeto matematico manipulable, lo

cual anticipa la formalizacion en lenguaje algebraico.
Grupo B

Figura 95

Representacion del Problema 1 mediante iconos y descripciones del procedimiento

LA X

N
a de c\n\os denle
LW gy Camia

36 QQ% e QQGG

Qa @ aQ qQ\-\O( “t; ; @
‘Q?V\box \QdYOS =
EOV“\Q igoal
S &0 -
© "dcnes laigeoldad . s
E qp-\cqm& &5 cm a ._@
a _a %)e oo, PG goe.

gueden 9\;0\25

Por su parte, las estudiantes del grupo B, en la produccion realizada mediante el Sistema

Semiotico Iconico (SSI) (Radford, 2022) (ver Figura 95) se observa, como en el grupo anterior,
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la representacion del procedimiento de resolucion del problema utilizando dibujos de cintas y
metros, aunque mucho mas simples en detalles y tamafio acercandolos mas al concepto de

iconos, para sefialar las incognitas y los valores constantes.

Ademas del Pensamiento algebraico factual (Vergel, 2015) evidenciado en la
comparacion directa de las longitudes representadas graficamente, sobresale el Pensamiento
algebraico contextual (Vergel, 2015). Como prueba, las estudiantes justifican sus
procedimientos partiendo de la necesidad de comparar las cantidades conocidas y
desconocidas, caracterizando la incognita y estableciendo su relacion con el contexto del
problema como “los pedazos que les dio Ana”. Ademas, explicitan que la igualdad se conserva
siempre que se retiren cantidades equivalentes en ambos lados, lo cual muestra un analisis
relacional. Este razonamiento se describe en expresiones escritas como ‘“‘comenzamos a
quitarle las incognitas de ambos lados de forma igual” y “buscamos cudl es la igualdad entre
las cintas que quedan”, en donde se reconoce la identificacion de elementos comunes que

pueden eliminarse como medio para hallar la solucion de la incognita.
Problema 2

Grupo A
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Figura 96

Representacion de la ecuacion de Ana para el Problema 2 mediante dibujos y descripciones

del procedimiento

Figura 97
Representacion de la ecuacion de Carlos para el Problema 2 mediante dibujos y

descripciones del procedimiento

{

Para el problema 2, el grupo A realiza una division del procedimiento en dos partes. El

procedimiento para la primera parte es similar al del primer problema, caracterizado por la
presencia de las formas de Pensamientos algebraicos factual y contextual (Vergel, 2015) en

procesos de registro grafico, utilizando dibujos de cintas y anotaciones escritas. Del mismo
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modo, la generalizacion del procedimiento de quitar elementos comunes en ambos lados para

mantener la igualdad manifestado en la expresion “quitamos el centimetro que es igual”.

No obstante, la atencion en este problema se centra en la segunda parte, la cual
corresponde a la sustitucion. Se observa que los estudiantes, a diferencia de lo ejecutado en la
representacion grafica, no utilizan colores diferentes para las variables, por lo que se les
pregunt6 qué representaban cada una. En el primer paso de la parte de la sustitucion (ver Figura
97) el dibujo del metro representa la incognita de Ana mas los 3cm, es decir lo equivalente a
la incognita de Carlos, bajo el intento de representar la longitud de la cinta de Ana primero
como incégnita y luego su solucion dentro del problema de Carlos sin realizar una doble
igualdad. La escritura del nimero 3 en lugar de una cinta con 3cm aunque se encuentra dentro
de los simbolos alfanuméricos, se debid a una confusion al representar la triple equivalencia
(Cinta de Carlos= CintaAna+3cm=4,5cm+3cm). Esto evidencia el andlisis relacional detrés del
procedimiento, dado que reconocen la dependencia entre las incognitas, aunque también se
muestran dificultades para representar la sustitucion incluyendo una incognita dentro de la otra.
Los procesos anteriormente descritos reafirman la dominancia del Pensamiento algebraico

contextual (Vergel, 2015) en el Sistema Semio6tico Iconico (Radford, 2022).

Grupo B
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Figura 98

Representacion del procedimiento para resolver el Problema 2 mediante dibujos y

descripciones del procedimiento

Respecto al grupo B, a diferencia del grupo A, su representacion (ver Figura 98) se
entendid como un unico proceso. Como en las interpretaciones anteriores con el Sistema
Semiotico Iconico (SSI) (Radford, 2022), sobresale la presencia del Pensamiento algebraico
contextual (Vergel, 2015). En funcién de este se destacan las frases “Ambos tienen la misma
cantidad” y “la cantidad de Ana més 3cm darian la incognita de Carlos”. La primera como una
frase clave para justificar su division entre dos para hallar el valor de la longitud de la cinta de
Ana, mientras la segunda corresponde a una formulacion algebraica muy acertada que describe

el proceso de sustitucion como el uso del valor de una incégnita dentro de otra. Ademas, a
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diferencia de lo observado en el grupo A, este grupo realiza una distincion explicita entre las

incdgnitas nombrando el icono de Carlos para senalar el cambio de incognita.
4.5.3 Momento 3: Planteamiento y solucion de la ecuacion

En esta ultima fase se busca que los estudiantes abandonen las representaciones
concretas e iconicas, de manera que pueda abstraer la informacion y la traduzca a un lenguaje
algebraico. Esto puede incluir nombrar incognitas, constantes y/u operaciones a fin de llevar el
enunciado a una “ecuacion”. Posteriormente, el estudiante puede realizar los procedimientos

algebraicos adecuados para dar una solucion.
Problema 1
Grupo A

Figura 99

Planteamiento simbdlico del procedimiento para resolver el Problema 1 (Grupo A)
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En este tercer momento, orientado al planteamiento y solucion de la ecuacion desde un
lenguaje algebraico, se observa en la representacion del grupo A (ver Figura 99), que impera

el Pensamiento algebraico simbolico (Vergel, 2015), puesto que se ve reflejado en el uso de
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signos para indicar las operaciones de suma y resta, el igual y simbolos como representacion
de las incognitas. Aunque usualmente las incdgnitas se denotan por letras segun los simbolos
alfanuméricos del algebra (Radford, 2010), la representaciéon de estas como signos de
interrogacion es una evidencia de la trascendencia de las formas de Pensamiento algebraico
factual y contextual (Vergel, 2015) al Pensamiento algebraico simboélico (Vergel, 2015) al
traducir sus expresiones y representaciones realizadas en los Sistemas Semidticos Concreto

(SSC) e Iconico (SSI) (Radford, 2022) a signos y/o simbolos de caracter algebraico.
Grupo B

Figura 100

Planteamientos simbdlicos del procedimiento para resolver el Problema 1 (Grupo B)
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Por su parte, el grupo B plantea dos representaciones de la ecuacion. La izquierda (ver
Figura 100), planteada por Mara, quien ya habia tenido contacto previo con ecuaciones,
evidencia manejo apropiado de la escritura de los simbolos alfanuméricos del dlgebra (Radford,
2010). Sin embargo, se ve que se aleja un poco de los procedimientos realizados en las primeras
representaciones, tendiendo a la regla de dejar términos de la misma naturaleza (incognitas o
constantes) a cada lado del igual, lo que sugiere que este ha sido el procedimiento aprendido
en encuentros preliminares. Entre tanto, a la derecha (ver Figura 100) se observa una

representacion similar a la utilizada por el grupo A, ademds conserva caracteristicas del
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Pensamiento algebraico contextual (Vergel, 2015) como la descripcion de ideas mediante

frases como recursos de comprension.

Problema 2

Grupo A

Figura 101

Planteamiento simbdlico del procedimiento para resolver el Problema 2 (Grupo A)

En el segundo problema, el grupo A efectua un procedimiento utilizando simbolos
similares a los usados en el primer problema distribuidos en dos columnas, de modo que un
lado corresponde al procedimiento ejecutado para hallar el valor de la incognita de Ana y el
otro al hecho para solucionar el problema de Carlos. Sin embargo, tiende a indicar inicamente
la operacion, sin especificar cuanto se resta (Paso 1) (ver Figura 101) o entre cuanto se divide

(Paso 2) (ver Figura 101).

Por otra parte, en el lado de Carlos (ver Figura 101) se usa el mismo signo de pregunta
para representar la incognita, este es un aspecto fundamental del Pensamiento algebraico
simbolico (Vergel, 2015), puesto que los estudiantes reconocen la representacion de la

incoégnita como un simbolo que puede asumir diferentes valores segun el contexto del
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problema. Aun asi, presenta un error de escritura, ya que, aunque son conscientes de que la

operacion llevada a cabo es una suma, el simbolo usado corresponde a la resta.
Grupo B

Figura 102

Planteamiento simbdlico del procedimiento para resolver el Problema 2 (Grupo B) 1

Figura 103

Planteamientos simbdlicos del procedimiento para resolver el Problema I (Grupo B) Il
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El grupo B realiza dos planteamientos de la ecuacion, lo que evidencia una
interpretacion diferente entre las integrantes del grupo, el primero (ver Figura 102), aunque es
correcto en ambas situaciones, se ve influenciado por el trato preliminar de Mara con las
ecuaciones. Como muestra de esto, aunque se evidencia comprension del procedimiento, se
omite la regla de realizar la misma operacion a ambos lados como medio para conservar la
igualdad, proceso que se estuvo llevando a cabo en las dos representaciones anteriores (SSCy
SSI) (Radford, 2022), considerando que este momento corresponde a la traduccién algebraica

de estas mismas representaciones.

Mientras tanto, la segunda representacion (ver Figura 103) integra los Pensamientos
algebraicos contextual y simbolico (Vergel, 2015) ya que se relacionan las palabras con las que
se argumenta el procedimiento con una representacion simbolica, mediante el uso de nimeros
y signos de suma; y grafica, representando la longitud como un “segmento”. Para este caso el
Pensamiento algebraico contextual (Vergel, 2015) sigue siendo una parte importante en la

interpretacion del procedimiento.

4.6 Fase 3: Analisis de Datos

Una vez implementado el instrumento, se consideran las tres categorias de pensamiento
propuestas por Radford (2010) y Vergel (2015). En este apartado se analizan las diferentes
manifestaciones de estas formas de pensamiento por parte de los estudiantes durante el
desarrollo de las tareas propuestas. Para esto se analizan las actitudes y respuestas de los
estudiantes durante las sesiones, asi como sus elaboraciones escritas y concretas en cada
problema. Este andlisis permite evaluar la profundidad y caracteristicas de su comprension,

identificando patrones y variaciones en sus enfoques frente a las tareas propuestas.

Las evidencias recolectadas en los tres momentos de la implementacion dan cuenta de

una transicion progresiva entre las tres formas de pensamiento algebraico propuestas por
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Vergel (2015) desde las ideas de Radford (2010): factual, contextual y simbdlico. Dado que el
primer momento se fundamenta en el Sistema Semiodtico Concreto (SSC) propuesto por
Radford (2022), predominan los Pensamientos algebraicos factual y contextual (Vergel, 2015),
cuyos medios semioticos de objetivacion (Radford, 2003) se movilizan a través de acciones
concretas (mover, sefialar, quitar, medir, recortar), y la formulacion algebraica mediante ideas
explicitas sobre los proccedimientos. Puesto que la cualidad primordial de este primer
momento consiste en la representacion de ecuaciones con material concreto acorde al contexto
de la situacion, se favorecio la identificacion de gestos, movimientos, percepciones, palabras,

asi como el didlogo reflexivo promoviendo la argumentacion de los procedimientos realizados.

En segundo lugar, en el momento de representacion de la ecuacion mediante el Sistema
Semidtico Iconico (SSI) (Radford, 2022), los estudiantes reproducen la situacion mediante
dibujos y explicaciones escritas. Aunque continua la presencia del Pensamiento algebraico
factual (Vergel, 2015), el Pensamiento algebraico contextual (Vergel, 2015) se vuelve
imperante, ya que los estudiantes explicitan las relaciones entre cantidades (analisis relacional),
se justifica la conservacion de la igualdad y se desarrollan procedimientos equivalentes de
manera secuencial (restar, dividir, comparar) a la vez que los describen desde sus propias
formulaciones algebraicas. Al mismo tiempo, emergen rasgos de un pensamiento simbolico
inicial, reflejados en el uso del signo igual y en la referencia explicita a la incognita como

objeto matematico, aunque todavia sin una notacion algebraica convencional.

Finalmente, en el tercer momento correspondiente al planteamiento y busqueda de la
solucion desde un enfoque simbolico, como es de esperarse, es mayoritaria la presencia del
Pensamiento algebraico simbolico (Vergel, 2015) puesto que traza el inicio de la escritura con
notacion algebraica, transitando desde las representaciones con material concreto e iconos, al

uso de signos y simbolos para indicar operaciones e incognitas. No obstante, se identificé un
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amplio apoyo en el Pensamiento algebraico contextual (Vergel, 2015) como herramienta para

comprender y justificar los procedimientos realizados.

A la vez, las respuestas a la entrevista (ver Apéndice D) realizada a los estudiantes
muestran que la implementacion orientada por los Sistemas Semidticos Concreto e Iconico
(Radford, 2022) favoreci6 el aprendizaje, los estudiantes valoraron cémo el material y los
dibujos les permitieron comprender la nocién de incognita y la conservacion de la igualdad,
antes de llegar a la notacion simbdlica. En este punto, se destaca la importancia de la
orientacion sobre el uso de cada uno de objetos del material concreto, puesto que Nayla, quien
no asistid a la primera implementacién donde se realizo la explicacion previa, presentd
dificultades para comprender su uso por mas que sus compafieras le explicaron. Aunque
existieron dificultades iniciales en la interpretacion de los materiales, la mayoria de los
estudiantes coincidio en que la metodologia les permiti6 entender mejor que en las clases
habituales mostrando asi un impacto positivo de los medios semioticos de Objetivacion (2003)

en la construccion progresiva del pensamiento algebraico.

En sintesis, el recorrido entre los Sistemas Semiodticos SSC y SSC (Radford, 2022)
previo a la notacion algebraica, muestra una transicion entre las tres formas de pensamiento
algebraico propuestas por Vergel (2015): factual, contextual y simbdlico. Sin que una elimine
a las demas, las formas de pensamiento ocurren simultaneamente, aunque con notable
dominancia de algunas segiin los medios semioticos de Objetivacion (2003) utilizados. Como
resultado, las diferentes formas de pensamiento algebraico que emergieron durante el
desarrollo de la implementacion ocurrieron en concordancia con las competencias que Kieran
(citado por Vergel y Rojas, 2018) destaca como propias del pensamiento algebraico: establecer
relaciones entre cantidades, la comprension del comportamiento de diferentes elementos

matematicos, resolver problemas y justificar razonamientos, entre otras.
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5. Conclusiones

Este proyecto analiza bajo el enfoque de la teoria de la Objetivacion (Radford, 2021) la
actividad que desarrolla un grupo de estudiantes cuando abordan tareas que involucran
ecuaciones de primer grado. Esto permite aportar en la linea de investigacion en Didéctica de
las Matematicas relacionada con el desarrollo de pensamiento algebraico temprano, enfocado
en fomentar maneras de razonar mas que la memorizacion o mecanizacion de algoritmos. Este
trabajo incluye la implementacion de las tareas con un grupo de estudiantes de séptimo grado,
que pretende ampliar la perspectiva sobre el pensamiento algebraico, en particular sobre la

formulacion y tratamiento de ecuaciones de primer grado.

En este sentido, el estudio explora las diferentes formas de pensamiento algebraico de
los estudiantes de séptimo grado (entre 12 y 15 afios) al resolver ecuaciones de primer grado.
Esto promueve la comprension del proceso de ensefianza-aprendizaje y permite identificar
falencias en este mismo; lo que puede favorecer la creacion de estrategias que permitan mejorar
la forma en que se trabaja este tema en las aulas de clase, considerando que es fundamental
para potenciar formas de razonamiento mas complejas que se espera promover en grados

posteriores.

Los tres momentos de la implementacion evidenciaron una progresion en el desarrollo
de las formas de pensamiento algebraico de los estudiantes, transitando de los Pensamientos
algebraicos factual y contextual (Vergel, 2015) en el uso del Sistema Semiotico Concreto
(SSC) (Radford, 2022), hacia un predominio del Pensamiento algebraico contextual (Vergel,
2015) en el Sistema Semiotico Iconico (SSI) (Radford, 2022) y, finalmente, hacia la
consolidacion del Pensamiento algebraico simbdlico (Vergel, 2015) con el trabajo algebraico.

No obstante, el disefio de la actividad puede fortalecerse si se incluyen representaciones
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intermedias como tablas, diagramas o rectas numéricas que ayuden a ampliar las formas de

visualizar e interpretar la relacion entre cantidades.

Las entrevistas confirmaron que el uso de materiales y representaciones graficas facilito
la comprension de la incognita y la igualdad, ofreciendo un aprendizaje mas significativo que
las clases habituales. Ademas, la importancia de la orientacion docente como mediador de la
actividad y promotor del didlogo argumentativo. Sin embargo, dada la necesidad de emplear
un tiempo considerable para un adecuado desarrollo de los momentos de la actividad, es preciso
cuestionarse sobre las estrategias que podrian implementarse para llevar a cabo esta
metodologia a aulas con grupos numerosos de estudiantes, sin descuidar el analisis detallado

de las formas de pensamiento algebraico emergentes durante la misma.

En conjunto, las tres formas de pensamiento algebraico coexistieron de manera
complementaria, mostrando que los Medios Semidticos de Objetivacion (Radford, 2003)

actian como mediadores clave en la construccion progresiva de la comprension algebraica.
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Apéndices

Apéndice A. Paginas del formato de la evaluacién diagndstica

MNombre:
Fecha:

1. Sisetiene la expresiond + 5 =8+ 1, determina si los siguientes enunciados son
verdaderos o falsos. Justifica.

s Al sumar un ndmero entero a ambos miembros de una igualdad, esta se conserva.

» 4] restar un ndmero entero a ambos miembros de una igualdad, esta se conserva.

Z. Escribe una ecuacion gue represente cada situacion.

¢ |3 edad de Julia aumentada en 13 afios es 35.

* 5ialaestatura de Pablo se e disminuyen 15 om, se obtiene 148 cm.

» Latemperatura inicial de una ciudad era 13 *C. 5i esta vario algunos grados y quadad
en-4°C
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3. En una competencia un pesista levantd en su primer intento 90 kg en total, la barra
pesa 10 kg v uso dos discos del mismo peso, como se ilustra en la figura. |

T

Propongan algunos pesos para los discos y verifiquen que el pesa de la barra mas el pesa
de los dos discos sea 20 kg.

£Cual debe ser el peso de cada disco?
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4. En el segundo intento el pesista desea levantar un peso total de 115 Kg. utilizando
la misma barra de 10 kg, los asistentes han sustituido los dos discos usados
anteriormente por cuatro discos del mismo peso. Para averiguar el peso de cada
disco desarrollen la siguiente actividad:

= |dentifiquen las incognitas v los valores conocidos

= Completen la informaciaon de la siguiente tabla:

Equivalencia del lenguaje cotidiano y el matematico

Lo qué se representa CAomo 5e representa

Peszo de cada disco
Mimero de discos
Pezo de la barra
Peso total
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S. SanJacinto es un pequefo pueblo rural que cuenta con 2.568 habitantes. En su
alcaldia se puede averiguar el nimero de habitantes de |as poblaciones cercanas,
porgue en la cartelera principal se encuentre la informacion. Veamos la cartelera:

Ll L

T {

Completen la siguiente tabla, con base en la informacién de la cartelera.

Pueblo Numero de habitantes
San Jacinto 2568
Puerto Marin
DellaVista
Los Alamos
Santa Ana
a l\piumu

Indiquen las operaciones que realizaron para calcular el niumero de habitantes de cada
pueblo,

Nota. Adaptado de Postprimaria 7° Matematicas (MEN, 2010) y Recordando mi primaria

(MEN, 2010).
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Apéndice B. Formato de la tarea para la recoleccion de datos

ACTIVIDAD

# Desamolle las acfvidades &n el orden indicado.

# Cada parte de la actividad debe contar con oo debida jusificscdn {oral o esonta) y
procedimerio.

Parts 1

Considerando que los metros representan las canidades desconocidas y los cenfimetros
los valores conocidos. Represente con esle material las sitvaciones que se presentan en
la mube & inb=rle dar solucion colocando denbro de los mebos b cantidad de cenbimetres
que comesponds.

Parbe 2-
Dibwupe &l procedimiento gue realizd enla actividad anbenor.

Parte 3
sComa representana en & lenguaje algebrico (mimeros, incdgnitas, operaciones] eske
procedimeenho?

PROBLEMA 1

Maria y Camila estén decorando el saldn de séplimo con tins de dnka. Maria trai
75 cm de cinfa y Camila 4 cm Para que las dos hivieran la misma cantidad de
cnta, Ana ke da 3 pedazos de cnka a Camila y 2 pedazos de anta 2 Mana, cads
pedaro de cinta gue bes da dna fene la misma longifud, ;Csl es o longibed de
cada pedaro de cinta que recibe Camila? ;Cual e la longdud de cada pedazo de
cinka que recibe Mana?

Carlos y Ana quieren ayudar 2 decorar fambeén. Cada cinta de Carlos es 3 cm mas
total. Aesponde las siguenies. preguntas:

a) f0ué longitud Bene cada wna de las cintas de A
b} ;O bongibed tiens cada una de s cinbas de Cardos?




FORMAS DE PENSAMIENTO ALGEBRAICO EN ESTUDIANTES 109

10.
11

12.

Apéndice C. Preguntas realizadas en la entrevista a los estudiantes

Entrevista
. Como te sentiste al trabajar en esta actividad?
;Hubo algo que te parecio dificil o confuso? [ Qué hiciste para resolverlo?
;Que parte te gustd mas o te parecio mas interesante? ; Por queé?
;. Como fue la colaboracion al trabajar con tus compafieros en esta actividad?

;. Crees que conversar con tus compafieros te ayvudo a entender mejor el problema?

;Puedes dar un ejemplo?

;El uso del material concreto (como los metros v centimetros) te ayudo a entender
mejor la situacion? ;Por qué?

. Como pasaste de usar materiales o dibujos a escribir con nimeros v simbolos?

.En qué momento sentiste que comenzaste a entender lo que estaba pasando en el
problema?

;Hubo algo que dijiste, sefialaste o escribiste que te ayvudo a darte cuenta de como
resolverlo?

Queé crees que aprendiste con esta actrvidad?

;Como describirias lo que es una ecuacion o una incognita a alsuwen que no la

conoce?

o Te sentiste diferente al aprender de esta forma (usando materiales v discutiendo)
comparado con otras clases?
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Apéndice D. Transcripciones de las entrevistas a los estudiantes

Orientadora:
Johan:
Orientadora:
Johan:

Orientadora:

Johan:
Orientadora:
Johan:
Orientadora:
Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:
Orientadora:
Johan:
Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan (comunicado personal, 2025)

(Como te sentiste al trabajar en esta actividad?

Bien, contento, alegre.

(Hubo algo que te parecio6 dificil o confuso de la actividad?
No, todo estaba facil. Al principio hice algunas preguntas.

.Y qué hiciste para resolverlo? O sea, para aclarar esas dudas que
tenias, esas preguntas.

Preguntandole a la profe.

(Qué parte te gusté mas o te parecid mas interesante de la actividad?
Lo ultimo, cuando hicimos lo de conseguir la medida.

Por qué?

Porque nos divertimos mucho y era en grupo.

(Como fue la colaboracion al trabajar con otros compaiieros en la
actividad?

Bien, bien, colaboramos bastante.

(Crees que conversar con tus compaieros te ayudo a entender mejor
el problema?

Si, si, un poquito si.

(Puedes dar un ejemplo donde ta hablaste con ellos y te ayudaron a
entender algo?

Pues, yo les decia que no entendia, digamos, como medir, y ellos me
decian como medir.

(El uso del material, los metros y los centimetros, te ayud6 a entender
mejor la situacion?

Si, porque podia ver cuanto tenia que recortar y e€so.

(Como pasaste de usar los materiales y dibujos a escribir simbolos?
Consiguiendo la respuesta en cada problema.

(Y como hacian para describir el procedimiento, lo que iban haciendo?

Pues ibamos leyendo y, de acuerdo a lo que leiamos, pensabamos y lo
haciamos ubicando lo que nos daban.

(En qué momento sentiste que empezaste a entender lo que estabas
haciendo en los problemas?

Casi cuando empezamos a hacerlos, porque cuando lei no entendi qué
tenia que hacer.

(Hubo algo que dijiste o sefialaste que te ayudo a darte cuenta de como
resolver los problemas?

Si, la parte de los metros, cuando decia que le daba.

(Qué crees que aprendiste con esa actividad?



Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Johan:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:
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A trabajar en grupo y a hacer mediciones.

(Como describirias qué es una ecuacion o incognita a alguien que no
las conoce, desde lo que tu entendiste?

(Incognita? Algo que uno no sabe y quiere averiguar.
(Y una ecuacion?
Algo que quiere hacer.

(Te sentiste diferente al aprender usando materiales y discutiendo,
comparado con otras clases?

Si, la verdad si.
Por qué?

Porque uno entiende mejor y los compafieros ayudan.

Angel (comunicado personal, 2025)

(Como te sentiste al trabajar en esta actividad?

Bien, bien, me senti muy bien, un poquito dificil al principio, pero
luego comencé a entender mas la actividad y se me hizo mas facil.

(Hubo algo que te pareci6 dificil o confuso de la actividad?

No, prestando mucha atenciéon, mirando bastante el tema y
estudiandolo se me facilitaron muchas cosas.

Ta me decias que te parecio dificil al comienzo, ;qué se te hizo dificil?

No entendia lo de las reglas, las cantidades fue lo que no entendi al
principio.

.Y qué hiciste para entenderlo?
Le preguntaba a mis compafieros.
(Qué parte te gusté mas o te parecid mas interesante de la actividad?

Todo me pareci6é interesante, ya que al principio me parecid
complicado y a mi me gustan las cosas asi, dificiles.

(Como fue la colaboracion con tus compaieros en la actividad?

Fue muy buena, como ya éramos amigos de hace tiempo, teniamos
buena conexion.

(Crees que conversar con tus compaileros te ayudo a entender mejor
el problema?

Si, me ayudo bastante.

(Puedes dar un ejemplo donde ta hablaste con ellos y te ayudaron a
entender algo?

Diana me ayud6 mucho en la parte de las reglas, porque no entendia,
pero viendo como lo hacia ella si lo entendi.

(El uso del material, los metros y los centimetros, te ayudo a entender
mejor la situacion?

Si, también me ayudo a entenderlo bastante.



Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:

Orientadora:

Angel:
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Por qué?
Porque ya teniendo algo creativo hacia que yo lo viera mejor.

(Como pasaste de usar los materiales y dibujos a escribir letras y
simbolos?

Eso es facil, porque cuando sabes el procedimiento, todo lo que va'y
todo lo que haces, pues ya mas o menos sabes como es la cosa.

(En qué momento sentiste que empezaste a entender lo que estabas
haciendo en los problemas?

Ya en el segundo dia de practica, ya comencé a entender mejor las
cosas.

(Hubo algo que dijiste o sefialaste que te ayudo a darte cuenta de como
resolver los problemas?

Si, algo que cuando la profesora Yulithza escribio en el pizarron, me
ayudo a entenderlo bastante.

(Cuando escribi qué?
Cuando escribi6 en el pizarron lo de qué significaba la regla y asi.
(Qué crees que aprendiste con esa actividad?

Aprendi muchas cosas utiles, utiles para el futuro, porque eso que
aprendi en la actividad me puede ayudar en un futuro para algun
trabajo o cualquier cosa.

Y puntualmente, como conceptos, ;qué crees que aprendiste y también
con el trabajo en grupo?

Aprendi bastante a llevarnos entre nosotros mutuamente y ayudarnos
en bastantes cosas.

(,Como describirias qué es una ecuacion o incognita a alguien que no
las conoce, desde lo que tu entendiste?

Una ecuacion o incognita es algo muy dificil de explicar, pero es como
una division o una fraccion, se podria decir.

Si alguien no conociera una incognita, ;ti qué le dirias que es?
Es algo... pues la verdad no sabria qué decir.

Vale, entonces, ;qué representabamos con los metros?
Incognitas.

(Y cuando nosotros deciamos “este metro representa algo que...” qué?
(Algo que conociamos o no conociamos?

Eran nimeros que no conociamos.

(Te sentiste diferente al aprender usando materiales y discutiendo
comparado con otras clases?

Si, se me hizo mejor, se me hizo mas facil entender el tema, la verdad
si.
.Y qué le dirias a alguien que no sabe qué es una ecuacion?

Algo donde tenga que encontrar una incognita y un resultado al final.



Orientadora:
Diana:
Orientadora:
Diana:
Orientadora:
Diana:
Orientadora:
Diana:
Orientadora:
Diana:
Orientadora:
Diana:

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:

Orientadora:

Diana:
Orientadora:
Diana:

Orientadora:

Diana:
Orientadora:
Diana:

Orientadora:
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Diana (comunicado personal, 2025)

(Como te sentiste al trabajar en esta actividad?

Bien, comoda.

(Hubo algo que te pareci6 dificil o confuso de la actividad?
No, la mayoria estaba facil.

(Nada te parecio dificil? ;Por qué?

No sé, estaba facil.

(Qué parte te gustd mas o te parecid mas interesante de la actividad?
No sé, la parte 1 me pareci6 “bacana”.

Por qué?

Porque era mas como de pensar, mas compleja.

(, Como fue la colaboracion con tus compaiieros en la actividad?
Bien.

(Crees que conversar con tus compaileros te ayudo a entender mejor
el problema?

Si, cada uno da su punto de vista.

(El uso del material, los metros y los centimetros, te ayudo a entender
mejor la situacion?

Si, era mas grafico y ayudaba a entender.

(Como pasaste de usar los materiales y dibujitos a escribir nimeros y
simbolos?

No sé como explicarlo.

Entonces, ;como pasaste ti a saber como ibas a representar las
incognitas, cuando pasaste de usar metros a los signos de pregunta?

Me iba guiando por lo que ya habia hecho.

(En qué momento sentiste que empezaste a entender lo que estabas
haciendo en los problemas?

Cuando lo hice con las cintas métricas y todo eso.

(Hubo algo que dijiste o sefialaste que te ayudo a darte cuenta de como
resolver los problemas?

Cuando ya le fui colocando los metros iba pensando maés.
(Qué crees que aprendiste con esa actividad?
Varios puntos de vista.

(Como describirias qué es una ecuacion o incognita a alguien que no
las conoce?

Una incognita es algo desconocido.
.Y una ecuacién?
Es algo que tiene una cantidad desconocida que luego averiguamos.

(Te sentiste diferente al aprender usando materiales y discutiendo
comparado con otras clases?
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Orientadora:
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Orientadora:
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Si.
Por qué?

Porque, no sé... me hacia pensar mas, tenia mas puntos de vista y
diferentes formas.

Mara (comunicado personal, 2025)

(Como te sentiste al trabajar en esta actividad?

Bien, comoda.

(Hubo algo que te parecio6 dificil o confuso de la actividad?

Pues algunas preguntas fueron confusas.

(Qué hiciste para entenderlas?

Pedi ayuda a los compaiieros.

(Qué parte te gusté mas o te parecio mas interesante de la actividad?
Lo de usar las imagenes y dibujos.

Por qué?

Era divertido, una forma dinamica, diferente.

T trabajaste con otros compaifieros en la actividad, ;como fue esa
colaboracion?

Bien, entre todos hicimos una parte.

(Crees que conversar con tus compaiieros te ayudo6 a entender mejor
el problema?

Si.

(Puedes dar un ejemplo donde t hablaste con ellos y te ayudaron a
entender algo?

Si habia una parte que no entendia, me explicaban y me daban ideas.

(El uso del material, los metros y los centimetros, te ayud6 a entender
mejor la situacion?

Si, mas facil, porque podia analizar qué hacer paso por paso.

(Como pasaste de usar los materiales y dibujitos a escribir nimeros y
simbolos matematicos?

Primero hicimos con las imagenes los jueguitos, luego los
representamos graficamente ¢ ibamos explicando paso a paso y
después ya fue con signos.

(Como sentiste el paso a simbolos matematicos?
Bien, fue facil.

(En qué momento sentiste que empezaste a entender lo que estabas
haciendo en los problemas?

Desde el primer ejercicio.
;T ya tenias conocimiento de ecuaciones, cierto?

Si.
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Sofia:
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(Hubo algo que dijiste o sefialaste que te ayudo a darte cuenta de como
resolver los problemas?

Si, me di cuenta de que ponia resultados que no debia porque me
confundia, pero ya cuando vi las representaciones entendi mejor.

(Qué crees que aprendiste con esa actividad?
Pues a encontrarle mas sentido a las cosas, no hacerlas por hacer.

(Como describirias qué es una ecuacion o incognita a alguien que no
las conoce?

Es un valor que no conocemos y que debemos hallar.
(Y una ecuacion?

Una ecuacion es una operacion que nos ayuda a encontrar el valor de
una incognita.

(Te sentiste diferente al aprender usando materiales y discutiendo
comparado con otras clases?

Mas o menos, pero estuvo chévere.
Por qué?
Porque fue mas dinamico, entonces entendia mas.

Ya que tenias conocimiento en el tema, ;como sentiste con el hecho
de saber una manera para resolverla e intentar hacerlo de otra?

Pues un poco complicado porque ya tenia otra manera de resolverlo,
entonces era como dificil, pero se entendio.

Sofia (comunicado personal, 2025)

(Como te sentiste al trabajar en esta actividad?
Bien, bien.
(Hubo algo que te parecio dificil o confuso de la actividad?

Si, una parte como de la ecuacion, pero no, como estabamos en grupo
pude entender bien.

(Qué parte te gusté mas o te parecio mas interesante de la actividad?

Pues todo estuvo interesante, todo estuvo bien, pero mas cuando
estabamos haciendo la representacion con los metros.

Por qué?

Porque me parecia divertido y porque, en la ocasion no sabiamos, pero
ya cuando lo representamos era facil.

(Como fue la colaboracion con tus compaieros en la actividad?
Bien, me colaboraron mucho.

(Crees que conversar con tus compaiieros te ayudo a entender mejor
el

Si.
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(Puedes dar un ejemplo donde ta hablaste con ellos y te ayudaron a
entender algo?

Cuando lo de Ana y Carlos, yo no entendia, entonces nos ayudamos
mutuamente.

(El uso del material, los metros y los centimetros, te ayudo a entender
mejor la situacion?

Si, porque representandolo era mucho mas facil en la ecuacion.

(Como pasaste de usar los materiales y dibujos a escribir numeros y
simbolos?

Bien, pues yo le colaboré a Maria José haciendo los dibujos y estuvo
facil.

(En qué momento sentiste que empezaste a entender lo que estabas
haciendo en los problemas?

Cuando las representaciones.

(Hubo algo que dijiste o sefialaste que te ayudo a darte cuenta de como
resolver los problemas?

Es que las representaciones nos ayudaron mucho, la verdad, entonces
la representacion era fundamental.

(Qué crees que aprendiste con esa actividad?

El trabajo en grupo, que se puede representar mas facil y las
ecuaciones.

(Como describirias qué es una ecuacion o incognita a alguien que no
las conoce?

Algo que no sabemos y queremos averiguar.
(Y una ecuacion?
Es como la operacion que se hace para descubrir eso.

(Te sentiste diferente al aprender usando materiales y discutiendo
comparado con otras clases?

Si.
(Por qué?

Porque representarlo es como vivirlo, representarlo es mas facil que
haciendo la ecuacion sola.

Nayla (comunicado personal, 2025)

(Como te sentiste al trabajar en esta actividad?

Bien, bien.

(Hubo algo que te parecio dificil o confuso de la actividad?
La parte de representar la pregunta con la regla.

.Y qué hiciste para entenderlo mejor?

Nada.

(Qué parte te gusté mas o te parecid mas interesante de la actividad?
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Todo, pero sobre todo copiar.

Por qué?

Porque es copiar lo que entendi y es mas facil.

T trabajaste con otros compaifieros en la actividad, ;no?
Si.

(Como fue esa colaboracion?

Bien.

(Crees que conversar con tus compaieros te ayudo a entender mejor
el problema?

Si.

(Puedes dar un ejemplo donde ta hablaste con ellos y te ayudaron a
entender algo?

Con los mufiecos y las reglas.

(El uso del material, los metros y los centimetros, te ayudo a entender
mejor la situacion?

No, no entendi nada, me confundi.
Es posible porque no asististe a la primera sesion.

( Como pasaste de usar los materiales y dibujitos a escribir nimeros y
simbolos?

Yo solo lei y se me vino a la cabeza la operacion y ya.

(En qué momento sentiste que empezaste a entender lo que estabas
haciendo en los problemas?

Siempre.

(Hubo algo que dijiste o sefialaste que te ayudo a darte cuenta de como
resolver los problemas?

La regla y los numeros con las rayitas.
(Qué crees que aprendiste con esa actividad?
Hacer ecuaciones y saber qué es una ecuacion.

(Como describirias qué es una ecuacion o incognita a alguien que no
las conoce?

Lo que estamos buscando.
(Y una ecuacion?
Es un problema y una solucion.

. Te sentiste diferente al aprender usando materiales y discutiendo
comparado con otras clases?

Si.
(Por qué?

Porque estaba mas chévere.



