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RESUMEN

TITULO: UN ESQUEMA DE TRANSFORMACION  LINEAL:
CONSTRUCCION DE LA REPRESENTACION GEOMETRICA
Y MATRICIAL RELACIONADA CON UNA BASE

ORDENADA*!
AUTOR: DORIS EVILA GONZALEZ ROJAS**
PALABRAS CLAVE: TRANSFORMACION LINEAL - TEORIA APOE -

DESCOMPOSICION GENETICA - ESQUEMA

DESCRIPCION:

Este trabajo estudia la construccion del Esquema de transformacion lineal tomando como elemento
principal de relacion el concepto de base ordenada. A partir de €l se analizan las estructuras y los
mecanismos que hacen parte del Esquema y que pueden dar lugar a la construccion de la representacion
matricial y geométrica de la transformacion lineal. El analisis del rol de la base ordenada en el momento
de construir una de las interpretaciones mencionadas, permite establecer la evolucion del Esquema de este
concepto a través de la descripcion de los niveles Inter, Intra y Trans.

El documento esta organizado en cinco capitulos: en el primero se presentan algunos trabajos sobre la
transformacion lineal, realizados desde diferentes marcos teoricos y los objetivos y preguntas de esta
investigacion. En el segundo capitulo se muestra aspectos relevantes de la Teoria APOE como la
definicion de las estructuras y mecanismos mentales para la construccion de un concepto en general, asi
como el ciclo de investigacion que propone esta teoria y la explicacion de cada una de sus componentes.
En el tercer capitulo se expone el resultado del desarrollo del Analisis Teorico, a través de la descripcion
del Esquema de transformacion lineal, se hace un analisis a priori de la tareas propuestas en el Taller y de
las preguntas presentadas en la entrevista didactica; en el capitulo cuatro se muestran las estructuras y
mecanismos mentales evidenciados por los estudiantes en el desarrollo del Taller y en la entrevista
didactica. Finalmente en el capitulo de conclusiones, se presenta la descomposicion genética refinada,
resultado de los datos obtenidos.

*Trabajo de Grado
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ABSTRACT

TITLE: A LINEAR TRANSFORMATION SCHEME:
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MATRICIAL REPRESENTATION RELATED TO A

ORDERED BASE 2#
AUTHOR: DORIS EVILA GONZALEZ ROJAS**
KEYWORDS: LINEAR TRANSFORMATION - APOS THEORY- GENETIC

DESCOMPOSITION - SCHEMA

DESCRIPTION:

The present work studies the construction of the Scheme of Linear Transformation taking as main
element of relation the concept of ordered base. From this conception, we analyze the structures and
mechanisms that are part of the Scheme and which can give rise to the construction of the matrix and
geometric representation of the linear transformation. The analysis of the role of the ordered base when
constructing one of the mentioned interpretations allows us to establish the evolution of the Scheme of
this concept through the description of the Inter, Intra and Trans levels. For this purpose, the description
of these levels presented in Roa-Fuentes (2008) is taken as a basis.

The work is organized in five chapters: the first chapter presents some works on linear transformation,
made from different theoretical frameworks; the objectives and the research questions. The second
chapter shows relevant aspects of APOE Theory such as the definition of constructions and mental
mechanisms for the construction of a concept in general, as well as the research cycle proposed by this
theory and the explanation of each of its components. In the third chapter the result of the development of
the Theoretical Analysis is exposed. Through the description of the Linear Transformation Scheme, it is
made an a priori analysis of the tasks proposed in the workshop and of the questions presented in the
didactic interview. The four chapters show the mental constructs and mechanisms evidenced by the
students in the development of the workshop and in the didactic interview. Finally, the conclusion chapter
shows the refined genetic decomposition, as a result of the data obtained.

*Bachelor thesis
*Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Dora Solange Roa Fuentes
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Introduccion

Estudiantes de programas de Ingenieria, Matematicas y Licenciatura en Matematicas, entre otros, se
enfrentan por primera vez con un curso de Algebra Lineal en el primer afio de universidad. Algunas
investigaciones muestran que esta experiencia puede ser frustrante ya que como mencionan Dorier,
Robert, Robinet y Rogalski (2000), “es muy claro que muchos estudiantes tienen la sensacion de haber
aterrizado en un planeta nuevo y no son capaces de encontrar su camino en ese nuevo mundo” (p.86).

Particularmente en Francia entre 1987 y 1994 se desarrollaron un conjunto de investigaciones sobre la
ensefianza y el aprendizaje del Algebra Lineal. Dorier (1997), Dorier, Robert, Robinet y Rogalski (1997),
y Sfard (1994) mostraron las serias y profundas dificultades que presentan los estudiantes al intentar
comprender conceptos basicos de Algebra Lineal, principalmente por la naturaleza abstracta y formal de
esta area de las matematicas. De alli surgen constructos teoéricos como Obstacle of Formalism y Meta
Lever; el primero de orden cognitivo explica el tipo de dificultades asociadas con el lenguaje del Algebra
Lineal y el segundo, plantea estrategias sobre el tipo de actividades que debe abordar un estudiante.

Jean Dorier y Anna Sierpinska publican en 2001 una recopilacion de los trabajos que hasta el momento
se venian desarrollando sobre la Didactica del Algebra Lineal. Alli se propone la existencia de dos tipos
de problematicas principales: las dificultades conceptuales (asociadas con la naturaleza del Algebra
Lineal: generalizadora y unificadora) y las dificultades cognitivas (por la clase de pensamiento que se
requiere para entender el Algebra Lineal). Estas investigaciones toman problematicas especificas, por
ejemplo de orden epistemologico (Dorier 2000a; 2000b), otras asociadas con el lenguaje geométrico,
algebraico y abstracto del Algebra Lineal (Hillel, 2000; Sierpinska, 2000; Sierpinska, Dreyfus & Hillel,
1999) o con los registros grafico, tabular y simbolico a través de los cuales es posible representar los
conceptos alli tratados (Artigue, Chatier & Dorier, 2000).

Por otra parte y mas recientemente en Chile, México y Colombia se han desarrollado diferentes
investigaciones desde perspectivas particulares que han buscado determinar no solo el origen de las
dificultades de los estudiantes, sino ademas formas de superarlas. En esta investigacion nos interesa
centrarnos en la perspectiva cognitiva desarrollada por Ed Dubinsky y miembros de Research in
Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC, por sus siglas en inglés), la teoria APOE.
Actualmente se cuenta con una amplia lista de conceptos de Algebra Lineal que han sido analizados desde
esta perspectiva, por ejemplo: la representacion matricial de la transformacion lineal (Maturana y
Parraguez, 2013); el concepto de espacio vectorial (Parraguez & Oktag, 2010), transformacién lineal
(Roa-Fuentes y Oktag, 2010, 2012); conjunto generador y espacio generado (Ku, 2012); base (Ku,
Trigueros y Oktag, 2008); sistemas de ecuaciones lineales (Ramirez, 2008); matriz cambio de base
(Mendoza, 2015); valores y vectores propios (Salgado & Trigueros, 2015), entre otros. Sin embargo, no
se tiene un consenso sobre cuales son los temas mas importantes, ni el enfoque con que deben realizarse
los cursos basicos de Algebra Lineal. Algunas universidades cuentan con un contenido especifico para
esta materia pero las formas de desarrollarla son diversas y en muchos casos tienen un acercamiento
basico al trabajar con vectores en R™ y matrices.

Con este panorama en mente nos interesa estudiar como un individuo (en general un estudiante que esta
desarrollando un curso de Algebra lineal basico) construye el concepto de transformacion lineal a partir
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de su definicion funcional, representacion matricial y geométrica. Para esto describimos las estructuras y
mecanismos mentales que puede construir al establecer relaciones entre dicho concepto, sus
interpretaciones y el concepto de base.

Actualmente se cuenta con modelos cognitivos validados (denominados por la teoria APOE como
descomposiciones genéticas) del concepto de transformacion lineal y base de manera independiente.
Sobre el primero Roa-Fuentes y Oktag (2010) proponen un Analisis Tedrico que toma la definicion
funcional de transformacion lineal; el analisis de datos publicados por las mismas autoras en 2012,
muestra que los estudiantes utilizan la interpretacion geométrica de la transformacion lineal para
comprender ciertas situaciones planteadas en un contexto puramente analitico. Ademas sefialan la
dependencia de la evolucion de las concepciones que un individuo construye sobre la transformacion
lineal con el concepto de base. Este tltimo fue estudiado por Ku, Oktag y Trigueros (2008) haciendo
referencia a la base de un espacio vectorial como un conjunto ordenado de vectores linealmente
independiente que lo genera. Maturana, Rodriguez y Parraguez (2014), investigaron las construcciones y
mecanismos mentales necesarios para reconstruir el Teorema de la Matriz Asociada a una transformacién
lineal, donde de manera explicita se necesita la definicion de una base ordenada. Cada una de estas
investigaciones ha aportado elementos particulares sobre las diferentes interpretaciones de una
transformacion lineal de manera independiente.

Tomando en cuenta los diferentes elementos descritos, el principal interés de esta investigacion es
estudiar la construccion del Esquema de transformacion lineal tomando como elemento principal de
relacion entre sus diferentes interpretaciones el concepto de base ordenada. A partir de €l se analizan las
estructuras y los mecanismos que hacen parte del Esquema y que pueden dar lugar a la construccion de
las interpretaciones matricial y geométrica (entendidas como argumentos observables) a partir de la
interpretacion funcional de la transformacion lineal. El analisis del rol de la base ordenada en el momento
de construir una de las interpretaciones mencionadas, permite establecer la evolucion del Esquema de este
concepto a través de la descripcion de los niveles Inter, Intra y Trans. Para esto se toma como fundamento
la descripcion de estos niveles presentada en Roa-Fuentes (2008).

Este documento estd organizado en cinco capitulos: en el primer se presentan algunos trabajos sobre la
transformacion lineal, realizados desde diferentes marcos tedricos, ademas de los objetivos y las
preguntas de investigacion. En el segundo capitulo se muestran aspectos relevantes de la Teoria APOE
como la definicion de las construcciones y mecanismos mentales para la construccion de un concepto en
general, asi como el Ciclo de Investigacion que propone esta teoria y la explicacion de cada una de sus
componentes. En el tercer capitulo se expone el resultado del desarrollo del Analisis Tedrico, a través de
la descripcion del Esquema de transformacion lineal, se hace un analisis a priori de la tareas propuestas
en el Taller y de las preguntas presentadas en la entrevista didactica; en el capitulo cuatro se muestran las
estructuras y mecanismos mentales evidenciados por los estudiantes en el desarrollo del Taller y la
entrevista didactica. Finalmente en el capitulo de conclusiones, se presenta la descomposicion genética
refinada a partir de los datos obtenidos y una discusion sobre las implicaciones de contar con un modelo
cognitivo para apoyar el trabajo en el aula.

12
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Capitulo 1.

Antecedentes y planteamiento del problema

Las transformaciones lineales asumen un papel importante en diferentes areas como las matematicas,
fisica, ingenieria, entre otras. Por ejemplo, las rotaciones, traslaciones, reflexiones, estiramientos, etc.,
representan transformaciones lineales, y estas son empleadas para el procesamiento de imagenes y
graficas por computador. Para los disefiadores graficos cada vector representa un pixel de una imagen, asi
una transformacion lineal puede agrandar o girar los pixeles hasta conseguir la imagen deseada. En la
Figura 1.1. se puede observar a Alicia después de comer el hongo que la cambia de tamafio.

Z Z Z

N
&

Yy Y

& f I
b “ P
)
X X X
Alicia al comer de un lado Alicia en su tamafio normal  Alicia al comer del otro lado
del hongo del hongo

Figura 1.1. Tomado de http://algebra-ii.blogspot.com.co/

En el comercio, las transformaciones lineales permiten resolver diversos problemas cotidianos. Es el caso
en que se comparan diferentes tipos de productos para determinar cual produce el mayor beneficio para el
fabricante de dichos productos. Por ejemplo:

Un fabricante elabora cuatro tipos de productos distintos, de los cuales cada uno requiere tres
tipos de materiales. Se identifican los cuatro productos como Py, P, P; y P, y a los materiales
por Ry, R, y R5. La tabla siguiente muestra el numero de unidades de cada materia prima que
se requieren para fabricar 1 unidad de cada producto.
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Necesarios para producir
1 unidad de

P | P | P |P

2 3 4

Niamero de
Sy R 2 1 3 4
unidades 1

Ll&“ matera R\_ 4 2 2 1
prima -

R 3 3 1 2

Surge una pregunta natural: si se produce cierto niimero de los cuatro productos, (Cuéntas
unidades de cada material se necesitan? (Grossman, 2007, p. 459).

Sin embargo, al igual que otros conceptos de Algebra lineal los estudiantes presentan profundas
dificultades al estudiarlo. Este concepto esta relacionado con conceptos como espacio vectorial,
combinacién lineal, base, valores y vectores propios, entre otros; pero es comun que los estudiantes se
apropien de estos de manera aislada y no identifiquen las relaciones que se dan entre ellos. Estas
relaciones pueden identificarse cuando la construcciéon de los conceptos supera la mecanizacion; por
ejemplo, cuando un estudiante busca establecer una transformacion lineal dadas las imagenes de los
vectores una base ordenada (esto a través del concepto de combinacion lineal), no es suficiente si su
concepcion de transformacion lineal sélo se asocia con la verificacion de dos propiedades independiente
(suma vectorial y producto por un escalar). El estudio de este tipo de relaciones es el interés principal de
este trabajo.

A continuacion se presentan algunas de las investigaciones que se centran en el estudio de la
transformacion lineal desde diferentes miradas y que son importantes para fundamentar el problema de
investigacion.

1.1. La transformacion lineal desde diferentes perspectivas tedricas

La transformacion lineal ha sido un tema ampliamente estudiado desde diferentes perspectivas en
Matematica Educativa. Por ejemplo, Sierpinska, Dreyfus y Hillel (1999) investigaron como introducir los
conceptos de vector, transformacion y transformacién lineal a través de la implementacion del software
Cabri-Géometre I1.

Anna Sierpinska entre 1993 y 1999, realizd una investigacion cuyo objetivo era detectar dificultades
sobre algunas nociones de Algebra Lineal. De 1993 a 1996, la investigacion se centrd en estudiar las
estructuras de los modelos de comportamiento matematico de los alumnos al interactuar individualmente
con los tutores y los textos de Algebra Lineal (Sierpinska, 1997, citado en Sierpinska 2000). De 1996 a
1999, su trabajo se centré en el disefio de una introduccion al Algebra Lineal, basada en un modelo
geométrico del espacio bidimensional dentro del entorno geométrico de Cabri-Géométre II. Los autores
eligieron trabajar con este software por la representacion que puede hacerse de los vectores y las
transformaciones lineales; sin embargo, la interpretacién que dieron los estudiantes no fue la esperada ya
que no poseian la teoria necesaria para hacerlo.
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Con dicho disefo, Sierpinska y su grupo de colaboradores, intentaron disminuir en los estudiantes el
desarrollo del “Obstaculo del Formalismo” abordando las nociones de vector, transformacion,
transformacion lineal y vector propio en dos dimensiones. Sobre este obstaculo Sierpinska (2000)
considera que un estudiante estd bajo el “hechizo del obstaculo del formalismo”, cuando considera las
representaciones simbolicas de los objetos del Algebra Lineal como si fueran los mismos objetos, sin
embargo, comprende la estructura de estas representaciones.

Dentro de las conclusiones obtenidas en este proyecto, Sierpinska (2000) manifiesta que no importa el
contenido que se trate de abordar en Algebra Lineal, las dificultades de los estudiantes persisten. Una
razo6n por la que los estudiantes parecen no entender la teoria, es porque quieren comprenderla desde un
modo de pensar practico y no teodrico. Es decir no hay preocupacion por los conceptos y técnicas que
parecen ser coherentes, el estudiante utiliza y toma lo que le parece ser mas facil en una situacion dada.
Sierpinska et al., (1999) muestran que los estudiantes usaron el término transformacion al considerar la
relacion dinamica que se establece en la pantalla del computador entre el vector v y T(v). Este
dinamismo fue interpretado como: la dilatacion del vector libre, acompaiiada por una dilatacion
proporcional del vector dependiente. Esto se observa al presentar la siguiente situacion: En la
construccion macro se le presento a los estudiantes los vectores v y T'(v). Al multiplicar el vector v por
el escalar k, los estudiantes obtuvieron el vector kv. Luego obtienen el vector T(kv), usando la
construccion macro dada obteniendo al vector kT (v).

k=-z213

Tievi=xT{v)

Figure la. Figure 1b.

k=170

Tikv)=kT(v)

T{kv)=kT()

Figure I c. Figure 1d.

Estudiante 2: Cuando el valor de k cambia entonces kv cambia en proporcion con T (kv).
Estudiante 1: T (kv) es proporcional a T (v) un factor de k. (Sierpinska, 2000, p. 215).
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Los estudiantes llamaron transformacion lineal a la dilataciéon o compresion de los vectores, quedando
oculta la suma vectorial. La idea que persistio en ellos fue interpretar este concepto en términos de
proporciones entre longitudes de vectores particulares. Esto seguramente gracias a la experiencia con
situaciones puramente geométricas del concepto y a sus concepciones sobre el concepto de vector.

Los conceptos del Algebra Lineal estan relacionados entre si, los sistemas de ecuaciones lineales con las
matrices, la matrices con los determinantes, los determinantes con los valores propios y los valores
propios con los vectores, entre otros; un ejemplo de ello lo podemos ver en el siguiente parrafo.

Por ejemplo una matriz puede considerarse como un arreglo de nimeros pero si se sabe que
Ax = b donde A es una matriz (de orden m X n) de coeficientes en un sistema de ecuaciones y
que si A es invertible implica que el sistema de ecuaciones representado por Ax = b tiene
solucién unica dada por x = A~1b entonces A forma parte de una estructura conceptual. (Uicab
y Oktag, 2006, p.468).

Retomando el trabajo de Sierpinska, Uicab y Oktag (2006) quienes abordan el problema de extension
lineal (ver figura 1.2) que consiste en: determinar una trasformacion lineal (en el plano) a partir de las
imagenes de dos vectores no colineales. A partir de este problema es posible establecer conexiones entre
los conceptos de transformacion lineal y base, conexiones que dificilmente los estudiantes logran
establecer.

Abre un nuevo archivo en Cabri, pon dos rectas numéricas en ella, pon el origen y los vectores
etiquetados vy, v,, T (v1) y T (v,) pariendo del origen, en una conFiguracion similar a la Figura

de abajo.
196
1,44
WEy
4
:g'f __'__'_,_.-'"" Tiu2)
<
Ny T
\ 'l

]
Tt

Figura 1.2. Problema de extension lineal (Uicab y Oktag, 2006, p. 16).

Vamos a suponer que los vectores T(v;) y T(v,) son las imagenes de los vectores v; y v,
respectivamente, bajo alguna transformacion lineal T. Con so6lo esta informacion, puedes
construir:

a) T(v,+vy)

b) T(2v,)

¢) T(—-1.5v, 4+ 0.8v,)

d) T(v) donde v es un vector arbitrario.
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El inciso c) procura que los estudiantes consideren el vector v como combinacion lineal de vectores v y
v, ya que estos forman una base para R?. Este hecho no esta explicito en el enunciado por lo que se
esperaba que los estudiantes realizaran conexiones entre los conceptos conocidos y lograran resolver el
inciso d).

Desde la perspectiva de esta investigacion para resolver el inciso d) es necesario que los estudiantes
reconozcan que cualquier vector v se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de la base.
Ademas que v;,v, forman una base para R?, es decir, que al responder los incisos anteriores tienen
informacion suficiente para abordar de manera acertada este item. Sin embargo, como se muestra en el
trabajo no hay una conexidn entre el concepto de base y transformacion lineal y por tanto los estudiantes
no pueden consideren el vector v como combinacion lineal de vectores v, y v,.

Para apreciar la presencia de un pensamiento tedrico, “el pensamiento tedrico se caracteriza por una
reflexion consciente sobre los medios semidticos de representacion del conocimiento y los sistemas de
conceptos en lugar de ideas” (Sierpinska, 2000, p.211) en particular en los estudiantes que enfrentan el
problema de extension lineal, las autoras consideran que deben estar presentes los siguientes
comportamientos:

o Reflexion sobre los datos empiricos y aquellos que podrian estar involucrados implicitamente en la
interpretacion del problema.

e Actitud indagadora respecto a posibles conceptos involucrados.

e Desarrollo de estrategias con un proposito, haciendo uso de los conceptos involucrados en un
problema.

e Toma de decisiones pertinentes que involucren conceptos relacionados para llegar a la solucion de
un problema, ofreciendo argumentos validos que permitan justificar el planteamiento de la solucion,
con una coherencia que haga ver un sistema de conceptos.

(Uicab y Oktag, 2006, p. 27).

Segtin las autoras, al estudiar la informacion recopilada en el diagnostico se destaca que los estudiantes
hacen referencia a las transformaciones basandose en intuiciones relacionadas con su propia experiencia
que en algunos casos son distantes a la definicion. Los principales resultados de esta investigacion
muestran que los estudiantes tuvieron problemas al encontrar la transformacion lineal Tv, ya que no
lograron expresar v como combinacion lineal de los vectores dados v; y v, (Uicab y Oktag, 2006). En
este caso los estudiantes no pueden conectar los conceptos de base y transformacion lineal, “es como si
pensaran so6lo en el concepto de transformacion lineal y todas sus estrategias giraran en torno a dicha
nociéon” (Uicab y Oktag, 2006, p. 481).

Otro resultado interesante en dicha investigacion, es que algunos estudiantes trataron de encontrar la
transformacion lineal a partir de la combinacion de dos movimientos simples como rotacion y dilatacion,
sin obtener resultados favorables. En este caso se puede pensar que la construccion del concepto se asocia
con aquello que constituye un cambio y que puede ser descrito a partir de transformaciones desconocidas.

En la literatura se encuentran trabajos que aluden a la representacion geométrica de transformaciones
lineales en R? a partir de su representacién matricial. Por ejemplo Klasa (2001) usa matrices como
representacion de las transformaciones lineales y también se apoya en el problema de extension lineal,
empleando los software Derive y Maple. Ella proporciona a los estudiantes un conjunto de matrices 2 X
2 junto con una matriz 2 X n que representa un poligono cerrado con n vértices, incluido el origen (0,0).
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La actividad consiste en describir el poligono inicial, transformarlo a partir de la matriz dada y
posteriormente describir el poligono final imagen del poligono inicial). Al repetir varias veces la misma
tarea los estudiantes observan que al aplicar las diferentes transformaciones lineales (matrices) al
poligono, se preserva: el paralelismo entre sus segmentos y la imagen del origen (siempre igual al origen);
ademas, se preservan los angulos rectos so6lo si la transformacion representa simetrias, rotaciones y
homotecias; ademas que el area y la orientacion cambian dependiendo del determinante de la matriz de la
transformacion. Un ejemplo se puede observar en la Figura 1.3.

151
101

5_

078 10 15 20 25

Figura 1.3. Transformacion a lo largo del eje X dada por la matriz G = [(1) g] (Klasa, 2001, p. 4).

Otras conclusiones a las que llegaron los estudiantes fueron:

* La imagen de cualquier linea que pasa por el origen es de nuevo una linea que pasa por el
origen.

» La imagen de cualquier par de lineas paralelas es de nuevo un par de lineas paralelas.

* La imagen de cualquier poligono cerrado es de nuevo un poligono cerrado o un intervalo
cerrado, en el caso de una matriz singular. (Klasa, 2001, p.2).

En este trabajo la representacion geométrica jugd un papel importante para mostrar que la transformacion
lineal no consiste s6lo en dilatar, comprimir o rotar vectores en el plano. Ademas la relacion entre la
representacion matricial y geométrica de la transformacion permite el analisis de caracteristicas propias
de la funcion.

La construccion del concepto de transformacion lineal, en muchos casos, es afectada por ideas intuitivas
que los estudiantes desarrollan en contextos no escolares. Molina y Oktag (2007) por ejemplo, tomando
como referente los modelos intuitivos (Fischbein 1987, tomado de Molina y Oktag, 2007), muestran que
los estudiantes al trabajar con representaciones geométricas de dicho concepto lo relacionan
especificamente con el “movimiento de vectores”. Estos investigadores trabajaron con situaciones
geométricas en R? que les permitieron identificar modelos geométricos que pueden afectar la
comprension del concepto de transformacion lineal. En particular muestran en su articulo que para los
estudiantes las transformaciones lineales representaban expansiones, contrAcciones, reflexiones,
rotaciones y combinaciones entre estas, excluyendo cualquier otro tipo de transformacion lineal. Por
ejemplo las proyecciones.

Desde nuestro punto de vista, las dificultades de los estudiantes para realizar conexiones entre los
diferentes conceptos del Algebra Lineal estan relacionadas con la falta de estructuras previas para
construir nuevos conceptos. La falta de elementos formales para comprender diferentes conceptos y
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nociones genera construcciones asociadas con aquello que es percibido de manera intuitiva. En particular,
Molina y Oktag (2007) muestran que los estudiantes asocian la transformacion lineal como:

e Movimientos geométricos simples: Ciertos movimientos asociados a transformaciones lineales; por
ejemplo, una TL de expansion o de contraccion, una TL de rotacion o una TL de reflexion.

e Combinacién de movimientos geométricos simples: Las combinaciones que los estudiantes puedan realizar
con los movimientos simples, por ejemplo, la composicién de una rotacién y una expansion.

e Transformaciones dificiles o imposibles de describir con movimientos geométricos simples o combinacion
de éstos: Es el caso de la TL de trasquilado, la cual requiere de interpretaciones algebraicas para ser

. . x —2x—y
aceptada como TL, o bien otras transformaciones como T (y) =\ x4y

(Molina y Oktag, 2007, p. 244).

De los principales resultados del trabajo es importante destacar: La transformacién lineal como
movimientos simples y combinaciones de estos. Los investigadores logran probar su hipotesis
identificando en los estudiantes que los modelos intuitivos sobre la transformacion lineal son una serie de
casos particulares de transformaciones lineales (expansiones, contracciones, reflexiones, rotaciones y
composiciones de estos). A continuacion se presentan algunos de los razonamientos realizados por los
estudiantes:

Para cada uno de los casos que se muestra a continuacion diga si es posible que exista una
Transformacion lineal que convierta los vectores de la Figura 1 en los vectores de la Figura 2.

LT?l T

LT? I
| Y

Figura 1.4. Problemas 1. y m. de la entrevista (Molina y Oktag, 2007, p. 256).

El caso de Hermes (un estudiante que participd en esta investigacion) permite a los investigadores dar
evidencia sobre la verificacion de su hipdtesis. Durante toda la entrevista Hermes respondio las preguntas
de manera correcta y sin vacilar, dejando ver la facilidad para transitar entre las representaciones graficas
y las algebraicas. Pero, en el inciso 1) mostré dificultades para responder a la pregunta planteada; la
dificultad estaba en que ¢l veia solo el movimiento de un vector, sin embargo, al trabajar en el inciso m)
pudo reflexionar sobre el inciso 1) al utilizar argumentos relacionados con los vectores base de una
transformacion lineal para determinar su existencia.

Los investigadores ademas concluyen que la mayoria de los estudiantes entrevistados, no habian

reflexionado sobre la relacion geométrica-analitica y el modelo geométrico que tenian de una
transformacion lineal estaba asociado con aquella funcion que gira o expande los vectores.
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o La Transformacion lineal como la transformacion de un vector en particular, y no como una
funcidon que transforma todo el plano. En la entrevista se observé que varios estudiantes
consideraban la Transformacion lineal como la transformacion de un vector en particular y no
como una funcién que transformaba todo los vectores del plano.

e  Con respecto al adjetivo “lineal” en el término Transformacion lineal. Un estudiante relacionaron
este adjetivo con vectores; dos estudiantes con lineas rectas; otro con que “la Transformacién
lineal transforma lineas rectas en lineas rectas”; y otros estudiantes con “el orden en que deberan
efectuarse las operaciones”. Es de resaltar que cada estudiante relaciona la linealidad con algo
concreto y no con la definicion. Los investigadores piensan que esta podria ser la razon por la
que en la mayoria de los estudiantes la linealidad de la Transformacion lineal no tiene
importancia.

e La nocion de espacio vectorial: En las respuestas obtenidas, los estudiantes se puede ver que no
relacionan la Transformacion lineal con el concepto de espacio vectorial.

e Lanocion geométrica del movimiento de un vector llevada al contexto aritmético.

e Con respecto al movimiento: Los investigadores pudieron evidenciar como los modelos
intuitivos de los estudiantes esta relacionado con el movimiento. Esto se puede ver cuando los
estudiantes trabajan con rotaciones: la transformacion hace que el vector gire.

(Molina y Oktag, 2007, p.270).

La aplicacion de las entrevistas evidencio que el concepto de la transformacion lineal se va degradando y
solo queda la idea de la transformacion, asociada al cambio que sufre un vector en el plano. Es por esto
que Molina y Okta¢ (2007) consideran que es pertinente investigar sobre disefios didacticos que hagan
énfasis en la linealidad, con el propoésito de reducir dicha degradacion. Estos resultados pueden apuntar a
la necesidad de un tipo de conexion entre las diferentes interpretaciones del objeto matematico.

En esta via se encuentra el trabajo de Ramirez, Romero y Okta¢ (2014) que toma como marco de
referencia los Registros de Representacion Semidtica para analizar el concepto de transformacion lineal.
Ramirez et al., (2014) disefian actividades considerando cuatro registros de representacion: grafico
sintético, grafico cartesiano, algebraico y matricial. Se concluye que cuando un estudiante tiene la
habilidad de coordinar registros exitosamente frente a una situacion matematica busca el registro mas
apropiado, el que le permite desarrollar mejores estrategias. Esto en oposicion a un estudiante que logre
solo trabajar en un registro especifico.

Ramirez et al, (2014) muestran el caso de Natalia una estudiante que evidenci6 “una gama de registro no
coordinados” (p. 238) al dar un ejemplo de transformacion lineal, al parecer debido a que tiene una
definicion del concepto que es incompleta.

ok o €N o, W

T (=) = (o)

Se observa que Natalia considera la transformacion lineal como una funcioén que relaciona elementos de
Se observa que Natalia considera la transformacién lineal como una funciéon que relaciona elementos de
V con elementos de W y no toma en cuenta la preservacion de las combinaciones lineales. Sin embargo,
si conoce las dos propiedades de las transformaciones lineales que aparecen en los libros de texto:
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Esta definicion excluye la naturaleza de los objetos que expresa, esto es como una funcién que esta
definida entre espacios vectoriales. Pero por otro lado, ella insiste en usar su definicion.

e I F AT
e xd mm
Al

Aqui Natalia muestra que una transformacion lineal es una funcion entre V' y W, y se puede notar que
esta representacion hace referencia a las funciones trabajadas en Calculo, es decir, no esta considerando el
hecho de que V' y W son espacios vectoriales. Al parecer la estudiante piensa en T como una funcion de
variable real, como se puede apreciar en la siguiente imagen.

Sea HE -R‘!.
T R
_‘f(-«"‘}’ B pei.

Se puede notar que Natalia presenta dificultades con el registro algebraico ya que considera a f como un
elemento de R y no de R?. También presenta dificultades con otros tipos de representacion como el
matricial: “la matriz tendria que ser de 2 X 2 bueno, seria buscar entonces una matriz, tal que al
multiplicarse entonces diera al producto, entonces como éste es un vector (X,y,z) la matriz que buscamos
nos va a mandar a R?” (Ramirez et al., 2014, p. 242).

O AN [ _11
) =) W

Ramirez et al., (2014) destacan que Natalia no logra realizar la conversion entre el registro algebraico al
registro matricial, desde nuestro punto de vista debido a su definicion, que evidentemente deja de lado el
concepto de base ordenada. Dentro de las conclusiones expuestas por estos investigadores es de interés
destacar:
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En nuestras observaciones comprobamos que cuando un estudiante tiene la habilidad de coordinar
registros, al presentdrsele alguna situacion matematica busca y estd en mejores condiciones de
encontrar estrategias eficientes para resolverla. Sin embargo, el hecho de que resuelva alguna
situacion no implica que tenga esta habilidad. Por ejemplo el estudiante Franco al solicitarle una
Transformacion lineal responde con la transformacion identidad, caracterizandola con T(I) =1y
comprobando algebraicamente las propiedades de la definicién. Aunque el estudiante proporciond
una respuesta correcta, la pregunta no nos permite averiguar si el estudiante realiza o no
coordinacion; simplemente pudo haber recordado un ejemplo trivial de Transformacion lineal.

(Ramirez, Romero y Oktag, 2014, p. 247).

Los investigadores destacan la importancia de analizar las producciones semidticas de los estudiantes sin
dejar de lado sus expresiones verbales, ademas plantean que es fundamental hacer preguntas de
seguimiento que permitan comprobar lo que significa cada expresion para ellos.

De los trabajos descritos puede evidenciarse la necesidad de establecer conexiones entre las diferentes
interpretaciones de la transformacion lineal. Las situaciones de las investigaciones descritas hacen énfasis
en transformaciones lineales que podian ser representadas graficamente y estaban asociadas a un
movimiento geométrico; o representaciones matriciales que buscan destacar caracteristicas geométricas
de la imagen de un conjunto de vectores.

Surge entonces la necesidad de trabajar sobre las diferentes interpretaciones de la transformacion lineal;
cuando se hace referencia a las “interpretaciones” éstas se consideran como los argumentos observables
que un individuo puede poner en juego a la hora de abordar una situacion matematica y estan
determinadas por la presencia de la transformacion lineal como: una funcién, una matriz o como la
transformacion de un conjunto de vectores de R? en R?. Lo fundamental entonces es centrar la mirada en
la siguiente pregunta: ;como puede un estudiante establecer relaciones entre dichas interpretaciones? La
principal hipétesis de esta investigacion es que esto se logra gracias a la construccion de un Esquema que
establezca caminos de construccion a partir de la base como un Proceso. Esto sera discutido y analizado
ampliamente en el siguiente capitulo.

Como ya hemos mencionado en esta investigacion analizamos la construccion del Esquema de
transformacion lineal en términos de la teoria APOE, tomando las tres representaciones de este objeto
matematico. A continuacion describimos los principales constructos que usa esta teoria para explicar
como un estudiante construye conocimiento matematico.

1.2. Investigaciones relacionadas con la teoria APOE

El trabajo de Roa-Fuentes y Okta¢ (2010; 2012) aborda la construccion del concepto de transformacion
lineal tomando como referente la teoria APOE. Roa-Fuentes y Okta¢ (2010) muestran un analisis sobre
como construir una descomposicion genética, enfocado en el concepto de transformacion lineal y en
2012, publican una validacion de dicha descomposicion y un analisis refinado por la aplicacion del ciclo
de investigacion de la teoria APOE. El desarrollo del Analisis Teorico llevo a dichas investigadoras a
proponer una descomposicion genética preliminar de dicho concepto. Para esto proponen dos caminos de
construccion de dicho concepto, determinados por diferentes mecanismos mentales: el primero por la
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coordinacion de Procesos y el segundo por la aplicacion de Acciones especificas sobre objetos iniciales.
A continuacion aparecen los caminos:

Transformacion

Objeto

|

L UxU = U T una funcién definida entre espacios K xlD s U
(wy.u2) = w — vectoriales sobre un eampo K — (cous) —

Proceso Proceso Proceso
Coordinacion (V) Coordinacién (V)
1 ’ . 1 r y i - .
Wy, s € U se tiene que Yu € Uy Ve € I se tiene que
Ty +ua) = Tluy) + Tlua) Tlew) = eT'(u)
Proceso Proceso

Figura 1.5. Camino 1: Objeto de transformacion como elemento preliminar (Roa-Fuentes y Oktag, 2010
p.103).

En la Figura 1.5, es necesario que el estudiante tenga una concepcion objeto de transformacion, de esta
manera sera posible desencapsular la transformacion y asi puede trabajar con el proceso que lo generd.
Mediante la coordinaciéon de dos Procesos multiplicacion por escalar y suma vectorial, y por el
cuantificador V, se podra generar un nuevo proceso que le permitira probar si se cumple la propiedad
T(uy + uy) = T(uy) + T(u,). Esta coordinacion es posible cuando el estudiante logra considerar que la
transformacion se cumple para todo vector de U, y que al sumar un par de vectores de U, la suma u; + u,
también va a estar en U, por ser este un espacio vectorial.

De manera similar, la coordinacién por el cuantificador V se realiza entre los Procesos de transformacion
y multiplicacion por escalar, de esta manera el estudiante puede lograr una concepcion proceso de la
propiedad T (cu) = cT (u), paratodo u en Uy para todo ¢ en K.

El otro modelo propuesto para la construccion del concepto de transformacion lineal se puede observar en
la Figura 1.6.

Accidn Aceidn
Fijados un par de de vectores u y w en UV Fijados un wen IV v cen K
T(u+w)="T(u)+ T(w) T(cu) = eT'(u)
Interiorizacion
v
T[_N+H'} = T(r;,'l-é—T[:r'_] T(eu) = eT(u)
Estado intermedio [L‘:hteuio illt[‘l'lllt‘:”()J

Proceso Proceso
Yuy, us € U se tiene que Yu € Uy Ve € K se tiene que
T{uy +us) =T (uqy) + T(us) T(eu) = 1'(u)

Figura 1.6. Camino 2: Asimilacion del objeto vectorial por el Esquema de funcion (Roa-Fuentes y Oktag,
2010, p.105).
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En este caso un estudiante puede iniciar la construccion realizando Acciones que consisten en comprobar
las dos condiciones de linealidad. Reflexionar sobre las Acciones puede dar lugar a dos Procesos que se
coordinan y ahora, las dos propiedades se ven ahora como una, en términos de la preservacion de
combinaciones lineales. Esto se da cuando el estudiante considera como equivalentes la preservacion de
las operaciones de linealidad con la preservacion de combinaciones lineales. En particular cuando surge la
necesidad de realizar Acciones sobre el proceso construido, éste se encapsula para dar lugar al objeto de
transformacion lineal.

En ambos caminos podemos observar la importancia que tiene el cuantificador, es necesario que para la
construccion del concepto abordado, los estudiantes tengan claro que estas propiedades se deben cumplir
para todos los elementos del espacio vectorial y para todo elemento del campo sobre los cuales el espacio
vectorial esta definido. Segiin Dorier (2000), una de las dificultades que presentan los estudiantes es
comprender el uso de los cuantificadores que en muchas ocasiones se encuentran implicitos. Esto lo
notamos a menudo en la clase, cuando el estudiante quiere demostrar una proposicion mostrando que se
cumple para un elemento del conjunto en que se definen los elementos de la proposicion.

Como resultado del trabajo realizado por estudiantes resolviendo situaciones disefiadas con base en los
Analisis Teoéricos expuestos, Roa-Fuentes y Oktag en 2012 plantean una descomposicion genética
refinada del concepto de transformacion lineal. Entre otros asuntos plantean la importancia de realizar
un modelo de ensefianza en donde se resalte la importancia del campo. Por ejemplo, “la transformacion
T: C - C definida como T(z) = Z, es una transformacion lineal si el espacio vectorial se define sobre el
campo de los reales (R). Pero si se define sobre el campo de los complejos (C), no lo es, puesto que la
multiplicacion por escalar no se preserva. Si z=1—iy a =1+1i tenemos que T(az) =2 y que
aT(z) = 2i” (Roa-Fuentes y Oktag, 2012, p.228). Con ejemplos de este estilo podemos mostrar a
nuestros estudiantes que el campo no es invisible, que esta presente asi no se mencione en las situaciones
planteadas o trabajadas en el salon de clase; en donde generalmente se trabaja con los numeros reales.

Otro aspecto que destacan Roa-Fuentes y Oktag (2012), es el hecho de trabajar las dos propiedades que se
debe cumplir para que una transformacién sea transformacion lineal como una sola propiedad, ya que
algunos estudiantes tienden a adoptar la definicion de dicho concepto con el cumplimiento de una de las
dos propiedades; esto lo hemos notado tanto en nuestro salon de clase como en el trabajo de otros
investigadores, por ejemplo, Ramirez et al. (2014). De esta manera también se debe hacer énfasis en que
las transformaciones lineales preservan combinaciones lineales.

Es necesario resaltar que después del analisis de los resultados surge la necesidad de construir el concepto
de transformacion lineal de manera paralela con otros, tales como, el concepto de base. Observemos que
este ha sido el comun denominador de los trabajos descritos en este apartado, no podemos construir un
concepto de la nada, necesitamos tener en cuenta de relacion o relaciones con otros conceptos. A su vez
K1, Trigueros y Oktac (2008) estudian la comprension del concepto de base de un espacio vectorial desde
el punto de vista de la teoria APOE. Mientras que Maturana, Rodriguez y Parraguez (2013) estudian las
construcciones y mecanismos mentales para el aprendizaje del teorema matriz asociada a una
transformacion  lineal, siendo este ultimo un trabajo que relaciona los conceptos de transformacion
lineal y base.

24



Un Esquema de transformacion lineal: construccion de la representacion geométrica y matricial relacionada con una base
ordenada

A continuacion trataremos de presentar algunos de los resultados presentados en estos trabajos para luego
mostrar algunas reflexiones iniciales sobre el rol que jugaran en nuestra investigacion.

Ku, Trigueros y Oktag (2008) consideran que la base es una componente relevante en el estudio de los
espacios vectoriales y en sus aplicaciones, y que resulta dificil de aprender para los estudiantes. Con el
proposito de comprender la manera como los estudiantes construyen el concepto de base de un espacio
vectorial y teniendo en cuenta los resultados previos, las investigadoras proponen una descomposicion
genética del concepto de base.

A continuacion se muestra dicho analisis y posteriormente explicaremos algunos elementos que nos
interesan resaltar, ver Figura 1.7.

Espacio Vectorial

(Proceso)

Independencia lineal Conjunto generador
(Accién) (Accion)
Encapsulacién Encapsulacién
Independencia lineal Conjunto generador
(Proceso) (Proceso)
Coordinacién
Encapsulacién Encapsulacién
Base
Independencia lineal (Objeto) Conjunto generador
(Objeto) | (Objeto)

Encapsulacién

l

Base
(Objeto)

Figura 1.7. Descomposicion genética del concepto de base (Adaptado de Ku, Trigueros y Oktag, 2008, p. 71).

Ku, Trigueros y Okta¢ (2008) consideran que para construir el concepto de base de un espacio vectorial
V, el estudiante necesita mostrar una concepcion proceso del concepto de espacio vectorial, como se
muestra en la Figura 1.7. Esta concepcion incluye un manejo de las operaciones entre vectores incluyendo
la multiplicacidon por escalar. Si un estudiante tiene una concepcion proceso del concepto de espacio
vectorial, entonces también puede realizar Acciones sobre sus elementos. Es decir, puede verificar si un
vector puede escribirse como combinacion lineal de otros vectores dados, llamemos a ese conjunto S.
También puede verificar si los elementos de S son linealmente independientes o no en términos de la
definicion correspondiente. En este caso, se dice que un estudiante muestra una concepcion Accion de los
conceptos de independencia lineal y conjunto generador.

Cuando el estudiante repite estas Acciones con vectores de diferentes espacios vectoriales dados, y
reflexiona sobre estas Acciones, logra interiorizarlas en un proceso que le permite establecer si un vector
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se puede expresar como combinacion lineal de un conjunto de vectores pertenecientes al espacio vectorial
al cual pertenece dicho vector. Un estudiante que presenta una concepcion proceso de conjunto generador,
puede decir qué propiedades deben tener los vectores que pertenecen a un espacio vectorial generado por
un conjunto generador dado. Observemos en la Figura 1.7., que cuando el estudiante que tiene una
concepcion proceso de independencia lineal y conjunto generador logra coordinar los Procesos antes
mencionados en un nuevo proceso en el que se verifica si los vectores son linealmente independientes y
determina cuales vectores de un espacio vectorial se pueden generar a partir de ellos. Segln las autoras,
este proceso incluye decidir si dichos vectores son necesarios para generar a todo el espacio vectorial.
Siguiendo la Figura 1.7., este proceso se encapsula, como un todo, en un objeto relacionado con el
espacio vectorial: la base.

Dentro de las conclusiones obtenidas por Ku, Trigueros y Oktag (2008) se destacan:

e Los conceptos de conjunto y subespacio no se relacionaron en la descomposicion genética
propuesta, estos conceptos se relacionaron con las dificultades acerca de las propiedades de
conjunto generador e independencia lineal que satisface un conjunto para ser una base y que es
una caracteristica fundamental para la construccion de dicho concepto.

o La descomposicion genética propuesta fue util para explicar la dificultad de construir la base como
proceso.

e Es necesario incluir en la descomposicion genética los conceptos de conjunto generador y
subespacio vectorial como proceso para que se puedan coordinar con los conceptos de
dependencia e independencia lineal y conjunto generador.

o Es mas facil para el estudiante verificar si un conjunto es una base para un espacio vectorial que
dado un espacio encontrar una base.

e Se sugiere que en los cursos de Algebra Lineal se trabaje con diferentes espacios vectoriales
diferentes a R™, ya que en las entrevistas se evidencio que los estudiantes no podian trabajar con
otros espacios vectoriales. (p.86).

Maturana, Rodriguez y Parraguez (2013) investigan las construcciones y mecanismos mentales necesarios
para reconstruir el teorema matriz asociada a una transformaciéon lineal (MATL). En el trabajo, los
investigadores presentan una descomposicion genética del teorema de la matriz de la transformacion
lineal, considerando que para que un estudiante llegue a construir la MATL como objeto, necesita tener
una concepcion objeto del concepto espacio vectorial de dimension finita, el cual debe desencapsular en
los conceptos de base ordenada como proceso y vector de un espacio vectorial como proceso.

Espacios Vectoriales de dimensiones
m,n respectivamente

Objeto
Desencapsular

Figura 1.8. Descomposicion genética de MATL (Maturana et al., 2013, p.1806).

‘ B={1.7....., | Base ordenada de I’

Proceso
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Los Procesos de base ordenada se coordinan a través de la transformacion lineal y el proceso de vector se
coordina con el de combinacion lineal de vectores.

En la primera coordinacion, los Procesos de las bases ordenadas B del espacio vectorial V' y B’ del espacio
vectorial W, se hallan por medio de la transformacion lineal, las imagenes de los vectores de la base B. La
segunda coordinacion los vectores w € W, se expresan como combinacion lineal de los vectores de la
base ordenada B’ del espacio vectorial W. Posteriormente este proceso se encapsula en el objeto vector
coordenado en términos de la base ordenada B’,esto es [w]p- .

L | | |
Coordinados porla TL. Coordinados perlac.L

Tm)=m'

w=a'yW+ahwy o at, Wy,

Proceso

T(vp)=wy,"

LProceso

Objeto
Generalizar a partir del cuantificador
v el Yy, e
Figura 1.9. Descomposicion genética de la MATL (Maturana et al. 2013, p. 1806).

La coordinacion de los Procesos que se obtienen de desencapsular el objeto vector coordenado y el
proceso que se obtiene de la coordinacion dada mediante la transformacion lineal, se coordinan por la
generalizacion del cuantificador para todo, V, el cual determina que el proceso se repite en todos los
vectores de la base ordenada B de V, para finalmente obtener la MATL, [T]g’, como se muestra en la
Figura 1.10:

Generalizar a partir del cuantificador ‘

TOel Yy, e

[T:-)vl)]p' [T(‘Jl)]ﬁ‘ [T(1’)r)]g'

\

EMypn (1)

Encapsulade

I
Objeto: matricial
rotulado

71 =700, [To9l, - [T,

Figura 1.10. Descomposicion genética de la MATL (Maturana et al. 2013, p. 1806).

Cabe resaltar que los autores asocian al éxito de la construccion de la MATL con la importancia en la
transformacion lineal como funcion:
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proponemos que la construccion de dicha matriz se logra de forma adecuada si se identifica con su rol de
funcion, asi la porcion de descomposicion genética de la figura 1, da cuenta de las construcciones y
mecanismos mentales para la construccion de la MATL como un objeto operativo.

[T ]g [1.']5 Mariz
Obieto I

Transformacion Lineal permite romular 2 2
construccién objeto como:

[1]; [V]5 =[70)]5

I

Matriz sociada
alal

Coordenadas

Coardenadas éz la Imagen
del wector del vector

Figira 1. La MATL en uso.

(Maturana et al, 2013, p. 1803).

A continuacion se muestra un analisis a priori del cuestionario que emplearon los investigadores para
disefiar las entrevistas que les permiten documentar las construcciones y mecanismos mentales dispuesto
dicha descomposicion y algunas observaciones sobre el desempeiio de los estudiantes en las entrevistas y
un analisis a posteriori de ellas. Las entrevistas fueron realizadas a tres estudiantes y el cuestionario
aplicado tiene 10 preguntas. Dentro del cuestionario se pregunta:

Considere la transformacioén lineal F:{(1,0,0,1),(0,1,1,0)) — {(x?,x + 1) definida por [F]8' =

((1) é), donde B =((1,0,0,1),(0,1,1,0)) y B’ = (x%,x + 1). Determine las coordenadas del

vector [v]g = [;]

Para los investigadores, esta pregunta permite observar si la construccion de la MATL es un objeto
encapsulado y afirman que si un estudiante no construye este objeto es poco probable que tenga la
interpretacion funcional de transformacion lineal como un objeto.

i e S B
{}_1“ L"‘;Lp, 1\. ln-g,h el S I .f::: e

) )

II (ICH (TR RFITR (1 [.IIII |I| [ IERI I'l|||||. i i:l

] |I 1y T [v]e e

Figura 1.11. Produccion E4 (Maturana et al., 2013, p. 1804).

Maturana et al. (2013) en el ejemplo anterior presentan el trabajo realizado por el estudiante E4 y al lado
parte de la descomposicion genética de la MATL; y se puede observar como las autoras lo indican, que el
estudiante E4 logra seguir el camino propuesto en dicha descomposicion, es decir, construye el objeto.

28



Un Esquema de transformacion lineal: construccion de la representacion geométrica y matricial relacionada con una base
ordenada

Maturana et al. (2013) han llegado a la conclusion que el concepto de coordenadas de la imagen de un
vector, por medio de una transformacion lineal no representa dificultad a los estudiantes, sin embargo la
generalizacion representa un obstaculo. Algunos estudiantes que hicieron parte de esta investigacion, no
logran construir la matriz asociada a la transformaciéon lineal.

K1, Trigueros y Oktag (2008) y Roa-Fuentes y Oktag (2010; 2012) hablan de la necesidad de estudiar los
Esquemas de los conceptos abordados en sus investigaciones. Podemos observar que estos tres ultimos
trabajos, tratan sobre temas del Algebra Lineal que estin muy relacionados entre si, y ;por qué no?,
podemos pensar que tenemos herramientas suficientes para pensar en elaborar un Esquema de la
transformacion lineal.

1.3. Planteamiento del Problema

Como se puede ver en los antecedentes, en algunos paises como Canada, Estados Unidos, Francia,
Colombia, Chile y México, entre otros, se han realizado diferentes estudios sobre la ensefianza del
Algebra Lineal en algunos programas universitarios y sobre el fracaso de los estudiantes al abordar los
conceptos basicos de esta area. Entre ellos Dubinsky (1991) y otros miembros de Research
Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC por sus siglas en inglés), han disefiado
una teoria que busca explicar como un estudiante construye su conocimiento matematico, la teoria APOE.
Los constructos tedricos de este acercamiento han permitido la construccion de modelos cognitivos para
Algebra Lineal, en particular de conceptos como: combinacion lineal, espacio vectorial, base, conjunto
generador, espacio generado, transformacion lineal, entre otros. Como se mostr6é en la seccion anterior
diferentes trabajos han abordado particularmente el problema de la comprension de la transformacion
lineal desde diferentes perspectivas. La teoria APOE ha servido como marco teorico para analizar las
estructuras mentales de los estudiantes al construir su definicion funcional (Roa-Fuentes y Oktag, 2010;
2012) y su representacion matricial (Maturana & Parraguez, 2013).

Se cuenta entonces con elementos especificos que estan relacionados con la transformacién lineal,
analizados en términos de la misma teoria que pueden ser usados para determinar las estructuras mentales
necesarias para construir un Esquema de transformacion lineal, que tome como elementos fundamentales
su representacion matricial y geométrica a partir del concepto de base; sin embargo dichos analisis de
alguna manera han sido independientes. Por ejemplo, en el trabajo realizado sobre transformacion lineal
por Roa-Fuentes y Okta¢ (2010; 2012) se sefiala la necesidad de construir este concepto a la par con el
concepto de base, pero hasta el momento no se ha analizado cémo. Pero por otra parte, se tiene una
descomposicion genética del concepto de base propuesta por Ku, Trigueros y Oktag (2008) que incluye
un analisis inicial sobre la combinacion lineal como estructura necesaria la construccion de la base. No
podemos dejar a un lado el estudio realizado por Maturana y Parraguez (2013; 2014) que presenta no solo
las construcciones y mecanismos mentales asociados a la matriz asociada a la transformacion lineal, sino
que también plantean un Esquema de transformacion lineal considerando las tres interpretaciones de la
transformacion lineal: funcional, matricial y geométrica. En este Esquema juega un papel fundamental el
vector coordenado y por supuesto la combinacion lineal.

Estos elementos nos permitiran estudiar la construccion del Esquema de transformacion lineal tomando
como elemento principal el concepto de base ordenada. Dado que el Esquema es la estructura mas
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compleja, analizaremos con detalle las estructuras y los mecanismos que lo conforman y que pueden dar
lugar a la construccion de la representacion matricial y geométrica de la transformacion lineal. El analisis
del rol de la base ordenada en el momento de construir una de las interpretaciones mencionadas de la
transformacion lineal, nos permitira establecer la evolucion del Esquema de este concepto a través de la
descripcion de los niveles Inter, Intra y Trans. Para esto tomaremos como base la primera descripcion de
estos niveles presentada en Roa-Fuentes (2008).

Con este panorama en esta investigacion nos proponemos analizar las siguientes preguntas:

(Qué estructuras y mecanismos mentales debe construir un estudiante para lograr un
Esquema de transformacién lineal?

(A través de qué mecanismos la base como proceso, determina la representacion matricial
y/o geométrica de una transformacion lineal?

(Qué clase de situaciones mateméticas deben abordarse en un curso regular de Algebra
Lineal para potenciar la construccion de dicho Esquema?

De estas preguntas se desprenden los siguientes objetivos:

Construir en términos de la teoria APOE un Esquema validado de transformacion lineal que tome
como elementos fundamentales su representacion matricial y geométrica a partir de su relacion con el
concepto de base.

Disefiar con base en el Analisis Teorico propuesto un modelo de clase que incluya elementos
curriculares y didacticos que motiven la construccidon exitosa por parte de los estudiantes del
Esquema de transformacion lineal en cursos regulares de Algebra Lineal.

En el siguiente capitulo mostraremos algunos aspectos importantes relacionados con la teoria APOE, que
nos permitirdn responder las preguntas de investigacion y asi alcanzar los objetivos mencionados
anteriormente.
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Capitulo 2.
La teoria APOE

En este capitulo presentamos el marco tedrico que sustenta nuestro trabajo de investigacion. Como lo
mencionamos en el capitulo anterior, los objetivos de este proyecto se centran en la construccion de un
Esquema del concepto transformacion lineal asociado al concepto base, teniendo en cuenta su
representacion matricial y geométrica en el caso de transformaciones sobre el plano cartesiano y para ello
es necesario que los estudiantes logren establecer conexiones dichos conceptos. A continuacion
analizaremos algunos aspectos tedricos que nos permitiran fundamentar este trabajo.

2.1. La teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas)

La teoria APOE es una teoria constructivista que toma como marco de referencia la teoria de Piaget,
principalmente en el concepto de abstraccién reflexiva, para describir el desarrollo del pensamiento
l6gico en los niflos (Asiala, et al., 1996); Dubinsky extiende esta idea al analisis cognitivo de conceptos
matematicos que se estudian en un nivel escolar superior.

La abstraccion reflexiva permite describir como un estudiante logra construcciones mentales sobre un
concepto matematico determinado, pues para la teoria los conceptos matematicos no se aprenden
directamente sino que se aprenden si el estudiante posee las estructuras mentales adecuadas para
comprenderlo, como se muestra a continuacion:

El conocimiento matematico de un estudiante es su tendencia a responder a las situaciones matematicas
problematicas en un contexto social, construyendo Acciones, Procesos y objetos y organizandolos en
Esquemas con el fin de manejar las situaciones y resolver los problemas. (Dubinsky & Mc Donald,
2001, p.276)

Para la teoria APOE estas estructuras estan compuestas por las construcciones mentales (Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas) que un estudiante realiza para comprender determinado concepto
matematico y para ello cuenta con unos mecanismos mentales (interiorizacién, coordinacion,
encapsulacion, generalizacion y reversion) que son considerados casos particulares de la abstraccion
reflexiva.

La herramienta que permite describir la manera como se construye el conocimiento se denomina
Descomposicion Genética, ademas de describir aspectos favorables de una porciéon de conocimiento
matematico, se espera determine aspectos metodoldgicos relacionados con la ensefianza de las
matematicas (Arnon et al, 2014; Asiala et al, 1996). La descomposicion genética es un modelo cognitivo
que explica las relaciones que se deberian dar entre las estructuras (Acciones, Procesos, Objetos,
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Esquemas) y los mecanismos mentales (interiorizacion, coordinacidon, encapsulacion, tematizacion,
generalizacion, reversion) para que un estudiante logre construir un concepto y/o nocién matematica.

2.1.1. Mecanismos mentales

Dubinsky considera seis tipos de abstraccion reflexiva: la interiorizacion, la coordinacion, la
encapsulacion, la generalizacion y la reversion.

Interiorizacion: Piaget caracterizd este mecanismo como la traduccion de una sucesion de
Acciones materiales a un sistema de operaciones interiorizado. Dubisnky resume este mecanismo
como la transferencia de una actividad especifica del mundo externo al mundo interno. Asi
mediante este mecanismo es posible que una Accion sea transformada en un proceso.

Coordinacion: Este mecanismo fue descrito por Piaget como la coordinacion general de
Acciones, refiriéndose a todas las maneras de usar una o mas Acciones para construir nuevos
objetos o Acciones. Mediante este mecanismo dos o mas Procesos pueden coordinarse para
generar nuevos Procesos.

Encapsulacion: Este mecanismo es considerado como el mas importante para la construccion del
conocimiento matematico y consiste basicamente en la conversion de un proceso (una estructura
dindmica) en un objeto (una construccion estatica).

Generalizacion: Este mecanismo esta relacionado con la capacidad del estudiante para aplicar un
determinado Esquema en un contexto distinto, estd determinado por su capacidad para determinar
los alcances de sus construcciones. En este mecanismo los Esquemas no cambian, pero otros
objetos pueden ser asimilados por un Esquema para ser contextualizados en otros contextos.

Reversion: Este mecanismo fue agregado por Dubinsky como un caso particular de abstraccion
reflexiva. Y consiste basicamente en desencapsular un objeto o revertir el mecanismo que lo
generd. De esta manera un estudiante puede regresar sobre el proceso siempre que lo requiera.
(Dubinsky 1991, citado en Roa-Fuentes 2008 p.30).

Tematizacion: Cuando un estudiante reflexiona sobre un Esquema, viéndolo como “un todo”, y
ademas puede realizar Acciones sobre el Esquema, se dice que el Esquema ha sido tematizado en
un objeto (Asiala, et al., 1996). Para Piaget y Garcia (2004, p.103), la tematizacion es “el paso del
uso o aplicacion implicita, a la utilizacion consciente, a la conceptualizacion.

2.1.2. Construcciones mentales

En el siguiente grafico mostramos el proceso dinamico de como un estudiante construye sus estructuras
matematicas.
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Esquema

interiorizacion

acciones
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coordinacién

objetos reversion
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Figura 2.1. Estructuras y mecanismos mentales para la construccion del conocimiento matematico (Arnon et al.,
2014, p. 18)

Como puede verse en la Figura 2.1, cuando un estudiante inicia la construccién de un concepto o nocion
matematica realiza transformaciones (Acciones y Procesos) sobre Objetos preexistentes. Una vez
interiorizadas estas Acciones decimos que el estudiante tiene una concepcidon Proceso; una vez que este
Proceso es encapsulado pasa a ser un Objeto cognitivo. Un Objeto se puede des-encapsular para volver al
proceso que le dio origen y de esta manera coordinarlo con otro(s) Proceso(s), para posteriormente ser
encapsulado(s). Una vez el estudiante logra un Objeto es posible dar paso a la construccion del Esquema.

A continuacion haremos una descripcion mas detallada de estas construcciones mentales tomando y
presentaremos de ejemplo el concepto de transformacion lineal definido por Roa-Fuentes y Oktag (2010):

Accion: Una Accién es una transformacion de un objeto que es percibida por el estudiante como
externa y se realiza como una reAccion a sugerencias que proporcionan detalles de los pasos a seguir.
Un estudiante que tiene una profunda comprension sobre un cambio dado puede ejecutar una Accion
cuando sea necesario, pero no se limita a operar en el nivel de Acciones. (Asiala, et al., 1996, p.10)

Si el estudiante se limita a realizar operaciones aplicar algoritmos y procedimientos externos, sin mostrar
reflexion sobre ellos, decimos que el estudiante muestra una concepcion Accion. Por ejemplo, en el caso
de la transformacion lineal, el estudiante necesitara de una formula explicita que le permita verificar las
propiedades de linealidad. Ademas sera necesario hacer la pregunta: ¢es T una transformacion lineal?
Las Acciones para este caso, se determinan por la repeticion de un algoritmo y la notaciéon de los objetos,
sin que haya consciencia de la naturaleza de los elementos.

Proceso: Cuando una Accion se repite y el estudiante reflexiona sobre ella, puede interiorizarse en un
proceso. Es decir se realiza una construccion interna que ejecuta la misma Accion en la mente del
estudiante, pero ahora no necesariamente dirigida por un estimulo externo. Un estudiante que tiene una
concepcion de proceso de una transformacion puede reflexionar sobre, describir, o incluso invertir los
pasos de la transformacion sin realizar dichos pasos. (Asiala, et al., 1996, p.10)

La concepcion Accidn requiere de estimulos externos, pero la concepcion proceso de un control interno.
Por ejemplo, en el caso de la transformacion lineal, es claro que hay interiorizacion cuando el estudiante
puede reconocer si es 0 no una transformacion lineal al verificar mentalmente la preservacion de la suma
vectorial y el producto por escalar, o la preservacion de combinaciones lineales. Un proceso también
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puede darse por la coordinacion de dos Procesos, este mecanismo permite formar relaciones entre los
Procesos (por ejemplo mediante conectores 16gicos) para determinar un nuevo proceso. (Roa-Fuentes y
Oktag, 2010).

Objeto: Cuando un estudiante reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso en particular,
toma conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas transformaciones (ya sean Acciones o
Procesos) que pueden actuar sobre él, y es capaz de construir de hecho esas transformaciones, entonces
estd pensando en este proceso como un objeto. En este caso, decimos que el proceso ha sido
encapsulado en un objeto. (Asiala, et al., 1996, p.11)

Las Acciones y los Procesos pueden considerarse transformaciones dinimicas mientras que los objetos se
consideran construcciones estaticas. Retomando el ejemplo del concepto de transformacion lineal
propuesto por Roa-Fuentes y Oktag (2010), al realizar preguntas especificas como si T es una
transformacion lineal, ¢es siempre T~'una transformacion lineal?, o al considerar L(U,V) como el
conjunto de transformaciones lineales definidas entre los espacios vectoriales U y V, donde cada funcion
g definida entre U y V es una transformacion lineal y se considera como un vector del espacio vectorial
L(U,V), en estos casos la transformacion lineal es considerada como un objeto.

Esquema: La abstraccion reflexiva permite describir como un estudiante logra construcciones mentales
sobre un concepto matematico determinado, ya que él considera que los conceptos matematicos no se
aprenden directamente sino que se aprenden si el estudiante posee las estructuras mentales adecuadas para
comprenderlo, como se muestra a continuacion:

El conocimiento matematico de un estudiante es su tendencia a responder a las situaciones matematicas
problematicas en un contexto social, construyendo Acciones, Procesos y objetos y organizandolos en
Esquemas con el fin de manejar las situaciones y resolver los problemas. (Dubinsky & Mc Donald,
2001, p.276).

Para la teoria APOE, la construccion del conocimiento matematico esta condicionada por el “paso” que
un estudiante puede dar entre las estructuras, Accion, Proceso y Objeto, para lograr una organizacion
general de su conocimiento matematico en Esquemas. La coherencia de los Esquemas de un estudiante le
permite decidir como abordar una determinada situacion matematica. Por tanto esta teoria es
especialmente util para describir la forma como un estudiante puede construir un concepto o nocion
matematica exitosamente, a partir de las relaciones que pueden establecerse entre las “viejas” y nuevas
estructuras (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktag, Roa-Fuentes, Trigueros & Weller, 2014).

Arnon et al. (2014) describen el Esquema de un estudiante sobre un concepto matematico como la
coleccion de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas que estan unidos por algunos principios o
relaciones generales para formar una estructura en la mente del estudiante que puede ser ejercida sobre
una situacion problematica que implica ese concepto. Los Esquemas son estructuras dindmicas que segun
Dubinsky (1991), estdn caracterizados por su reconstruccion continua y estan determinados por la
actividad matematica del sujeto. Cuando el Esquema es coherente, el estudiante podra ver toda la
estructura relacionada con el concepto. La evolucion de los Esquemas la describe Piaget en términos de
los niveles Intra, Inter y Trans.
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Segun Trigueros (2005), el nivel Intra determina las Acciones, Procesos y Objetos relacionados con un
mismo concepto matematico, mientras que el nivel Inter determina las relaciones entre los diferentes
conceptos; y el Trans se refiere a la posibilidad de tomar un conjunto de conceptos que se pueden
considerar como Acciones, Procesos, Objetos o Esquemas y las relaciones entre si como un Objeto sobre
el cual se pueden ejercer nuevas Acciones.

Hasta el momento son pocos los trabajos que incluyen la idea de Esquema, en su mayoria relacionados
con conceptos de calculo diferencial. Entre ellos podemos nombrar los trabajos de: Clark et al. (1997)
que estudio la regla de la cadena relacionada con el concepto de derivada; Cottrill, et al. (1999), la regla
de la cadena y su relacion con la composicion de funciones; McDonal, et al. (2000) el concepto de serie y
sucesion, Trigueros (2000) quien trabajo con sistemas de ecuaciones diferenciales y Maturana, Parraguez
y Trigueros (2015).

Para Trigueros (2005), el estudio de los Esquemas de los estudiantes es una herramienta ttil ya que arroja
mucha informacién sobre las dificultades que en muchos casos no se notan en investigaciones de otro tipo
o en el aula. Ademas, estos estudios sefalan aquellas relaciones en las que hay que hacer mayor énfasis.

Entonces lo que queremos especificamente en nuestra investigacion es, tomar esos elementos que con
cierto detalle ya han sido estudiados, “levantar la mirada sobre ellos” y determinar cudles son las
relaciones que tiene que establecer un estudiante entre sus construcciones para estructurar su Esquema de
transformacion lineal. Hipotéticamente y dada la relacion que tiene con el concepto de base, tratamos de
determinar ese tipo de relaciones que en términos de la teoria APOE y cémo estan determinadas por el
tipo de estructuras.

2.1.3. La construccion de Objetos abstractos a partir de Acciones concretas

En Arnon et al. (2014) se propone el uso de la teoria APOE para la ensefianza de matematicas en la
Escuela Basica. Los conceptos que se desarrollan en la universidad generalmente se construyen a partir de
Acciones especificas sobre Objetos abstractos tal como sefialamos en la Figura 2.1. Ahora como se
muestra en la Figura 2.2, en la escuela basica la construccion de Objetos matematicos inicia mediante la
aplicacion de Acciones sobre Objetos concretos.

Esquema

interiorizacion

acciones

) procesos
objetos

concretos

nuevos
objetos
abstractos

encapsulacion

desencapsulacion

Figura 2.2. La diferencia en la teoria APOE entre contextos abstractos y contextos concretos (Arnon et al., 2014,
p-154)
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Estos Objetos se interiorizan en Procesos que son finalmente encapsulados en Objetos abstractos. En la
construccion del Esquema de transformacion lineal ha tomado gran importancia la representacion
geométrica. Esta representacion del Objeto matematico puede en un momento dado darle elementos a un
estudiante para comprender una situacion aun cuando ésta esté definida en términos funcionales y/o
matriciales. Gracias a las caracteristicas concretas, entendido esto como aquello que involucra el uso de
Objetos fisicos reales o imaginarios (Arnon et al., 2001) de la representacion geométrica de
transformaciones lineales, un estudiante puede inferir sobre las caracteristicas funcionales y/o matriciales
que estan mas relacionadas con la construccion de Objetos abstractos.

Como se discutié en la seccion anterior el acercamiento exclusivo a la representacion geométrica de la
transformacion lineal, puede obstaculizar la construccion del Objeto matematico; ya que los estudiantes
tienen a centrarse solo en aquello que es observable. Consideremos la siguiente situacion:

Dibuje como queda la casita de la figura al aplicarle cada una de las transformaciones representadas
por las matrices:

Figura 2.3. Transformaciones lineales y matrices (Isaacs y Sabogal, 2009, p.86).

En este caso los estudiantes pueden centrarse en identificar “puntos principales de la casita” (ver Figura
2.3) que al multiplicarse por las matrices determinen la figura correspondiente. En este caso no se plante
una reflexion previa sobre la importancia de calcular las imagenes de los vectores (1,0) y (0,1) (base
canonica) que determinan todas las caracteristicas de la imagen total por ser estos una base de R%. O una
reflexion sobre lo que cada representacion matricial implica sobre la transformacion del Objeto.

Lo importante aqui es considerar como plantean Zazkis, Dubinsky y Dautermann (1996) la coordinacion
entre estrategias visuales y analiticas que converjan a la construcciéon del Esquema de transformacion
lineal.

En el analisis que presentamos aqui buscamos mostrar las profundas relaciones entre los conceptos de
vector, combinacion lineal, base, matriz y transformacion lineal. La construccion de estos Objetos asi
como el estudio de las relaciones entre sus diferentes estructuras serd la base para desarrollar un modelo
de clase que propicie el analisis de los estudiantes sobre dichas relaciones.
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2.2. Ciclo de investigacion de la teoria APOE

La teoria APOE proporciona un paradigma o ciclo de investigacion que consta de tres elementos: Analisis
Teorico, disefio e implementacion de ensefianza y observacion, andlisis y verificacion de los datos. El
ciclo de investigacion pasa a través de las tres componentes como se muestra en la Figura 2.4.

Analisis tedrico

Observacion, analisis Diseno e
y verificacion de implementacion
los datos de ensenanza

Figura 2.4. Ciclo de investigacion (Arnon et al., 2014, p. 94)

El Analisis Teorico es la primera componente del ciclo de investigacion de la teoria APOE, se realiza un
Analisis Teoérico del concepto a estudiar, y aqui se hace un analisis de las construcciones mentales que
debe desarrollar un estudiante para la comprension de dicho concepto. Este andlisis nos lleva a la
construccion e implementacion de una estrategia de ensefianza, con el fin de que los estudiantes logren
alcanzar las construcciones mentales propuestas en el Analisis Teérico; en base a la descomposicion
genética obtenida se disefian unas actividades que se implementaran en la clase y para finalizar, a raiz de
la aplicacion de disefios de ensefanza se obtienen datos que se analizan desde la teoria APOE, en algunos
casos es necesario refinar la descomposicion genética obtenida en el Analisis Teorico.

1. Andlisis tedrico: El ciclo parte de un Analisis Tedrico del concepto matematico y para ello tiene en

cuenta el analisis de libros de texto y la experiencia de los investigadores (estudiante y/o profesor),
examenes diagnostico y los resultados de estudios previos, entre otros aspectos que permitan obtener
informacién sobre cémo se estructura el concepto, para luego determinar un camino posible para la
construccion de dicho concepto. De este analisis surge una descomposicion genética, que como lo
mencionamos anteriormente, es un camino que nos muestra como un estudiante puede construir un
concepto matematico en términos de las construcciones y mecanismos mentales (Roa, 2008).
Asiala, et al. (1996) plantea dos preguntas que guian el trabajo en esta componente: ;Qué significa
comprender un concepto matematico? y ¢como esa comprension puede ser alcanzada por un
estudiante? Estas preguntas permiten la reflexion sobre el concepto de estudio y la forma como los
estudiantes lo conciben. Como se mencioné anteriormente la descomposicion genética de
determinado concepto no es unica.

2. Disefio y aplicacion de instrumentos: La segunda componente del ciclo de investigacion tiene que ver
con el disefio y la aplicacion de instrumentos basados en los Analisis Tedricos (Asiala, et al., 1996).
Después de tener la descomposicion genética preliminar necesitamos documentarla para validarla o
refinarla. Por ello es necesario disefiar y aplicar instrumentos que permitan identificar las
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construcciones mentales sefialadas en la descomposicion genética y aquellas que no se hayan incluido
pero que sean necesarias segun los procedimientos realizados por los estudiantes (Roa, 2008).

3. Analisis y verificacién de los datos: Por ultimo, la tercera componente del ciclo de investigacion es el
analisis y verificacion de los datos. En esta componente se analizan los datos empiricos obtenidos en
la componente anterior. Los datos obtenidos se analizan desde la descomposicion genética preliminar
teniendo en cuenta los elementos que no han sido considerados o cuales de las construcciones dadas
en la descomposicion genética preliminar no se perciben. Después de este analisis obtenemos una
descomposicion genética refinada. (Roa, 2008)
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Capitulo 3.

Desarrollo de la Investigacion: Ciclo APOE

Para determinar las construcciones y mecanismos mentales que subyacen a la construccion del Esquema
de transformacion lineal, un estudiante universitario que asiste por primera vez a un curso de Algebra
Lineal I, se disefido una descomposicion genética que se describe en el apartado anterior, y se crearon
instrumentos y registro de observacion basado en dicha descomposicion, para llevar a cabo el analisis de
la producciones escritas y video grabadas de los estudiantes, en particular de sus estrategias de solucion.
Para analizar los datos, se consider6 que el estudio de casos. Los estudios de casos se insertan dentro de la
teoria APOE para llevar a cabo un analisis coherente del trabajo de los participantes en la investigacion.

Este capitulo se inicia con la descripcion de las componentes del Ciclo de investigacion propuesto por
APOE, tomando en cuenta las caracteristicas de los estudiantes, profesores y en general las condiciones
del escenario en que se desarrolla esta investigacion.

Andlisis Teorico: En esta investigacion, el Analisis Teodrico se basa en estudiar el concepto de
transformacion lineal y determinar como estd relacionado con el concepto de base en términos de las
relaciones que deben establecerse entre las diferentes estructuras que un estudiante puede lograr para
construirlo. Ademas se establece cudl es el rol que juega en dicha relacion la representacion matricial y la
representacion geométrica (en el caso de las transformaciones de R? en R?). Para esto nos apoyamos
principalmente en las descomposiciones genéticas que han sido estructuradas sobre los dos conceptos de
interés para describir dichas relaciones en un Esquema de transformacion lineal: la descomposicion
genética del concepto de base (Ku y Oktag, 2008) y la descomposicion genética de la transformacion
lineal como funcion (Roa Fuentes y Oktag, 2010).

Esto sumado a la experiencia de las investigadoras como profesoras y estudiantes nos permite establecer
de manera hipotética las relaciones que se destacan en la construccion del Esquema de transformacion
lineal. De este Analisis Teorico se obtiene una descomposicion genética preliminar que permite construir
los instrumentos que seran aplicados durante la investigacion. De tal manera que una vez desarrollado el
ciclo completo se espera obtener un analisis refinado y mas real, teniendo en cuenta el trabajo que logran
desarrollar los estudiantes. Mas adelante se muestra la construccion detallada de la descomposicion
genética preliminar como principal resultado de esta componente.

Disefio y aplicacion de instrumentos: El interés de esta investigacion es realizar el ciclo completo que
propone la teoria APOE. Es por ello que a partir del Analisis Teoérico no solo se busca estructurar una
descomposicion genética del Esquema de transformacion lineal, sino ademas se espera proponer
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sugerencias de tipo didactico sobre como desarrollar en un curso de Algebra Lineal basico el concepto de
transformacion lineal. Ademas de considerar cuestiones de tipo curricular que validen que los conceptos
no se construyen de forma lineal, sino que hay conexiones entre ellos que deben establecerse
previamente. Se propone que en primer lugar es responsabilidad del profesor posibilitar la construccion
de conexiones, esto a partir del tipo de situaciones que propone en su clase. Dentro de lo expuesto, de
manera natural va jugar un papel importante la interpretacion matricial y en algunos casos su
interpretacion geométrica.

Analisis y verificacion de los datos: En esta componente se analizan los datos obtenidos en los talleres
que realizaron los estudiantes, no solo el material escrito sino que también las grabaciones de dichos
talleres, asi como de las grabaciones de las clases. Con base en los analisis obtenidos en la componente
anterior, ademas del trabajo en el aula y el interés en las actividades extracurriculares, se seleccion6 un
grupo de estudiantes para realizar una entrevista didactica. Esto permite refinar atin mas la pertinencia y
validez de la descomposicion genética preliminar, asi como el redisefio de las diferentes actividades
planteadas durante el desarrollo del ciclo de investigacion.

3.1. Elementos iniciales del Analisis Teorico

Una transformacion lineal T puede definirse como una funcion entre espacios vectoriales (T:V — W) que
preserva combinaciones lineales. Ademas, si consideramos que todo vector v € V se puede expresar
como combinacién lineal de los vectores de una base ordenada de V, entonces sabemos que basta con
conocer el efecto de T sobre los vectores de dicha base para determinar la imagen de cualquier vector en
V.

Por otro lado una transformacion lineal donde los espacios vectoriales V' 'y W son de dimension n'y m
respectivamente, puede representarse por medio de una matriz Ay en M,,y, cuyas columnas estin
definidas por las imagenes de los vectores de una base para el espacio V tal como se propone en el
siguiente teorema:

Teorema: Sean V un espacio vectorial de dimension n, W un espacio vectorial de dimension
my T:V - W una transformacién lineal. Sea B, = {vy,v,, ..., v} una base para V y sea
Bw = {w,w,, ..., w,,} una base para W. Entonces existe una matriz unica Ay de m X n tal
que: [T(v)]p,, = Ar[vlg,. (Hoffman 1971, p.88)

De esta manera es posible encontrar la transformacion de cualquier vector v € V por medio de la matriz
de la transformacion. Este resultado, establece un isomorfismo en donde la matriz de la transformacion
lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita, se puede expresar como una matriz y toda matriz
puede representar una transformacion lineal entre dichos espacios, jugando un papel importante la base.
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T 4
V— W
By Bw

Fn- _ s FTT?,
At

Figura 3.1. Transformaciones lineales y matrices.

En la Figura 3.1. como se plantea en Weller, Montgomery, Clark, Cottrill, Trigueros, Arnon y Dubinsky
(2002) las flechas verticales indican el isomorfismo entre el espacio vectorial V' y el espacio vectorial
F™, asi como el isomorfismo entre los espacios vectoriales W y F™, resaltando la importancia de las
bases ordenadas fijadas.

La flecha horizontal T indica la transformacion lineal de VV en W, mientras que la flecha A; muestra la
representacion matricial de T con respecto a las bases ordenadas By y By . Esta relacién entre las
transformaciones lineales y las matrices, permite, para el caso particular de transformaciones del plano en
el plano, o del espacio, describir el efecto geométrico de la transformacion lineal.

Es necesario resaltar que por lo general, en los primeros cursos de Algebra Lineal solo se trabaja con la
base canonica en ambos espacios, obteniendo que T(v) = A;v, esto hace que para los estudiantes el
papel de la base sea invisible. En el desarrollo de este documento, iremos analizando diferentes
situaciones que pueden generar la reflexion de los estudiantes sobre el rol de las diferentes
representaciones de un concepto en una situacion matematica. En particular haciendo énfasis en las
interpretaciones de una transformacion lineal y la importancia del concepto de base. Para esto iniciamos
con la presentacion de un Analisis Teorico.

3.1.1. Un modelo de construccion de la transformacion lineal

Un estudiante que inicia la construccion de su Esquema de transformacion lineal debe relacionar
basicamente tres estructuras; dos estructuras Proceso, una de base y de transformacion lineal y, una
estructura Objeto de vector.

Entendemos la base como Proceso cuando un estudiante logra verla como un conjunto de vectores S =
{vi, vy, ..., vy}, linealmente independientes que le permite expresar cualquier vector de un espacio
vectorial V como una combinacion lineal de ellos (K et al, 2008). Una estructura dinadmica de
transformacion lineal permite que el estudiante piense en ella como una funcion definida entre espacios
vectoriales que preserva combinaciones lineales (Roa-Fuentes et al, 2010). Diremos que un estudiante
tiene una estructura Objeto de vector, cuando lo concibe como un elemento de un espacio vectorial.

La primera estructura que buscamos establecer en este analisis es la construccion de la representacion
matricial a partir del establecimiento de relaciones entre las estructuras mencionadas. Con éstas la
experiencia de un estudiante con diferentes situaciones que involucran la transformacion lineal puede
iniciar con la construccién de una concepciéon dindmica de un vector v en V al expresarlo como
combinacion lineal de los vectores de la base Sy, esto es con la construccion del vector de coordenadas
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(Parraguez, Lezama, Jiménez, 2016). Asi el vector v inicialmente percibido por el estudiante en términos
de sus componentes, ahora es visto a partir de los escalares que permiten construir la combinacion lineal:

V =cvy + vy + o+ iy, (F)

El mecanismo a través del cual el estudiante logra esta nueva estructura es la coordinacion; este
mecanismo le permite caracterizar el nuevo Proceso a partir de la unicidad de los escalares c; y el orden
de la base. Entonces en la expresion * tenemos en el lado izquierdo una estructura estatica y en el derecho
una dinamica del mismo Objeto matematico. La construccion del vector de coordenadas es fundamental
para determinar la representacion matricial de una transformacion lineal. Con base en lo descrito, daremos
paso a la construccion de este nuevo Objeto.

Un estudiante con una concepcion Proceso de transformacion lineal debe manifestar que la funcion T le
permite transformar combinaciones lineales. En algunos casos esto se aplica de manera mecéanica, como
un algoritmo dado para resolver ciertos ejercicios. Sin embargo en este punto para la construccion del
Esquema es necesario que el estudiante manifieste su coherencia ya sea de manera verbal o escrita, para
aplicar la transformacion sobre la igualdad (*), esto es:

Tv =T(c1v1 + vy + -+ Ccvp)
Tv =T(c1v1) + T(cyvp) + -+ T(cpvy)
Tv =c;Tvy + c;Tv, + -+ ¢, Ty, . (x%)

Las Acciones especificas que logra aplicar para transformar la primera expresion en la tercera, requieren
de una concepcion Proceso de la transformacion lineal en términos de la preservacion en primer lugar de
la suma vectorial y en segundo del producto por un escalar. Esto entre otras cosas le permite al estudiante
establecer que una transformacion lineal queda definida a partir de las imagenes de los vectores una base
del espacio vectorial del dominio.

Resultado de la aplicacion de las transformaciones descritas se tiene la expresion (**), que puede ser vista
como un Objeto igualado a un Proceso, una forma dinamica del vector Tv que estd totalmente definida
por los escalares de la combinacion lineal. Este Proceso visto como un vector de coordenadas de Tv en
términos de las imagenes de la base, puede ser encapsulado en un Objeto cuando dicho vector es
construido como un Objeto del espacio vectorial W. Asi el estudiante logra ver el vector Tv como una

[

C2
énupla de la forma, | = | un vector definido de manera tinica por los escalares ¢y, Cy, ..., ¢, en F (Campo
lc, )
sobre el cual se definen los espacios vectoriales IV 'y W).

La construccion de este Objeto requiere que el estudiante trabaje con diferentes situaciones que enfaticen
en la unicidad de este vector dada una base.

Ahora, la construccion de la Matriz que representa la transformacion lineal Ay , implica realizar las
Acciones descritas para todos los vectores de §;;. Sabemos que cada uno de los nuevos vectores Tv,, Tv,,
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..., Ty, en términos de W , [Tvi] s, Para i=1,..,n, determinan las columnas de la matriz Ay que
w

representa la transformacion lineal. Una vez un estudiante logra construir dichos vectores estd en
capacidad de iniciar con la construcciéon de la matriz Ay.

La representacion geométrica de una transformacion lineal la consideramos como un sub-Esquema de
este, enfocandonos en transformaciones lineales de R? en R?. En este caso, las transformaciones lineales
(Matrices) que vamos a considerar representaran giros, cambio de escala, reflexiones, cortes con respecto
a los ejes de coordenadas y la composicion entre ellos, siempre y cuando la matriz de la transformacion
sea invertible.

Acciones concretas

Figura 3.2. La representacion geométrica de transformaciones lineales como un subesquema..

En este sentido vamos a entender la representacion geométrica de este tipo de funciones como Objetos
concretos en términos de Arnon et al., (2014). La representacion geométrica permite que el estudiante vea
caracteristicas de los Objetos “fisicos” un punto, una flecha o un poligono como representantes de los
vectores de un espacio vectorial. Es decir, la representacion geométrica le permite realizar Acciones
concretas sobre Objetos concretos que pueden ser interiorizadas en Procesos que permiten la construccion
de Objetos abstractos (ver Figura 2.3). Dado que previamente el estudiante ha iniciado la construccion
del Esquema de transformacion lineal a partir de su definicion funcional y su representacion matricial,
esta interiorizacion estara caracterizada por el establecimiento de una transformacion, una funcién que
estd determinada por las imagenes de los elementos de una base que definen la imagen de cualquier
vector en R?.

A continuacion describimos un camino que puede dar paso a la construccion de dichas estructuras.

Concepcion Accion: Diremos que un estudiante tiene una concepcion Accion de la representacion
matricial de la transformacion lineal T (Ay) cuando puede “organizar” la matriz a partir de las columnas
logradas en las Acciones descritas anteriormente. En esta concepcion, puede “usar” dicha matriz para
determinar la imagen de uno o mas vectores. Consideremos el siguiente ejemplo:
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Sea T: R® — R? una transformacion lineal, suponga que:

T (é) =) 7 (2) =() v T(§> =-(2): CalcularT<—z4>.

En este ejemplo es posible que un estudiante construya la matriz A; = [g -15

4 _3] y realice el producto
[2 -1

3
S _53] [—4] para determinar la imagen del vector dado, esto es evidencia de que ha logrado una
5

concepcion Accion de la matriz que representa la transformacion lineal. Pero por otra parte, gracias a las

3
relaciones que ha logrado entre la transformacion lineal y la base es posible que escriba el vector [—4]
5

1 0 0
como combinacion lineal de los vectores (0) , (1) y (0), para determinar finalmente la imagen bajo T de
0 0 1

3
(—4). Con esto queremos sefialar que la construccion de una concepcion Accion de Ay no puede ser
5

independiente de las estructuras previas que el estudiante ha logrado.

Las Acciones descritas de construccion y uso de la matriz A pueden interiorizarse en un Proceso. Para
esto el mecanismo de interiorizacion puede lograrse por la experiencia del estudiante con diferentes
situaciones relacionadas con dicha matriz, en donde inicie su reflexion sobre las caracteristicas de la
matriz sin estar condicionado sélo a calcularla de manera mecanica.

Esta estructura Accion de la representacion matricial de la transformacion lineal y su concepcion Proceso
del mismo Objeto como funcion, pueden potenciar en el estudiante una concepcion Accion de la
representacion geométrica. Cuando €l o ella realiza Acciones especificas sobre cada uno de los vectores
representativos del conjunto sobre el cual esta trabajando. Consideremos el siguiente ejemplo:

Sea f una transformacion lineal f: R?> - R? definida como f (;) = (;ﬁ)

a. Describa como queda transformado el conjunto presentado en la siguiente figura.

]

A 4

.
i P

Figura 3.3. Representacion de un conjunto de puntos en el plano.

b. Determine la matriz Af.

Un estudiante puede transformar “puntos representativos”, por ejemplo, calcular las imagenes de
(1,1),(2,0),(3,1),(34) y (1,4). Estas Acciones sobre cualquier conjunto de vectores pueden
interiorizarse en un Proceso gracias a la relacion con la base ordenada. De tal manera que el estudiante ya
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no transforme los vectores que considere importantes dentro del conjunto, sino que pueda definir una base
en R? por ejemplo B = {(1,1);(2,0)}. En esta concepcion habitan la representacién matricial y
geométrica de la transformacion lineal junto con una concepcion Proceso de la representacion funcional.
Es importante resaltar en este punto que aunque las descomposiciones genéticas en muchos casos se
presenten de forma lineal, responden so6lo a una forma de describir como se estructura un concepto y/o
nocién matematica. En nuestro caso dado que tomamos las tres representaciones del Objeto, estamos
estableciendo relaciones entre ellas haciendo un ir y venir entre las diferentes estructuras de cada
representacion que buscamos conectar a traveés de la base ordenada como un Proceso.

Concepcion Proceso: un estudiante con una concepcion Proceso de la matriz Ay puede reflexionar sobre
ella sin tener que calcular de manera especifica sus columnas. Para esto requiere enfrentar situaciones en
donde la tarea implique algo mas que el célculo de la matriz. Por ejemplo, dada una matriz M =

a c e . . . .
( b d f) que representa una transformacion lineal T:V — W, puede determinar las dimensiones de los

espacios V' y W. Esta concepcion estd asociada entonces con una estructura dinamica, dado que el
estudiante puede caracterizar la transformacion lineal a partir de las propiedades de la matriz, asociadas a
su representacion funcional.

La estructura dinamica de la matriz Ay puede verse como una estatica a partir del mecanismo de
encapsulacion; este permite la construccion del Objeto.

En este punto el Esquema de transformacion lineal evoluciona gracias a la relacion que se establece entre
el conjunto de funciones lineales y el conjunto de matrices a través de la fijacion de una base.

Consideramos que un estudiante evidencia una concepcion Proceso de la representacion geométrica de la
transformacion lineal, cuando logra comprender que para encontrar la imagen de un conjunto en el plano,
puede encontrar la imagen de dos vectores no colineales, que en este caso representan dos vectores
linealmente independientes. Teniendo en cuenta que al aplicar la transformacion lineal las rectas paralelas
se mantiene, al igual que los dngulos y el nimero de lados se conservan. Asi la relacion directa entre la
representacion geométrica se relaciona con la funcional a través de la base como Proceso; las
caracteristicas que identifica en términos geométricos (concretos) tienen implicaciones sobre la
transformacion que ésta define; la preservacion de dichas caracteristicas es gracias a la linealidad de la
funcion. Esto es en términos funcionales, gracias a la preservacion de combinaciones lineales de 7.

Es aqui donde las caracteristicas de las Acciones concretas se transforman en Procesos que pueden dar
lugar a un Objeto abstracto. La relacion entre lo que es observable en la representacion geométrica y las
propiedades funcionales de la transformacion lineal permiten la evolucion de las estructuras hasta ahora
descritas. El estudiante puede concluir que al aplicar la transformacion lineal a los vectores de la base se
conoce la transformacion lineal para todos los vectores del conjunto de salida. Consideremos la siguiente
situacion:
(Qué le sucede al tren que aparece en la siguiente figura, cuando se le aplica la transformacion lineal
/2. 09,
0

dada por la matriz ( _a)’
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(o)

Figura 3.4. Representacion de transformaciones lineales y matrices (Tomado de Isaacs y Sabogal, 2009, p. 86).

A diferencia del problema del “lapiz”, en la Figura 3.4. se presentan de manera especifica los vectores de
la base candnica de R?, por tanto, en esta concepcion sin realizar ningln célculo el estudiante podria

1
establecer que la matriz dada constituye una transformacion lineal T tal que: T (1) =|z2)yT (0) = ( 0 )
o/ " \g V7~ \4

Y por tanto determinar la imagen del tren al aplicar T.

Esta descripcion de como la representacion matricial y geométrica evolucionan gracias a la relacion con
las caracteristicas funcionales de la transformacion lineal, pueden determinar la construccion del Proceso
que da lugar al Objeto; un Objeto que mantiene las caracteristicas particulares de cada representacion
pero que juega un rol diferente en el contexto en donde es posible que emerja en una situacion
matematica. A continuacion analizaremos esta estructura.

Concepcién Objeto: diremos que un estudiante tiene una concepcion Objeto de la matriz que representa
una transformacion lineal y de su representacion geométrica, cuando puede aplicar Acciones para hallar
nuevas transformaciones lineales. A continuacion hacemos una descripcion del tipo de Acciones que
puede aplicar sobre dicho Objeto.

* Determinar si una transformacion lineal es o no invertible. Una vez el estudiante conoce la
representacion matricial A de una transformacion lineal podra, establecer criterios sobre la matriz
para determinar si la funcion T es o no invertible. Por e¢jemplo consideremos la siguiente tarea:

2 -1 5

3 4 -3

En este caso ¢l o ella puede determinar si A es o no invertible. Esto le permitira inferir sobre las

Sea T:R3 — R? una transformacion lineal tal que Ar = ( ) Encuentre si es posible T,

caracteristicas funcionales de T y en este contexto decidir si T~1: R? - R3 est4 o no definida.

=  Componer dos transformaciones lineales a partir del producto de sus matrices asociadas. La
construccion del Objeto matriz de la transformacion implica la comprension del comportamiento del
producto matricial y su relacion con la forma funcional de las transformaciones lineales que
representan. Asi componer funciones resulta equivalente a multiplicar matrices. Consideremos la
siguiente situacion:

1 3

Sean A; = (—2 0 ) y Ag = ( 21 é g) dos transformaciones lineales. Determine, si es posible,
4 1/2 N

ToS ySoT.

Problemas de este tipo implican la construccion de relaciones entre las diferentes formas de ver la
transformacion lineal. En este caso el estudiante puede determinar la forma funcional de las
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transformaciones S y T para componerlas, transformando los vectores de una base ordenada de R?.
Pero por otra parte, puede explorar la relacion entre la operacion producto entre las transformaciones
lineales A7 y Ag; este resultado es planteado en algunos textos como un teorema.

La experiencia de los estudiantes con situaciones similares a las presentadas y una reflexion constante
sobre las diferentes relaciones descritas, motiva la evolucion del Esquema de transformacion lineal en la
medida en que su coherencia le permite resolver o no un problema especifico. A continuacion
describimos como las relaciones descritas a través de las diferentes estructuras pueden determinar la
evolucion del Esquema a partir del desarrollo de los niveles.

Niveles del Esquema de transformacion lineal: de acuerdo al modelo de construccion descrito, el
concepto de transformacion lineal esta constituido por la relacion entre sus diferentes interpretaciones
(funcional, matricial y geométrica), jugando un papel importante la base ordenada como Proceso. A
continuacion describimos un primer acercamiento a los niveles de evolucion del Esquema.

Nivel Intra: En este estudio se considera que un estudiante se encuentra en un nivel Intra cuando aplica
Acciones, Procesos y Objetos a las diferentes interpretaciones de la transformacion lineal; por ejemplo,
dada la transformacion lineal puede encontrar la matriz de la transformacion y viceversa. Cuando al
conocer la matriz de la trasformacion, o la transformacion lineal, aplica transformaciones sobre puntos,
flechas o poligonos (que representan vectores de un espacio vectorial) y logra encontrar la imagen de
dichos vectores bajo la transformacion dada.

Nivel Inter: Un estudiante se encuentra en un nivel Inter cuando en sus argumentaciones considera la base
como concepto fundamental en las diferentes interpretaciones de la transformacion lineal. Por ejemplo,
dada la matriz de la transformacion puede dar informacion sobre la dimension del espacio de salida y la
dimension del espacio de llegada. O cuando al tener un poligono, reconoce dos vectores linealmente
independientes y sus respectivas imagenes bajo la transformacion lineal dada (en su representacion
funcional y/o matricial) y a partir de ellas logra establecer la imagen del poligono sin necesidad de hallar
la imagen de cada uno de los vectores que la conforman.

Nivel Trans: Un estudiante se encuentra en un nivel Trans cuando puede reconocer las diferentes
interpretaciones de la transformacion lineal, funcional, matricial y geométrica y la importancia de la base
ordenada y escoger la representacion mas adecuada para resolver una situacion dada. Esto se evidencia
cuando al construir nuevas transformaciones lineales, por ejemplo, la composicion entre dos funciones,
puede encontrar la composicion a través de la multiplicacion de sus interpretaciones matriciales. O en el
caso de la suma de funciones, sumando sus interpretaciones matriciales. Ahora si la transformacion lineal
es invertible, podra encontrar la inversa empleando la matriz inversa de la transformacion. O el ntcleo y
la imagen de la transformacion conociendo el Niicleo o la Imagen de la matriz de la transformacion.

El desarrollo de estos niveles esta intimamente relacionado con la experiencia de cada estudiante; si bien
las situaciones planteadas son bésicas y son desarrolladas generalmente en los primeros cursos de Algebra
Lineal, lo que muestra la investigacion en Didactica en Algebra Lineal es que los estudiantes no lo logran
reflexionar sobre las relaciones que hemos descrito y sus procedimientos frente a este tipo de situaciones
son de tipo dinamico. Esta reflexion la ampliaremos en la siguiente seccion.
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3.2. Disefio e implementacidon de un modelo de ensefianza

En esta investigacion se desarrollan las tres componentes del Ciclo de investigacion planteado por la
teoria APOE. Esto permite entre otras cosas, proponer sugerencias de tipo didactico sobre cémo
desarrollar en un curso de lineal basico el concepto de transformacion lineal. Ademas de considerar
cuestiones de tipo curricular, que permiten mostrar que los conceptos no se construyen de forma lineal
sino que hay conexiones entre ellos; por tanto el grado de comprensién que un estudiante logre de un
concepto matematico dependera de las relaciones que logre establecer entre sus estructuras previas y el
nuevo concepto. En un primer plano podemos pensar que este asunto es responsabilidad del profesor dado
que a partir del tipo de situaciones que propone en su clase puede dar o no paso al desarrollo de una
estructura de un concepto o nocidn matematica especifica.

Tomando la descomposicion genética preliminar se disefiaron los instrumentos que fueron introducidos en
los cursos y desarrollados por los estudiantes. A partir del modelo descrito en la seccidon anterior se
seleccionaron las situaciones presentadas en el aula, ejemplos desarrollados por el profesor y ejercicios
propuestos. Todas las situaciones inducian de manera directa o indirecta las diferentes interpretaciones de
la transformacion lineal, y las relaciones entre ellas.

El curso de Algebra Lineal en la Universidad Industrial de Santander, contempla un conjunto de
contenidos minimos que deben ser abordados: Geometria vectorial en R™ (Algebra de vectores, longitud
de un vector, angulo entre vectores, producto puntos, rectas y planos en el espacio y proyecciones
ortogonales sobre rectas y planos); sistemas de ecuaciones lineales; algebra de matrices y determinantes.
Por otra parte, el curso que puede ser dirigido desde diferentes enfoques: Clasico, Categorico, Moderno o
Matricial (en los anexos se encuentran los contenidos que contemplan los diferentes enfoques). Los
enfoques Clasico y Matricial no contemplan el estudio de las transformaciones lineales en su contenido.
Es por ello que en esta investigacion los profesores participantes abordan el desarrollo del curso desde
una perspectiva Categdrica o Moderna.

En esta investigacion es muy importante el rol de los profesores que trabajan con los estudiantes que
participan en el desarrollo de la segunda y tercera componente del ciclo de investigacion. Inicialmente
participaron cuatro profesores con los que desarrollamos tres reuniones:

e En la primera reunion se discutieron dos aspectos importantes, el primero relacionado con las
caracteristicas del Analisis Teodrico particularmente sobre la descomposicion genética preliminar.
Ademas se analiz6 la relevancia de trabajar el concepto de transformacion lineal en un curso
béasico y del tiempo pertinente para hacerlo.

e En la segunda reunion se socializo el disefio de los talleres programados para desarrollar en cada
clase; los talleres fueron disefiados teniendo en cuenta la descomposicion genética preliminar.
Como se vera en el transcurso de este documento, la opinion y vision de los profesores desde su
experiencia y formacion fue fundamental para enriquecer estas actividades, asi como el Analisis
Tedrico.
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e En la tercera reunion se tomaron decisiones sobre el desarrollo de las clases y la posibilidad de
grabar dichas sesiones; esto permite tener evidencias escritas y orales del trabajo de los
estudiantes. Asi los analisis de procedimientos realizados por ellos permiten evidenciar las
construcciones mentales al estudiar el concepto de transformacion lineal y su relaciéon con el
concepto de base.

En general la clase fue desarrollada con la vision de cada profesor sobre los aspectos mas relevantes de la
descomposicion genética. La intervencion fisica del investigador se dio en dos sesiones extra clase a la
que los estudiantes asistieron de manera voluntaria. Alli se aplicaron los talleres mencionados.

3.2.1. Poblacion

Los estudiantes:

Figura 3.5. Estudiantes 2015-I Ingenieria Mecanica.

Los estudiantes involucrados en esta investigacion, fueron estudiantes que cursaban por primera vez la
materia de Algebra Lineal I, en la Universidad Industrial de Santander (UIS). Se seleccionaron cuatro
grupos que incluyen estudiantes de ingenieria mecanica, industrial, sistemas, quimica y civil, entre los 15
y 23 afios (ver tabla 3.1.). Cada grupo asistio a clase durante el semestre con un profesor diferente.

Tabla 3.1. Caracteristicas generales de la poblacion.

Ndmero de Rango de edades
Grupo Estudiantes (afios) Programa
Grupo 1 (PO4) 33 15-19 Ingenieria Mecénica
Grupo 2 (B1) 15 17-20 Ingenieria Industrial- Ingenieria Civil
Grupo 3 (D1) 25 17-22 Ingenieria Quimica
Grupo 4 (D2) 27 17-23 Ingenieria de sistemas

Los profesores: Formaron parte de esta investigacion cuatro profesores, todos Licenciados en
Matematicas egresados de la UIS; dos de ellos con estudios de posgrado en Matematica y los otros dos
con estudios de posgrado en Educacion Matematica. Uno de ellos no habia trabajado el tema de
transformaciones lineales en sus cursos anteriores de Algebra Lineal I hasta ese semestre.
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3.2.2. Analisis general de las tareas propuestas en el Taller

El Taller se realizé en horario extra clase, segin lo acorado con los profesores involucrados en el
proyecto. Estos se desarrollaron en dos sesiones con una duracion aproximada de 120 minutos cada una;
en estas sesiones participaron alrededor de 90 estudiantes organizados en dos grupos, acompaiiados por la
autora de esta investigacion. En las dos sesiones los estudiantes abordaron un conjunto de 20 tareas (ver
Anexos), organizados en parejas, cada grupo tenia la opcion de elegir qué tareas abordar durante la
actividad. Esto permiti6 la discusion previa de las diferentes tareas propuestas asi como la discusion de
los procedimientos realizados en el tablero por algunos estudiantes. Quedo registro video grabado de
algunas discusiones presentadas en el desarrollo de los talleres, con el fin de evidenciar las estructuras y
mecanismos mentales de los estudiantes participantes.

Figura 3.6. Algunos estudiantes que asistieron a los talleres.

Las tareas del Taller se clasificaron tomando en cuenta las estructuras y/o mecanismos que los estudiantes
podrian reflejar al abordar cada una. Se presentaron preguntas desde las tres interpretaciones de la
transformacion lineal: funcional, matricial y geométrica (VER ANEXO 2). A continuacion se presenta
dicha clasificacion:

Grupo 1 | En las tareas 1, 2, 3 y 19 el estudiante debe tener presente qué es una transformacion lineal
y qué propiedades satisface; ademas que éstas se deben cumplir para todo vector del
espacio de salida. En estas tareas se aborda al concepto transformacion lineal desde lo
funcional.

Grupo 2 En las tareas 3 y 4 se pide a los estudiantes representar la transformacion lineal como una
matriz, aqui se pueden evidenciar las Acciones y los Procesos que los estudiantes logran
poner en juego.

Grupo 3 En las tareas 5, 6, 10 y 12 se proporcionan informacioén sobre la transformacion de unos
elementos del espacio de salida y la idea es que con esta informacién se proporcione la
transformacion lineal. Los estudiantes pueden aplicar Acciones especificas sobre los
vectores dados para hallar la transformacion lineal; aqui es fundamental una concepcion
proceso de transformacion lineal.
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Grupo 4 En las tareas 7 y 13 se espera que la matriz de la transformacion proporcione informacion
sobre los espacios de salida y llegada de la transformacion lineal, en esta situacion
nuevamente el papel de la base es fundamental y puede evidenciarse el tipo de estructuras
asociadas con este concepto.

Grupo 5 En las tareas 8 y 9 se pregunta si es posible encontrar una transformacion lineal de un
subespacio vectorial en otro subesapcio; estas preguntas destacan la relacion que debe
establecerse entre los conceptos de base y transformacion lineal.

Grupo 6 En la tarea 11 se espera que los estudiantes proporcionen caracteristicas de la matriz de la
transformacion lineal, conociendo lo que le sucede a la region sobre la que se aplica la
transformacion, es decir, conociendo la imagen del conjunto transformado. Se busca
establecer una relacion entre las interpretaciones geométrica y matricial de la
transformacion lineal. Esta tarea puede dar evidencia de la interiorizacion de Acciones
concretas en Procesos abstractos.

Grupo 7 En las tareas 14 y 15 se cuestiona sobre el nucleo y la imagen de la transformacion a partir
de la informacion suministrada; en este caso los estudiantes pueden abordar el problema
desde cualquier representacion de la transformacion lineal. Estas tareas pueden dar
evidencia de la concepcion objeto de los estudiantes, debido a que se estan aplicando
Acciones concretas sobre transformaciones lineales.

Grupo 8 En las tareas 16, 17, 18 y 20 se pide encontrar nuevas transformaciones lineales a partir de
transformaciones lineales conocidas. Se espera que los estudiantes apliquen Acciones sobre
la transformacion lineal; estas situaciones permiten evidenciar la concepcion objeto de la

transformacion lineal.

Por ejemplo en el segundo grupo de tareas se presenta:

1 0
Tarea 3. Sea T: R® > R? una transformacion lineal, suponga que T (O) = (2) , T (1) = (_1) y

T(g) = (_53) Encuentre:

1

a. La matriz de la transformacion.

b T(y2
c T<_54>.

1 0 0
Para encontrar la matriz la transformacion, el estudiante debe reconocer que los vectores (0) , (1) y (0)

0 0 1
forman la base canodnica para el espacio de salida y al conocer las imagenes de estos, puede hallar la

51




Un Esquema de transformacion lineal: construccion de la representacion geométrica y matricial relacionada con una base
ordenada

matriz de la transformacion aplicando Acciones especificas sobre los vectores dados, es decir,
organizando la matriz a partir de las imagenes de la base del espacio de salida.

x 3
Para determinar T(y), y T<—4> el estudiante puede aprovechar que ya conoce la matriz de la

z 5
X
., . . 2 -1 5§ _ 2x—y+52)
transformaciéon y multiplicarla por el vector dado: (3 4 - 3) ()ZI> = (Sx +4y—32)
3
2 -1 5 _ (35

(3 4 —3) (‘54> B (—22) '
x 2x —y + 5z

También puede encontrar la transformacion T (y) = (3x + 4yy _ 32) y posteriormente aplicarlo al vector
Z

3
dado T —4 |

5
Esta pregunta en particular, hace parte también del grupo uno de preguntas pues es necesario reconocer
qué es una transformacion lineal y la relacion de esta con las imagenes de la base del espacio de salida.

En el tercer grupo de preguntas se encuentra la siguiente:

Tarea 12. Si la Figura 2 es la imagen de la Figura 1, bajo una transformacion lineal T de R? en R2, ;es
posible hallar una expresion para T? Justifique su respuesta. Si esposible hallar T, escriba la expresion y

haueT@).
o Lj _—
(_31)V/ \ .
y \ 0
\ /,/
Q- | :
Figura 1. Figura 2.

Como ya se menciond en este grupo de preguntas, se espera que el estudiante aplique Acciones
especificas a dos vectores linealmente independientes (forman una base para R? ) con el fin de obtener
una expresion funcional o algebraica de la transformacion lineal. Para ello, es necesario que tenga una
concepcion proceso de la transformacion lineal en su interpretacion funcional o en su interpretacion
matricial, de acuerdo la forma como aborde la tarea.

En el cuarto grupo de preguntas, se encuentra una que ya discutimos en la descomposicion genética:

1 0
Tarea 7. La matriz (3 —1) representa la matriz de una transformacion lineal definida de un espacio vectorial
1 2

V en un espacio vectorial W. ;Cuales son las dimensiones de los espacios vectoriales V y W? Justifica tus
respuestas.
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Para dar respuesta a esta pregunta, el estudiante puede reflexionar sobre la matriz sin tener que calcular de
manera especifica sus columnas. Identifica que la matriz es de orden 3 X 2 y por tanto el espacio de
salida es de dimension 2 y el de llegada es de dimension 3. En este caso, es posible afirmar que tiene una
concepcion proceso de la matriz de la transformacion lineal, ya que puede caracterizar la transformacion
lineal a partir de las caracteristicas su interpretacion matricial.

En las tareas 8 y 9, como se muestra en la tabla anterior, se destaca la relacion entre los conceptos de base
y transformacion lineal.

X

Tarea 8. (Es posible encontrar una transformacion lineal T de R? en W = {(y) 2x—y+z= O}? Si es
z
posible lleve a cabo sus ideas, en caso contrario justifique su respuesta.

Esta es una pregunta un poco diferente a las otras, puesto que en las anteriores se hacia referencia de
manera explicita a la base. Sin embargo, para dar una respuesta afirmativa es necesario conocer la imagen
de una base para el conjunto de salida y de esta manera se puede determinar la transformacion lineal.

También es posible que el estudiante responda de manera afirmativa identificando que el espacio de
llegada es un plano que pasa por el origen, y por tanto un espacio vectorial. Halla una base para W y le
asigna a la base candnica de R? un vector de la base de W, encontrando asi la transformacion lineal.

Si la respuesta es negativa, es necesario conocer los argumentos del estudiante para determinar si ha
construido la relacion que hay entre la base y la transformacion lineal.

El ultimo grupo de preguntas, busca evidenciar que los estudiantes que han logrado una concepcion
objeto de la transformacion lineal:

Tarea 16. Defina dos transformaciones lineales f y g donde este f o g este definida.

En esta tarea, a partir de dos transformaciones lineales se pide mostrar si otra funcidon esta definida, la
composicion. En esta situacion el estudiante puede considerar las interpretaciones matriciales de cada
transformacion lineal y encontrar que la composicion se puede ver como el producto de las
interpretaciones matriciales de cada transformacion lineal. La construccion del objeto matriz de la
transformacion lineal, implica la comprension del producto matricial y la relacion con la forma funcional
de las transformaciones lineales que representan, asi como se describe en la descomposicion genética.
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La entrevista se constituye de siete situaciones basadas en el Analisis Teorico, a continuacion se presenta
el analisis a priori de cada una.

3.2.3. Analisis a priori de la entrevista

Después de analizar detalladamente la informacion obtenida en los talleres (analisis de hojas de trabajo de
los estudiantes y video grabaciones de las sesiones), se seleccionaron 13 estudiantes para realizar una
entrevista didactica que permitiera analizar las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes
evidencian al construir el concepto de transformacion lineal. El analisis de estos datos puede validar o
refinar la descomposicion genética planteada en la primera componente del método.

Pregunta 1
1 4 0
Si T|2]|= (1), T(0]= ( 0 ) yT| 4 |= (1) Con esta informacion, jes posible encontrar
0 0 6 -1 -3 1

una transformacion lineal T de R® en R?? Explique claramente su respuesta.

En esta situacion se presentan tres vectores y sus respectivas imagenes bajo T; es pertinente aclarar que
dentro de la informacién dada no se estipula qué relacidon tienen los vectores o qué tipo de funcion es
T. Podemos considerar dos caminos de solucion, uno en el caso en que el estudiante conteste
afirmativamente y otro en el caso contrario.

El estudiante puede considerar que Si es posible encontrar una transformacion lineal que cumpa las
condiciones dadas, y de manera mecanica realizar el siguiente procedimiento:

) o))

X =c; +4c,
y = 2¢1 + 4c3
zZ = 6c, + 3¢5

. , . . 1 2x—y+4c
Mediante algunos calculos es posible determinar que ¢; = >y — ¢33 ¢ = =

el estudiante realiza estos calculos puede continuar desarrollando el siguiente algoritmo:

X 1 4 0
T(}’> = C1T<2> + C2T<0> + C3T<4> (**)
z 0 0 3
x 1 1 2x —y + 4c 4 0
T<y>= 1 T<2>+ SXTYTRG T<0>+c T<4>
g <2 3) 0 ( 24 ) 0 ’ 3

1))+ 2 () e )

yc;=t, t € R Una vez

X
2
Considerando que la transformacion lineal se define como: T <y> = 2x-y+4c |.
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En esta situacion podemos considerar que el estudiante tiene una concepcion Accion de las estructuras
previas: transformacion lineal y base de un espacio vectorial. Pues tiene claro que la transformacion lineal
preserva combinaciones lineales y que un vector se puede expresar como combinaciéon lineal de un
conjunto de vectores dados, pero no reflexiona sobre los procedimientos realizados. Aqui podemos
observar la importancia que tienen las estructuras previas descritas en nuestra descomposicion genética
preliminar.

Por otro lado, si el estudiante después de plantear o de resolver el sistema de ecuaciones que resulta en
(*), evidencia de manera oral o escrita que los vectores dados no forman una base y por eso No es posible
definir una transformacion lineal con las condiciones dadas, diremos que tiene una concepcion proceso de
la base de un espacio vectorial y de la forma funcional de la transformacion lineal.

En esta situacion se puede dar paso a las relaciones que puede construir un estudiante entre los Procesos
de base y transformacion lineal de forma funcional. Como mostramos en la descomposicién genética
inicial, la coordinacion entre estos dos Procesos le permite determinar que la funcién quedara totalmente
establecida por las imagenes de los vectores de una base.

Pregunta 2

(Existe una transformacion lineal T de R® en R3 que tiene como imagen el subespacio generado
por los vectores (1,0,—1) y (1,2,2)? Si es posible encontrarla, describa explicitamente la
transformacion. En caso contrario, justifique por qué no es posible hallar T.

En esta pregunta se pide a los estudiantes determinar si existe o no una transformacion lineal de R3 en
R3.

Consideramos el caso en que el estudiante diga que Si es posible encontrar una transformacion lineal que
cumpla las condiciones dadas. Para encontrar una transformacion lineal con las especificaciones
requeridas, el estudiante puede tener en cuenta que para definir una transformacion lineal de R3 necesitan
tres vectores linealmente independientes de R3, por ejemplo, u, v y w. Y que pueden asignarle a dos de
ellos los vectores que generan la imagen de la transformacion, por ejemplo, T(u) = (1,0,—1),T(v) =
(1,2,2) y ademas que T(w) = z, donde z es cualquier vector que pertenece al espacio generado por los
vectores (1,0,—1) y (1,2,2). Un estudiante con una concepcion proceso de la transformacion lineal de
forma funcional puede definir una transformacion lineal a partir de las imagenes de la base canodnica,
considerando, por ejemplo que:

B-()0-0-8-6r

En este caso a dos vectores de la base canodnica le asigna los vectores dados y al tercer vector de la
canonica le asigna el vector (0,0,0). En esta situacion hay una clara conexion entre los conceptos de
imagen, transformacion lineal con el concepto de base.

03+
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Cuando el vector se expresa en término de la base candnica, las constantes arbitrarias son iguales a las

componentes del vector, es decir,
X 1 0 0
(y) =x|({0)+y|1])+2z{0
z 0 0 1

Y al aplicar la transformacion lineal, se obtiene:

-l
0-()

En este caso consideramos que el estudiante tiene una concepcion proceso de la transformacion lineal
pues esta considerando caracteristicas importantes de ella y no realizando Acciones sobre los objetos
preexistentes. En esta situacion se evidencia una clara relacion entre los conceptos de base, conjunto
generado y transformacion lineal. Y consideramos, como lo mencionamos en el Esquema, que no es
necesario conocer la forma explicita de la transformacion lineal para dar informacion sobre ella, es decir,

que un estudiante con una concepcion proceso de la transformacion lineal puede caracterizarla a partir de
las propiedades de la base, asociadas a su representacion funcional.

Si un estudiante afirma que No es posible encontrar una transformacion lineal con las especificaciones
dadas, haremos una reflexion de las razones que lo llevan a concluir que no. Es posible que la limitacion
esté dada porque el problema presenta s6lo dos vectores en R3 y el estudiante esté esperando tres, en este
caso pensamos que el estudiante no tiene claro el concepto de imagen de una transformacion lineal y en
este caso el estudiante presentaria evidencia del nivel Intra del Esquema, pues no logra identificar relacion
entre la imagen de un espacio vectorial y la base.

Pregunta 3

Sea f una transformacion lineal definida por f(x,y,z) = (—x,y + z,x —y — z). Encuentre todos los
vectores (x,y, z) de la forma que:

f(x: 82 z) = (0,0,0)

fGy,z) = (1,2,2)

fGy,2) = (1,2,-3)

Describa en términos geométricos el conjunto que encontr6 en cada caso.

/ao op

En esta situacion se presenta una funcion al estudiante en forma explicita, se le dice que es una
transformacion lineal y se pide que encuentre para qué vectores la imagen es (0,0,0), (1,2,2) y (1,2, —3),
asi como también, que describa las regiones correspondientes a dichos conjuntos.

El estudiante puede abordar estas situaciones en conjunto, teniendo en cuenta la definicion de imagen de
una transformacion lineal: imagen f = {w € W:w = f(v) para alguna v € V }. De la siguiente manera,
el estudiante toma un vector (a, b, ¢) del espacio de llegada, R3, y lo iguala con f(x, y, z).

f(x,y,2) = (a,b,c)

56



Un Esquema de transformacion lineal: construccion de la representacion geométrica y matricial relacionada con una base
ordenada

(=x,y+z,x—y—2z)=(ab,c)
—-x=a
De aqui puede formar el sistema de ecuaciones: { y+2z=D | Este sistema lo puede resolver por
X—y—z=c
ejemplo, utilizando el método de eliminacién de Gauss-Jordan:

-1 0 0]a 1 0 O —a
(0 1 1 b>—>"'—><0 1 1 b )
1 -1 -1lc 0 0 Olc+a+b
Para que el sistema tenga solucion se debe cumplir que ¢ + a + b = 0, es decir, a = —b — c. Es decir la
solucion tiene la formax = —a, y, y+z =0Db.

En este caso el estudiante debe establecer si el vector dado en cada item cumple la condicion.

a. Para que la imagen f(x,y,z) = (0,0,0): Es claro que el vector cumple la condicion, c +a + b =
0, luego x = 0 y ademds y + z = 0 & —y = z. Por lo tanto los vectores de R3, cuya imagen es
(0,0,0) (pertenecen al N, T) son los que tienen la forma (0, y, —y).

Graficamente, estos vectores pertenecen a la recta z = —y.

b. En esta situacion es posible observar que no hay vectores para los cuales f(x,y,z) = (1,2,2)
debido a que no cumple la condiciona+b+c=01+2+2=0.

c. Mientras que si existen vectores para los cuales al aplicarle la transformacion lineal, f(x,y,z) =
(1,2,-3),puestoquea+ b +c =0 1+ 2+ (—3) = 0. Estos vectores son aquellos tales que
x=—-1lyy+z=2.

Graficamente, estos vectores forman la recta mostrada en la siguiente figura:
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Puede presentarse el caso en que el estudiante no vea relacion alguna entre las preguntas y aborde cada
una por separado; en este caso estaria aplicando Acciones concretas sobre cada situacion, por tanto
diremos que tiene una concepcion Accion de transformacion lineal.

Esperamos que el estudiante reconozca que si conoce la transformacion lineal puede encontrar la
transformacion sobre cualquier vector, en particular los vectores de la base candnica. De esta manera
puede establecer un sistema de ecuaciones lineales y al resolverlo, encontrara las herramientas necesarias
para responder cada uno de los items de a a c. En este caso diremos que el estudiante tiene una
concepcion proceso de transformacion lineal. Para describir cada region, el estudiante puede representar
algunos puntos que le permitan dar informacion general sobre cada regién. Como lo mencionamos en la
descomposicion genética un estudiante puede transformar “puntos representativos” sobre cualquier
conjunto de vectores, estas Acciones se pueden interiorizar en un proceso gracias a la relacion con la base
ordenada como proceso.

Esta tarea se puede resolver representando la transformacion lineal como una matriz y se pueden estudiar
las caracteristicas de la matriz, por ejemplo, no es invertible y por tanto el niicleo no es el vector nulo, hay
mas vectores en €l. En este caso incluiriamos los conceptos de nucleo e imagen de la transformacion
lineal.

Pregunta 4
Si la Figura 2 es imagen de la Figura 1, bajo una transformacion lineal T de R? en R?, ;es posible hallar una
expresion para T? Justifique ampliamente su respuesta.

U

A

0 0 T

Figura 1. Figura 2.

En esta situacion esperamos que el estudiante tenga en cuenta que si conoce dos vectores linealmente
independientes en R? y sus imagenes, puede conocer la transformacion lineal, ya que la transformacion
lineal preserva combinaciones lineales. En este caso diremos que el estudiante tiene una concepcion
proceso de la transformacion lineal.

Por ejemplo, para hallar los vectores linealmente independientes, el estudiante puede darle una escala a
los ejes coordenados, podriamos suponer que escoge la punta del lapiz como el punto (2,0) y el vértice
inferior izquierdo como el punto (0,1). Los vectores (2,0)y (0,1) son vectores linealmente
independientes y forman una base para R?, si se conocen las imagenes de la base, se puede determinar la
transformacion lineal. El estudiante puede pensar que T(2,0) = (2,0) y T(0,1) = (3,1).

Cualquier vector (x,y) se puede expresar como combinacion lineal de los vectores (2,0) y (0,1), es decir,
(x,¥) = ¢1(2,0) + ¢,(0,1), para un par de escalares c¢; y ¢;. Esto lo puede hacer gracias a que el
estudiante tiene una concepcion proceso de base. Debe ahora, encontrar los valores de los escalares

C1yCy.
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1
{x=2c1 <:)C1=Ex

y=0C
Por lo tanto, (x,y) = ¢;(2,0) + ¢,(0,1) = %x(Z,O) + y(0,1).

Aplicando la transformacion lineal a la combinacion lineal anterior, tenemos que:
1 1 1
T(x,y)=T EX(Z,O) +y(0,1)] = ExT(Z,O) +y7(0,1) = EX(Z,O) +yB1) = (x+3y,y).

Es claro que para hallar la transformacion lineal es necesario que el estudiante tenga una concepcion
proceso de la transformacion lineal en su interpretacion funcional.

Sin embargo, el estudiante al conocer las imagenes de los vectores de la base, puede representar la

x X
transformacion lineal como una matriz, esto es: T (y) = ((2) i) (y) En este caso, podemos considerar

que tiene una concepcion proceso de la interpretacion matricial de la transformacion lineal.

Por otra parte, el estudiante puede tomar diferentes puntos representativos de la figura 1., por ejemplo los
vértices, encontrar las imagenes de dichos puntos y de esta manera tratar de encontrar una relacion entre
las imagenes y los puntos para hallar la transformacion lineal; en este caso, el estudiante no reflexiona
sobre la informacion que la base le proporciona para hallar dicha transformacion, por consiguiente
diremos que tiene una concepcion Accion de transformacion lineal en su forma funcional. En este caso,
debemos mirar la forma en que le da respuesta a la pregunta dada para contar con mayor informacion
sobre sus estructuras.

Es necesario recordar, que consideramos la representacion geométrica de una transformacion lineal como
un sub- Esquema de este. Es decir, entendemos que la representacion geométrica de este tipo de funciones
como objetos concretos en términos de Arnon et al., (2014), y que precisamente esta representacion le
permite al estudiante realizar Acciones concretas sobre objetos concretos que pueden ser interiorizadas en
Procesos que le permiten la construccion de objetos abstractos; en este caso, encontrar una representacion
funcional o matricial de la transformacion lineal.

Pregunta 5

(Qué le sucede al tren que aparece en la siguiente figura, cuando se le aplica la transformacion

1/2

lineal dada por la matriz ( 0 _0 4)? Justifique geométricamente su respuesta.

Esta situacion es un poco diferente a la anterior pero también busca relacionar las tres interpretaciones de
la transformacion lineal y obtener mayor informacion sobre el Esquema. Aqui se pide al estudiante que
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brinde informacion sobre la figura transformada y ademas que apoye sus ideas en la representacion
geométrica.

Puede suceder que el estudiante aplique la transformacion a diferentes vectores representativos del tren y
de esta manera encuentre la imagen de la transformacion, sin hacer ningun tipo de reflexién sobre los
vectores, si son o no linealmente independientes, es decir, si forman una base para el conjunto. En este
caso diremos que el estudiante tiene una concepcion Accion de la transformacion lineal.

Por ejemplo, el estudiante puede obtener las siguientes imagenes, en el caso de analizar el vagon:

1 1 1 0

-0 r®-() r()-(z) ()-

Lo descrito en la descomposicion genética muestra que si un estudiante tiene una estructura Accion de la

representacion matricial de la transformacion lineal y una concepcion proceso de esta como funcion
puede lograr una concepcion Accion de la representacion geométrica. Es decir, el estudiante puede
obtener de manera grafica la imagen del trencito bajo la transformacion lineal dada, sin hacer mayor
reflexion sobre la base o sobre la matriz de la transformacion.

Por otro lado, el estudiante puede tomar dos vectores linealmente independientes (dos vectores no
colineales) transformarlos y tener en cuenta que si conoce la transformacion de la base conoce la
transformacion de todo el conjunto, el tren. En este caso podemos afirmar que el estudiante tiene una
concepcion proceso tanto de transformacion lineal como de base, puesto que reconoce que todo elemento
del espacio se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de la base y ademas que la
transformacion lineal, preserva combinaciones lineales.

0

1
Puede tomar, por ejemplo, los vectores ((1)) , < 1) y hacer una reflexion sobre sus imagenes T ((1)) = <§)
2 0
0
T < 3) = (_02) Puede concluir que en el eje x se comprime a la mitad y que en el eje y se cuadriplica,
2
ademas que se produce una reflexion sobre el eje x. Y si esto ocurre con los vectores de la base, va a
suceder con cada uno de los vectores que hacen parte del tren: paralelismo, forma de la figura, etc.

Nuevamente la base juega un papel importante para resolver esta situacion, la coordinacion entre la base
como proceso y la representacion funcional de la transformacion lineal como proceso. En este caso
podemos afirmar que el estudiante tiene una concepcion proceso de la transformacion lineal. Ya que un
estudiante con una concepcion proceso de la matriz de la transformacion lineal puede reflexionar sobre
ella, considerando que las columnas representan las imagenes de los vectores de la base, en este caso la
base canonica. En esta concepcion el estudiante puede caracterizar la transformacion lineal a partir de las
propiedades de la matriz, asociada a su representacion matricial.

Otro hecho que podemos esperar, es que el estudiante haga una reflexion sobre las columnas de la matriz
de la transformacion y observe que el lapiz se comprime en x, pero lo refleja sobre el eje x y estiraen y ,
al tren. En este caso diremos que el estudiante tiene una concepcion proceso de la transformacion lineal
representada matricialmente. Esto gracias a que consideramos en la descomposicion genética que la
representacion geométrica permite que el estudiante vea caracteristicas de los objetos “fisicos” y aplique
Acciones especificas a dichos objetos concretos que pueden interiorizarse en Procesos.
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Pregunta 6

({Qué matriz transforma (1,0) en (2,5) y (0,1) en (1,3)?

(Qué matriz transforma (2,5) en (1,0) y (1,3) en (0,1)?

(Por qué ninguna matriz transforma (2,6) en (1,0) y (1,3) en (0,1)?
(Qué matriz transforma (1,0) en (r,s) y (0,1) en (¢, u)?

(Qué matriz transforma (a, b) en (1,0) y (¢, d) en (0,1)?

(Qué condiciones sobre a, b, ¢ y d hace imposible el inciso anterior?

S0 a0 o

En los items a. y b. se pide encontrar la matriz de la transformacion lineal, en este caso el estudiante debe
tener presente que los vectores transformados son vectores linealmente independientes del espacio de
salida, por lo tanto representan una base para él y que por ello es posible encontrar dichas matrices.

En a., el estudiante debe reconocer que los vectores (1,0) y (0,1) forman la base canoénica de R? y por
tanto, la matriz de la transformacion sera Ar = (é é), considerando que la base del espacio de llegada

es la canonica.

En b., nuevamente debe tener en cuenta que los vectores (2,5)y (1,3) forman una base para R?, y por

tanto, la matriz de la transformacion se puede encontrar sin ninguna dificultad, A = (é (1))

De acuerdo a lo descrito en la descomposicion genética, diremos que el estudiante tiene una concepcion
Accidn de la interpretacion matricial de la transformacion lineal, pues puede organizar la matriz a partir
de las imagenes de la base.

Es posible que algun estudiante represente la transformacion en su forma funcional para obtener la matriz
de la transformacion, en cada caso.

En el caso a., el estudiante procedera a realizar:

()= (@) o) =x@) () =(s73)=C HE)

Luego la matriz de la transformacion es: (é ;)

X
En b., el estudiante puede escribir el vector (y) como combinacion lineal de (2,5) y (1,3):

G)=a(e)+e()

Encontrandoque ¢c; =3x —y, y, c; = =5x + 2y.

61



Un Esquema de transformacion lineal: construccion de la representacion geométrica y matricial relacionada con una base
ordenada

Xy _ 2 1\ _ ne (1 B 0y _( 3x—y \_
Luego, T (y) =@Bx—y)T (5) + (=5x + 2y)T (3) =(3x—y) (0) + (=5x +2y) (1) = <—5x + Zy) =
3 —1\rx
(55 2)6)
Si el estudiante escoge este camino evidencia una concepcion proceso de la transformacion lineal, como
lo mencionamos en la descomposicion genética, la construccion de la matriz de la transformacion no
puede ser ajena a las estructuras previas. Es posible ademas, que logre determinar que las matrices
encontradas en a. y b. son inversas y las relacione con las transformaciones lineales. Esperamos que al
aplicar Acciones especificas sobre un conjunto de vectores dados, el estudiante pueda interiorizar estas
Acciones en un proceso gracias a la relacion con la base ordenada como proceso. Situacion que puede
permitirle en los items d. y e. Interiorizar las Acciones realizadas en a. y b. para obtener la matriz de

cualquier transformacion lineal de R? en R? a partir de los vectores de la base canonica y la matriz de su
transformacion inversa.

Mientras que en c., el estudiante puede observar los vectores transformados no proporcionan informacion
suficiente para encontrar dicha transformacion, pues los vectores son linealmente dependientes por tanto
no forman una base y por ello no puede encontrar la matriz de la transformacion por ello el estudiante
evidencia una concepcién proceso de la transformacion lineal.

Por otro lado, el estudiante puede intentar encontrar la matriz de la transformaciéon a partir de la

informacion dada sin reflexionar en los vectores (2,6) y (1,3), y con sus imagenes encontrar la matriz

1 0 . . . ., .,
Ar = (0 1), en este caso consideramos que el estudiante tiene una concepcion Accion de la

transformacion lineal.

Para f., teniendo en cuenta los resultados anteriores permiten dar evidencia de la evolucion de la base en
relacion con la transformacion lineal. Ya que en este item, el estudiante puede reflexionar sobre los
elementos del conjunto de salida sobre los cuales se conoce la transformacién y concluir que esos
elementos deben formar una base para R?. Luego, los vectores (a,b)y (c,d) deben ser linealmente
independientes, es decir, el determinante de la matriz formada por estos vectores debe ser diferente de
cero:

|‘cl Z|=ad—bc¢0.

Pregunta 7

Considere T;: R? » R? una reflexion alrededor de la recta y = v/3x, y T,: R? —» R? una reflexion alrededor de la
rectay = —x.

a. Muestre que la composicion T; o T, representa una rotacion y encuentre el angulo de rotacion.
b. Grafique (2,1), T;(2,1) y T; e T,((2,1)) en el mismo plano. ;Esta grafica coincide con lo qué usted
probd en a.?

En esta situacion se presenta al estudiante dos transformaciones lineales y se pide informacion sobre una
nueva transformacion lineal, ademas se pide representar graficamente la transformacion de un vector
dado; esta situacion busca poner en juego elementos matriciales, funcionales y geométricos de la
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transformacion lineal. A la luz de la descomposicion genética, el estudiante debe aplicar Acciones sobre
dos trasformaciones lineales para obtener una nueva transformacion lineal con lo que se espera encontrar
evidencia sobre la concepcion objeto.

En la parte a., es posible que el estudiante se apoye en la interpretacion matricial de cada transformacion
lineal, para de esta manera al multiplicar las matrices encuentre la nueva transformacion.

Es decir, puede encontrar que T;:R? - R? se puede expresar por medio de la matriz Ar, =
(—1/2 V3/2
V3/2  1)2

recta se puede apoyar de manera grafica asi:

). Puede hallarla ubicando los vectores (1,0) y (0,1) y haciendo la reflexion sobre la

De manera similar puede obtener la matriz de la transformacion lineal T,: R? » R? que refleja a un
punto del plano sobre la recta y = —x.

_01 _01) . En esta situacion el estudiante estaria evidenciando la importancia

que tiene la base para la transformacion lineal y la relacion con su interpretacion matricial.

Obteniendo que Az, = (

También es posible que halle la funcion composicion sin recurrir a las matrices. En este caso estaria
trabajando con la interpretacion funcional de la transformacion lineal, manipulando las transformaciones
como objetos de otros conjuntos, de la siguiente manera:

1x+ 3y 3x 1y

X\ _ N ) 27V _ | 27" 2
TieTy (y)_T1<T2 (y)>_T1 V3 1 1 V3
ZXTY X327
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Después de obtener la composicion en su forma matricial o funcional, el estudiante debe mostrar que ésta
representa una rotacion y encontrar el angulo de rotacion, puede hacerlo de manera geométrica o si

necesita, le podemos dar la forma que tiene la matriz de la transformacion lineal que representa una
cosd —senb

ara encontrar el angulo.
senf  cos0 )p &

rotacion (
En b., esperamos que el estudiante se apoye en la representacion grafica y compruebe los resultados en el
item anterior. Refleje, en el plano, al punto (1,2) y a su imagen con respecto a la primera transformacion,
sobre las rectas dadas respectivamente (ver grafica inferior izquierda). Y luego compare el resultado con
la imagen (1,2) bajo la composicion de las transformaciones dadas (ver grafica inferior derecha).

M ' L

..... S A

5]
o

En el siguiente capitulo mostraremos con detalle algunas respuestas de los estudiantes entrevistados, a
cada una de las situaciones mencionadas. Gracias a sus respuestas es posible refinar el Analisis Teorico y
determinar tanto las estructuras como los mecanismos mentales al construir su Esquema de
transformacion lineal.
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Capitulo 4.

Andlisis y verificacion de los datos: Evidencias de las construcciones y
mecanismos mentales

En este capitulo se presenta el analisis de los datos obtenidos en el Taller y la entrevista a la luz de la
descomposicion genética. A partir del estudio de las construcciones que se evidencian en los estudiantes
se determina la viabilidad de la descomposicion genética preliminar.

4.1. Analisis de los datos obtenidos en el Taller

A continuaciéon se presentan algunas de las tareas que fueron seleccionadas y analizadas por los
estudiantes durante el Taller, presentadas por los estudiantes. Para organizar los datos se usan
abreviaciones como E1 haciendo referencia al estudiante cuyo cuestionario es el nimero 1. E1P1
haciendo referencia a la respuesta que el estudiante 1 presenta de la pregunta 1. Cabe sefalar que esta
clasificacion no es la misma que se toma en cuenta en las entrevistas.

El Taller consta de 20 tareas que se desarrollaron durante dos sesiones, cada una de dos horas cada una. A
los estudiantes se les proporciono6 el Taller impreso, ellos trabajaron por parejas pero entregaron las tareas
realizadas de manera individual. Los estudiantes escogieron qué tareas realizar y por cual de ellas
empezar, algunas se socializaron en el tablero.

Las tareas que mas estudiantes trabajaron fueron las correspondientes al grupo 1 (ver clasificacion de las
preguntas del Taller por grupos seccion 3.2.2.). A continuacion se presenta un analisis de algunas de las

tareas del Grupo 1 tomando como referente las estructuras descritas en la descomposicion genética.

A continuacion se presenta un analisis de algunas de las tareas del Grupo 1.

4.1.1. Concepcion Accion de la transformacion lineal

Un estudiante con una concepcion Accion de la transformacion lineal, puede considerar que al aplicar la
transformacion a dos vectores dados se preservan las propiedades (suma y multiplicacion por escalar),
(Roa-Fuentes, 2008, p.72). Por ejemplo, el estudiante 39 (E39) en la pregunta 1 (ver Anexo) responde que
g es una transformacion lineal. Dado que preserva las operaciones para los vectores particulares dados:
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E39 concluye que “g si es una transformacion lineal ya que cumple que T(a,vq,ayVy, ..., AnVy) =
a; T(vy) +a,T(v,) + -+ a,T(v,)”. Cabe resaltar que aunque en esta situacion E39 muestra una
concepcion Accion de la transformacion lineal, e incluso presenta problemas al escribir la propiedad que
satisface una transformacion lineal, en preguntas posteriores muestra evidencia de tener una concepcion
proceso de base y proceso de transformacion lineal, puesto que para encontrar la matriz de la
transformacion tiene en cuenta la relacion entre la base y la transformacion lineal.

En la descomposicion genética preliminar se considera que un estudiante evidencia una concepcion
Accion de la transformacion lineal si al conocer las imagenes de algunos vectores dados, encuentra la
transformacion lineal sin considerar si dichos vectores forman una base para el espacio de salida.

Evidencia de ello se observa en E61P5; alli el estudiante logra encontrar la transformacion lineal
analizando la relacion entre los vectores del espacio de salida y sus imagenes:

=7l

E61P5: En el proceso de observacion noté qué sucedia en la T de (}) - (3) Vi que el vector era el

doble, y para llegar al doble habian 2 maneras: sumandose entre si y multiplicando por el escalar 2.
Antes de decidir cual trabajar tuve que mirar la segunda, y noté que solamente me servia 1 en cada caso,
sumando x + y podia hallar x en ambos casos, y multiplicando y - 2 podia encontrar y en cada caso.

E61 en la pregunta 5 explica detalladamente la forma como encontrd la transformacion lineal pero en
ningln caso considera revisar si los vectores (;),(g) forman una base para R2. En esta pregunta

tampoco tiene en cuenta que es la transformacion lineal la funcion que preserva combinaciones lineales.
Sin embargo al igual que E39, en otras situaciones da evidencia de conocer las propiedades que debe
satisfacer una transformacion lineal.
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4.1.2. Concepcion proceso de la transformacion lineal

Los estudiantes que tienen una concepcion proceso logran reflexionar sobre la matriz que representa la
transformacion lineal, sin tener que calcular de manera especifica sus columnas. Este es el caso de ES7P7,
quien proporciona informacion sobre los espacios de salida y llegada al conocer la matriz de la
transformacion lineal.

E57P7 tiene en cuenta que si la matriz es de orden 3 X 2 , para hallar la transformacién, necesita
multiplicar la matriz por un vector con dos filas; esto implica que el conjunto de llegada debe tener
dimension 2 y por lo tanto el espacio de llegada debe tener dimension 3.

Se puede observar que ES57P7 intenta relacionar la representacion matricial con la representacion
funcional de la transformacion lineal y de esta manera dar respuesta a la pregunta dada. Mientras que
algunos estudiantes como por ejemplo E46P7 o E62P7, dieron respuesta a la pregunta enunciando el
teorema de la matriz de la transformacion:

E46P7: De ahi vemos que A4,,x, tendra “n” vectores columna, que son la misma cantidad de vectores de la
base de V, y ademas A,,«,, tendra la misma cantidad de filas que la cantidad de vectores de la base de W.

Como sabemos que la cantidad de vectores de una base del e.v. es la dimension de dicho espacio,
entonces podemos decir:

Como la matriz de la transformacion es de 3 X 2 entonces la dimension de V = 2 y la dimension de
w=3..

En las situaciones que abordaron estos estudiantes, la relacion entre la base y la transformacion lineal
estuvo presente. Incluso estos estudiantes abordaron tareas del grupo 8, que corresponde a aplicar
Acciones sobre transformaciones lineales para obtener nuevas transformaciones lineales; en algunos casos
con éxito.

Por otro lado E37P13, relaciona las tres formas de interpretar la transformacion lineal: matricial,
funcional y geométrica. E37P13 no solo encuentra la expresion funcional de la transformacion sino que
ademas representa un vector dado y su imagen, y a partir de esta informacion hace una descripcion
detallada sobre la transformacion lineal.
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E24P12 también relaciona las tres interpretaciones de la transformacion lineal, toma dos vectores no
colineales (linealmente independientes), los multiplica por la matriz de la transformacidon cuyas
componentes se desconocen y las iguala a sus respectivas imagenes. De esta manera resuelve un sistema
de ecuaciones 2 X 2 que le permite encontrar las componentes de dicha matriz.

A- ’JI/ = ;
| ) | I f/;_, -i :I-/h w -4y

|4 (5151 .
L - \J \ 2%;) : %9

Aunque no expresa de forma explicita que necesita conocer las imagenes de una base para encontrar la
transformacion lineal, el hecho de que escoja solo dos vectores no colineales para encontrarla, evidencia
que la relacion entre la base y la transformacion lineal esté presente.

Esta descripcion de como la representacion matricial y geométrica evolucionan gracias a la relacion con
las caracteristicas funcionales de la transformacion lineal, pueden determinar la construccion del Proceso
que da lugar al objeto.

4.1.3. Concepcion objeto
Los estudiantes tienen una concepcion objeto de la transformacion lineal (funcional, matricial y

geométrica) cuando por ejemplo, logran aplicar Acciones sobre transformaciones lineales existentes para
construir nuevas transformaciones lineales.
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E16P16 define dos transformaciones indicando, que son lineales pues cumple las condiciones (no lo
prueba ni indica cudles son las condiciones). Sin embargo, posteriormente muestra que conoce cuales son
las condiciones que se deben cumplir para que una transformacion sea lineal.

Este estudiante realiza la composicion, aunque segun el andlisis a priori se esperaba que el estudiante
representara las transformaciones lineales de forma matricial, decide hacerlo de forma funcional.

Aplcamos Tq4 a (:J_} y N iyl e le apheames T2
- ", *® f =
_— ) - - - il = X
Ty = ¥ T Y ) h( \ = k -y
I ("J"f) (‘K“{ YY‘*;,Y,J,-\” ;_:‘ +zy
e
Fodernp s cleclr gue Tie T=: o2 ] decinida como XY= b
Pod | 9 - R — [gq d Ty Yy
Zxéz?’

Para asegurarse que T; o T, es una transformacion lineal, E16P16 muestra que esta funcion preserva
combinaciones lineales. En el desarrollo de esta tarea se evidencia la manera como una concepcion
Proceso y Objeto de un concepto matematico pueden ponerse en juego en la solucion de una situacion
matematica. En este caso la concepcion Objeto de E16P16, donde la transformacion lineal es interpretada
como una funcion, le permite encontrar una nueva funcion gracias a la composicion. Pero para asegurar
que la nueva funcion es lineal, recurre a la verificacion de la preservacion de combinaciones lineales para
cualquier par de vectores u = (a,b) y v = (¢, d) que caracteriza la concepcion Proceso de este concepto.

Veripicamol 81 TyeTz a3 a2 1. TPara gue Sea &l debe complie
que Tlow +V) = o Tu +Tv w=(a,b)
'~|3|ll-5mo; Husv) aplicars TyeT; S e )
Ly Woa t C)
SIS "'{:ﬂ 2 a)= ( wb +d
fda +c
Tl #v)= | ab +d \
| wa +e -J:\"n*-'ﬁl i
\zao + 2'¢c + 2ab +2d/
7:1]!._:.79 hallarmos < Tu , Ty G\w of Tu + T, /e "
oCTu=s ,f b / s N . = 4
| a+b = | dardb | ! | ¢+ )
I\FK’Jzé L;-:(g +20l0 lL?( 424
ol o \ AN .'( o +¢ \
ATu LTV b ._ o _ | b +d .
otar + ek J TV exd ~ | ota +¢ tob+d }
2ota +2ab/ \ ¢ 424 oo + Ze+ 2k +2d
[ [ 2 v T4eTy 25
d Trausv) = o Tu+ 'Tv? Si, son /iquales. VYo lo tanto 1 e7T2
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Las tareas que pedian encontrar nuevas transformaciones lineales que es una condicion necesaria de una
concepcion Objeto, fueron las menos trabajadas por los estudiantes. Aquellos que las seleccionaron de la
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lista inicial decidieron abordar la construccion desde la interpretacion funcional. Como es el caso de
E16P16 o el caso de E38P18 que encontro la transformacion inversa.

Del analisis de los datos obtenidos en el desarrollo del Taller, se evidencia la “preferencia” de los
estudiantes por tratar la transformacion lineal desde su interpretacion funcional. Esto puede darse por el
énfasis del profesor en el curso de Algebra Lineal, por el tiempo de dedicacion para esta interpretacion de
la transformacion lineal, o por ser la funcion el concepto mas familiar. El analisis de los procedimientos
realizados por los estudiantes sobre las tareas propuestas en la entrevista, puede evidenciar elementos mas
puntuales sobre la manera como la interpretacion funcional de la transformacion lineal es puesta en juego
por un estudiante al resolver una determinada situacion.

4.2. Analisis de los datos obtenidos en la entrevista

En este apartado se presenta el analisis de datos obtenidos en el desarrollo de las nueve entrevistas. Se
analiza con base en las construcciones mentales propuestas en la descomposicion genética preliminar en
donde se busca identificar las estructuras que los estudiantes muestran al construir su Esquema de
transformacion lineal. Ademdas se identifican aquellas estructuras que no fueron consideradas en la
descomposicion genética, pero que son construidas por los estudiantes dentro de su Esquema. Para dar
cuenta de las estructuras y mecanismos mentales se agregan partes de la transcripcion de la entrevista, asi
como imagenes las cuales contienen las producciones realizadas por los estudiantes.

Cinco de las entrevistas realizadas fueron individuales y 4 en parejas con el fin de determinar la forma
como interactian los estudiantes al defender sus argumentos frente a un par. Para organizar los datos se
usan abreviaciones como E1 haciendo referencia al estudiante que se cuya entrevista es la nimero 1;
E1G1 haciendo referencia al estudiante 1 del grupo 1, entrevistado.

Como ya se mencionoé se prepararon siete tareas que fueron realizadas por los estudiantes o el grupo una a
una, no se pasaba a la siguiente sin resolver la anterior. Los estudiantes fueron seleccionados por el
trabajo realizado en el desarrollo del Taller, asi como por sus aportes durante las clases; es de destacar
que los estudiantes que participaron en la entrevista asistieron a clase con diferente profesor.

A continuacién presentamos un analisis de las estructuras mentales de las estudiantes evidenciadas
durante el desarrollo de la entrevista.
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4.2.1. Concepciones previas

Para iniciar el camino hacia la construccion del Esquema de transformacion lineal, es necesario que el
estudiante relacione tres estructuras: base como proceso, transformacion lineal como proceso y vector
como objeto. Consideramos que la pregunta 1 de la entrevista puede dar evidencia de estas estructuras.

1 4 0
Si T <2> = (é), T (0) = (_01) y T( 4 ) = (1) Con esta informacion, es posible encontrar
6 3

0
una transformacion lineal T de R® en R?? Explique claramente su respuesta.

En esta situacion a primera instancia la mayoria de los estudiantes entrevistados asintieron que era posible
encontrar una transformacion lineal con las caracteristicas dadas. Sin embargo, al tratar de encontrar la
transformacion lineal llegaron a que no es posible. Solo dos estudiantes entrevistados (de manera
individual) revisaron en primer lugar si los vectores dados formaban una base para el espacio de salida.

A continuacion se presentan dos ejemplos.

Entre la concepcién Accidn y Proceso de la transformacion lineal: En el analisis de la entrevista se noto
que algunos estudiantes se encuentran entre una concepcion Accidon y Proceso de la transformacion
lineal., dado que aunque reconocen que una funcion T debe preservar combinaciones lineales no logran
determinar la forma de los escalares de la combinacion y su relacion con una base ordenada. Esto muestra
que la construccidon de estructuras de conceptos y/o nociones matematicas requiere de la evolucion
conjunta entre conceptos. En este caso la evolucion de las estructuras asociadas a la transformacion lineal
depende de las relaciones que el estudiante logre establecer con el concepto de base.

Este caso el estudiante E1, quien reconoce que necesita la imagen de tres vectores en R3 para enoncontrar
la transformacion lineal, pero al definir la combinaciéon lineal no tiene en cuenta que los vectores

1\ /4 0
(2) , (0) y | 4| son una base para R3; ademas como se muestra a continuacion, hace un procedimiento
0 6 3

que parece indicar un algoritmo mecanico al trabajar solo con bases canonicas.

E1l: [Lee la pregunta en voz alta]

E: ;Usted qué opina?

El: [Vuelve a leer la pregunta en voz baja] Yo opino que si.

E: (Por qué?

El: Porque tengo tres vectores tanto en R3 como en R?, entonces puedo plantear la combinacién lineal

X
para encontrar T (y)

z
E: ;como lo haria?

T/1) = ( A
(2]™{0)

E1: Entonces tenemos: 2
Entonces,... Aqui tengo que escribir la transformacion lineal de estos tres [sefiala los vectores en
R3]

E: ;Para qué?

E1: Para hallar las constantes a, b, ¢ para que en combinacion lineal me genere ((1))
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1
E: Pero, ;qué es lo que quiere hallar? La imagen de qué. Porque si es la imagen de | 2 |, ya la tiene.

0
1 4

El: ... Bueno voy a escribir x por la imagen de <2>, y por la imagen de (0) y z por la imagen de

(4) | |

E: ;Quiere encontrar la imagen de cualquier vector?
E1:Si [escribe lado izquierdo segundo renglon].
E: (Eso a qué es igual?

El: Ax,y,z.
X X
E: (Al vector <y> o alaimagen de <y>
z z

El: No, la imagen [escribe lado derecho renglon 2]

[ X
JOSE RSN
| © L¢c : -

El estudiante E1 muestra en este caso, solo una concepcion Accion de transformacion lineal dado que no
reflexiona sobre las caracteristicas de T. La forma funcional de la transformacion lineal requiere de la
preservacion de combinaciones lineales, sobre vectores de una base del conjunto de salida. Dado que E1
no relaciona los conceptos de base y transformacion lineal responde de manera mecanica.

Concepcion proceso de base: Como lo mencionamos anteriormente, las estructuras previas juegan un
papel importante en la construccion del Esquema de transformacion lineal de un estudiante. En este caso,
podemos observar que E2 no necesita montar el sistema de ecuaciones lineales para hallar la
transformacion lineal con las condiciones dadas, solo necesita reflexionar sobre los elementos dados para
responder la pregunta. En primera instancia E2 revisé si los vectores dados forman una base, ademas lo
menciona, si conoce como se comporta la base bajo la transformacion dada, conoce como se comportan
los otros elementos del espacio. Esto da evidencia de que tiene una concepcion proceso del concepto de
base.

E2:[Lee la pregunta en voz alta] Entonces... Ah... Parto de la idea de que la transformacion si es
lineal, que cumple las dos condiciones.

E: ;Cuales condiciones?

E2: La transformacion si es lineal, entonces debe cumplir dos condiciones. Dados dos vectores u y
w la transformacion de u mas la transformacion de w va a ser igual a la transformacion de la
sumatoria de los vectores.

E: Si.

E2: La otra condicién es que, u y w son vectores de R3. La otra condicién es que @, a es un escalar.
La transformacion de au es igual a a por la transformacion de u. [Escribe]
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{- L. oy W = ledow o w escale -
1) AC9) AN F 4 L0+
2) Aldo) = F (V.

E2: Entonces tengo que la transformacién va a ir de R® a R2. Entonces, pues yo interpreto una
transformacion como una relacion que lleva un conjunto de vectores a otro sitio; en este caso voy a
partir de R3 y lo voy a llevar a R2.

E: Listo.

E2: Por teorema sé que como se comportan las bases, entonces voy a poder determinar cémo se
comporta cualquier vector.

E: ;las bases o la base?

1\ /4 0

E2: La base, en este caso tengo los vectores (2) , (0) y ( 4 ) Entonces en primera instancia lo
0/ \6 -3

que haria seria determinar si esto es una base de R3.

E: Listo, ;como lo haria?

E2: Entonces primero voy a determinar si son linealmente independientes:

() QG
()G

E: ;Qué significa que los vectores sean linealmente independientes?
E2: [sefialando la expresion anterior] Que los escalares c¢;, ¢, y c3 son iguales e iguales a cero.

Entonces verifico esta condicion.
[Después de realizar algunas cuentas el estudiante llega a]

A 4 O 4 4ol . .0 Lo e |, L% 6|6
L Lol LU P34 o) f‘.;-hﬂ: Elaa o 1-fa/o Ba=ls4ff o {4/o
o G630 1o 4le "“%‘ 0= 4 lo (®0o}o
Cpeily Y=~ b ol e '{L
z Cy=~2G i <
C_n:lt.

E2: Como llego a una fila nula al final, este vector [sefialado con azul] fila final va a ser n veces este
[fila no nula anterior]. Por lo tanto los vectores no son linealmente independientes.

E: Si no son linealmente independientes, ;qué puede concluir?

E2: Me devuelvo a la pregunta...[Lee la pregunta en voz alta].Yo diria que no, no porque no sé
como esta afectando la transformacion lineal a la base, si tuviera como afecta la base si seria facil
determinar como seria la transformacion lineal.

Aunque E2 evidencia una concepcion proceso de la base, muestra también que tiene una concepcion
proceso de la transformacion lineal funcional y ademas que estas estructuras deben se relacionan entre si.
Puesto que para que un estudiante tenga una concepcidn proceso de transformacion lineal debe evidenciar
que ésta preserva combinaciones lineales, también es necesario que muestre que estas combinaciones
lineales deben estar formadas por vectores de la base.
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Relacion entre la transformacién lineal en su forma funcional y una base:

Como se muestra en la descomposicion genética, para dar paso a la construccion del Esquema es
fundamental haber establecido la transformacion lineal y la base como Procesos, con estos dos elementos
lo que queremos destacar es que no solo es necesaria la construccion de las dos estructuras sino la
relacion entre ellas, como lo muestra E2 en la situacion anterior. Podemos pensar que esta relacion se da
mediante la coordinacion entre el conjunto base y la transformacion lineal, donde la transformacién lineal
actia sobre los elementos de la base, asi el estudiante puede conocer la imagen de cualquier vector si
conoce las imagenes de los vectores de la base.

Con este panorama vamos a analizar las otras preguntas de la entrevista. Cabe sefialar que por la
disponibilidad de tiempo de los estudiantes solo un grupo respondio la Gltima situacion, los otros grupos
respondieron 6 de las 7 situaciones presentadas en el analisis a priori.

4.2.2. Evidencias de la concepcion Accion de la transformacion lineal (funcional,
matricial y geométrica)

En la descomposicion genética preliminar consideramos que un estudiante tiene una concepciéon Accion
de la interpretacion matricial de la transformacion lineal T (A7) cuando puede “organizar” la matriz a
partir de las columnas sin reflexionar sobre los vectores de la base del espacio de salida. En esta
concepcion, puede “usar” dicha matriz para determinar la imagen de uno o mas vectores.

En las primeras situaciones presentadas a los estudiantes fueron pocas las evidencias que se registraron
haciendo uso de la representacion matricial de la transformacion lineal, sin embargo, en las tltimas tareas
es mas evidente su uso.

A continuacion se presentan algunas evidencias sobre la concepcion Accion de la interpretacion matricial.
Para empezar nos centramos en el analisis que realiza E1G3 para la siguiente pregunta:

Existe una transformacion lineal T de R3 en R3 que tiene como imagen el subespacio generado por los
vectores (1,0,—1) y (1,2,2)?

E1G3: [Lee la pregunta] Este es el espacio columna, es decir estos vectores [Escribe]

-

E1G3: Esto quiere decir que estos dos vectores generarian todo lo que podria generar la
transformacion. La transformacion, podriamos transformarlo a la matriz asociada.
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E: Ahi se cierra.

E1G3: No, tienen que haber tres [vectores].

E: (Por qué?

E1G3: Para que sea una base en R3. O sea para que... O sea, asi coloque otro vector acd ya todo
esto (los vectores sefialados anteriormente) esto podria generar mi transformacion.

[Después de una discusion sobre qué forma deberia tener el otro vector (si existiese), el estudiante
escoge el cero como tercera columna y encuentra la mariz].

En este caso El reconoce que aunque el espacio de llegada de la transformacion lineal T sea R3, la
imagen de T no es todo el espacio vectorial. Muestra que la imagen de T es el conjunto generado por los

1 1
( 0 ), <2> y que la transformacion queda determinada por ellos, por lo tanto las columnas de la matriz
-1/ \2

esta formada por estos vectores. Sin embargo se contradice en su discurso cuando agrega al vector nulo en

0 1 1
la matriz. No reconoce que al agregar al vector (0) al conjunto ( 0 ), (2), este deja de ser base de la
0 -1/ \2
imagen. E1G3, en esta situacion, aplica Acciones a vectores dados de un conjunto pero no relaciona los
conceptos de transformacion lineal y base, mostrando encontrarse en un nivel Intra del Esquema de
transformacion lineal.

A continuacion analizamos la pregunta 3 que hace referencia a:

Dada la transformacion lineal encuentre los vectores del espacio de salida cuya imagen se
indica en el problema.

Los estudiantes entrevistados abordaron cada situacion por separado. Es decir analizando item por item.

ES5: Aqui nos estan pidiendo el nticleo de la funcion... Como no nos dan la canonica, suponemos que es

o -3~ 0oL

por lo tanto la matriz de la transformacion es

En esta situacion se le presenta al estudiante la transformacion lineal en su representacion funcional y él
la representa de manera matricial para responder cada una de las preguntas asignadas, lo hace calculando
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las imagenes de los elementos de la base candnica para R3. En este caso consideramos que E5 tiene una
concepcion Accion de la matriz de la transformacion lineal. Se puede notar en la forma de escribir que
reflexiona sobre el vector coordenado que es quien forma las columnas de la matriz de la transformacion.
Si el estudiante revelara una concepcion Proceso, no necesitaria revisar item por item, podria considerar
que las pre imagenes forman una base para el espacio vectorial de salida y eso le puede permitir dar
informacion sobre dicho conjunto.

Encontrando la funcién que transformo el 1apiz

Iy

El grupo 2 necesita escribir las coordenadas de cada punto “representativo” del lapiz, sin embargo se
cuestiona si es necesario hallar “todos los puntos”.

E1G2: Yo sé que la transformacion de un vector es la matriz asociada a la transformacién por el vector.
(Listo?

E: Si.

E1G2: Entonces [halla las imagenes de tres puntos y vuelve y se cuestiona si es necesario usarlos
todos].

E: ;Van a usar todos los puntos?

E1G2: Vamos a ver qué sale.

E2G2: Un sistema de ecuaciones lineales.

E1G2: Es que es mas, yo creo que solamente con dos.

E: ;Por qué?

E1G2: Por que vea, yo hago ((cl Z) y la multiplico por CL)

Aunque al preguntarle a los estudiantes qué informacion proporciona la matriz de la transformacion,
tratan de recurrir a diversos teoremas que no recuerdan; lograron establecer que la matriz tiene dos filas y
dos columnas y que son esos elementos los que deben encontrar para hallar la transformacion lineal. Al
identificar el tamafio de la matriz, observan que no es necesario trabajar con “todos los puntos” sino con
dos de ellos.
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“Porque con dos vectores
basta para resolver el
sistema que me da aqui”

El estudiante abordo6 el problema buscando la transformacién lineal para esto determina la matriz de la
transformacion, en el momento de responder la pregunta expresa la transformacion lineal en su forma
funcional, como puede verse a continuacion.

A los ojos de la descomposicion genética, E1G2 muestra una concepcion Accion de la transformacion ya
que la aplica a puntos representativos del lapiz sin hacer reflexion sobre cudntos puntos necesita. Y
aunque finalmente decide tomar dos puntos, observando cuantas filas y cuantas columnas tiene la matriz

porque el vector (y) tiene dos componentes; necesitard abordar mas situaciones de este tipo que le

permita reflexionar sobre las caracteristicas de la matriz y qué informacion proporciona esta sobre los
espacios de salida y llegada. De esta manera podra interiorizar estas Acciones y tener una concepcion
proceso de la matriz de la transformacion.

¢ Qué le paso al tren?

Al pedirle a los estudiantes que encontraran la imagen del tren al aplicarle la transformacion lineal dada
por una matriz, como se predijo en el analisis a priori, algunos encontraron la imagen a diversos puntos de
la figura, este es el caso de E1. Ademas El, necesita escribir la transformacion lineal en su forma
funcional para hallar dichas imagenes. Algo interesante que pasé con la mayoria de los estudiantes, es que
aplicaron la transformacion al vagon, olvidando las otras partes de la figura.

"(9(%3)
T(3)=(3)

T(;) = ('gz
") =(2)
() (%)

) I‘I‘ 7 ‘f-l_:"a,u‘l '.'P)

)
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Como se considera en la descomposicion genética, la estructura Accidn de la representacion matricial de
la transformacion lineal y su concepcion proceso del mismo objeto como funcion, pueden potenciar en el
estudiante una concepcion Accion de la representacion geométrica. Cuando el estudiante realiza Acciones
especificas sobre cada uno de los vectores representativos del conjunto sobre el cual esté trabajando.

Aunque E1 aplica la transformacion lineal a puntos representativos del conjunto, tiene en cuenta que la
transformacion mantiene caracteristicas geométricas de este, como por ejemplo el paralelismo de sus
segmentos y el trencito original, realizar Acciones concretas sobre Objetos concretos que pueden ser
interiorizadas en Procesos que permiten la construccion de Objetos abstractos.

4.2.3. Evidencias de la concepcidén Proceso de transformacion lineal (funcional,
matricial y geométrica)

En la descomposicion genética preliminar se considera que un estudiante evidencia una concepcion
Proceso de la representacion geométrica de la transformacién lineal, cuando logra comprender que para
encontrar la imagen de un conjunto en el plano, puede encontrar la imagen de dos vectores no colineales,
que en este caso representan dos vectores linealmente independientes. Esto lo podemos notar en la
siguiente situacion:

¢ Qué le paso al tren?

ES5 reflexiona sobre las caracteristicas de la matriz para dar informacion sobre como queda el tren después
de aplicar la transformacion.

ES: Eso se ve mas facil si se descompone la matriz como combinacion lineal de dos matrices en
términos de contracciones y expansiones y luego le aplica la transformacion, asi:

%e generd discusion:
A ) . o "ademas de reflexion
i 1 ] h ' en el gje x, ihay
! contraccion o

expansion?
E: Entonces ;qué le pasa al trencito?
ES5: El trencito se contrae en el eje y.
E: ;(Seguro?
x
ES: Hagamos T (y) = ---. Pues si ya tengo la matriz de la transformacion, multiplico un vector por esa

matriz y me va a dar la imagen de eso, entonces:
;
[ \ | “1/2X |
1

5 \ rade of | ¢
!a (\25: :]l - | O ~ )" / Y

v W

Aqui vemos que se contrae la mitad en x, se refleja con y y se alarga un factor de 4.
E: Entonces no se contrae en y.
ES5: No, se contrae en x.
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E: ;Como le quedaria el trencito?
ES5: Tomamos este punto.

[al aplicarle la transformacion lo deja sobre el eje y, se genera discusion y observa que la reflexion es
sobre el eje x. Toma el vector y se da cuenta de esto].
rvy - L

o) *\o |

E5: [Grafica empezando por el vagdn, al dibujar la las ruedas, no las transformal].

[Se genera discusion sobre la transformacion y concluye que es a toda la figura a la que se le aplica la
transformacion]

Quedando el trencito:

En este caso sea consideran las tres interpretaciones de la transformacion lineal. Se puede observar que el
estudiante tiene claro que si conoce la matriz de la transformacion lineal puede encontrar facilmente la
expresion funcional; también reflexiona sobre el hecho de que al aplicarle la transformacion lineal a un
conjunto es a cada elemento del conjunto y esto se nota en los detalles al hacer las llantas y el humo. Otro
aspecto para resaltar, es que a partir de la matriz, ES logré concluir que el trencito se contraia, expandia y
reflejaba. Como E5 puede reflexionar sobre la matriz de la transformacion sin tener que calcular de
manera especifica sus columnas, E5 muestra una concepcion Proceso de la matriz Ay.
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Otra forma de solucion:

El estudiante E2 analiza la situacién el problema del tren de una manera interesante. E2 encuentra la
imagen del vector (3,2) bajo la transformacion dada, observa qué le sucede y a partir de ese escenario
concluye como queda transformado el trencito.

E2: De acuerdo a la matriz que me dieron puedo decir que la transformacion va de R? en R2.

E: ;Qué le sugiere que la transformacion va de R? en R??

E2: La forma como esta planteada la pregunta. Dice qué le sucede al trencito, el trencito esta en el plano
al aplicarle la transformacion lineal va a tener que moverse dentro de este plano cartesiano.

E: ;(Seguro?

E2: Si, él no va a pasar a R3.

E: (Esa informacion no se la da la matriz?

E2: La matriz también me da esa informacion. Tomo la base, como no me estan diciendo nada voy a
trabajar con la candnica.

E: La matriz ;dénde le muestra que la transformacién va de R? en R??

E2:

Porgue si hago esto

y obtenge la matriz
U

{ &]
THa A

Después de discutir sobre qué informacion brindan las filas y las columnas de la matriz sobre el espacio
de llegada y el espacio de salida, nos concentramos nuevamente en la pregunta.

E2: Seria como aplicarle la transformacion a otro vector que me permita como empezar a entender que
estd pasando con esa transformacion. Yo sé que el problema es qué le sucede al tren, pero en este
momento no estoy en capacidad de verlo, asi que voy a tomar otro vector, para determinar como va a
cambiar ese vector en ese plano para después saber como va a afectar a todo tren.

E: Bueno, entonces ¢ cémo lo haria?

E2: Entonces tengo por acd un plano, y diria por ejemplo un vector (3,2). Diria Ar.x =7, x es ese
vector.

Ar. ¥ =1

h o) (3 i 18
L{L "J (?_] *(ﬁ\
® Eeik-!‘\"\ e X,
@ 'ﬂ‘.},\.{-ml wers (3e 1-.(.-31.\_
@ \1{0“: ] Y\q"“ 3/1
=2 =B,
E: ;Qué le hizo la transformacion al vector?

E2: Lo esta rotando.
E: ;O lo reflejo?
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E2: También, haciendo eje de reflexion el eje x.

E: ;Qué mas le paso al vector?

E2: Cambio la magnitud [realiza célculos]. Ya tengo dos caracteristicas hay una reflexion y la magnitud
se reduce.

E: ;Y si miramos las componentes?

E2: En x se reduce a la mitad y la componente en y se va a reflejar y se mantiene en y. Ahora si puedo
decir que le pasa al tren.

En el extracto de la entrevista anterior se puede observar que este estudiante analiza lo que le sucede a un
vector, le aplica Acciones a un vector, interioriza las Acciones y puede determinar lo que le sucede al
tren. De acuerdo a lo descrito en la descomposicion genética y en el analisis a priori, se considera que el
estudiante tiene una concepcion proceso de la transformacion lineal en su representacion geométrica, ya
que no necesita aplicarle la transformacién a varios puntos representativos de la figura, con conocer la
transformacion de un vector puede decir como se transforma todo el conjunto. Es de notar que el
estudiante trabaja conjuntamente las tres interpretaciones de la transformacion lineal: funcional, matricial
y geométrica. Pues en primera instancia logra reconocer la transformacion lineal como una funcion del
plano cartesiano en el plano cartesiano e identifica las columnas de la matriz como las imagenes de la
base candnica en R?, mostrando asi la importancia de la base al estudiar la transformacion lineal.

¢ Cual es la matriz de la transformacion?

En la pregunta 6 se plantean seis interrogantes buscando relacionar la interpretacion matricial de una
transformacion lineal con la interpretacion matricial de la transformacion lineal inversa. Esta pregunta se
plante6 en las tareas de los talleres, pero fueron pocos los estudiantes que la abordaron, por ello
decidimos proponerla nuevamente en la entrevista.

Los estudiantes no tuvieron problema al encontrar la matriz que transforma a los vectores (1,0) en (2,5) y
(0,1) en (1,3). Sin embargo, solo el estudiante E2 reconocié que los vectores (1,0) y (0,1) forman una
base para R? y ademas que dicha transformacién va de R? a R2.

La transformacion va de R” a
R? v ademés los vectores

(1)'(0) son la baze candnica
de B®

0/

o Ry

M6

E2: Luego la matriz de la transformacion es

=t
[
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Aca podemos notar que el estudiante E2, nuevamente, considera importante la base para establecer la
matriz de la transformacion lineal.

Mientras que en la pregunta a. la respuesta de los estudiantes fue casi inmediata, sin algin tipo de
reflexion sobre la base; en la pregunta b., ES, por ejemplo, hall6 el determinante |§ ;|, concluyendo que

por ser diferente de cero la matriz que busca es la inversa.

ES5: ;Estas preguntas estan relacionadas entre si?

E: ;Usted qué cree?

ES: Entonces se expresa este [sefiala a las imagenes] como combinacion lineal de las otras [sefiala a las
pre imagenes] y esas combinaciones lineales me permiten hallar la matriz .

E: ;No importa cuales sean los vectores [haciendo referencia a las pre- imagenes]? O ;los vectores
deben ser linealmente independientes?

ES: Los vectores deben formar una base, luego deben ser linealmente independientes.

E: ;Cémo puede determinar que los vectores son linealmente independientes?

E5: Si el determinante es diferente de cero los vectores son linealmente independientes.

\1 Y\ og-5-]
573

Al mostrar que los vectores forman una base para R?, se devuelve a resolver los sistemas planteados y
encuentra los valores de “a” y “b” que forman las columnas de la matriz.

1

r'“j— ‘\

_b\_\j - '_\\v ;5 2 |

El analisis realizado en esta pregunta, les permite a los estudiantes responder sin dificultad las preguntas
siguientes y concluir que las matrices que representan transformaciones lineales inversas, deben ser
inversas entre si. Y de esta manera encontrar las condiciones generales que deben tener los elementos de
la matriz.

En el caso de E2, considera que si las bases son iguales las matrices son inversas:
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)

w0 ARy ek

Vectores qué ‘{q) tt(d / 31;31 ;\&J ({E

) Base de llegada y
salida iguales

forman una base

bara & :F kL [ exeda - [ o
E&_U\\:q&—ﬁi‘io AI{_Q‘ '!]

N
[3)-() SR

4.2.4. Concepcidn Objeto de la transformacion lineal

En la descomposicion genética se considera que un estudiante tiene una concepcion objeto de la
transformacion lineal si puede aplicar Acciones para hallar nuevas transformaciones. En la pregunta 7,
los estudiantes deben encontrar la composicion entre dos transformaciones lineales; sin embargo, de las
transformaciones solo conocen que son rotaciones, deben representar de manera funcional o matricial
cada funcion para poder hallar la nueva transformacion.

El grupo 4 y la composicién entre dos transformaciones lineales

El grupo 4, G4, fue el tnico que respondio la pregunta 7. La entrevista con este grupo fue diferente puesto
que con ellos contamos con 4 horas. Esta pregunta también fue una tarea presentada en los talleres pero
ningun estudiante la realizd. Recordando, la pregunta 7 plantea la siguiente situacion:

Considere T;: R? —» R? una reflexion alrededor de la recta y = v3x, y T,: R? - R? una
reflexion alrededor de la recta y = —x.

a. Muestre que la composicion T; o T, es una rotacion y encuentre el angulo de rotacion.

b. Grafique (2,1),T,(2,1) y Ty o T,((2,1)) en el mismo plano. ;Esta grafica coincide con lo
qué usted probo en a.?

c.  Muestre que si T;: R? —» R? una reflexion alrededor de la recta y = myx, y To: R? > R?
una reflexion alrededor de la recta y = m,x, y my; # m,, entonces T; o T, es una
rotacion cuyo angulo de rotacion es dos veces el angulo entre las lineas que reflejan.
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En el analisis a priori se dijo que si los estudiantes no conocian la matriz de la transformacion lineal que

representa geométricamente reflexiones sobre una recta, esta se les proporcionaria a los estudiantes. Sin
embargo, estos estudiantes usaron “las herramientas” proporcionadas durante el semestre.

Lo primero que hicieron los estudiantes de este grupo fue ubicar el punto de coordenadas (a, b) en el

plano cartesiano, trazaron la recta y = v/3x y posteriormente encontraron Ty (a, b).

Definieron los vectores u = (a,b) y v = T(a,b) = (a’,b") y w = (x,x3). Trabajando los vectores de
proyeccién Proy,u = Proy, v logran encontrar las componentes de u = (a,b) y de v = (a’,b’), es

decir, T(a, b).
W:f{K) K"ngj\n # (o
" ]
il =t ~/0)
B q
?rujwﬁ _ rmja’ud’ﬁ [ Lj 3
fi . f .. B 'f ]L_ijgr (
oy A <(18 | = (42 8 | () L—H'A—J o
@ | . [
e o 1
. 3 A s
a 4bi¥ 4+ b w =i T T
L 4 ) "_._T—J; :'rsnl. n/'- N ltirf\\"
--,;j[,“ ¥ "‘\T = “ P /III
Obteniendo:
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Y su imagen bajo la transformacion 1:

\
T 0\ Ilf ‘b\fg] -% M _‘;L;__ l‘
a\ l-,J T ) . L )

Con estos datos, los estudiantes encontraron las imégenes de la base canénica de R? y la matriz de la
transformacion lineal.

Para encontrar T,, ubicaron el punto (a, b), lo reflejaron sobre la recta y = —x obteniendo al punto

(— b, —a).

fefljac ok pomo (k) sdore y=-X
T [-3) " r r—b
T rx\j ;I =1 —i] ©r ILI_‘ EL“: =, -a 'JI

Aunque la transformacion T; la representaron de manera matricial, al encontrar la composicion Ty o T,
emplearon la representacion funcional.

SN gl — =)
)T 2 ’
N
-b¥3d ta
7. /J
.y .y [ib-aBl  a-bVd
e h) ()= | : L

Para probar que la transformacion, T; o T,, representa una reflexion. Los estudiantes compararon el
resultado obtenido con el producto entre la matriz de la transformacion (dada por la profesora) y el vector

()
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A la pregunta: ;Cual es el angulo entre las rectas y = xv/3 y y = —x? Los estudiantes respondieron:
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v |

Podemos notar en el trabajo de E1G4, que construyen una nueva transformacion lineal a partir de dos
transformaciones de rotacion e involucran las diferentes interpretaciones de la transformacion lineal
(funcional, matricial y geométrica), por ello consideramos que E1G4 evidencia una concepcion objeto.

Cabe resaltar que el trabajo de E1G4 cubre gran cantidad de los temas estudiados en el curso de Algebra
Lineal: la ubicacién de un punto en el plano cartesiano, la formacion de vectores en R? usando
proyecciones hasta encontrar en angulo entre las rectas usando el teorema del coseno para hallar angulo
entre dos vectores. Podemos pensar que el Esquema de transformacion lineal de este grupo se encuentra
en un nivel Inter, que esta evolucionando gracias al tratamiento de la situacion.

Con base en los andlisis descritos, y en general con los elementos que fueron estudiados durante el
desarrollo del ciclo de investigacion, a continuacion se describen los niveles del Esquema de
transformacion lineal.

En la tabla 2 podemos observar que la mayoria de los estudiantes entrevistados dan evidencia de tener en
sus argumentaciones presente a la base, es decir, su Esquema de transformacion lineal se encuentra en un
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nivel Intra o Inter. En sus respuestas dan evidencia implicita o explicita de considerar la base al momento
de dar informacion sobre la transformacion lineal en las situaciones que se presentaron.

Tabla 2. En qué nivel del Esquema se encuentran los estudiantes entrevistados

Niveles Definicion Esquema transformacion lineal Estudiantes
El estudiante logra un nivel Intra cuando
identifica diferentes estructuras que se

El desarrollo del nivel Intra del | relacionan con la transformacion lineal
Esquema se caracteriza por un | como funcién, como matriz 0 como una
enfoque en Acciones, Procesos | region del plano que puede transformar. | E3, G2,
Intra y Objetos individuales aislados | Aqui el concepto de base aparece como un | E4, E1
de otros elementos cognitivos | Proceso que puede coordinarse con cada
de naturaleza similar. (Arnon et | forma de ver la transformacion lineal. Por
al., 2014, p.114) ejemplo, dada la transformacion lineal
puede encontrar la matriz de la
transformacion y viceversa. Cuando al
conocer la matriz de la trasformacion, o la
transformacion lineal, aplica
transformaciones sobre puntos, flechas o
poligonos (que representan vectores de un
espacio vectorial) y logra encontrar la
imagen de dichos vectores bajo Ia
transformacion dada.
El nivel Inter se caracteriza por las
El nivel Inter se caracteriza por | transformaciones que el estudiante realiza
la construccion de relaciones y | de una forma de la transformacién lineal
transformaciones  entre  las | (funcional, matricial o geométrica) a otra
Inter estructuras  cognitivas  que | tomando como referente fundamental la
componen el Esquema donde | base como Proceso. Por ejemplo, dada la | E2, ES,
un individuo puede comenzar a | representacion matricial de la | E2G4, G1,
agrupar elementos juntos e | transformacion lineal, un estudiante puede | G3

incluso llamarlos con el mismo
nombre. (Arnon et al., 2014,
p.114)

determinar la dimension de los espacios de
salida y llegada. Por ejemplo, dada Ia
matriz de la transformaciéon puede dar
informacion sobre la dimension del espacio
de salida y la dimension del espacio de
llegada. O cuando al tener un poligono,
reconoce  dos  vectores linealmente
independientes y sus respectivas imagenes
bajo la transformacion lineal dada (en su
representacion funcional y/o matricial) y a
partir de ellas logra establecer la imagen del
poligono sin necesidad de hallar la imagen
de cada uno de los vectores que la
conforman.

El nivel Trans, el individuo

Un estudiante evidencia un nivel Trans
cuando puede establecer las caracteristicas
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construye una estructura | invariantes de la transformacion lineal. Por
subyacente implicita o explicita | ejemplo cuando determina que si una
a través de la cual se entienden | funciéon lineal es invertible entonces la
las relaciones desarrolladas en | matriz que la representa también lo es.
Trans | el nivel Inter y por el cual el | También se evidencia al construir nuevas

Esquema alcanza la coherencia
que se indica por la capacidad
del individuo para determinar lo
que estd en el alcance del
Esquema y lo que no es. (Arnon
etal., 2014, p.114)

transformaciones lineales, por ejemplo, la
composicion entre dos funciones, puede
encontrar la composicién a través de la
multiplicacion de sus interpretaciones
matriciales. O en el caso de la suma de
funciones, sumando sus interpretaciones
matriciales.

E1G4,

La tabla 2 caracteriza cada nivel describiendo las relaciones, transformaciones e invariantes como
indicadores que determinan la evolucion del Esquema (Parraguez, 2015) y que estan totalmente definidos
por el concepto de base
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Capitulo 5.
Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones finales de esta investigacion. Teniendo en cuenta los datos
obtenidos en el Taller y en las entrevistas se refina la descomposicion genética inicial, sefialando aspectos
destacados del trabajo de los estudiantes. Ademas se incluyen algunas consideraciones didacticas para el
tratamiento de la transformacion lineal en cursos regulares de Algebra Lineal, asi como planteamientos
para futuras investigaciones.

5.1. Descomposicion genética refinada

En la descomposicion genética preliminar se considera que un estudiante inicia la construccion de su
Esquema de transformacion lineal si logra relacionar tres estructuras. Dos estructuras Proceso: una de
base y otra de transformacion lineal y una estructura Objeto de vector. El analisis de datos evidencia que
los dos Procesos deben estar relacionados mediante el mecanismo de coordinaciéon. Como muestra la
Figura 5.1. El resto de la descomposicion genética no presenta cambios; aunque el disefio se basé solo en
Tareas en R? y R3 la descomposicion genética se encuentra descrita para cualquier par de espacios
vectoriales V' y W de dimension finita. A continuacion se presenta la descomposicion genética validada.

Transformacién lineal Base

Proceso Proceso

coordinacion

r=aprry +aste + o+ oagty

Figura 5.1. Coordinacion entre los Procesos de transformacion lineal y base.

Los estudiantes aplican de manera mecanica transformaciones T sobre un vector v expresado como
combinacion lineal de un conjunto de vectores S, sin tener en cuenta si los vectores de S son una base
para el conjunto de salida de T y sin tener presente si la funcion T es una transformacion lineal. Esto es
clave en la construccion del Esquema de transformacion lineal, dado que la coordinacioén entre estos
Procesos determina su evolucion. Esta coordinacion permite la evolucion del Esquema de transformacion
lineal y por tanto evidencia un nivel Inter.
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El analisis de los datos muestra que un estudiante que no logra coordinar los procesos de transformacion
lineal y base, evidencia un nivel Inter del Esquema de transformacion lineal. Ya que aunque identifica
diferentes estructuras asociadas con la transformacion lineal por un lado y con la base por otro, su
experiencia no le permite establecer relaciones y esta limitado a la aplicacion de Acciones especificas
sobre vectores de la base canonica. En este punto es importante resaltar la importancia de la construccion
de combinaciones lineales dentro del Esquema de transformacion lineal.

A continuacion se resaltan los elementos del Esquema de transformacion lineal asociados con su
interpretacion geométrica.

Construccion de la matriz de la transformacion lineal: Un estudiante puede iniciar con la construccion de
una concepcidn dindmica de un vector v en V al expresarlo como combinacién lineal de los vectores de la
base Sy, esto es con la construccion del vector de coordenadas (Parraguez, Lezama, Jiménez, 2016). Asi
el vector v inicialmente percibido por el estudiante en términos de sus componentes, ahora es visto a
partir de los escalares que permiten construir la combinacion lineal:

V=V + CUy + o+ Uy (F)

El mecanismo a través del cual el estudiante logra esta nueva estructura es la coordinacion; este
mecanismo le permite caracterizar el nuevo Proceso a partir de la unicidad de los escalares c; y el orden
de la base. Entonces en la expresion * tenemos en el lado izquierdo una estructura estatica y en el derecho
una dinamica del mismo Objeto matematico. La construccion del vector de coordenadas es fundamental
para determinar la representacion matricial de una transformacion lineal. Con base en lo descrito, daremos
paso a la construccion de este nuevo Objeto.

Un estudiante con una concepcion Proceso de transformacion lineal debe manifestar que la funcion T le
permite transformar combinaciones lineales. En algunos casos esto se aplica de manera mecanica, como
un algoritmo dado para resolver ciertos ejercicios. Sin embargo en este punto para la construccion del
Esquema es necesario que el estudiante manifieste su coherencia ya sea de manera verbal o escrita, para
aplicar la transformacion sobre la igualdad *, esto es:

Tv =T(c1v1 + vy + -+ cpvy)
Tv =T(c1v1) + T(cyvp) + -+ T(cpvy)
Tv =c1Tvy + c3Tv, + -+ ¢, T, . (x%)

Las Acciones especificas que logra aplicar para transformar la primera expresion en la tercera, requieren
de una concepcion Proceso de la transformacion lineal en términos de la preservacion en primer lugar de
la suma vectorial y en segundo del producto por un escalar. Esto entre otras cosas le permite al estudiante,
establecer que una transformacion lineal queda definida a partir de las imagenes de los vectores una base
del espacio vectorial del dominio.

Resultado de la aplicacion de las transformaciones descritas se tiene la expresion **, que puede ser vista
como un Objeto igualado a un Proceso, una forma dinamica del vector Tv que estd totalmente definida
por los escalares de la combinacion lineal. Este Proceso visto como un vector de coordenadas de Tv en
términos de las imagenes de la base, puede ser encapsulado en un Objeto cuando dicho vector es
construido como un Objeto del espacio vectorial W. Asi el estudiante logra ver el vector Tv como una
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[

2

énupla de la forma, | = | un vector definido de manera tinica por los escalares ¢y, Cy, ..., ¢, en F (Campo
lc, )
sobre el cual se definen los espacios vectoriales V' y W).

La construccion de este Objeto requiere que el estudiante trabaje con diferentes situaciones que enfaticen
en la unicidad de este vector dada una base.

Ahora, la construccion de la Matriz que representa la transformacion lineal Ay , implica realizar las
Acciones descritas para todos los vectores de §;;. Sabemos que cada uno de los nuevos vectores Tv,, Tv,,
..., Ty, en términos de W , [Tvi] s, Para i=1,..,n, determinan las columnas de la matriz Ay que

representa la transformacion lineal. Una vez un estudiante logra construir dichos vectores estd en
capacidad de iniciar con la construcciéon de la matriz Ay.

La interpretacion geométrica de una transformacion lineal se plantea como un sub-Esquema del Esquema
de transformacion lineal, centradas en las transformaciones lineales de R? en RZ. En este sentido se
entiende la representacion geométrica de este tipo de funciones como Objetos concretos (Arnon et al.,
2014). La representacion geométrica permite que el estudiante identifique caracteristicas de los Objetos
“fisicos” un punto, una flecha o un poligono como representantes de los vectores de un espacio vectorial.
Es decir, la representacion geométrica le permite a un estudiante realizar Acciones concretas sobre
Objetos concretos que pueden ser interiorizadas en Procesos que permiten la construccion de Objetos
abstractos (ver Figura 2.3). Dado que previamente el estudiante ha iniciado la construccion del Esquema
de transformacion lineal a partir de su definicion funcional y su representacion matricial, esta
interiorizacion estard caracterizada por el establecimiento de una transformacion, una funciéon que esta
determinada por las imagenes de los elementos de una base que definen la imagen de cualquier vector en
R2.

Los niveles del Esquema de transformacion lineal se describen a continuacion, teniendo como principal
indicador el papel que juega la base en cada uno de estos niveles. Los niveles estan descritos en términos
de las relaciones, transformaciones e invariantes como indicadores de la evolucion del Esquema
(Parraguez, 2015).

Tabla 3. Clasificacion de los Niveles del Esquema.

Niveles Esquema de transformacion lineal

El estudiante logra un nivel Intra cuando identifica diferentes estructuras que se

Intra relacionan con la transformacion lineal como funcién, como matriz 0 como una region
del plano que puede transformar. Aqui el concepto de base aparece como un Proceso
que puede coordinarse con cada forma de ver la transformacion lineal.
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El nivel Inter se caracteriza por las transformaciones que el estudiante realiza de una
forma de la transformacion lineal (funcional, matricial o geométrica) a otra tomando

Inter como referente fundamental la base como Proceso. Por ejemplo, dada la representacion
matricial de la transformacion lineal, un estudiante puede determinar la dimension de
los espacios de salida y llegada.

Un estudiante evidencia un nivel Trans cuando puede establecer las caracteristicas
invariantes de la transformacion lineal. Por ejemplo cuando determina que si una
funcion lineal es invertible entonces la matriz que la representa también lo es.

Trans

La mayoria de los estudiantes que participaron en la entrevista, mostraron la importancia de las
estructuras previas que se consideraron como fundamentales para la construccion del Esgquema:
concepcion proceso de base ordenada y de transformacion lineal, ademas de concepcion objeto del vector.
Sin estas estructuras desde el modelo descrito en esta investigacion no es posible que el estudiante inicie
la construccion de su Esquema de transformacion lineal.

Los estudiantes que participaron en esta investigacion evidenciaron estar en el nivel Intra o Inter del
Esquema, solo uno de los estudiantes entrevistados evidencid estar en un nivel Trans.

5.2. Consideraciones didacticas

Un modelo de ensefianza que se base en el modelo descrito puede considerar el analisis entre las
relaciones de la base ordenada con la transformacion lineal (funcional, matricial y geométrica). Para ello
es necesario contar en las clases de Algebra Lineal con ejemplos diferentes a los tradicionales, con
situaciones que potencien la construccion de la relaciones entre las estructuras asociadas a dichos
conceptos. Esto puede generar en los estudiantes la evolucion de su Esquema de transformacion lineal y
les permitird establecer conexiones con otros conceptos. Es aqui donde el papel del profesor es
fundamental, puesto que es ¢l quien inicialmente puede propiciar el disefio y desarrollo de tareas que
involucren las tres interpretaciones de la transformacion lineal, resaltando la importancia de la base para
establecer relaciones entre ellas y por ende potenciar la construccion y desarrollo del Esquema de
transformacion lineal.

5.3. Futuras investigaciones

En el desarrollo del Curso, el Taller y la Entrevista, se presentaron pocas situaciones donde el estudiante
resaltara la importancia del vector coordenado. Esto debido a que la experiencia de trabajar con bases
diferentes a la candnica fue escasa, esta situacion fue considerada en las reuniones con los profesores que
rescataban la importancia de trabajar con la base canénica para entender el concepto y en cursos
posteriores trabajar con nuevos espacios de dimension finita y bases diferentes a las canonicas.

Es por ello que para refinar los resultados presentado en esta investigacion es posible aplicar nuevamente
el ciclo de investigacion desarrollado, considerando otros espacios de dimension finita como el espacio de
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matrices (M;;,x,), 0 €l conjunto de polinomios de grado menor o igual a n (B,[R]); ademas de motivar el
trabajo de los estudiantes en situaciones que involucren bases diferentes a las candnicas.

El uso de bases diferentes a las canonicas permitird que los estudiantes relacionen, transformen e
identifiquen las caracteristicas invariantes del Esquema de transformacion lineal tomando como principal
elemento la base.

Un aspecto importante por destacar es el uso de diferentes tipos de software para tratar la interpretacion
geométrica de la transformacion lineal. Especificamente es necesario profundizar sobre el impacto de los
argumentos observables en la construccion y evolucion del Esquema de transformacion lineal. Para esto
puede tomarse el modelo planteado en esta investigacion y tratar con mayor detalle y profundidad el sub
esquema que explica la construccion de la interpretacion geométrica.

En general los resultados presentados en este documento buscan ser material de trabajo y reflexion para
profesores en ejercicio respecto a la importancia de la ensefianza y el aprendizaje del Algebra Lineal
centrada en los Procesos de cognicion que se desarrollan al construir conceptos abstractos, en este caso
los involucrados con la transformacion lineal.
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Anexo 1
Programas de Algebra Lineal

UNIVERSIDAD INSDUSTRIAL DE SANTANDER

Universidad Industrial de Santander
Escuela de Matematicas
Programa de Algebra Lineal I

Introduccion
El Algebra Lineal es una rama de las matematicas que estudia fendmenos de naturaleza lineal en muchas
variables tales como los sistemas de ecuaciones lineales, introduciendo el lenguaje de las matrices y los
vectores y conceptos estructurales como el de espacio vectorial y de transformacion lineal. Su nacimiento
se remonta a mediados del siglo XIX pero solamente en la segunda mitad del siglo XX se instala
practicamente en todos los curriculos de las carreras de ciencias e ingenieria de todo el mundo al mismo
nivel que el ya clasico calculo diferencial e integral.
Entrado el siglo XXI el Algebra Lineal es una herramienta basica para casi todas las ramas de la
matematica y también para disciplinas afines tales como la fisica, la ingenieria y la computacion, entre
otras.
En nuestro medio, durante casi toda la segunda mitad del siglo XX la materia Algebra Superior fue
obligatoria para todos los estudiantes de ciencias e ingenieria de la UIS y comprendia el estudio de los
vectores sobre todo tridimensionales, el algebra vectorial y el algebra de matrices, ademas de temas
anexos como induccion, teorema del binomio, nimeros complejos. Todo muy enfocado a apoyar los
cursos de calculo. Entrando al siglo XXI todo esto se ha querido enfocar hacia el Algebra Lineal. Asi la
materia Algebra Lineal | quiere ser una materia altamente formativa que abra las puertas al estudiante
para el estudio de los fenémenos lineales en muchas variables con herramientas algebraicas. El eje central
es el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, sistemas que el estudiante debe haber tratado
superficialmente en su bachillerato y cuyas soluciones aqui se exploran a profundidad dando una
interpretacion geométrica y herramientas algoritmicas apropiadas. Los enfoques y la ambientacion de esta
tematica pueden variar de acuerdo al docente orientador del curso y a los intereses de los estudiantes. Los
objetos a tratar son entes concretos (n-plas, vectores, matrices) que sirvan de base para aproximarse a
entes abstractos.

Propositos:
Generales

e Propiciar en el estudiante el desarrollo de su capacidad para formalizar algebraicamente
situaciones geométricas, de la ciencia y de la tecnologia.

e Familiarizar al estudiante con los ejemplos bésicos de las estructuras de espacio vectorial y del
espacio vectorial euclidiano.

Especificos
e Dar herramientas basicas para el desarrollo de las matematicas universitarias
e Identificar lugares geométricos del espacio tridimensional (puntos, planos y rectas) con sistemas

de ecuaciones lineales
e Manejar el algebra de matrices y su utilidad para la solucidon de sistemas de ecuaciones lineales
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e Reconocer la funcién determinante como una generalizacion del concepto de area y volumen y
utilizarla para el analisis de la consistencia de sistemas de ecuaciones lineales
e Identificar fenomenos de naturaleza ideal y modelarlos algebraicamente.

Componentes

e Algoritmico: Es indispensable que el estudiante maneje ciertos algoritmos por ejemplo, el
método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales, algoritmos para calcular el
determinante de una matriz, su inversa, ademas de manejar cierta operatoria, como el algebra de
matrices, las operaciones entre vectores de Rn, etc.. Es de tener en cuenta y esto puede ser muy
especifico de nuestro medio, que los estudiantes que recibimos en su mayoria, comprenden la
matematica como una coleccion de algoritmos. Sin embargo, es indispensable no quedarse en el
manejo de estos algoritmos ni exigir excesiva destreza en calculos largos. Siempre el estudiante
debe entender el porqué del algoritmo, mas importante que ejecutar determinado algoritmo
puede ser describirlo.

e Argumentacion: El curso comprende una buena cantidad de afirmaciones que ademas de su
compresion, deben interrelacionarse por medio de argumentaciones que sin necesidad de ser
excesivamente formales expliquen la naturaleza de estas afirmaciones. Por ejemplo, una vez el
estudiante entiende el papel de la matriz idéntica entre matrices cuadradas del mismo orden, debe
comprender qué significa ser la inversa y porqué la inversa del producto de dos matrices
invertibles se comporta asi y la demostracion formal es conveniente, sencilla y 1til. Debe
relacionar esta inversa con los inversos multiplicativos de los numeros reales, y entender su
diferencia. Se exige pues la compresion de las ideas y el dominio del lenguaje propicio para
expresarlas.

e Geométrico: Se trata de mostrar elementos del Algebra Lineal en Rn y para ello es
indispensable guiarse por lo que sucede en R2 y R3, que son los casos visibles en donde la
intuicion funciona bien. Por otra parte cuando trabajamos R2, podemos hacer un puente con los
posibles conocimientos que el estudiante debe traer de su geometria analitica. Hay que asombrar
al estudiante mostrandole que, por ejemplo en R5, podemos hablar de triangulos rectangulos
aunque no los podamos ver.

e Computacional: muchos textos incluyen ejercicios y rutinas para trabajar con paquetes
computacionales. Es indudablemente util introducir estas ayudas, sin embargo se debe tener
cuidado pues algunas veces el manejo del paquete no es tan amigable y su uso hace que el
estudiante pierda de vista los conceptos que se tratan de explorar. Estos paquetes
computacionales, (Matlab, Octave, Geogebra, Mathematica o Sage) pueden utilizarse como una
manera de agilizar calculos que de manera manual seria engorroso, o pueden usarse como
ilustracion de las muchas aplicaciones del Algebra Lineal. El uso de estos paquetes es algo que a
nivel mundial es experimental y seria muy bueno compartir experiencias al respecto.

Contenidos

Se presentan a continuacion los contenidos posibles de la materia, teniendo en cuenta que los marcados
con * son opcionales, que a juicio del docente deben ambientar los no marcados, que son considerados
como contenidos minimos ¢ indispensables.

1. Introduccion*

1.1. Naturales e induccidn, sumatoria.*
1.2. Numeros complejos*.

1.3. Operaciones*.

1.4. Campos finitos*
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2. Geometria Vectorial en R™Mn} ( Hustrar ejemplos en R™M2 y R1M3).
2.1. Algebra de vectores.

2.2. Longitud y angulo: producto punto.

2.3. Rectas y planos.

2.4. Proyeccion ortogonal sobre rectas y planos.

3. Sistemas de ecuaciones lineales

3.1. Introduccioén: definicion de ecuacion lineal, sistema de ecuaciones lineales y solucion de un
sistema de ecuaciones lineales.

3.2. Métodos directos (Gauss) para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

3.3. Métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales*.

4. Algebra de matrices y determinantes
4.1. Operaciones con matrices.

4.2. Inversa de una matriz.

4.3. Determinantes.

4.4. Factorizacién LU*.

5. Subespacios vectoriales en Rn

5.1. Definicion y ejemplos.

5.2. Espacio generado y espacio nulo.

5.3. Dependencia e independencia lineal.

5.4. Bases y dimension.

5.5. Subespacios afines*

5.6. Transformaciones lineales y transformaciones afines*.

6. Valores y vectores propios*

6.1. Definiciones: valores y vectores propios y polinomio caracteristico*.
6.2. Espacios propios®.

6.3. Matrices semejantes y diagonalizacion®.

6.4. Aplicaciones*.

7. Ortogonalidad*

7.1. Ortogonalidad en Rn*.

7.2. Bases ortogonales*.

7.3. Proceso de Gram-Schmidt y factorizaciéon QR*.
7.4. Diagonalizacion ortogonal*.

Posibles Organizaciones
Clasica:

Se estudia el algebra vectorial y matricial, como predmbulo para generalizar a las estructuras de espacio
vectorial.

1.Preliminares, Principio de Induccion Matematica
e Aplicaciones
e Sucesiones recursivas, coeficientes binomiales y el teorema del binomio
e El campo de los Numeros complejos: representacion geométrica, potencias y raices Complejas.
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e Teorema Fundamental del algebra.

2.Rn como Espacio vectorial y como Espacio Euclidiano
e Vectores geométricos
e Vectores y coordenadas
e Suma de vectores,producto de un vector por un escalar, producto escalar de vectores, producto
vectorial y proyecciones
Rectas y planos en el espacio.
e Dependendencia e independencia lineal, generado lineal, bases.

3. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Sistemas de ecuaciones lineales.

Solucion general de un sistema de ecuaciones lineales.
Algebra de matrices.

Operaciones elementales entre filas.

Matrices equivalentes por filas.

Matrices escalonadas reducidas por filas.

Matrices invertibles.

Matrices elementales.

Algoritmo para encontrar la inversa de una matriz cuadrada.

4. Determinantes

e Ampliacion del concepto de volumen.
Calculo de determinantes por diagonalizacion.
Formula del producto y sus consecuencias.
Formulas de expansion para calcular determinantes.
Determinante de la transpuesta.
Regla de Cramer.

Categorica:

Esta implicita la distincion entre objetos y morfimos de las categorias que se estudian: Los
espaciosvectoriales, y los espacios euclidianos. La operatoria entre matrices aparece de manera natural
como las operaciones correspondiantes a operaciones naturales entre transformaciones lineales. Esta
basada en el libro de los profesores Sonia Sabogal y Rafael Isaacs.

1. Los Escalares. Preliminares, Principio de Induccién Matematica
e Numeros naturales. Principio de Induccion.
e El campo de los Numeros complejos: representacion geométrica, potencias y raices Complejas.
e Campos finitos.
2. Rn como Espacio vectorial.
e Solucion general de un sistema de ecuaciones lineales. Metodo de gauss.
e El espacio de las n-plas. Operaciones.
e Subespacios vectoriales. Independencia lineal, generado y bases.
e Rectas, planos subespacios afines en Rn.
3. Transformaciones lineales y Matrices.
e Transformaciones lineales de Rn en Rm
e Representacion de transformaciones por matrices.
o Algebra de matrices vs algebra de transformaciones.
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e Matrices invertibles. Algoritmo para encontrar la inversa de una matriz cuadrada.

¢ Nucleo e imagen. Relacidon con la solucion de sistemas de ecuaciones lineales.
4. Rn como espacio vectorial Euclideo.

e Producto punto. Otros productos internos en Rn

e Norma de un vector. Distancia entre puntos.

e Desigualdad de Cauchy-Shwarz.

e Coseno entre vectores. Proyeccion.

e Producto cruz, producto punto.
Determinantes

e Ampliacion del concepto de volumen.
Célculo de determinantes por diagonalizacion.
Formula del producto y sus consecuencias.
Formulas de expansion para calcular determinantes.
Determinante de la transpuesta.
Regla de Cramer.

Moderna:
A partir del texto de Poole.

1.1 Introduccidn: el juego de la pista de carreras.

1.2 Geometria y algebra de vectores.

1.3 Longitud y angulo: el producto punto.

2.1 Introduccion a los sistemas de ecuaciones lineales.
2.2 Métodos directos para resolver sistemas lineales.
2.3 Conjuntos generadores e independencia lineal.
3.1 Operaciones con matrices.

3.2 Algebra matricial.

3.3 La inversa de una matriz.

3.5 Subespacios, bases, dimension y rank.

4.1 Introduccion a eigenvalores y eigenvectores.

4.2 Determinantes.

Matricial:
Basada en el libro de Howard Anton capitulos 1,2,3,4.

1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

* 1.1 Introduccion a los sistemas de ecuaciones lineales.

* 1.2 Eliminacién gaussiana.

* 1.3 Sistemas homogéneos de ecuaciones lineales.

* 1.4 Matrices y operaciones matriciales.

* 1.5 Reglas de la aritmética matricial.

* 1.6 Matrices elementales y un método para hallar la inversa.

* 1.7 Resultados adicionales acerca de los sistemas de ecuaciones y la inversibilidad.
2 LA FUNCION DETERMINANTE.

* 2.1 Evaluacion de los determinantes por reduccion en los renglones.
* 2.2 Propiedades de la funcion determinante.

* 2.3 Desarrollo por cofactores; regla de Cramer

* 2.4 Vectores en los espacios bidimensional y tridimensional.

3. INTRODUCCION A LOS VECTORES (GEOMETRICOS).

101



Un Esquema de transformacion lineal: construccion de la representacion geométrica y matricial relacionada con una base
ordenada

3.2 Normas de un vector; aritmética vectorial.

* 3.3 Producto escalar (punto); proyecciones.

* 3.4 Producto vectorial (cruz).

* 3.5 Rectas y planos en el espacio tridimensional.

4 ESPACIOS VECTORIALES

* 4.1 Espacio euclidiano n dimensional.

* 4.2 Espacios vectoriales generales.

* 4.3 Subespacios.

* 4.4 Independencia lineal.

* 4.5 Base y dimension.

* 4.6 Espacio de renglones y columnas de una matriz; rango; aplicaciones para hallar bases.
* 4.7 Espacios de productos interiores.

* 4.8 Longitud y angulo en los espacios de productos interiores.
* 4.9 Bases ortonormales; proceso de Gram-Schmidt.

* 4,10 Coordenadas; cambio de base.

Logistica:

El docente escoge la distribucion de los temas, el nimero de evaluaciones y su ponderacion teniendo en
cuenta este documento, sus concepciones particulares y los intereses de sus estudiantes (ya que Algebra
Lineal I es un curso de primer semestre puede saber a qué carrera pertenecen sus estudiantes). También
incluird el o los textos guia y la bibliografia.

El primer dia de clase hace llegar a sus estudiantes y a la coordinacion de la materia la distribucion de los
temas y su manera de evaluar junto con la bibliografia empleada y otros recursos.

El tema de cada parcial lo hace llegar a la coordinacion de la materia asi como los resultados obtenidos.

El docente intentara estar en contacto con el seminario docente, participando directamente o
informandose de los temas tratados. También tratara de saber de la experiencia de otros docentes de la
materia.

El docente debe colaborar con el programa ASAE para que sus estudiantes reciban orientacion efectiva en
la materia.

Bibliografia.

Algebra Lineal. Stanley I. Grossman.

Calculus Tomo Iy Il. Tom M. Apostol.

Linear Algebra. Fraleigh B.

Algebra Lineal: Una introduccion Moderna. David Poole.

Algebra Linear e Aplicaciones. Reginaldo J. Santos.

Elementary Linear Algebra. Howard Anthon.

Aproximacion al Algebra Lineal: Un enfoque geométrico. Sonia Sabogal y Rafael Isaacs.
Algebra Lineal con aplicaciones. Restrepo Patricia, Franco Rosa, Luz Elena Mufioz. Universidad
Nacional de Colombia.

Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear. Reginaldo J. Santos.

Algebra Lineal y sus aplicaciones. David Lay On the Teaching of Linear Algebra. J.-L. Dorier (Ed).
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Anexo 2

Preguntas del Taller

1. Sean f:R? > R? y g:R? - R? funciones definidas por f(x,y) = (y%,x) y g(x,y) = (x +
2y, —x).
a. Seanu = (1,0) yv = (0,1).
e Calcule (u + v) y determine f(u + v).
e Calcule f(w), f(v) y encuentra el vector f(u) + f(v).
e Comparando los resultados anteriores, json f(u + v) y f(u) + f(v) iguales?
b. Seanu=(3,0)yc=1.
e Calcule cu y determine f(cu).
e Calcule f(u) y encuentra el vector cf (u).
e Comparando los resultados anteriores, ;json f(cu) y cf (u) iguales?
c. Realiza los puntos a. y b. para la funcioén g.
d. ¢(Son f y g transformaciones lineales? Justifica tu respuesta.
2. (Cuéles de las siguientes transformaciones satisfacen T(v + w) = T(v) + T(w), y cuales
T(av) = aT(v)?
v

a. T(v) = ol

b. T(v) =v, +v, +v;3.
c. T(w) = (2vy,3v,, —v3).
d. T(v) = la menor componente de v.

1 0
3. Sea T:R3 - R? una transformacion lineal y suponga que T(O) = (2), T(l) = (_1) y

T (8) = (_53) Encuentre:

1
a. La matriz de la transformacion.

X
b. T(y).
Z
3
C. T<—4>.
5
x+y

X
4. Sea T:R? -» R3 una transformacion lineal definida por T (y) = <2x - y), escriba la matriz de
x + 3y

1\ /0 1
la transformacién con respecto a las base f3; la base canonica de R? y 8, = {(O) , (2) , (2)} .
1 3/ \3
5. Suponga que T es una transformacion lineal que transforma a (1,1) en (2,2) y (2,0) en (0,0).

Encuentre T (v) cuando

a. v=(22)
b. v=(3,-1)
c. v=(aDb)
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10.

11.

12.

L 1 4 0 0 1
Usted sabe que T(Z) = (0),T(0> = (_1) y T( 4 > = (1) . Con esta informacion, ;es
0 6 3

posible encontrar una trasformacién lineal T de R3 en R?? Explique claramente su respuesta.

1 0
La matriz (3 —1> representa la matriz de una transformacion lineal definida de un espacio
1 2

vectorial IV en un espacio vectorial W. ;Cudles son las dimensiones de los espacios vectoriales V
y W? Justifica tus respuestas.

x
.Es posible encontrar una transformacién lineal T de R? en W = {(y) 2x—y+z= 0}? Si es
z
posible lleve a cabo sus ideas, en caso contrario justifique su respuesta.

X
Encuentre una transformacion lineal T de R? en W = {(y) 2x—y+z= 0}, referida a las

wses = () (b= {(2). (1)} Z

0 1

a. (Qué matriz transforma (1,0) en (2,5) y (0,1) en (1,3)?
b. ({Qué matriz transforma (2,5) en (1,0) y (1,3) en (0,1)?
c. (Por qué ninguna matriz transforma (2,6) en (1,0) y (1,3) en (0,1)?
d. {Qué matriz transforma (1,0) en (r,s) y (0,1) en (¢, u)?
e. (Qué matriz transforma (a, b) en (1,0) y (c,d) en (0,1)?
f. {Qué condicion sobre a, b, ¢, d hace imposible en inciso e.?

Suponga que todos los vectores x = (a,b) en el cuadrado unitario 0 <a<1,0<b <1 se
transforman en Ax (4 es 2 por 2).

a. ¢(Cual es la forma de la region transformada (para toda Ax)?

b. ;Para qué matrices A esta region es cuadrada?

c. (Para qué matrices A es una recta?

d. (Para qué matrices A la nueva area sigue siendo 1?

Si la Figura 2 es la imagen de la Figura 1, bajo una transformacion lineal de R? en R?, ;es
posible hallar una expresion para T? Justifique su respuesta, en caso de que sea posible hallar T,

escriba la expresion. Halle T (3)
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Figura 1. Figura 2.
13. Describa las transformaciones lineales del plano xy que estan representadas en la base estandar

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

(1,0) y (0,1) por las matrices
m=lo Slas=ly dhas=l Gl

(Puede determinar una transformacion lineal T de R3 en R3 tal que nu(T) = {(x,y,2):3x —

2y + z = 0}? Si es posible definala especificamente, en caso contrario justifique su respuesta.

(Puede determinar una transformacion lineal T de R3 en R3 tal que Im(T) = {(x,v,2): 2x +

3y — 5z = 0}? Si es posible definala especificamente, en caso contrario justifique su respuesta.

Defina dos transformaciones lineales f y g donde este f o g este definida.

Si § y T son lineales con S(v) = T(v) = v, entonces (S(T(v)) =v o v2? Explique su

respuesta.

Suponga que T es una transformacion lineal sobre R® que transforma cada punto (u,v,w) en

(w,u + v,u + v + w). Describa lo que T~ hace al punto (x, y, z).

Pruebe que una rotacion es una transformacion lineal, pero que una traslacion no es una

transformacion lineal.

Sean T;: R? » R? una reflexion alrededor de la recta y = v/3x, y sea T,: R?> —» R? una reflexion

alrededor de la recta y = —x.

a. Muestre que la composicion T; o T, es una rotacion, y encuentre el angulo de rotacion.

b. Grafique (2,1),T1(2,1) y (T; o T,)((2,1)) en el mismo plano. ;Esta grafica coincide con lo
que usted probd en a.?

c. Muestre que si T;: R? > R? una reflexion alrededor de la recta y = m,x, y sea T,: R? > R?
una reflexion alrededor de la recta y = m,x, y my # m,, entonces T; o T, es una rotacion a
través de dos veces el angulo entre las dos lineas que reflejan.
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Anexo 3

Preguntas de la entrevista

Pregunta 1

1 4 0
Usted sabe que T<2> = ((1)), T<0> = (_01) y T( 4 ) = (1) Con esta informacion, ;es posible
0 6 3

encontrar una transformacion lineal T de R3 en R2? Explique claramente su respuesta.

Pregunta 2

¢(Existe una transformacion lineal T de R3 en R3 que tiene como imagen el subespacio generado por los
vectores (1,0,—1) y (1,2,2)? Si es posible encontrarla, describa explicitamente la transformacion. En
caso contrario, justifique por qué no es posible hallar a T.

Pregunta 3

Sea f una transformacion lineal definida por f(x,y,z) = (—x,y + z,x —y — z). Encuentre todos los
vectores (x,y,z) de la forma que:

f(x,y,2) = (0,0,0)

fGy,2z) = (1,2,2)

f(x! Y, Z) = (1,2, _3)

Describa el conjunto que encontrd en cada caso.

/e o

Pregunta 4

Si la Figura 2 es imagen de la Figura 1, bajo una transformacion lineal T de R? enR?, ;es posible hallar
una expresion para T'? Justifique ampliamente su respuesta.
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Figura 1. Figura 2.

Pregunta 5

(Que le sucede al tren que aparece en la siguiente figura, cuando se le aplica la transformacion lineal dada
por la matriz (162 0 4)? Justifique geométricamente su respuesta.

Pregunta 6

(Qué matriz transforma (1,0) en (2,5) y (0,1) en (1,3)?

(Qué matriz transforma (2,5) en (1,0) y (1,3) en (0,1)?

(Por qué ninguna matriz transforma (2,6) en (1,0) y (1,3) en (0,1)?
(Qué matriz transforma (1,0) en (r,s) y (0,1) en (t,u)?

(Qué matriz transforma (a, b) en (1,0) y (¢, d) en (0,1)?

(Qué condiciones sobre a, b, ¢ y d hace imposible el inciso anterior?

SN NEINC

Pregunta 7
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Considere T;: R? - R? una reflexion alrededor de la recta y =+v3x, y T,:R? - R? una reflexion
alrededor de la recta y = —x.

a. Muestre que la composicion T; o T, es una rotacion y encuentre el angulo de rotacion.
b. Grafique (2,1),T;(2,1) y Ty © T,((2,1)) en el mismo plano. ;Esta grafica coincide con lo qué
usted probd en a.?
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