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Resumen

Titulo: Reconstruccion de los espinores de campo ligando del hexafluoruro de renio a partir de
medidas experimentales *

Autora: Heidy Liliana Alfonso Ortiz **

Palabras clave: Quimica Cudntica Relativista, Teoria Relativista de Campo Ligando (TRCL), Aco-
plamiento Espin - Orbita, Teorfa de Grupos Puntuales Dobles, Hexafluoruro de Renio (ReFg), Teo-
ria de Campo Ligando (TCL).

Descripcion: En este trabajo se reconstruyeron los espinores de campo ligando del hexafluoruro de
renio (ReFg) aplicando la Teoria Relativista del Campo Ligando (TRCL) a datos experimentales de
espectroscopia y susceptibilidad magnética. El ReFg es un compuesto de interés particular debido
a que su configuracién electrénica 5d' y su entorno octaédrico lo convierten en un sistema modelo
ideal para estudiar los efectos relativistas en complejos de metales de transicion de la tercera serie,
donde el acoplamiento espin-Orbita alcanza magnitudes comparables con el desdoblamiento del
campo cristalino. A partir de las transiciones d — d reportadas y el momento magnético efectivo,
se determinaron los pardmetros Dg = 2409cm™!, &, = 1876cm™! y p/q = 1,18 con los cua-
les se obtuvieron analiticamente los espinores yg(5d3/2), ¥7(5ds/2) y vs(5ds)2). Se calcularon sus
densidades de probabilidad angular y se generaron representaciones graficas 2D y 3D en Python,
evidenciando como el campo octaédrico y el acoplamiento espin-6rbita modifican la distribucién
electronica. Los resultados confirman que los espinores de campo ligando dependen de los pardme-
tros del sistema y pertenecen a las representaciones ['7 y I's del grupo doble O’,, demostrando que la
TRCL describe de manera unificada las propiedades 6pticas y magnéticas de complejos 5d' donde
los efectos relativistas son prominentes. Este enfoque constituye una alternativa tedrica sélida para
el estudio de sistemas con acoplamiento espin-Orbita fuerte, superando las limitaciones de la teoria
del campo ligando tradicional al incorporar los efectos relativistas desde el formalismo de Dirac.
Aunque los métodos computacionales ab initio ofrecen descripciones detalladas de la estructura
electrénica, su aplicacion requiere un costo computacional elevado. En contraste, la TRCL permi-
te realizar predicciones importantes a partir de unos pocos parametros ajustables, ofreciendo una
herramienta accesible, interpretativa y predictiva para caracterizar materiales basados en metales
pesados.

*Trabajo de Investigacién de Pregrado
**Facultad de Ciencias. Escuela de Quimica. Director Doctor Prof. Jhon Fredy Pérez Torres
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Abstract

Title: Reconstruction of Ligand Field Spinors for Rhenium Hexafluoride from Experimental Mea-
surements. *

Author: Heidy Liliana Alfonso Ortiz **

Key Words: Relativistic Quantum Chemistry, Relativistic Theory of Ligand Field (RLFT), Spin-
Orbit Coupling, Double Point Groups Theory, Rhenium Hexafluoride (ReFg), Ligand Field Theory.

Description: In this work, the ligand-field spinors of rhenium hexafluoride (ReFg) were recons-
tructed by applying the Relativistic Ligand-Field Theory (RLFT) to experimental spectroscopy and
magnetic susceptibility data. ReFg is a compound of particular interest because its 5d' electronic
configuration and octahedral environment make it an ideal model system for studying relativistic
effects in third-row transition metal complexes, where spin-orbit coupling reaches magnitudes com-
parable to the crystal field splitting. From the reported d — d transitions and the effective magnetic
moment, the parameters Dg = 2409cm™!, &5, = 1876 cm™!, and p/q = 1,18 were determined.
Using these parameters, the spinors yg(5d3/2), y7(5ds)2), and yg(5ds/) were obtained analyti-
cally. Their angular probability densities were calculated, and 2D and 3D graphical representations
were generated in Python, revealing how the octahedral field and spin-orbit coupling modify the
electronic distribution. The results confirm that the ligand-field spinors depend on the system pa-
rameters and belong to the I'; and I's representations of the double group O’ , demonstrating that
RLFT provides a unified description of the optical and magnetic properties of 5d'! complexes where
relativistic effects are prominent. This approach constitutes a solid theoretical alternative for stud-
ying systems with strong spin-orbit coupling, overcoming the limitations of traditional ligand field
theory by incorporating relativistic effects from the Dirac formalism. Although ab initio compu-
tational methods offer detailed descriptions of the electronic structure, their application requires a
high computational cost. In contrast, RLFT allows important predictions to be made from a few
adjustable parameters, offering an accessible, interpretative, and predictive tool for characterizing
of materials based on heavy metals.

*Undergraduate research project
**Faculty of Sciences. School of Chemistry. Director PhD. Jhon Fredy Pérez Torres



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 14

Introduccion

Los complejos de metales de transicién son compuestos en los que un ion metélico central se
encuentra rodeado y enlazado a uno o maés ligandos, que son dtomos, iones o moléculas donadores
de pares de electrones. Asi, el metal de transicién es un dcido de Lewis y los ligandos bases de
Lewis. La naturaleza de estos enlaces y la disposicion geométrica de los ligandos alrededor del ion
metélico influyen en las propiedades quimicas y fisicas de estos compuestos. Para abordar estas
cuestiones desde la mecdnica cudntica, a partir de la ecuacion de Schrodinger y la teorfa de pertur-
baciones, existen dos enfoques relacionados: la Teoria del Campo Cristalino (TCC), inicialmente
concebida para sélidos iénicos, y la Teoria del Campo Ligando (TCL), que extiende el modelo a
compuestos moleculares. Dado que la diferencia entre ambas es sutil Smith (2011), en este docu-
mento se utilizard el término TCL de manera genérica para referirse al estudio de los electrones d
en el entorno de los ligandos, independientemente de la naturaleza del compuesto.

La TCL proporciona informacion valiosa sobre la naturaleza del enlace metal-ligando y sobre
las propiedades 6pticas y magnéticas de los complejos especialmente en complejos de la primera
serie de transicion 3d. En estos sistemas, el acoplamiento espin-6rbita es suficientemente débil pa-
ra considerarse como una pequefa perturbacion sobre los estados generados por el campo de los
ligandos, sin embargo, al aplicar la TCL a metales de la segunda 4d y de la tercera serie 5d, se ob-
servan desviaciones significativas. En estos d&tomos pesados, el acoplamiento espin-6rbita, alcanza
una magnitud comparable al desdoblamiento producido por el campo cristalino, convirtiéndose en
un efecto demasiado importante para ser ignorado.

Un ejemplo de esta limitacion es el hexafluoruro de renio (ReFg), una molécula con geometria
octaédrica y configuracién electrénica Sd'. Mientras que la TCL predice una tnica transicién d — d
(thg — eg), el espectro experimental muestra dos transiciones (Moffitt et al., 1959). Moffitt et
al. (1959) lograron explicar la aparicion de estas dos bandas incorporando el acoplamiento espin-
orbita a la TCL de manera semiempirica. Sin embargo, cuando Selig et al. (1962) midieron la

susceptibilidad magnética del ReFg y ajustaron los pardmetros del modelo de Moffitt a estos nuevos
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datos, encontraron que el momento magnético efectivo predicho era mucho mayor que el valor
experimental (ueg = 0,25 up), evidenciando que el modelo no lograba reproducir simultdneamente
las propiedades Opticas y magnéticas del complejo. Aunque el uso de funciones de onda relativista
en la teoria del campo ligando se remonta a 1960 (Basu & Chakravarty, 1982; Liehr, 1960; Moffitt
et al., 1959; Wybourne, 1965), no se encuentra en la literatura una teoria estrictamente relativista,
posiblemente por la falta de datos experimentales de la época que incentivaran su desarrollo o por
las limitaciones computacionales del momento.

Esta tesis aborda el problema central de la falta de un marco teérico que explique, de manera
unificada, las propiedades Opticas y magnéticas de complejos de metales de transicion de la tercera
serie, donde los efectos relativistas son dominantes (Neese & Solomon, 1998). Recientemente, el
Grupo de Bioquimica Tedrica ha propuesto un enfoque alternativo: la Teoria Relativista del Campo
Ligando (TRCL) (Pérez Torres, 2024; Pérez-Torres, 2025). A diferencia de la TCL tradicional, que
parte de la ecuacion de Schrodinger y emplea orbitales, la TRCL se fundamenta en la ecuacion de
Dirac (Dirac, 1928) y utiliz6 espinores en vez de orbitales. Esto permite incluir todos los efectos
relativistas, como el acoplamiento espin-6rbita. En consecuencia, los espinores de campo ligando
que predicen en la TRCL (como 7 y ¥g) no son combinaciones lineales fijas, sino que dependen
explicitamente de los pardmetros del sistema: la fuerza del campo ligando Dg, la constante de
acoplamiento espin-6rbita &, y la razén relativista p /g (Pérez Torres, 2024).

El objetivo de este trabajo fue precisamente, reconstruir los espinores de campo ligando yg (5d3/2),
¥7(5ds)2) y v8(5ds/2) del ReFg a partir de datos experimentales. Para ello, se utilizaron las energfas
de las transiciones d — d reportadas en su espectro de absorcidn (Rotger et al., 1999) y su susceptibi-
lidad magnética (Selig et al., 1962) como insumos para calcular los pardmetros Dgq, £,4 y p/q. Con
estos pardmetros, se obtuvieron analiticamente los coeficientes de expansion a;. m, (Dgq,&na,p/q)
de los espinores en la base atomica de Dirac. Por conveniencia algebraica, estos coeficientes se
incorporaron en nuevas expresiones x.. y y.. Posteriormente se calcularon sus densidades de proba-
bilidad, que fueron visualizadas mediante representaciones graficas. La pregunta central que gui6

esta investigacion fue: ;como influyen los efectos relativistas como el acoplamiento espin-6rbita en
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la estructura electrénica y las propiedades magnéticas del hexafluoruro de renio ReFg?

Para facilitar la lectura de este documento, es importante precisar la siguiente nomenclatura: un
orbital es una funcion de onda definida por los nimeros cudnticos (n, £, m¢); un orbital de espin
incorpora el grado de libertad espin y se especifica por (n, £, m¢, mg); y un espinor es un objeto de
dos componentes (en su forma mds simple) cuyas partes no nulas son funciones representadas por
los niimeros cudnticos (n, k, m ), siendo « el nimero cudntico de Dirac. Las coordenadas espaciales

(r, 0, ¢) son argumento comun de todas estas funciones.
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1. Justificacion

La quimica de coordinacién de los metales de transicion de la tercera serie Sd presenta un gran
desafio que la Teoria del Campo Ligando (TCL), en su formulacion no relativista, no ha podido
resolver de manera satisfactoria. Al ascender en el grupo, la interaccion espin-6rbita crece hasta
igualar el desdoblamiento por campo cristalino (10D ¢g). En este régimen, la TCL no relativista falla
porque trata el espin-6rbita como una pequefia correccidon que puede ignorarse o afiadirse después,
cuando en realidad ya no lo es. Como consecuencia, no puede predecir correctamente las energias
de transicion y los momentos magnéticos de estados electronicos en estos sistemas pesados. El
hexafluoruro de renio (ReFg) es un caso de esta falla, mostrando un espectro de absorcién con dos
transiciones d — d donde la teoria predice una sola, y un comportamiento magnético mucho mayor
al experimental que los modelos semiempiricos no logran reproducir simultineamente (Moffitt et
al., 1959; Selig et al., 1962).

Esta investigacion se justifica, en primer lugar, por la necesidad de un marco tedrico unificado
y predictivo para estos sistemas. Los intentos previos por reparar la TCL mediante la inclusién
del acoplamiento espin-6rbita, aunque utiles para interpretar el espectro, han resultado insuficien-
tes para describir de manera coherente el conjunto de propiedades Opticas y magnéticas (Rotger
et al., 1999). La Teoria Relativista del Campo Ligando (TRCL), propuesta recientemente, ofrece
una alternativa al construir la teoria desde sus cimientos con espinores de Dirac, que incorporan in-
trinsecamente los efectos relativistas y el espin. Por lo tanto, este trabajo es importante para validar
y consolidar la TRCL como una herramienta tedérica capaz de superar las limitaciones de la TCL
clasica en el &mbito de los elementos pesados.

En segundo lugar, la investigacion se justifica por la posibilidad de reconstruir, a partir de datos
experimentales, los objetos fundamentales de la teoria: los espinores de campo ligando. Por tanto
su forma, y distribucion electrénica que describen, no es general, sino una propiedad especifica
del complejo que puede ser revelada mediante el anélisis de sus propiedades espectroscépicas y

magnéticas. Esta reconstruccion para el ReFg proporciona una imagen detallada y tedricamente
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fundamentada de cémo un electrén 5d se distribuye en el espacio bajo la influencia combinada de
un campo octaédrico y un acoplamiento espin-Orbita considerable.

Finalmente, este trabajo posee una relevancia préactica y metodolégica. Por un lado, sienta las
bases para el estudio de otros complejos 5d y 4d con configuraciones electrénicas mas complejas.
A su vez, la metodologia desarrollada que combina el célculo analitico con la visualizacién gréfica,
ofrece un puente entre la abstraccion matematica de la mecdnica cudntica relativista y los modelos
utilizados en quimica, facilitando la interpretacion de resultados experimentales y la ensefianza de
estos conceptos. En sintesis, abordar el problema del ReFg desde la TRCL contribuye al avance
de un marco tedrico con potencial para usarse en la ensefianza de la quimica de coordinacién de

elementos pesados.

2. Estado del arte y planteamiento del problema

2.1. Origenes de la quimica de coordinacion y la Teoria del Campo Cristalino

El origen de la quimica de coordinacién moderna se remonta a finales del siglo XIX, cuando
compuestos como las sales de cobalto(Ill) con amoniaco desafiaban las reglas de valencia de la
época. Fue Alfred Werner quien, en 1893, propuso las geometrias octaédrica y cuadrado-planar,
sentando las bases estructurales que atn utilizamos. Con el desarrollo de la mecdnica cudntica se
pudo comenzar a entender la naturaleza del enlace en estos sistemas (Ballhausen, 1962). La primera
aproximacion teérica fue la Teoria del Campo Cristalino (TCC), desarrollada por Hans Bethe en
1929 (Bethe, 1929).

Bethe investigé como los estados electronicos de iones de capa abierta, principalmente los de
metales de transicién, son influenciados por los iones circundantes en un cristal. Propuso que la in-
fluencia de los ligandos puede describirse mediante un campo cristalino electrostético. Este campo
reduce la simetria con respecto a los iones atomicos libres, lo que conduce a un desplazamiento y
desdoblamiento de los estados atémicos (Kutzelnigg, 2005). El esquema de niveles de energia estd
determinado por tres pardmetros: la fuerza del campo de ligandos, la parte asimétrica de la interac-

cidn electrénica (que hoy asociamos con la repulsion electrén-electrén) y la interaccidn espin-Orbita
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(Kutzelnigg, 2005).

Figura 1.
Esquema de niveles de energia y correlacion entre diferentes grupos puntuales (Oy, Dap, Cay, D3p, C3y ¥
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Para comprender la relevancia de la teoria de Bethe, es necesario tener en cuenta que a mediados
de 1930 la teoria de las representaciones de grupos puntuales ain no se habia desarrollado, €l tuvo
que desarrollarla practicamente por si mismo. Ademads, introdujo los grupos dobles, necesarios para
describir adecuadamente los estados relativistas de los electrones (Kutzelnigg, 2005).

Poco después, John H. Van Vleck extendio estas ideas al &mbito quimico, logrando explicar por
qué el momento magnético efectivo de los complejos de la primera serie de transicién 3d corres-
pondjia al valor de solo espin, evidenciando la omisién del momento orbital por el campo cristalino
(Van Vleck, 1932). Posteriormente, los quimicos inorgdnicos adaptaron el formalismo de Bethe a
los complejos de metales de transicion y a moléculas, originando lo que hoy conocemos como Teo-
ria del Campo Ligando (TCL). Este modelo, que se desarroll6 a partir de la TCC para incorporar el
cardcter covalente del enlace, resulté ser exitoso para predecir las propiedades 6pticas, magnéticas
y estructurales de los complejos 3d.

Una contribucion fundamental en esta direccion fue la de Tanabe y Sugano, quienes extendie-
ron la Teoria del Campo Cristalino al calcular los diagramas de energia para configuraciones d"
en campo octaédrico, considerando tanto la repulsion electron-electrén como el campo de los li-
gandos (Tanabe & Sugano, 1954a, 1954b, 1956). Estos diagramas, conocidos hoy como diagramas

de Tanabe-Sugano, permitieron asignar las transiciones electronicas observadas en los espectros de
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absorcién de los complejos de metales de transicion y predecir nuevas transiciones. La relevancia
de esta teoria trascendi6 el &mbito académico, pues sentd las bases para entender el comportamien-
to 6ptico del rubi (corindén dopado con cromo, Cr* : Al,03), un material que afos mads tarde
seria crucial para el desarrollo del primer l4ser de estado sélido por Theodore H. Maiman en 1960
(Maiman, 1960). Los niveles de energia del Cr3* en entorno octaédrico, descritos por la teoria de
Tanabe y Sugano, explican la absorcidn en el verde y azul, asi como la emisién roja caracteristica

del rubi, fenémeno que Maiman aproveché para lograr la emision estimulada de radiacion.

Figura 2.
Linea de tiempo que muestra los hitos fundamentales en el desarrollo de la Teoria del Campo Cristalino y
sus aplicaciones, desde la mecdnica cudntica hasta la invencion del laser de rubi.

1925 1926 1928 1929 1930-1933 1954-1956 1960

Mecénica Cuantica Mecanica Cuéntica Ecuaciéony Teoria de Campo Teoria de la Estructura Diagramas de Invencion del
Matricial Ondulatoria Espinor de Dirac  Cristalino  Electrénica y Magnetismo  Tanabe y Sugano Laser de Rubi
K. >@/ ; 3
- = Ruby rod
r - /n uby ro
Werner ~ MaxBom  Pascual ) ~
Heisenberg Jordan Y
L g ® ® @ >

Vale aclarar una cuestiéon de nomenclatura que a veces genera confusion. La TCC se reserva
para el modelo de enlace puramente idnico, mientras La TCL es un término mds amplio que abarca
desde ese limite i6nico hasta modelos con fuerte covalencia. No obstante es comtin usar el término
campo ligando de manera genérica para referirse a ambos, siempre que el contexto sea claro (Figgis,

1966).

2.2. Teoria del campo de los ligandos

2.2.1 Notacion de Dirac Lanotacion bra—ket empleada en este trabajo fue introducida por Dirac
(1939). En esta notacidén, un estado cudntico representado por la funcién de onda ¢, (7, 0, @) se
denota como un vector ket (r, 6, ¢|nfm), mientras que su complejo conjugado se representa como
un vector bra (nfm|r, 8, ¢). El producto escalar entre dos estados, que corresponde a la integral de

superposicion, se escribe como:
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(I’l/ ,m,|n€m> = Opwn0e tOmm, (D)

donde los deltas de Kronecker reflejan la ortonormalidad de las funciones de onda.

Una ventaja de la notacion de Dirac es que no es necesario escribir explicitamente los argumen-
tos espaciales de las funciones de onda, ya que el resultado de la integral depende tinicamente de
los niimeros cudnticos que etiquetan los estados (Dirac, 1939). Ademds, el valor esperado de un

operador O en un estado |[nfm) se expresa de manera compacta como:

<é>n€n1 = <n£m|0|n€m> (2)

Por ejemplo, la energia del nivel n se calcula como:

E, = (ntm|Ho|ntm) (3)

y la proyeccion del momento angular orbital sobre el eje z como:

(L)m = (n€m|L |ntm) = mh, (4)

La notacién de Dirac también permite separar las contribuciones radial y angular de las funcio-

nes de onda. Asi, se puede escribir:

<n/€/|n€> = 0nnOere, <€,ml|£m> =00 e0m'm; (5)

donde el ket |nfm) especifica completamente un orbital.
En el contexto de esta tesis, la notacion de Dirac serd utilizada para representar tanto los es-
pinores atémicos |njm ;) como los espinores de campo ligando |y7) y |ys), facilitando el manejo

algebraico de los estados cudnticos y sus combinaciones lineales.
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2.2.2 Orbitales hidrogenoides El tratamiento de los orbitales hidrogenoides que se presenta en
esta seccion sigue la formulacion estdndar de la mecdnica cudntica (Griffiths, 2005). Los orbitales
hidrogenoides son funciones de onda que describen el comportamiento de un electrén en un 4tomo
con un solo electrén (como H, He*, LiZ*, etc.). Se definen en coordenadas polares esféricas (r6¢),

relacionadas con las coordenadas cartesianas mediante:

x =rsinfcos ¢, (6)
y = rsinfsin ¢, (7)
z=rcoséb. (8)

Estos orbitales son soluciones de la ecuacion de Schrodinger para un potencial central (campo

generado por el niicleo atémico):

I:IOl;bnt’m(r9¢) = Enwnfm (I’QQS), (9)
donde el Hamiltoniano Hj es:
N h? Z*e?
Hy=-——V*- : 10
0 2m, dreor (10)

donde i = h/2m es la constante de Planck reducida, m, la masa del electrén, e la carga fundamental,
&o la permitividad del vacio, Z* la carga nuclear efectiva y r la distancia electrén-nicleo. El primer
término representa la energia cinética y el segundo la energia potencial de atraccion Coulombiana.

La funcion ¥, (r¢) es una funcién propia de Hy y satisface la ecuacién de Schrodinger in-
dependiente del tiempo. Estas funciones representan la amplitud de probabilidad de encontrar un

electrén en el elemento de volumen dV = r?sin 0 dr df d¢.
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Los ndmeros cudnticos que caracterizan estos estados son:

n=123,...,0 (11)
t=0,1,2,...,n—-1 (12)
m=-(,—-C+1,...,0,...,0-1,¢ (13)

Los ndmeros cudnticos definen ciertas caracteristicas de un &tomo. El nimero cudntico principal
n define el nivel de energia. El nimero cudntico de momento angular orbital ¢, combinado con n,
define un subnivel de energia o capa nf. El nimero cudntico m (proyeccién en z del momento
angular), combinado con n y ¢, define un orbital nfm.

Los orbitales hidrogenoides se factorizan en una parte radial y una parte angular:

'wl’né’m(re(ls) = Rnf(r)Yé’m(Q(ﬁ)’ (14)

donde Yy, (6¢) son los arménicos esféricos, que determinan la forma del orbital.

Para los orbitales d (£ = 2), los armoénicos esféricos relevantes son:

5 1/2
Y20(0¢) = (16—”) (3cos’6 - 1), (15)
15 1/2 _
Y2:1(0¢) = F (8_7r) sin @ cos fe*'?, (16)
15 1/2 .
Y2.12(0¢) = (E) sin fe*%?, (17)

2.2.3 Teoria del momento angular 1.os operadores de momento angular orbital £ y su compo-

nente L. satisfacen las ecuaciones de valores propios (Griffiths, 2005):

zzwnfm(r) = f(f + 1)h2‘//n€m (I’), Z\‘z‘,bnfm (I’) = manm(l')- (18)
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Figura 3.
Representacion vectorial del momento angular orbital para € = 2, con proyecciones L, = mh
(m=-2,-1,0,+1, +2). (Fuente: Wikipedia).

En la Figura 3 todos los vectores representados tienen el mismo mddulo, que corresponde a
\/m % = V6 . También se observa la proyeccién sobre el eje z (valores propios de L) con
las 5 proyecciones permitidas (m = -2, —1, 0, +1, +2), dibujadas como alturas diferentes del vector
sobre el eje z.

La teoria de momento angular orbital se construye a partir de los operadores de posicion X;
y momento p;, que satisfacen la condicién cudntica [£;, p;] = ihd;;, definiendo L = % xp. Las
relaciones de conmutacién en la notacién de Einstein [L;, L il =iheiji Ly y [L2, L;] = 0 conducen,
mediante operadores escalera L, =1,+ iiy, a la cuantizacién descrita (Griffiths, 2005). Este
mismo dlgebra se aplica al momento angular de espin.

El electron posee un momento angular intrinseco denominado espin, el cual no tiene andlogo
clasico. A diferencia del momento angular orbital, el espin es una propiedad cudntica fundamental
del electrén. Su magnitud estd cuantizada y, en unidades de £, viene dada por el nimero cudntico de

espin s = 1/2. Las ecuaciones de valores propios para los operadores $2 y S, son (Griffiths, 2005):

o 3 ~ 1
S 1) = thl ), S:11 = +3h1 1), (19)
1

G2 _E 2 S - __
b =210, S:l 1y ==5hl ), (20)
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donde | T) y | |) representan los estados de espin hacia arriba y hacia abajo, respectivamente (ver
figura 4).

Figura 4.

Representacion vectorial del espin del electron (s = 1/2). El vector tiene magnitud +/s(s + 1)h = ?h y
proyecciones S, = i%h. (Fuente: Wikipedia).

2.3. Teoria de grupos puntuales

La exposicion de la teoria de grupos puntuales que se desarrolla en esta seccion sigue los tra-
tamientos clasicos de Ballhausen (1962) y Ceulemans (2024). La teoria de grupos puntuales es
fundamental en quimica inorgénica para clasificar la simetria de moléculas y complejos de coordi-

nacion, asi como para predecir propiedades espectroscépicas y de enlace.

2.3.1 Definiciones Un elemento de simetria es un ente geométrico (punto, linea, plano) sobre el
cual puede efectuarse una o mds operaciones de simetria. Una operacion de simetria consiste en
mover un objeto de tal manera que su posicion final no puede distinguirse de su posicion original
Los elementos de simetria incluyen: centro de inversion (i), ejes de rotacién propia (Cy), pla-
nos de reflexion (o) y ejes de rotacién impropia (S,). A cada elemento le corresponde una o mas

operaciones de simetria (ver tabla 1).

2.3.2 Representacion matricial de las operaciones de simetria 1as operaciones de simetria pue-

den representarse mediante matrices. Dado que la composicion de dos operaciones de simetria no
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Tabla 1.
Elementos de simetria y sus correspondientes operaciones de simetria.

Elemento de simetria Operacion de simetria

Inversion de todos los puntos
a través del centro,
m rotaciones de 6 = 36% de
Eje de rotacién propia, C, todos los puntosAalrededor
del eje, C},
Reflexion de todos los puntos
Plano de reflexion, o a través del plano,
o, 0,0y, 0y
Rotacién de 6 = 36700 seguida
de una reflexion a través de
un plano perpendicular al eje
de rotacidén m veces, S’f‘n

Centro de inversion, i

Eje de rotacién impropia, S,

necesariamente cumple la ley conmutativa, y la multiplicacién de matrices tampoco, esta similitud

sugiere que las operaciones de simetria pueden ser representadas por matrices.

2.3.3 Definicion de grupo y subgrupos Un conjunto de operaciones de simetria forma un grupo
puntual si cumple cuatro condiciones:

1. Es cerrado bajo composicion.

2. Existe la identidad E.

3. Cada elemento R; tiene su inverso Iéi‘l.

4. Se cumple la ley asociativa.

Un subgrupo es un conjunto mas pequeio de elementos dentro de un grupo que también cumple
las cuatro condiciones. Por ejemplo, en el grupo octaédrico Oy, el conjunto de operaciones de
rotacién propia {£, 8C3, 6C5, 6Cy, 3@2} forma un subgrupo llamado grupo de rotacién pura O. Este
subgrupo se obtiene eliminando las operaciones de simetria que contienen inversion (i), reflexiones

(o) y rotaciones impropias (S,), quedando unicamente las rotaciones propias.
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2.3.4 Representaciones irreducibles y tablas de caracteres Unarepresentacién irreducible (irrep)
es una representacion matricial de un grupo mediante matrices bloque-diagonales de la dimension
mds pequefia posible. Un grupo puntual tiene tantas representaciones irreducibles como clases con-
jugadas tenga.

La tabla de caracteres resume los caracteres (trazas) de las matrices de cada irrep para cada clase
de operaciones de simetria. Por ejemplo, para el grupo puntual Oj que es el grupo de simetria de
un octaedro. Estd compuesto por 48 operaciones de simetria organizadas en 10 clases. El subgrupo
O estd compuesto por 24 operaciones de simetria organizadas en 5 clases. Su tabla de caracteres es

la siguiente:

Tabla 2.
Tabla de caracteres del grupo puntual O.

O E 8C; 6C, 6C4 3C; (=1 =2
A +1 +1 +1  +1 +1
Ay +1 +1 -1 -1 +1

E +2 -1 0 0 +2 (x2 = y?%, 22)
T, 43 0 -1 +1 -1 (x,v2)
> +3 0 +1 -1 -1 (xy,x2,yz)

2.4. Orbitales d en un entorno octaédrico

Para determinar como se desdoblan los orbitales d en este entorno, se calculan los caracteres
de la representacion generada por estos orbitales en el grupo O. Bajo una rotacién de un dngulo
a alrededor del eje z, los orbitales d (¢ = 2) se transforman de acuerdo con la siguiente ecuacion
de valores propios del operador de rotacién R, (z). Este procedimiento fue introducido por Bethe

(1929) y desarrollado en detalle por Ballhausen (1962).

Iéa(z)'r//an(r) = e_ima'vl’an (l‘) (2D

Esta relacion determina cémo se transforman los orbitales bajo rotaciones espaciales. En forma

matricial, la rotacion R, (z) se representa como:
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Y22 (1) e (1)
Y21 (1) e Y1 ()
Ra() | gruno(x) [ =] e wino(r)

Yno-1(r) Y1 (1)
Yna-a(r)| e Yoo (r)

e 0 0 0 0
0 ¢ 0 0 0
R@=l 0 o0 & 0o o
0 0 0 e 0
0 0 0 0 e

Rffzz)
traza:

YR = Te(RY) = 1 + 2 cos(a) + 2 cos(2a)

Teniendo en cuenta que £ = Ry, C1 = Royj3, G = C2 = Ry y Cl = Ry, se obtiene:

xa(E) = 1+2cos(0) +2cos(0) = 5,

xa(C3) = 1 +2cos(120°) +2cos(240°) = -1,
xa(C2) = 1 +2cos(180°) + 2cos(360°) = +1,
xa(Cy) = 1+2c0s(90°) +2cos(180°) = -1,

xa(C2) = 1 +2cos(180°) +2cos(360°) = +1
Por lo tanto, la representacién generada por los orbitales d es:

I'y; = (5, -1, +1, -1, +1) =EoT.

28

(22)

(23)

es la representacién matricial del operador R, (z) en la base de orbitales d y tiene como

(24)

(25)
(26)
(27)
(28)

(29)

(30)
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Este resultado indica que, en un campo octaédrico, los cinco orbitales d degenerados se desdo-
blan en dos conjuntos: uno de dos orbitales que forma una base para la representacion irreducible
E (que en el grupo Oy, se denomina E,) y otro de tres orbitales que forma una base para la repre-

sentacion T (denominada 75 en Oy), como se ilustra en la Figura 5.

Figura 5.

Desdoblamiento del nivel de energia E,, de orbitales nd debido a un campo octaédrico. Los nuevos
orbitales ndy,, y nd., forman, respectivamente, una base para las representaciones irreducibles Trg y Eg
del grupo puntual Oy,. Adaptado de Ballhausen (1962).
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Como se muestra en la Figura 6, los orbitales 154 (dyxy, dy;, dy;) apuntan entre los ejes, sufren
menor repulsion y tienen menor energia. Los orbitales e, (d2 y d,2_,2) apuntan directamente hacia

los ligandos, sufren mayor repulsion y tienen mayor energia.
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Figura 6.
Forma de los orbitales d estandar utilizados en la teoria de campo ligando. Adaptado de Brandhorst et al.
(2008).

2.4.1 Representacion alternativa de los orbitales e, Es importante sefialar que esta no es la
Gnica representacion posible de los orbitales eg. A pesar de que el d,>_» y el d» tienen formas muy
distintas, son degenerados en energia dentro de un entorno octaédrico. Esto puede ser confuso ya
que se esperaria que orbitales con formas tan diferentes tuvieran energias distintas. Para resolver
esta aparente contradiccion, Brandhorst et al. (2008) propusieron una representacion alternativa
en la que ambos orbitales e, adquieren exactamente la misma forma y solo se diferencian por su
orientacion espacial, como se muestra en la Figura 7.

En esta nueva representacion, los dos orbitales e, equivalentes se obtienen mediante una com-

binacién lineal de los orbitales estandar d,>_» y d»:

€g1 = % (dxz_yz + dzz) an
€g2 = 6 (dxz_yz — dzz)

Dando lugar a orbitales con cuatro 16bulos principales dirigidos hacia los vértices del octaedro,

pero orientados de manera equivalente. Esta representacion facilita la comprension de por qué los
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Figura 7.
Orbitales ey equivalentes obtenidos mediante la combinacion lineal de los orbitales estandar d,>_y> y d 2.

Ambos orbitales tienen la misma forma y se orientan de manera equivalente hacia los ligandos. Adaptado
de Brandhorst et al. (2008).

dyy dyr d,

dos orbitales e, son degenerados, son el mismo orbital apuntando en direcciones diferentes. Este
ejemplo también presenta una idea mds general: la eleccidon del conjunto de orbitales es arbitra-
ria y cualquier combinacidn lineal adecuada de los orbitales originales genera una representacion

igualmente vélida desde el punto de vista matematico y fisico (Brandhorst et al., 2008).

2.5. El hexafluoruro de renio (ReFg): predicciones tedricas y evidencia experimental

La teoria del campo ligando cldsica (TCL) no funciona bien en metales pesados (4d y 5d).
En ellos, el acoplamiento espin-Orbita (SO) puede igualar al desdoblamiento del campo cristalino.
Como sefiala Ballhausen (1962), la relevancia de este acoplamiento estd dictada por la magnitud
relativa entre la constante de acoplamiento SO (£) y el desdoblamiento del campo cristalino (10D g).
Este es precisamente el caso de la configuracion 5d 1 (ej., Ta*t, W+, Re6+), donde el Unico electrén
d fuera de la capa cerrada experimenta un acoplamiento SO tan intenso que la TCL deja de ser
vélida. Por lo tanto, se requiere un marco tedrico en el que los Hamiltonianos de campo cristalino

y de espin-6rbita se diagonalicen de manera conjunta (Ballhausen, 1962).
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El renio (ndmero atémico 75) es un metal de transiciéon del grupo 7 y periodo 6, con confi-
guracion electrénica [Xe]4f145d4°6s (Lunk et al., 2021). Entre sus compuestos mds llamativos
se encuentran los hexafluoruros, una familia de nueve moléculas (MoF¢, TcFg, RuFg, RhFg, WFg,
ReF¢, OsFg, ItFg y PtFg) que despiertan gran interés por sus interesantes propiedades fisicas y
quimicas (Lunk et al., 2021).

La molécula de interés en este trabajo, el ReFg, se sintetiza por fluoracién del renio a 400°C

para obtener ReF7, seguido de su reduccion con renio metdlico a 300°C (Drews et al., 2006):
6ReF; + Re ~S, 7ReF. 32)

El ReFg es particularmente curioso: se trata de un compuesto de color amarillo limén que funde a
18.5°C y hierve a 33.7°C (Lunk et al., 2021), lo que significa que a temperatura estandar (298 K)
es un liquido, no un sélido. Por esta razén, no se le suele clasificar como un complejo en el sentido
tradicional. En esta molécula, el renio actiia con estado de oxidacidn +6 y adopta una configuracion
electrénica 5d'. Precisamente por esa sencillez un solo electrén en la capa d, el ReFg es un sistema
modelo ideal para explorar cémo el acoplamiento espin-6rbita influye en entornos octaédricos.
Una ventaja adicional es que al tratarse de un solo electron, no es necesario incluir el Hamil-
toniano de interaccion electrén-electrén (repulsion de Coulomb ni acoplamiento de Hund), lo que
simplifica enormemente el tratamiento tedrico. Como sefiala Pérez-Torres (2025), en estos sistemas
la dindmica del electron nd bajo la influencia combinada del campo de ligandos y el espin-6rbita
puede estudiarse de manera directa, empleando los espinores atomicos de Dirac nd3,, y nds;; como
base.Asi se logra centrar la atencién en los efectos relativistas y en el entorno, sin la complejidad

de las correlaciones electronicas de sistemas con mas de un electréon d.

2.5.1 Espectro electrénico: prediccion de la TCL y resultados experimentalesEspectro electroni-
co: prediccion de la TCL y resultados experimentales Para una molécula de geometria octaédrica

como el hexafluoruro de renio, la TCL predice que los cinco orbitales 5d del renio se desdoblan en
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tres orbitales 7o, y dos orbitales e, (ver Figura 5), cuyas energias vienen dadas por:

E(tyg) = —4Dq, E(eg) = +6Dgq,

donde los pardmetros D y ¢, se define como:

e? 357*
= _—, 33
drey 4a’ (33)

2 [oe)
AT R (r) r*Roa(r) rdr, (34)

donde a es la distancia metal-ligando y Z* la carga efectiva de los ligandos. Experimentalmente,
el producto D¢, conocido como pardmetro de campo cristalino, se determina a partir de los espec-
tros de absorcién UV-Vis-NIR con ayuda de los diagramas de Tanabe-Sugano. El pardmetro Dg

corresponde a:

dreg @

2 (o)
Dq:( ‘ )Z /O |Rya ()26 dr (35)

La ecuacion de valores propios que describe estos niveles incluye el operador de campo ligando

Hy r como perturbacién:

_h_2V2 - Ze?
2m dregr

+ I:ILF) l/’n(tz,e) (I‘) = En(tz,e)wn(tz,e) (l‘), (36)

donde H;  representa la interaccién electrostdtica de los electrones d del metal con los ligandos, y

se descompone en una parte constante y una parte angular:

I:ILF = I:IIE(I):) + Fll(jl?’ (37)
2 *
~(0) e 67
H = , 38
LF (47r80) a (38)

2 4 7%
~4) [ e r'zZ 7
HLF = ( ) as V47T8

Ya0(0¢) + \/§Y44(9¢) + \/§Y4—4(9¢)] : (39)
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El término I:IIE(I? es el mismo para todos los orbitales d, asi que no cambia la separacion entre
ellos y puede ignorarse.

Larepresentacion matricial de FIS:) en labase de orbitales {|nd_»), |nds»), |nd-1), |nd;1), |ndo)}

€S:
Dg 5Dg 0 0 0
5Dg Dg 0 0 0
HY=|l 0 0 -4pg 0 0 (40)
0 0 0 —4Dg O
o 0 0 0 6Dg

Esta matriz es diagonal por bloques. El bloque 2 X 2 superior, correspondiente a los orbitales |nd_,)
y |nd42), tiene la forma:
Dg 5Dgq
SDqg Dgq .
Sus valores propios se obtienen resolviendo la Ecuacién de valores propios:
Dg—-A 5Dgq

det = (Dg —1)> - (5Dq)* = 0.
5SDg Dgqg-2A

Las soluciones son A = Dg + 5Dg, es decir:
A1 =6Dg, A = -4Dg.

El valor propio 41 = 6Dg corresponde al nivel ey, mientras que A = —4Dgq corresponde al nivel
12¢. Los bloques diagonales restantes, asociados a los orbitales [nd_1), |ndy1) y |ndp), ya son dia-
gonales y sus elementos matriciales —4Dq y 6Dq confirman la degeneracion de los niveles 5, y
eg, respectivamente.

Dado que el ion Re®* tiene configuracién electrénica [Xe]4f'45d!, la TCL predice una sola

o c . < " - 1,0 40,1
transicion d —d para la molécula ReFs: la promoci6n del electron del nivel 74 al e, (1, e, — 15 €,),
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Figura 8. Estructura octaédrica del complejo ReFs. Se pueden identificar tres ejes de simetria Cy4, cuatro
ejes C3 y tres ejes C..

F F

X7} /////Re\\\\\\ 0%

| g

F

como se ilustra en la Figura 5. Sin embargo, esta prediccion no coincide con lo que se observa en
el experimento.

Siguiendo el trabajo desarrollado por Eisenstein (1960) y Mofiitt et al. (1959) para sistemas
con electrones 5d, el acoplamiento espin-6rbita ({;) es semejante al desdoblamiento del campo
cristalino (10Dg). Como se ha mencionado, ambos efectos deben tratarse de manera conjunta.

Poco después, Rotger et al. (1999) retomaron el estudio del espectro de absorcion del ReFg en el
infrarrojo cercano y el ultravioleta, refinando las asignaciones previas de Eisenstein (1960) y otros
autores. En la Figura 9 se esquematizan los niveles electronicos involucrados, donde las transiciones
observadas corresponden a a(Ez) < X(Gy) en el infrarrojo cercano y b(Gy) < X(Gj) en el

ultravioleta, localizadas en 5015 cm™~! y 29430 cm™! respectivamente (Rotger et al., 1999).
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Figura 9.
Niveles electronicos del ReFg. Adaptado de Rotger et al. (1999).

e,)!, 2E,
(eg) 9 . —3—— = G,(b) 29430 cm™!
()"
— Ej, (a) 5015 cm™!
(), 2By
= G,(X) 0 cm™!
6 o -
Re®* free ion Voct Hyo Symmetry Energy

2.5.2 Momento dipolar magnético efectivo: prediccion teérica de la TCL y medicion experimen-
talMomento dipolar magnético efectivo: prediccion teorica de la TCL y medicion experimental
Segin Van Vleck (1978), antes de la mecénica cudntica no se entendia bien el magnetismo. El
demostré que para calcular bien la susceptibilidad magnética hay que considerar la energia hasta
segundo orden en el campo magnético (efecto Zeeman de segundo orden). Esto da origen al para-
magnetismo de Van Vleck, una contribucion a la susceptibilidad que no depende de la temperatura

y es muy importante en metales 4d y 5d.
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2.5.3 Leyde Curiey momento magnético La susceptibilidad magnética molar () se relaciona

con el momento dipolar magnético efectivo (i) mediante la ley de Curie, cuyo tratamiento cudntico

se debe a Evans (1959) y cuya formulacién en quimica de coordinacion se recoge en Figgis (1966):
Ni pz

= , 41
XM = Zpr (41)

donde N4 es el nimero de Avogadro, R la constante de los gases y T la temperatura absoluta.

Despejando u y reemplazando las constantes se obtiene:

p =284 xmT ug. (42)

donde up = eh/2m, es el magnetén de Bohr.

Sin acoplamiento espin-Orbita, el momento magnético se aproxima como:

u=+L(L+1)+4S(S+1) ug. (43)

Para complejos octaédricos de metales de transicidn, suele hacerse la aproximacién L =~ 0, obte-
niendo el momento de solo espin:

w=2S(S+1) pup. (44)

El ion Re®* tiene configuracién 54!, con un solo electrén desapareado (S = 1/2). Segiin la

ecuacion de solo espin, se esperaria:

1 3
Mteérico = 2 5 : E,UB = \/gliB ~ 1,73 MB- (45)

Pero las medidas experimentales de Selig et al. (1962) dan un momento magnético efectivo
mucho menor al predicho por la TCL.

Selig midi6 la susceptibilidad del ReFg entre 4 y 296 K usando el método de Faraday. En el
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rango de 14 a 296 K, los datos experimentales se ajustan a:

emu

(78 £ 1) x 107* emu
= (=)
mol

(—) + (0,87 £ 0,03) x 107
T mol

XM (46)

de donde se obtiene u ~ 0,25 up.

2.6. Primeros enfoques relativistas y sus limitaciones

A finales de los afios 50 y durante los 60, empezaron a aparecer los primeros intentos por ir
mads alld del modelo electrostatico. Aunque ya se usaban funciones de onda relativistas en la teoria
del campo ligando (Liehr, 1960; Moffitt et al., 1959; Wybourne, 1965), estos enfoques todavia
dependian de pardmetros como 10Dq o {,; que se ajustaban a los experimentos, sin derivarse de
una teoria mds profunda.

Moffitt et al. (1959) lograron explicar las transiciones electronicas observadas en los hexafluo-
ruros de Re, Os, Ir y Pt mediante un modelo que trataba el campo de ligandos y el espin-6rbita de
forma conjunta. Sin embargo, cuando Selig et al. (1962) midieron el momento magnético del ReFg
y aplicaron los pardmetros de Moffitt, encontraron que el modelo predecia un momento magnético
(~ 0,49 up) casi el doble del valor experimental (0,25 upg). Esta discrepancia evidenci6 la necesidad
de una teorfa més rigurosa que incluyera explicitamente la estructura relativista de los electrones.

Liehr (1960) senal6 que los modelos de esa época solo contemplaban dos situaciones extremas:
el campo de ligandos domina y el espin-Orbita actia como una pequefia perturbacion, o el espin-
orbita domina y el campo de ligandos es la perturbacion (caso de los lantdnidos y actinidos). Para
los metales 4d y 5d, ninguna de estas aproximaciones es suficiente, ya que ambos efectos tienen
magnitudes comparables y actiian de manera conjunta. A esta situacion Liehr (1960) la denomin6
«reciprocation of electrostatic and electromagnetic forces» (Liehr, 1960), justificando la necesidad
de diagonalizar ambos Hamiltonianos simultdneamente.

A pesar de estos avances, todavia no existia una forma cuantitativa y predictiva de describir

los iones 4d y 5d. Faltaba un marco computacional que, partiendo de primeros principios, pudiera
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calcular la estructura electronica de forma confiable y luego proyectarla en un modelo de iones
locales.

El panorama cambi6 con el desarrollo de métodos computacionales ab initio basados en la teoria
del funcional de la densidad (DFT) (Hohenberg & Kohn, 1964; Kohn & Sham, 1965). La posterior
generalizacion de este formalismo para el tratamiento de sistemas relativistas permitié evaluar la
estructura electrénica de complejos con elementos pesados directamente desde los primeros princi-
pios. Un avance significativo en este campo fue la implementacion del esquema RESC (Relativistic
Scheme by the Elimination of Small Components) dentro de la teoria funcional, el cual optimizé el
célculo al eliminar de manera eficiente las componentes pequeiias de la funcién de onda, ofreciendo
un marco computacionalmente estable y adecuado para aplicaciones moleculares (Nakajima et al.,
1999).

En este contexto, el legado de Bethe sigue vigente en el uso de la teoria de grupos, pero con
una diferencia fundamental: los pardmetros del modelo ya no son puramente ajustables, sino que
pueden derivarse directamente de cdlculos fundamentales.

Justo ahi se enmarca este trabajo de investigacion, que parte de la necesidad de contar con
una base tedrica mds sélida. Por ello, se propone utilizar la Teoria Relativista del Campo Ligando
(TRCL) Pérez Torres (2024) y Pérez-Torres (2025), la cual, en lugar de partir de la ecuacién de

Schrodinger y emplear orbitales, se fundamenta en la ecuacion de Dirac y trabaja con espinores.
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3. Objetivos

3.1. Objetivo general

Reconstruir los espinores de campo ligando yg(5d3/2), v7(5ds;2) y vs(5ds;2) del hexafluoru-
ro de renio a partir de su espectro ultravioleta-visible-infrarrojo cercano y de su susceptibilidad

magnética.

3.2. Objetivos especificos

v Calcular los parametros de campo ligando Dg, el acoplamiento espin-6rbita &, y la relacién
relativista p /g a partir de medidas espectroscépicas y magnéticas de complejos octaédricos
nd'.

v/ Desarrollar expresiones matematicas o algoritmos numéricos de los que se puedan obtener

los coeficientes de expansion ai.mj (Dq, éna, p/q) de complejos octaédricos nd'.

v/ Implementar un algoritmo numérico para el cdlculo de los espinores de campo ligando yg(nds»),

y1(nds;2) y ys(nds2).

v/ Calcular las densidades de probabilidad py(5ds,,) (r0®), Py, (5d5,,) (FOP) Y Pys(5as,) (rép) del

hexafluoruro de renio.

v/ Implementar un algoritmo computacional en Python para caracterizar las densidades de pro-
babilidad py, (543> Py+(5ds2) Y Pys(5ds),) del hexafluoruro de renio a partir de sus propiedades

simétricas de acuerdo al grupo doble O,
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4. Marco teodrico

Los quimicos necesitamos teorias que nos permitan explicar lo que vemos en el laboratorio.
Cuando trabajamos con metales de transicion pesados, como el renio, nos encontramos con propie-
dades Opticas y magnéticas que la teoria del campo ligando tradicional no logra describir de manera
correcta.

Larazoén de estas discrepancias es que, en &tomos pesados, los electrones se mueven muy rapido
y los efectos relativistas en particular el acoplamiento espin-Orbita se vuelven muy importantes. Para
describirlos correctamente, se empleara una teoria que los incluya desde el principio.

A lo largo de este capitulo se presentan los elementos necesarios para construir la Teoria Rela-
tivista del Campo Ligando (TRCL), que nos permitird reconstruir los espinores del ReFg y analizar

su densidad electronica.

4.1. Orbitales de espin en campo octaédrico

Siguiendo el formalismo estdndar de la mecdnica cuantica (Griffiths, 2005), un orbital de espin
se obtiene multiplicando un orbital espacial por una funcién de espin. El espin es una propiedad
intrinseca del electrén que no puede definirse a partir de su posiciéon o de su momento lineal. El
momento angular orbital depende de donde estd y como se mueve el electron (L =7x p). El espin
(§), aunque es andlogo, no estd asociado a esas cantidades. Los orbitales de espin se pueden escribir

CcOmo.:

\Pnfmms = wnfm (I‘) ZI/Z,mS (47)

y cumple las siguientes ecuaciones de valores propios:
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L2 s, (x) = £(L + )P Wy, (¥) (48)

Zfz\Pnt’mms(r) = mhlpnfmms (I‘) (49)

A 1(1

Sz‘Pnfmms (I‘) = E (5 + 1) h2an€mms (l’) (50)

SZ\Pnt’mms (l‘) = mshlpnt’mms (l’) (51)
donde £ =0,1,...,.n;m=¢6,¢—-1,...,—C+1,-C;5s=1/2;yms =+1/2,-1/2.

De manera parecida a como rotamos los orbitales, también podemos rotar los orbitales de espin
con un operador que actie sobre ambas partes:
A [ 9 A f A
R (2) = RY (2) RO (2) (52)

En esta expresion, Iéc(f) (z) rota el orbital espacial y Iéfys) (z) rota el espin. Como el espin también
es un vector, su operador de rotacién tiene un valor propio similar: e ~"s?_ Para un electrén (s = 1/2)

esto nos queda:

ROV () Wtmm, (1) = R () nem (1) R (221 13m, (53)

= e MY (X) €S 1 (54)

Si rotamos un dngulo @ = 27 (360°), obtenemos:

ﬁéil/z)(z)q’nfm,ﬂ/z(l') = ¢ W +1/2(1) = —Pupm11/2(L), (55)
ﬁéi’l/Z)(Z)Tnfm,—l/Z(r) = "W 1/2(1) = =P —12(). (56)

Es decir, una rotaciéon de 27 no nos devuelve la misma funcién de onda, sino que aparece un
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signo menos. Para recuperar la identidad se necesita una rotacién de 47 (720°). Esto es una propie-

dad fundamental de los espinores.

4.2. Grupos dobles

Como acabamos de ver, una rotacién de 2z no es equivalente a la identidad cuando hay es-
pin % Esto significa que debemos incluir una nueva operacién de simetria, que llamaremos R =
Iééfr’l/ 2) (z), al conjunto de operaciones del grupo O. Al hacer esto, el grupo se agranda y se obtie-
ne el llamado grupo doble octaédrico O’. La idea de los grupos dobles fue introducida por Bethe
(1929).

La representacion matricial del operador de rotacion para el espin Iéél/ 2)(z) en la base de las

funciones de espin X3, €s:

. e—ia'/Z 0
R () = | (57)
0 e+tcx/2
El caracter (traza) de esta matriz es:
n o’
XI/Z(R((,]/Z)) =2cos (E) (58)

Evaluando esta expresion para las diferentes operaciones de simetria del grupo octaédrico (ro-
taciones de 2, 120°, 240°, 90°, etc.), se obtiene una nueva representacion irreducible que se deno-

mina E7 (I):

Ti2 = (x12(E)s x12(R), x1/2(C3)s x172(C3), x1/2(C2), x12(CD)s x12(C) s x12(C))  (59)

- (+2, 2, 41,-1,0, +V2, -V2, o) = E| =T (60)

El grupo O’ tiene ocho clases de simetria (mientras que el grupo O tiene cinco). Las cinco

representaciones irreducibles del grupo O son Ay, Ay, E, T1 y T>. Al incluir la nueva operacion



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 44

5(0,1/2 o . . . .
Réﬂ / ), aparece la nueva representacion irreducible E7. Faltan dos representaciones irreducibles

mads para completar las ocho, que resultan ser:

E, = (+2, 22,41,-1,0,—V2, +V2, o) - Iy (61)

G' = (+4,-4,-1,+1,0,0,0,0) =T} (62)

Finalmente, los orbitales espaciales d (£ = 2) en el grupo O’ se representan como(ver Tabla 3):

E'®T,=(+5+5-1,-1,+1,-1,-1,+1) (63)

Tabla 3.
Tabla de caracteres del grupo doble O’.

O’ E R 8C; 8C; 12G, 6C4 6C; 6C;
AT +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

AL (T7) +1 +1 +1  +1 +1 -1 -1 -1
EN(T3) +2 +2 -1 -1 0 0 0 +2
T/ (Ty) +3 +3 0 0 -1 +1 +1 -1

,Ts) +3 +3 0 0 +1 -1 -1 -l
E/Te) +2 -2 +1 -1 0 +V2 —v2 0
ES([T7) +2 -2 +1 -1 0 -V2 +V2 0
G/ (Iy) +4 -4 -1 +1 0 0 0 0

y, por lo tanto, los orbitales de espin (que son el producto de los orbitales espaciales por las
funciones de espin) se transforman segun la siguiente suma de las representaciones irreducibles:
(E'eT)®E =(T38T@5)Is=2Iyaly (64)

Estas representaciones 7 y I's que aparecen son las que luego usaremos para clasificar los

espinores de campo ligando en la TRCL del hexafluoruro de renio.
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4.3. Acoplamiento espin-orbita

La interaccion espin-Orbita surge porque el electrén no solo tiene carga eléctrica, sino que tam-
bién se comporta como un pequeiio imédn debido a su espin. El espin es una propiedad intrinseca
del electrén que solo tiene sentido en el marco de la relatividad y la mecénica cudntica. Cualquier
intento por explicarlo cldsicamente resulta fallido (Bersuker & Liu, 2025).

En quimica cudntica se suele decir que el espin del electron puede estar hacia arriba (+1/2) o
hacia abajo (—1/2), algo que se pudo comprobar experimentalmente con el experimento de Stern-
Gerlach (Gerlach & Stern, 1922). Este experimento, realizado en 1922, se llevo a cabo inicialmente
con 4tomos de plata (Ag), cuya configuracion electrénica de valencia es 5s!, lo que da lugar al tér-
mino espectroscépico 2| /2 (L = 0, es decir no tiene momento angular orbital). En el experimento,
un haz de dtomos de Ag en fase gaseosa atraviesa un campo magnético no uniforme orientado, por
ejemplo, en la direccién z. Cldsicamente, al ser el momento angular total nulo, se esperaria que el
haz no se desviara; sin embargo, el haz se divide en dos componentes: uno se desvia hacia +z y
el otro hacia —z. Este resultado llevé a postular la existencia del espin electrénico S, un momento
angular intrinseco del electrén cuya proyeccion sobre cualquier eje solo puede tomar los valores
+2 (Gerlach & Stern, 1922).

Cuando el electrén gira alrededor del nicleo, genera un campo magnético. El momento magné-
tico del electrén interactiia con ese campo, produciendo la interaccion espin-Orbita. La energia de
esta interaccion es justo lo que llamamos interaccidn espin-6rbita, es de esperar que esta sea dife-
rente para las dos posiciones del espin: espin hacia arriba a lo largo del campo magnético orbital y
espin hacia abajo en la direccion opuesta. Como consecuencia los niveles de energia se desdoblan
y la energia del electrén cambia. Asi se rompe la degeneracioén de los niveles y aparecen nuevas
estructuras finas en los espectros atémicos (Bersuker & Liu, 2025).

La forma tradicional de incluir el acoplamiento espin-6rbita (SO) en la teoria del campo de

ligandos es anadiendo un término ?A{so al Hamiltoniano total:
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P, Ze?

7:{ =-——V°- + 7:{LF + 73(50 (65)
2m dregr
donde
. K2 10U
Hso = E(L-S,  £(r) (") (66)

" 2m22r  or

Aqui, FHig es el potencial del campo de ligandos (el que ya vimos en la seccidn anterior) y
ffgo es el responsable de mezclar el momento angular orbital con el de espin. Por esta razén, no
es suficiente usar solo orbitales espaciales como base; se deben usar orbitales de espin. Esta es la
estrategia que siguen muchos autores (Ballhausen, 1962; Figgis, 1966).

Cuando extendemos la mecanica cuantica a velocidades relativistas(como la de los electrones
en dtomos pesados), aparece la ecuacion de Klein-Gordon, que describe adecuadamente particulas
sin espin, como los piones. Sin embargo, esta ecuacién trajo consigo un problema, la cantidad
que se podia asociar a una densidad de probabilidad no era siempre positiva, por lo que no podia
interpretarse como tal. Esto hizo que durante un tiempo se pensara que esta ecuacion no tenia sentido
fisico (Greiner, 2000).

Dirac en (1928), propuso una nueva ecuacion que fuera lineal tanto en el tiempo como en el
espacio, manteniendo la forma de la ecuacién de Schrodinger. Para lograrlo, introdujo un Hamil-
toniano que no podia construirse con escalares, sino con matrices. Esto produjo que la funcién
de onda dejara de ser una funcién escalar y se convirtiera en un vector columna de funciones de
cuatro componentes, al que llamé biespinor. Con esta formulacién, Dirac logré que la densidad de
probabilidad fuera siempre positiva o cero, resolviendo asi el problema de Klein-Gordon(Greiner,
2000).

Pero eso no fue todo. Gracias a esta construccion, la ecuacion de Dirac también describia de
manera natural el espin de los electrones y més tarde, se descubrié que predecia la existencia de
antiparticulas (Greiner, 2000).

En este trabajo se utilizé el biespinor de Dirac para definir su densidad de probabilidad p = Ty
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(nocién que se retomard mds adelante), con el fin de conectar la descripcion cudntica relativista con

la distribucion de carga en sistemas como el ReFg.

4.4. Teoria Relativista del Campo Ligando (TRCL)
4.4.1 La ecuacion de Dirac La descripcion relativista de un electrén que se mueve en un campo
de Coulomb (como el de un nicleo atémico) se obtiene resolviendo la siguiente ecuacion de valores
propios:
Hipc¥(r) = E¥(r) (67)
donde 7:{1)(; es el Hamiltoniano de Dirac-Coulomb, que se describe como:

Ze?

FHpc = ca - p + Bmc’ — (63)

Aregr’
donde & = (ay, @y, a;) y B son las matrices de Dirac, y p es el operador de momento lineal. Las

matrices de Dirac se construyen a partir de las matrices de Pauli:

&; = . B= ; (69)

Oy = , Oy = , 0= : (70)

El Hamiltoniano de Dirac tiene propiedades importantes relacionadas con el momento angular
orbital L y el momento angular de espin S. Estas propiedades se expresan mediante relaciones de

conmutacion:
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1. Conmutacién con el momento angular orbital L:
[Hpc, L] = —ikica % p, (71)

donde p es el operador de momento lineal y @ son las matrices de Dirac.

2. Conmutacién con el operador de momento angular de espin 5
[Hoe, 2] = 2icd X p, (72)

donde X es el operador de espin, relacionado con el operador de momento angular de espin

S mediante § = gi Explicitamente, 3 se define como:

(g O
i 5
0 (o

donde ¢; = (o, 0y, 0;) son las matrices de Pauli.

3. Conservaciéon de momento angular total:
[Fpc, L] + [Fpe, S1 = 0= [Fpe, J] =0, (73)

donde J = L+Sesel operador de momento angular total. Esta relacion indica que el momento

angular total se conserva en sistemas descritos por el Hamiltoniano de Dirac.

El operador J es fundamental en la descripcidn de sistemas cudnticos relativistas, ya que combi-
na el momento angular orbital y el de espin. Ademds, el operador J2, que corresponde a un operador
de Casimir (operador proporcional a la identidad), representa una cantidad conservada que carac-
teriza el momento angular total del sistema, el cual conmuta con cualquiera de sus componentes

Ji.
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Figura 10.
Conos vectoriales de los momentos angulares total J (purpura), orbital L (azul) y de espin S (verde).
(Imagen adaptada de Wikipedia).

4.4.2 Bi-espinores de Dirac y espinores atémicos Las soluciones a la ecuacion de Dirac para
un electrén en un potencial central son funciones de onda de cuatro componentes, conocidas como
bi-espinores de Dirac. En la base que diagonaliza J? y J., estos espinores atémicos tienen la forma
(Greiner, 2000):

1 FnK(r)Qij(e’ ¢)

\Pnkm_,- (r,0,¢) = -

, (74)
r iGnK(r)Q'—ij (6’ ¢)

donde F,(r) y G« (r) son funciones radiales (andlogas a las funciones R,.(r) de los orbitales
hidrogenoides) y €, (0¢) son espinores esféricos (vectores de dos componentes con funciones

angulares Y, (6¢)), en notacion de Dirac:

kaj (9¢) = <9¢|ij> (75)

Los espinores esféricos se definen en términos de los armoénicos esféricos Yz, (0¢) = (0p|¢m)
como

K+d—m; 1
Sgn(=K)\ =57 16 mj = 3)

|km ) = —T— (76)
Nz l6m; +7)

Esta es la ecuacion de valores propios del operador de acoplamiento espin-6rbita, cuyos vectores
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propios son los espinores esféricos |km ) y sus valores propios son —k#h:

(h+L-&)|km;)y =—kh|km;) (77)

donde « es el nimero cuantico de Dirac:

¢, parajzf—%

K= (78)
-1, paraj:€+%

Para el caso especifico de £ = 2, los valores posibles de x son k = 2'y k = =3 en donde « es el

nimero cudntico de espin-orbita o nimero cudntico de Dirac, los que corresponde a los nimeros

cudnticos de momento angular total j = % yj= % respectivamente (Greiner, 2000). Estos valores

estan relacionados por la desigualdad:

k——sjs€+—. (79)

Los espinores atémicos |nkm ) se emplean en este trabajo para obtener los espinores de cam-
po ligando yg(ds/2), v7(ds/2), yg(ds/2). Para construir los espinores |nkm), que también pueden
escribirse como |njm;) con £ = 2, se diagonaliza la representacién matricial de J? en la base del

producto Kronecker entre estados |nfmy) = |n2me) y |smg) = |%ms):

1
3

+2
njmjy =N ). > In2me)® |ym,) (80)
-1

me=—2
¢ -

s
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Es posible mostrar que la representacién de J2 en la base |[n2m/) ® |%ms) corresponde a

22 0 0 0 0 0 0 0 0
23 0 0 0 0 0 0 0 O
00 2+v6 0 0 0 0 0 0
00 Vv6Z 0 0 00 0 0
J2:000024—7«/80000h2 &
00 0 0 V6 %2 0 0 0 0
00 0 0 0 03 2 00
0o 0 0 0 0 0 2 L 00
00 0 0 0 0 0020
00 0 0 0 0 00 =~

|

la cual es analiticamente diagonalizable. La diagonalizacion de la matriz (81) proporciona los va-
lores y vectores propios del momento angular total consistentes con la ecuacién de valores propios
JN2|njmj) =R2j(j+1) |njm ). Los valores propios 12 j(j+1) obtenidos se listan en la Tabla 4, mien-
tras que los vectores propios (combinaciones lineales de los productos Kronecker |n2m,) ® I%ms>).
La parte angular Q,,,(6¢) = (0¢|jm;) de estos vectores propios se conocen como espinores esfé-
ricos y constituyen la base para los espinores de campo ligando y7 y yg (Pérez Torres, 2024).
Cabe mencionar que, en la TRCL, los nimeros cudnticos ya no son los mismos que en la teoria

de Schrodinger (Bersuker & Liu, 2025). Los que se utilizan son los siguientes:

1. Ndmero cudntico principal (n): n = 1,2,3, ..., con el mismo significado que en el &omo no
relativista.
2. Ndmero cuantico azimutal (£): € =0, 1,2, ..., (n— 1), que denota los estados s, p, d, etc. A

diferencia del &tomo de Schrodinger, en el caso relativista £ ya no es el niimero cuéntico del

momento angular orbital.

3. Numero cudntico del momento angular total (j): j = |€ + % , que es siempre positivo y semi-
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entero. Puede tomar como maximo dos valores.

4. Numero cudntico magnético (m;): puede tomar todos los valores semi-enteros desde —j hasta
+jimj=j,j—-1,...,—-(j—1),—].

5. Nimero cudntico de Dirac o nlimero cudntico espin-6rbita (k): es un niimero entero (positivo
0 negativo) que contiene implicitamente los valores del momento angular orbital ¢ y del

momento angular total j.

Tabla 4.
Valores propios del operador J* para los estados con momento angular total j en el subespacio de orbitales
d (€ = 2). Los niimeros cudnticos de Dirac k correspondientes sonk =2 (j =3/2)yk =-3(j =5/2).

Ntmero cudntico Momento angular Valor propio de J?

de Dirac (k) total ()
3 15
2 = -
2 4
5 35
-3 = —n?
2 4

Las siguientes ecuaciones corresponden espinores esféricos |, m ;) en notacién de Dirac, estos
representan la parte angular de la componente grande del biespinor (las dos primeras componentes

del “vector”) que es la que describe al electrén:

5 VA2 -2) —\3/512.-1)

|29 _§> = ’ |2,_%> = s

V1/512,-1) \2/512,0)
—2/5/2,0) V1752, 1)

2,3) = : 2,3) = ,

V37512, 1) VA/512.2)

(82)
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|_3’_

=
~
Il

|_3’%>:

0
|2’ _2>

V2/512,-1)
V37512,0) |

VA/512.1)
Viz512,2))

|_3’%>:

33

V1/512,-2)
VA, -1y)

\/3/512,0)
NI

2,2)

(83)

0

La componente pequefia, que en el biespinor de Dirac describe al positron, corresponde de

tomar k" = —«, es decir, K’ = -2 para j =3/2y k' =3 para j =5/2:

|_2’_%>:

0

-1
V2/311.0)
VI
~6/73.-3)

V1/713.-2)
~V4/713,-1)

\3/713,0)

—V2/73.1)
V5/713,2)

b

|_2’_%>:

V17311, -1)
V2/3]1,0)

1L 1)

b

0

—/5/713.-2)

: (84)
V2/713.-1)
—/3/713.0)
VA/713,1)
~1/713,2)
V67713.3) |

Para caracterizar la densidad de los espinores atomicos, partimos de la expresion general de los

espinores atomicos de Dirac (Ecuacion (74)). Los espinores esféricos Qyy; (6, ¢) que aparecen en

dicha ecuacién son precisamente los vectores propios listados en las ecuaciones 83, 84. Sus formas

explicitas son:
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v/ espinores d3;:

1
Tn2§ (rog) = -
2

r

1

‘le(reqb) = -
n25 r

1

v 2_1(7’9¢) = -
n 2 r

1

Y 2_;(1’9(]&) = -

v/ espinores ds ;:

1
¥ _§(FG¢)=—
n 5 r

i

—\4/5Y2_2(06)
FnZ(r)
V1/5Y2-1(69)

0
iGnZ(r)
(Yll (W’))

~/3/5Y>-1(6¢)
FnZ(r)

\2/5Y20(60)
V1/3Y1-1(69)
V2/3Y10(69)
~2/5Y20(6¢)
\3/5Y21(6¢)
iG,(r) \2/3Y10(66)

V1/3Y11(04)

—+/1/5Y>1(80
Foa(r) \1/5Y1(66)

NOR G,

Y11(0
ian(r)( 11 ( ¢))
0

0
Fn—3 (r)
Y2 2(09)

—\/§Y3—3(9¢)
Gn—3(r)
2Y32(09)

iGnZ(r)

Fn2(r)

|

|

54

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)
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5Y22(09)
Fn—S(r) )
2y, 1(6
¥,y 3(r69) = % : ZYI( (q;) | (90)
31200
iGn—3(r) T )
2Y3-1(09)
2Y,-1(69)
Fn—S(r)
3 ¥50(6
¥, o 1(09) =% y ;O( Zj ) 1)
300
iGn—3(r) T )
2 Y30(09)
Y2,(0¢)
Fn—3(r)
1 0
¥ 5(rog) =- (92)
"2 ’ —\/3 Y32(69)
lGn—3(r)
8 Y33(09)
o %Y21(9¢))
Fn_3 r
1y,
¥ 00 = s 2;( (Q:) 93)
~ (3 V3100
iGn—3(r) T )
2 Y32(609)
2 Y20(69)
Fn—S(r)
2
¥ (r69) = - Vira(es) (94)
i " V3 Ya(69)
iGn—3(r) \/; *
\/§Y31(9¢)

Una caracteristica destacable del biespinor de Dirac para un electrén d es que mezcla distintos
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momentos angulares. La componente grande (F') tiene solo [ = 2, como un orbital d ordinario. Pero
la componente pequefia (G), que incluye espin y efectos relativistas, también tiene contribuciones
de [ = 1 (como orbitales p) y I = 3 (como orbitales f). Esto pasa porque las dos componentes
del espinor estdn acopladas. A diferencia de los orbitales de Schrodinger (que tienen un solo /), los

espinores de Dirac son combinaciones de varios momentos angulares.

4.5. Densidades de probabilidad angular de los espinores atémicos

A partir de los espinores atomicos anteriores puede calcularse la densidad de probabilidad an-

gular como:
O (00) = / Oorz‘PZKm(reqﬁ)‘PnKm(rH(ﬁ)dr (95)
0
- /0 () 2dr|Qun (66)  + /0 G (DPAr Qo (60)]  (96)
= NE"1Qun (00)] + N Q- (00) (97)

sgn(k)

< ey sgn(x) _
En general para los metales de transicion se encuentra que N; ~1yN;

~ 0. Por otro lado,
se puede verificar la igualdad p,, (6¢) = px—m(0¢), que puede verse como una consecuencia direc-
ta del teorema de Kramers. Las densidades angulares de los espinores atémicos £ = 2 corresponden

a

3 3
_ At a2 | T a2
in%(eqb) =N (87r sin 6) +N; (87r sin 9) (98)

1 1 (1
p2i%(9¢) = N;* (§ ((3 cos® 0 — 1)? + 9 sin® § cos® Q)) +NG* (Z (4_1 sin? @ + cos® 9})99)
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(15 .4 (15 .4

p—3i%(9¢) = NF (E sin 9) +NG (E sin 0) (100)
3(0p) = Nz~ 3 sin2000s29+isin49

P33 F \2n 16

3
+Ng~ (E (sin2 0(5cos? @ — 1)* + 25 cos 0 sin* 9)) (101)

p_3i% (9¢)

3 (1
N~ (E (4_1(3 cos? 0 — 1)% + sin” 6 cos? 9))

+Ng~ (16% ((5 cos® 6 — 3 cos 0)% + sin® 6(5 cos 0 — 1)2)) (102)

donde usando la notacién de Wybourne (Wybourne, 1965):

N;~ = /0 ) |Fue e (r)|?r2dr (103)
Nit = /O P (0P (104)
Nt = [ B Funsta (105)
N}~ = /O OOF”+K(r)Fn_K(r)r2dr (106)

Estas densidades angulares de espinores atomicos nos serdn de ayuda para el calculo de las densi-

dades angulares de los espinores de campo ligando.

4.6. Visualizacion de las densidades de probabilidad atémicas

Para ver como son estas distribuciones, se graficaron las densidades en funcién del dngulo 6.
Las figuras 11 y 12 muestran las cinco formas, organizadas por el nimero cudntico j. Las figuras
en 3D (13 y 14) permiten ver mejor cdmo se distribuye la densidad electrénica en el espacio. se

puede observar que son simétricas alrededor del eje z, o sea, no cambian si variamos el dngulo ¢.
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Figura 11.

Densidades de probabilidades angulares en 2D para los espinores atomicos vinculados al numero cudntico
de Dirac k = 2.

0.17
— d3/2, +3/2
dz/2, +1/2
S 0.08-
SY
-0.01 T
0 /2 T

0 (rad)

Figura 12.

Densidades de probabilidades angulares en 2D para los espinores atémicos con niimero cudntico de Dirac
kK =-3.

0.25

— d5/2, +1/2 i

f— d5/2, +3/2

— d5/2, +5/2

S 0.12-
QU

-0.01 |
0 /2 ™

0 (rad)

Al calcular las densidades de probabilidad para diferentes momentos angulares, se encuentran
patrones muy interesantes. Por ejemplo, los espinores s1,211/2 Y P1/2,+1/2 tienen exactamente la
misma distribucion, y ambas son perfectamente esféricas. Esto es curioso porque, en la teoria no

relativista, un orbital p no es esférico.
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Este comportamiento se repite en otros casos. Las densidades de p3/2 43/2 y d3/2,1+3/2 también
coinciden. Esto sugiere que, en general, los espinores con el mismo j y m; pueden tener la misma
forma angular, sin importar el valor de ¢. Por ejemplo, es probable que el espinor f5/> .5/2 (que no
calculamos aqui) tenga la misma distribucion que el ds/; .5/> (Bersuker & Liu, 2025).

Estos resultados muestran que, en el mundo relativista, lo que importa no es tanto el tipo de
orbital (s, p, d, f...), sino como se combinan el espin y el momento angular. Ciertas combinaciones

generan distribuciones equivalentes, aunque ¢ sea diferente.

4.7. Transicién a los espinores de campo ligando

Aunque las grificas bidimensionales son utiles para un andlisis angular, las representaciones
tridimensionales son esenciales para visualizar la forma real de estas densidades de probabilidad.
Por ello, presentamos las superficies de contorno de las cinco densidades electrénicas tnicas para
los espinores atomicos del subnivel d. En estas 3D, se pueden observar claramente las regiones del

espacio donde la probabilidad de encontrar al electron es mds alta.

Figura 13.
Densidades de probabilidades angulares en tres dimensiones para los espinores atomicos d;.
2

d3)2, +3/2 d3j2, +1/2
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Figura 14.
Densidades de probabilidades angulares en tres dimensiones para los espinores atomicos ds.
2

ds/2, +1/2 ds/2, +3/2 ds/2, +5/2

2

Tras caracterizar las densidades de probabilidad de los espinores atdmicos, construimos las nue-
vas densidades para los espinores y7, yg, que surgen al someter el sistema d'! a un campo octaédrico.
A diferencia de los espinores libres, estos estados ligados son combinaciones lineales que redistri-
buyen su densidad de probabilidad seguin la geometria del ligando, en la seccion de resultados se

presentan las nuevas densidades.

5. Metodologia

La metodologia se estructurd en cinco etapas secuenciales, cada una correspondiente a un ob-

jetivo especifico.

5.1. Determinacion de los parametros Dg, 5,y p/q

Los parametros fundamentales de la Teorfa Relativista del Campo Ligando (TRCL) para el
ReFg se obtuvieron a partir de los datos experimentales reportados en la literatura. Se utilizaron las
energias de las dos transiciones d — d observadas en el espectro de absorcién, A; = 29430 cm™!
y Ay = 5015 cm™! (Rotger et al., 1999), asi como el momento dipolar magnético efectivo ueg =
0,25 up (Selig et al., 1962).

Las transiciones experimentales se relacionan mediante el siguiente sistema de ecuaciones:
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E+(yg) — E_(yg) =29430cm™! = A, (107)

E(y7) —E_(y3) =5015cm™ = Ay (108)

Para determinar los pardmetros, se siguié un procedimiento en dos etapas. Primero, se intro-
dujo un pardmetro auxiliar ¢, cuyas ecuaciones, junto con Dg (110), p/q (112) y &£ (111), fueron
deducidas analiticamente en el marco de la TRCL (Pérez-Torres, 2025) y desarrolladas en detalle
en un trabajo de tesis en preparacion dentro del Grupo de Bioquimica Tedrica. Dicho pardmetro

se determiné mediante un método grafico. Se calcul6 el momento magnético efectivo g en fun-

1
26

cién de ¢, variando este pardmetro desde ¢ = hasta § = 2, con intervalos de 0,1, utilizando la

siguiente ecuacion:

(@)2: I (3306- Vo + 12 +2V8(5 - Va2 + 1) - 18
ps ) 150 (6-V&Z+1)2+1

(109)
. 3 (3(5 V2 + 12 +2V6(5 - V&2 + 1) + 2)2

50 (6-Vs2+1)2+1

El valor de ¢ se obtuvo graficando u.g como funcién de ¢ y trazando una linea horizontal en el
valor experimental pexp, = 0,25 up; la interseccion de esta linea con la curva determin6 el valor de
0.

Una vez obtenido el valor de ¢, se calcularon los pardmetros Dq y &s4 utilizando las energias
de las transiciones electrénicas A = 29430 cm™! y A, = 5015 cm™! Rotger et al. (1999), mediante

las siguientes expresiones derivadas de la TRCL.:
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0 )ﬁ A2 (110)

Dg=11+ -—,
K ( Ve2+1/12 6

26A, 4
és¢ = ——=— - Dg. (I11)

5VeZ+1 O

Finalmente, la razén relativista p /g se determiné a partir de la relacién:

P 1 (554 )
p__ 1 [285 ) 112
g 26V6 (4Dq ¥ (112)

Los resultados obtenidos se presentan en la Seccion 6.1.

5.2. Obtencion de los coeficientes de expansion x. y y.

Una vez determinados los parametros Dq, £54 'y p/q, se procedi6 a calcular los coeficientes de
expansion de los espinores de campo ligando. Primero, se calcul6 A y las energias de los espinores

vs y y7 mediante las siguientes expresiones (Pérez-Torres, 2025):

2
A= \/(25 + Dq) +24(D,)2, D,=Dgq (g) : (113)
E_(ys) = —f—;JrDC]—A, (114)
Ei(ys) = —% +Dq + A, (115)
E(y7) =& —4Dg. (116)

Para obtener los vectores propios que representan los espinores de campo ligando, se construyd
la representacién matricial del Hamiltoniano en la base de los espinores atomicos de Dirac. El

Hamiltoniano se descompuso en cuatro submatrices Hy, H,, Hz, H4 de dimensiones 2 X 2y 3 X 3:
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+2D, 2V6D +2D, -2V6D
= |0 R . (117)
2\/61)17 _%f _2‘/81)17 _%f
-3¢/2 2D, 2V5D,
Hy=| 2D, ¢-3D, V5D, | (118)
2V5D, V5D, ¢+D,

-3¢/2  -2D, -2V5D,
Hy=| -2p, &-3D, V3D, |- (119)
-2v5D, V5D, £+D,

Para las matrices H; y H,, se resolvié analiticamente la ecuacion de valores propios. Tomando

H{ como ejemplo:

+2D, 2V6D X X
d 7 P =E.| | (120)

2\/6Dp _% y y

Desarrollando el sistema se obtiene:
(¢ +2D,)x +2V6D,y = E.x. (121)

Despejando y en términos de x:

(6 +2D, - E.)
X.
2V6D,

(122)

Imponiendo la condicién de normalizacién x* + y? = 1, se obtuvieron las expresiones generales
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para los coeficientes de expansion:

1

Xy = , (123)
(£ +2D, - E.)?
1+
24D3
+2D, - E.
V. = (& Nqu +) X (124)
p

Los resultados obtenidos se presentan en la Seccién 6.2.

5.3. Reconstruccion de los espinores de campo ligando

La construccion de los espinores de campo ligando como combinaciones lineales de los espi-
nores atomicos nds;, y ndsj, sigue el formalismo introducido por Pérez Torres (2024), donde se
demuestra que el Hamiltoniano H = Hpc + Hir se representa en forma diagonal por bloques en
la base {|nkm;)} (Pérez Torres, 2024, ecuaciones 25-33). Por otra parte, el formalismo de los gru-
pos dobles, necesario para clasificar estos estados segtn las representaciones irredicibles del grupo
octaédrico, fue introducido originalmente por Bethe (1929) y se encuentra descrito en detalle en el
capitulo 3-g Ballhausen (1962).

Se procedi6 a reconstruir explicitamente los diez espinores de campo ligando del sistema 54" en
un entorno octaédrico. Estos espinores se obtuvieron como combinaciones lineales de los espinores
atémicos de Dirac [n — 3,m;) y [n2,m;), de acuerdo con la descomposicién del Hamiltoniano en
las submatrices Hy, Hy, H3 y Hy.

Para las submatrices H; y H, de 2x2, los valores propios se obtuvieron resolviendo la ecuacion:

2
PYLL \/(E) — det(H), (125)

donde Tr y det(H) son la traza y el determinante de la submatriz correspondiente.
Una vez conocidos los valores propios A., los vectores propios se determinaron mediante el
procedimiento algebraico estandar: se establece la relacién entre las componentes a partir de la

ecuacion de valores propios (H — A1)V = 0y se aplica la condicién de normalizacién ||V|| = 1. Este
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proceso es directamente aplicable a las matrices H| y H>.
A las matrices H3 y Hy se les aplica la siguiente transformacion unitaria (rotaciéon) mediante la

matriz M (Bethe, 1929):

V176 —4/5/6 0
M=|\5/6 /6 0 M 'M=1. (126)
0 0 1

Esta transformacién diagonaliza por bloques las matrices Hz y Hy:

-(3/2¢  2V6Dq(p/q) 0

Hy = MH;M™' =|2v6Dg(p/q) & +2Dq 0o | (127)
0 0 & —-4Dgq
-(3/2¢  -2V6Dq(p/q) O
Hy= MHM™' =| 2\6Dq(p/q)  £+2Dq o | (128)
0 0 ¢&—-4Dq

El bloque de 2 X 2 en cada matriz permite obtener los vectores propios correspondientes a los
espinores yg’d, mientras que el bloque de 1x 1 (elemento (3, 3)) da directamente el espinor y7, cuya
energiaes & —4Dgq.

Los espinores se clasifican en tres grupos segin su energia: los estados 1yg (energia E_), los
estados 2yg (energia E) y los estados y7 (energia E(y7)). Adicionalmente, se distinguen dos tipos
de espinores yg: aquellos etiquetados como a, b, que provienen de la diagonalizacién de las subma-
trices Hy y H,, y aquellos etiquetados como ¢, d, que provienen de la diagonalizaciéon de H3 y Hy
mediante la transformacién de similitud.

Las expresiones generales para los espinores de campo ligando son las siguientes:
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Estados lyg”b (energia E_):

|17g> = .x_ll’l - 39 %) +y—|n25 %)9

|1y§) =x_|n -3, —%) - y_|n2, —% )
Estados 2y > (energia E.):

|27(81> = x+|n - 39 %> + )’+|”2, %)7

12y5) = x4ln =3, =3) = y4ln2, —3).

Estados 1y§’d (energia E_):

17g) = x- (\/éln -39+ \/én -3, —%>) +y-[n2,-3),

|h€>=m(V§m—3;%>+J%n—&%ﬁ+y4ma§.

Estados 2y§’d (energia E,):

2940 =50 (Ve -39+ i =3-3) + 2.,
|27g> =X+ (\/§|” -3, —%> + \/gln -3, %)) + y4|n2, %).

Estados ' (energia E (y7)):

¥9) = yJ4in - 3.%) - \fIn - 3.-D).
) = b =3.-3) = \fEin -3.2).
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(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

Los valores numéricos de los coeficientes utilizados en estas expresiones se presentan en la

Seccion 6.3.
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5.4. Cailculo de las densidades de probabilidad angular

Para cada espinor de campo ligando reconstruido |y;), se calculd su densidad de probabilidad

angular mediante la expresion general:

Pi(9,¢)=/0 2y (r, 0, 9)yi(r, 0, §)dr. (139)

Este cdlculo se realiz6 de forma analitica, utilizando las expresiones de las densidades de los
espinores atomicos y desarrollando explicitamente los términos de interferencia cudntica que surgen
de la combinacioén lineal de espinores atdmicos. Como consecuencia del Teorema de Kramers, se
verificd que las densidades de probabilidad para cada par de espinores conjugados son idénticas:
Pyt = Pyb-

Para el caso del espinor y7, se partié de las siguientes expresiones:

pya(6.6) = /0 Pdrys (r06)y4 (r69), (140)

Py (6. ) = /O rldry] (rog)y; (r69). (141)

Desarrollando en términos de las densidades angulares atémicas:

5 1 5 °°
o (0.8) = 2p, 33(00) + Lo, s(60) - D [ |l 0w, 000 a2

Tras desarrollar cada término, se encontré que las densidades de ambos espinores y5 y yé’ son
idénticas, como consecuencia del Teorema de Kramers. La expresion final obtenida se presenta en
la Seccién 6.4 (Ecuacién (157)).

De manera andloga se procedi6 para los espinores yg. Las expresiones resultantes dependen
explicitamente de los coeficientes de expansion x. y y., los cuales a su vez dependen de los para-

metros del sistema (Dgq, &,4, p/q). Las expresiones obtenidas se presentan en la Seccion 6.4.
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5.5. Visualizacion grafica de las densidades de probabilidad y analisis de simetria

Una vez obtenidas las expresiones analiticas para las densidades de probabilidad angular de los
espinores de campo ligando, se procedi6 a su implementacién computacional para generar represen-
taciones graficas que permitieran visualizar su distribucion espacial y analizar sus propiedades de
simetria. Todo el desarrollo computacional se realiz6 en el lenguaje de programacion Python, utili-
zando las librerias NumPy para el manejo de arreglos y operaciones matematicas, y Matplotlib para
la generacién de graficos. Los c6digos completos se presentan en los Apéndices correspondientes.

Para analizar la dependencia de las densidades de probabilidad con el 4ngulo polar 6, se gene-
raron graficas en dos dimensiones evaluando las funciones p; (6, ¢) a lo largo del rango 6 € [0, ],
manteniendo fijos algunos valores representativos del dngulo azimutal (¢ = 0, /4, 7/3). Este pro-
cedimiento se aplicé a cada uno de los espinores reconstruidos: y5 b lyg b 1y§’d, ZyS“’b y 27§’d.

Para apreciar 1la morfologia espacial completa de las distribuciones electrénicas, se generaron
representaciones tridimensionales. A partir de las expresiones analiticas en coordenadas esféricas
(0, ¢), se realiz6 una transformacion a coordenadas cartesianas (x, y, z) mediante las relaciones:
x=p(0,¢9)sinfcosp, y=p(0,p)sinfsing, z=p(6,¢p)cosh.

De esta forma, cada punto de la superficie generada representa la distancia desde el origen en
una direccion dada, siendo proporcional a la densidad de probabilidad en esa direccion. En estas
graficas se omitieron los ejes y la cuadricula para enfocar la atencidn tinicamente en la morfologia de
la densidad, y se eligié un dngulo de vista de elev = 30°, azim = 45° para resaltar las caracteristicas
mds relevantes de cada distribucion.

Como sefiala Powell (1968), la densidad de probabilidad de posicion en el formalismo de Dirac
es una suma de cuatro términos no negativos (uno por cada componente del espinor), por lo que
nunca puede ser negativa ni nula. Esto contrasta con las funciones de onda de Schrodinger, cuyo

cuadrado debe tomarse para obtener una densidad positiva.

Diagrama de desdoblamiento energético Adicionalmente, se construy6 un diagrama de desdobla-

miento energético que muestra la evolucién del ion Re®* desde el ion libre (54") hasta los estados
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finales de campo ligando, pasando por el desdoblamiento debido al campo octaédrico y al acopla-

miento espin-orbita.

6. Resultados y analisis

6.1. Determinacion de los parametros Dqg, &5,y p/q

En la Figura 15 se muestra la variaciéon del momento magnético efectivo calculado ues(6) en

funcién del pardmetro auxiliar §. El valor experimental u_ 2 = 0,25 up Selig et al. (1962) se repre-

senta como una linea horizontal.
Figura 15.
Variacion del momento magnético efectivo ueg en funcion del parametro auxiliar 6. La linea horizontal

corresponde al valor experimental p1.y, = 0,25 up. La interseccion entre la curva y esta linea determina

6 =0,3415.

2.00

- /Jeff(é)

exp

_____ Hetr = 0.25 ug
----- 6=0.3415

1.75-
1.501

—~1.25-

ae]

3

=~ 1.00-

(0]
<0.751

0.501

0. 25 o

0.00

El valor de ¢ se obtuvo encontrando la interseccién entre la curva calculada mediante la ecuacion
(109) y el valor experimental, resultando en 6 = 0,3415. Con este valor, y utilizando las energias
de transicién A; = 29430 cm™! y A, = 5015 cm™! Rotger et al. (1999), se aplicaron las ecuaciones
(110), (111) y (112) para calcular los pardmetros de la TRCL.

Los valores obtenidos se resumen en la Tabla 5.
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Tabla 5.
Parametros obtenidos para el ReFg mediante el ajuste a la TRCL.
Parametro Valor
0 0,3415
Dq 2409 cm™!
&sa 1876 cm™!
plq 1,18

Al comparar nuestros resultados con los obtenidos por Moffitt et al. (1959), encontramos dife-
rencias importantes. Ellos estimaron valores de /; ~ 3400 cm™' y 10Dg ~ 30000 cm™! a partir
de los espectros de absorcion y la susceptibilidad magnética del ReFg. Sin embargo, sus cdlculos
tenian limitaciones porque el modelo que utilizaron era semiempirico. Los pardmetros obtenidos
en este trabajo coinciden con los reportados recientemente por Pérez-Torres (2025). Esta concor-
dancia era esperable, ya que ambas investigaciones emplean la TRCL y parten de los mismos datos
experimentales.

Por otra parte, Koseki et al. (2019) realizaron cilculos ab initio para el ion Re®* y obtuvieron
constantes de acoplamiento espin-6rbita entre 2000 y 2500 cm™!. Nuestro valor &s; = 1876 cm™!
se acerca bastante a ese rango.

Mais recientemente, Frontini et al. (2024) estudiaron perovskitas dobles A,MgReOg¢ (con A =Ca,
Sr, Ba), compuestos que también contienen iones Re®* en entornos octaédricos, similares al ReFs.
Mediante experimentos de RIXS en el borde L3 del renio, observaron la transicioén j.g = 3/2 —
1/2 y reportaron constantes de espin-6rbita del orden de 0,31-0,35 eV, ligeramente superiores a
nuestra estimacion (0,23 eV). Esta diferencia puede atribuirse a la naturaleza distinta de los ligandos

(oxigeno en las perovskitas, fldor en el ReFg) y a las particularidades de cada estructura cristalina.

6.2. Obtencion de los coeficientes de expansion x. y y.

Siguiendo el procedimiento descrito en la Subseccidn 5.2, se calcularon las energias de los

espinores utilizando los pardmetros Dg = 2409 cm™!, &s5; = 1876 cm™ y p/q = 1,18 obtenidos
P |y y
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previamente. Los valores resultantes fueron:

A= \/(25 + Dq)2 +24(Dp)? = 14715cm ™, (143)
E_(ys) = —% +Dg—-A=-12775cm™}, (144)
E.(yg) = ‘% +Dg+ A = 16655 cm™, (145)

E(y7) =& —-4Dg = -7760 cm™. (146)

Con estos valores de energia y los parametros del sistema, se evaluaron las expresiones para los
coeficientes de expansion. Los valores obtenidos para x. y y. se resumen en la Tabla 6.

Tabla 6.
Coeficientes de expansion x. y y. obtenidos para el ReFg.

Coeficiente  Valor

x_ 0,5817
y_ 0,8133
X4 0,8133
Ve ~0,5817

Estos coeficientes constituyen los elementos fundamentales para la construccién explicita de

los espinores de campo ligando 7 y g, cuyas formas se presentan en las siguientes secciones.

6.3. Reconstruccion de los espinores de campo ligando

Sustituyendo los coeficientes de expansion obtenidos en la Seccién 6.2 (x_ = 0,5817, y_ =
0,8133, x, = 0,8133, y, = —0,5817) en las expresiones generales de la Subseccion 5.3, se recons-
truyeron explicitamente los diez espinores de campo ligando para el ReFg.

Los espinores resultantes son:

Estados lyg’b (energia E_ = —12775 cm™ )

|1y§) = 0,5817 |n - 3, 3) + 0,8133 |n2, 1), (147)

[1yg) = 0,5817 [n — 3, 1) — 0,8133 |2, -1). (148)
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Estados 2y§”b (energia E, = 16655 cm™'):

12y8) = 0,8133|n - 3, 1) — 0,5817 |n2, 3),

2y§) = 0,8133 [n = 3,-1) +0,5817 |n2, -1).

Estados lyg’d (energia E_ = —12775 cm )

11y5) = 0,5817 (\Eln ~3,2)+ \@m -3,-3 ) +0,8133[n2,-3),

[1ydy = 0,5817 (\/ém -3,-3)+ \gm -3, §>) +0,8133[n2, 3).

Estados 2y§’d (energia E, = 16655 cm™!):

2y5) = 0,8133 (\éln -3,3)+ \@m -3,-3 ) - 0,5817 [n2, -3),

2yd) = 0,8133 (\/§|n -3,-3)+ \@m -3, %>) —0,5817 |n2, 3).

Estados y;"b (energia E(y7) = —=7760 ecm™!):

) = kin=3.3) —f2ln - 3.-2).
¥2y = bn=3,-3) = ZIn-3,3).
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(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

Estos diez espinores constituyen la base completa de estados de campo ligando para el ion Re®*

en el complejo ReFg, y serdn utilizados en las siguientes secciones para el cdlculo de las densidades

de probabilidad angular y su visualizacién gréfica.

6.4. Calculo de las densidades de probabilidad angular

Siguiendo el procedimiento descrito en la Subseccion 5.4, se calcularon las densidades de pro-

babilidad angular para todos los espinores de campo ligando del ReFg. A continuacion se presentan
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las expresiones finales obtenidas.

Densidad para el espinor y; La densidad de probabilidad angular del espinor y7 resulté ser:

5sin” 0 1 1
0y, (0,¢) = N~ i (cos2 0+ 3 sin? § — 3 sin” 6 cos(4¢)
5sin®6 (1 1
+ N~ ;1; (5(5 cos® 0 — 1)? + 13 cos? 0 sin® @ — sin’ 0 cos(4¢) + > sin* 0) .
T

(157)

Notese que esta densidad no es cilindricamente simétrica; depende del dngulo azimutal ¢, ya que

los espinores y;"b no son funciones propias de J.. Las Figuras 16a y 16b muestran las distribuciones
angulares en funcion de 6 para ¢ fijos y en funcion de 6 y ¢, respectivamente.

Para los espinores ’yg’b se obtuvo:

__3(X+)2 1 .
b _ + 2 2 2 2
Py, (0,¢) = N y (1(3005 0 — 1)” + sin” 0 cos 6)
4+ ()7¢)2 2 2 -2 2
+ N o (3cos“0—1)"+9sin” fcos” 0
6(x+y+ . 1
+ N;J'% (—3 sin® 6 cos” 0 + 5(3 cos® 6 — 1)2)
n
31,2 (158)
+ N5~ IX; ((5 cos® 0 — 3 cos 0)% + (5cos> 6 — 1)% sin® 0)
Vs

2
1
+ Ngr% (cos2 0 + 1 sin? 9)

6 +¥V+ 1 1 i
FNG V_(:;y_) ((5 cos* 6 — 3 cos? §) — 5(5 cos? 0sin” 6 — sin’ 9)) .

Para los espinores yg’d se obtuvo:
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25 1 1 5
p;’j(e, @) = N__()C+)2 (6T sin* 0 + — yp sin® 0 cos® 6 + in sin* 0 + on sin* Hcos(4¢))

+ N (y2)? (i sin 9)

6
+ Nt (xeys) (i; sin* 6 cos(4¢) + — sin* 6 — yr sin’ 6 cos® @

V6 V6
167

25 1
+N"(x+)2 (6T sin* 6 + — 7 sin® (5 cos? 0 — 1) +

5 2 . 4 5 . 4
e ——cos“ fsin” 6 + o sin Hcos(4¢))

+ NG (ys)? (iﬂ sin 9)

+ NG (xeys) (516i§ sin* 6 cos(4¢) — 16£fr sin? 6(5 cos® 0 — 1)) )

(159)

6.5. Visualizacion grafica de las densidades de probabilidad y analisis de simetria

Siguiendo el procedimiento descrito en la Subseccién 5.5, se presentan las representaciones
graficas de las densidades de probabilidad angular para todos los espinores de campo ligando del
ReF¢. En cada figura, la imagen de la izquierda (a) corresponde a la densidad de probabilidad an-
gular en coordenadas polares en funcién del dngulo polar 6, mientras que la imagen de la derecha
(b) muestra la representacion tridimensional de dicha densidad. Cabe sefalar que no todas las den-
sidades bidimensionales dependen del dngulo azimutal ¢; en los casos donde esta dependencia no

se presenta, se muestra Gnicamente la curva representativa.
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Figura 16.
Densidades de probabilidad angular del espinor 'y;‘ " del ReFg: (a) izquierda, (b) derecha.

a,b — ¢=0
Y7 — ¢=7/d

— ¢=m/3

(0, ®)

0 /4 /2 3 /4 7r i
0 (rad) Y X

(a) Densidad de probabilidad angular en coordenadas

polares en funcién de 0 para distintos ¢. (b) Representacion tridimensional de la densidad de

probabilidad angular.

Figura 17.
Densidades de probabilidad angular del espinor 1yg b del ReFq: (a) izquierda, (b) derecha.

1y

S
= Z
0 71'}4 7r}2 371'1/4 ™
0 (rad) Y X

(a) Densidad de probabilidad angular en coordenadas

polares en funcién de 0 (b) Representacion tridimensional de la densidad de

probabilidad angular.
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Figura 18.
Densidades de probabilidad angular del espinor lyg 4 del ReFg: (a) izquierda, (b) derecha.

1vg d

p(0, ®)

0 /4 /2 3m/4 m
0 (rad)

(a) Densidad de probabilidad angular en coordenadas
polares en funcion de 6 para distintos ¢.

(b) Representacion tridimensional de la densidad de
probabilidad angular.

Figura 19.
Densidades de probabilidad angular del espinor 2y§’ > del ReFy: (a ) izquierda, (b) derecha.

295"
S
< 7
0 /4 /2 37 /4 m
9 (rad) Y X

(a) Densidad de probabilidad angular en coordenadas

polares en funcién de 0 (b) Representacion tridimensional de la densidad de

probabilidad angular.
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Figura 20.
Densidades de probabilidad angular del espinor 2y§ 4 del ReFg: (a) izquierda, (b) derecha.

278 d

p(0, ®)

0 /4 /2 3m/4 m
0 (rad)

(a) Densidad de probabilidad angular en coordenadas
polares en funcion de 6 para distintos ¢.

(b) Representacion tridimensional de la densidad de
probabilidad angular.

Figura 21.
Diagrama de desdoblamiento energético del ion Re®* en el campo ligando ReFg, mostrando la evolucion
desde el ion libre hasta los estados finales con distribucion angular.

E
A
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La Figura 21 presenta el diagrama de desdoblamiento energético del ion Re®* en el campo
ligando ReFg, mostrando su evolucion desde el ion libre (5d 1) hasta los estados finales lys, v7y
2ys, a través del desdoblamiento inducido por el campo octaédrico y el acoplamiento espin-orbita.
Las densidades de probabilidad angular p,, (6, ¢) y p,4(6, ¢) obtenidas son estrictamente positivas
en todo el espacio y carecen de nodos verdaderos, en concordancia con el formalismo de Dirac.

Los resultados evidencian cémo la interferencia cudntica reorienta la densidad de probabilidad
electrénica, rompiendo la simetria cilindrica de los espinores atémicos y adaptdndola a la simetria

octaédrica (Oj) impuesta por el entorno de ligandos.

6.6. Validacion de Resultados con la Literatura

La validez metodolégica y estructural de las densidades de probabilidad espacial obtenidas en
este trabajo para los espinores de campo ligando del sistema de capa abierta 5d! en el hexafluoruro
de renio (ReFg) se constata al contrastarlas con desarrollos tedricos recientes de la fisica y quimica
del estado solido. Particularmente, la geometria, de los espinores reconstruidos en esta investiga-
cién exhibe una coincidencia exacta con las cuatro densidades de probabilidad correspondientes a
I's(t2¢) de momento angular total efectivo J = 3/2 descritas por Takayama et al. (2021) y Natori
et al. (2017) para configuraciones correlacionadas con fuerte acoplamiento espin-6rbita (SOC).

Para aislar y describir mateméticamente estas nubes de densidad y su entrelazamiento orbital,
los autores emplearon enfoques metodolégicos distintos. Por un lado, Takayama et al. (2021) ma-
pearon el espacio de los orbitales t,, degenerados hacia el subespacio relativista del espinor J = 3/2.
Como soporte de este modelado, combinaron célculos de estructura de bandas mediante la Teoria
del Funcional de la Densidad correlacionada (DFT+U) con aproximaciones relativistas escalares.
Por otro lado, Natori et al. (2017) obtuvieron estas mismas formas espaciales a través de un enfo-
que puramente analitico, utilizando una teoria de campo medio aplicada a un modelo espin-orbital
macroscépico disefiado para perovskitas dobles.

La importancia de conocer con precision geométrica estas figuras de densidad radica en que la

forma tridimensional del espinor dicta la direccion preferencial de la magnetizacion (anisotropia
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Figura 22.

Representacion esquemdtica de los niveles de baja energia y la topologia entrelazada espin-orbita para el
estado fundamental del cuarteto J = 3/2 en sistemas con configuracién d' bajo simetria ciibica.
Modificado a partir de Takayama et al. (2021).
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magnética). Asimismo, este perfil espacial determina cémo se acoplan magnéticamente los sitios
metdlicos vecinos a través de interacciones multipolares en la red cristalina.

La literatura demuestra que este mapa de densidad es altamente sensible a los cambios del
entorno cristalino. Especificamente, los calculos de primeros principios (VASP/COOP) de Tovar-
Olvera et al. (2022) y el modelado del efecto Jahn-Teller dindmico de Iwahara (2024) coinciden en

que cualquier distorsién local minima deforma la distribucién del espinor.
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Figura 23.
Efecto Jahn-Teller dindamico y desdoblamiento de los estados entrelazados I's inducido por los modos de
distorsion local en un entorno octaédrico. Adaptado de Iwahara (2024).

(a)

d' d’
E E
F e=8 F
d
w7 a1 =y (o= 372)
ty =T (i — t
2 =Elg(j.g=32) 2 L, (g = 172)
LF SO SO
(b)
r,
Iy * \/*\
-3/2 -1/2 +1/2 +3/2

Como se ilustra en la Figura 23, Iwahara (2024) describe con Hamiltonianos vibrénicos cémo
los modos normales del octaedro rompen la simetria estitica y obligan a la nube electrénica a
adaptarse dindmicamente. En este escenario, la reconstruccién matematica desarrollada en esta tesis
resulta indispensable: definir la geometria exacta de estos orbitales entrelazados permite predecir si
el material experimentara fases magnéticas exdticas o si se comportard como un liquido de espines

cuanticos.
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7. Conclusiones

Esta investigacion surgi6 de una dificultad real que tiene la quimica cudntica cuando se enfrenta
a elementos pesados. Por muchos afios, la Teoria del Campo Ligando clasica ha sido la herramienta
principal para entender los complejos de coordinacién. En esta teoria, el espin y el momento orbital
del electrén se tratan por separado. Pero cuando trabajamos con elementos del bloque 5d, como
el renio en el hexafluoruro (ReFg), esta separacidon ya no funciona. El problema que motivo este
trabajo no fue solo resolver ecuaciones, sino enfrentar el hecho de que en los d&tomos pesados el
acoplamiento espin-Orbita no es una correccion pequefia, sino que es fundamental para entender
la estructura electrénica. Estudiar el ReFg implicé aceptar que un sistema 5d' necesita una teorfa
donde los efectos relativistas y la simetria de la molécula estén unidos desde el principio.

A lo largo de este trabajo, los resultados que obtuvimos nos permitieron entender fenémenos
fisicos reales. Primero, logramos determinar los parametros de la Teoria Relativista del Campo
Ligando (TRCL): Dg = 2409 cm™! y &, = 1876 cm™!. Estos valores muestran que el campo
eléctrico de los ligandos y las fuerzas relativistas tienen energias similares. Esto cambia nuestra
forma de pensar el enlace quimico: el electrén de valencia del Re®* no estd en un orbital puro que
luego sufre una perturbacion magnética, sino que vive en un espinor, una mezcla de espin y orbital
desde el origen. Segundo, al resolver las matrices y reconstruir los diez espinores fundamentales (y7,
lyg y 2v3), logramos visualizar las densidades de probabilidad espacial usando Python. Al comparar
estas formas con la literatura, vemos que coinciden perfectamente con los perfiles esperados para los
subespacios de momento angular J = 3/2y J = 1/2. Esto no solo valida nuestros anélisis, sino que
muestra como la simetria cudntica impone formas espaciales especificas que afectan propiedades
importantes como la anisotropia magnética y la estabilidad frente a distorsiones (efecto Jahn-Teller)
en un par de Kramers.

Este trabajo de reconstruccidon matemadtica y visualizacion abre preguntas interesantes para el
futuro. Histéricamente, cuando trabajamos con las simetria de grupos puntuales como Oy, los qui-

micos nos hemos acostumbrado a ver asimetrias visuales que vienen de las bases algebraicas que
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elegimos. Un ejemplo clésico es comparar los orbitales d,2_,» y d2: aunque ambos pertenecen a
la misma representacion eg, el segundo tiene un anillo ecuatorial que lo hace ver diferente. Inspi-
rdndonos en las propuestas de combinaciones lineales de orbitales equivalentes de Brandhorst et al.
(2008), una idea esperable es llevar este tratamiento al dominio relativista de la TRCL.

El reto futuro es disefiar combinaciones lineales complejas entre los espinores de campo cris-
talino que pertenecen a la representacion I'g (que tiene cuatro dimensiones). Buscamos que las
densidades de probabilidad resultantes preserven mds operaciones de simetria del grupo octaédri-
co Oy, cuando las visualicemos en 3D. Lograr espinores relativistas espacialmente equivalentes
no cambiard las energias del sistema, pero transformard nuestra manera intuitiva de entender el

acoplamiento espin-Orbita.
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Apéndice A Codigo para la generacion de densidades atomicas p;, ), 45/,

Este codigo genera las representaciones graficas 2D y 3D de las densidades de probabilidad

angular para los espinores atomicos d3 /> y ds».

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import rcParams

# Configuracién de estilo para grdaficas cientificas
rcParams['font.family'] = 'serif'
rcParams['mathtext.fontset'] = 'cm'

rcParams|['axes.labelsize'] = 12

# Parametros globales

Nf = 0.999

Ng = 1 - Nf

# Definicidn de funciones de densidad

def densidad_d32_pm32(theta, phi):
"""Densidad, para d_{3/2,,£3/2}."""

sin_theta = np.sin(theta)

rho_f (3 / (8 * np.pi)) * sin_theta**2

rho_g = (3 / (8 * np.pi)) * sin_thetax*2

return Nf * rho_f + Ng * rho_g

def densidad_d32_pml12(theta, phi):

"""Densidad, para, d_{3/2,,£1/2}."""

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)
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tho f = (1 / (8 * np.pi)) * (
(3*xcos_theta**2 - 1)**2 + 9xsin_theta**2*cos_theta**2
)
rho_g = (1 / (2 * np.pi)) * ((1/4)*sin_theta**2 + cos_thetax**2)

return Nf * rho_f + Ng * rho_g

def densidad_d52_pml12(theta, phi):

"""Densidad, para d_{5/2, ,+1/2}."""

sin_theta = np.sin(theta)
cos_theta = np.cos(theta)
rho_ f = (3 / (4 * np.pi)) * (
(1/4)*(3*cos_theta**2 - 1)**2 + sin_theta**2*cos_theta**2
)
rho_g = (3 / (16 * np.pi)) * (
(5*cos_theta**3 - 3*cos_theta)**2 +
sin_theta**2* (5*%cos_theta**2 — 1)*%2

)

return Nf * rho_f + Ng * rho_g

def densidad_d52_pm32(theta, phi):

"""Densidad, para d_{5/2,,£3/2}."""

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)

tho f = (3 / (2 * np.pi)) * (
sin_theta**2*cos_theta**2 + (1/16)*sin_theta**4

)

tho_g = (3 / (32 * np.pi)) * (

sin_theta**2* (5xcos_thetax*2 - 1)**2 + 25*%cos_theta**2xsin_theta*x4
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return Nf * rho_f + Ng * rho_g

def densidad_d52_pm52(theta, phi):
"""Densidad, para d_{5/2,,£5/2}."""
sin_theta = np.sin(theta)

rho_f

(15 / (32 * np.pi)) * sin_thetaxx4

rho_g = (156 / (32 * np.pi)) * sin_thetax*4

return Nf * rho_f + Ng * rho_g

# Graficas 2D

theta_vals = np.linspace(0, np.pi, 500)

# Grafica 2D para j = 3/2

fig 2d_32, ax_2d_32 = plt.subplots(figsize=(7, 5))

rhol

densidad_d32_pm32(theta_vals, 0)

rho2

densidad_d32_pm12(theta_vals, 0)

ax_2d_32.plot(theta_vals, rhol, 1lw=3, color='#FF6B6B',
label=r'$d_{3/2,.\pm_3/2}$")

ax_2d_32.plot(theta_vals, rho2, 1lw=3, color='#4ECDC4',
label=r'$d_{3/2,.\pm_ 1/2}$")

ax_2d_32.tick_params(axis='both', which='major',

labelsize=20, width=2, length=8)

# Configuracién de ejes
ax_2d_32.set_xlabel(r'$\theta$ (rad)', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d_32.set_ylabel(r'$\rho(\theta)$', fontsize=26, labelpad=10)

ax_2d_32.set_x1im(0, np.pi)
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ax_2d_32.set_xticks([0, np.pi/2, np.pil)

ax_2d_32.set_xticklabels(['0', r'$\pi/2$', r'$\pi$'l)

# Configurar ticks del eje y
y_min_32, y_max_32 = ax_2d_32.get_ylim()
ax_2d_32.set_yticks([y_min_32, (y_min_32 + y_max_32)/2, y_max_32])
ax_2d_32.set_yticklabels([

f'{y_min_32:.2f}',

f'{(y_min_32 +_y_max_32)/2:.2f}',

f'{y_max_32:.2f}'

D

ax_2d_32.legend(fontsize=20, loc='upper right')

plt.tight_layout ()

plt.savefig('biespinores-d32.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight')
plt.savefig('biespinores-d32. jpg', format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

5/2

# Grafica 2D para j

fig 2d_52, ax_2d_52 = plt.subplots(figsize=(7, 5))

rho3 = densidad_d52_pm12(theta_vals, 0)
rhod4 = densidad_d52_pm32(theta_vals, 0)
rho5 = densidad_d52_pm52(theta_vals, 0)

ax_2d_b52.plot(theta_vals, rho3, lw=4, color='#1E88E5',
label=r'$d_{5/2,. \pm_1/2}$")
ax_2d_52.plot(theta_vals, rho4, lw=4, color='#26A69A',

label=r'$d_{5/2, \pm,3/2}$")
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ax_2d_b52.plot(theta_vals, rhob, lw=4, color='#004D40"',
label=r'$d_{5/2, \pm_ 5/2}$")
ax_2d_b52.tick_params(axis='both', which='major',

labelsize=20, width=2, length=8)

# Configuracidén de ejes

ax_2d_52.set_xlabel(r'$\theta$ (rad)', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d_52.set_ylabel(r'$\rho(\theta)$', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d_52.set_x1im(0, np.pi)

ax_2d_52.set_xticks([0, np.pi/2, np.pil)

ax_2d_b2.set_xticklabels(['0', r'$\pi/2%', r'$\pis$']l)

# Configurar ticks del eje y
y_min_52, y_max_52 = ax_2d_52.get_ylim()
ax_2d_52.set_yticks([y_min_52, (y_min_52 + y_max_52)/2, y_max_52])
ax_2d_52.set_yticklabels([

f'{y_min_52:.2f}',

f'{(y_min_52 + y_max_52)/2:.2f}',

f'{y_max_52:.2f}'

D

ax_2d_52.legend(fontsize=15, loc='upper right')

plt.tight_layout ()

plt.savefig('biespinores-d52.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight')
plt.savefig('biespinores-d52.jpg', format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

# Graficas 3D

# Crear malla de coordenadas esféricas

91



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 92

phi_3d = np.linspace(0, 2*np.pi, 80)
theta_3d = np.linspace(0, np.pi, 80)

phi_grid, theta_grid = np.meshgrid(phi_3d, theta_3d)

# Grafica 3D - Espinores j = 3/2

fig j32 = plt.figure(figsize=(12, 5))

# Subplot 1: d_{3/2, +3/2}
axl = fig_j32.add_subplot(121, projection='3d"')
densidad_1 = densidad_d32_pm32(theta_grid, phi_grid)

radius_1 = np.abs(densidad_1)

radius_1 = radius_1 / np.max(radius_1) * 0.8

x1 = radius_1 * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)
y1 = radius_1 * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)
z1 = radius_1 * np.cos(theta_grid)

surfl = axl.plot_surface(xl, y1, zl, color='#D8BFD8',
rstride=2, cstride=2, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

axl.set_title(r'$d_{3/2,,\pm,3/2}$', fontsize=35, pad=20)
axl.set_xticks([])
axl.set_yticks([])
axl.set_zticks([])

axl.grid(False)

# Configurar planos de fondo

axl.xaxis.pane.fill = False
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axl.yaxis.pane.fill = False

axl.zaxis.pane.fill = False
axl.xaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')
axl.yaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')
axl.zaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')
axl.xaxis.line.set_color('white')

axl.yaxis.line.set_color('white')

axl.zaxis.line.set_color('white')

axl.set_box_aspect([1, 1, 1])

axl.view_init(elev=25, azim=45)

# Subplot 2: d_{3/2, +1/2}
ax2 = fig j32.add_subplot(122, projection='3d')

densidad_2 = densidad_d32_pm12(theta_grid, phi_grid)

radius_2 = np.abs(densidad_2)

radius_2 = radius_2 / np.max(radius_2) * 0.8

X2

radius_2 * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)

y2 = radius_2 * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)

z2

radius_2 * np.cos(theta_grid)

surf2 = ax2.plot_surface(x2, y2, z2, color='#D8BFD8',
rstride=2, cstride=2, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

ax2.set_title(r'$d_{3/2,,\pm,1/2}$', fontsize=35, pad=20)
ax2.set_xticks([])

ax2.set_yticks([])
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ax2.set_zticks([])

ax2.grid(False)

ax2.xaxis.pane.fill = False
ax2.yaxis.pane.fill = False
ax2.zaxis.pane.fill = False

ax2.xaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')
ax2.yaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')
ax2.zaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')
ax2.xaxis.line.set_color('white')
ax2.yaxis.line.set_color('white')

ax2.zaxis.line.set_color('white')

ax2.set_box_aspect([1, 1, 1])

ax2.view_init(elev=25, azim=45)

plt.tight_layout ()
plt.savefig('espinores_d32_3d.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight', dpi=300)
plt.savefig('espinores_d32_3d.jpg', format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

# Grafica 3D - Espinores j = 5/2

fig_j52 = plt.figure(figsize=(16, 5))

# Subplot 1: d_{5/2, +1/2}
axl = fig_jb52.add_subplot (131, projection='3d"')

densidad_1 = densidad_d52_pm12(theta_grid, phi_grid)

radius_1 = np.abs(densidad_1)

radius_1 = radius_1 / np.max(radius_1) * 0.8
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x1

yi

zl1

radius_1 * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)

radius_1 * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)

radius_1 * np.cos(theta_grid)

surfl = axl.plot_surface(xl, yl, zl, color='#7FFFD4',

axl.

ax1.

axl.

axl.

ax1.

ax1.

axl.

axl.

axl.

axl.

ax1.

axl.

ax1.

axl.

axl.

ax1.

rstride=2, cstride=2, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

set_title(r'$d_{5/2, \pm,1/2}$', fontsize=43, pad=20)

set_xticks([])

set_yticks([])

set_zticks([])

grid(False)

xaxis
yaxis
zaxis
xXaxis
yaxis

zaxis

xaxis.
yaxis.

zaxis.

.pane

.pane

.pane.

.pane.

.pane.

.pane.

line.

line.

line.

.fill = False
fill = False
fill = False
set_edgecolor('lightgray')

set_edgecolor('lightgray')

.set_edgecolor('lightgray"')

set_color('white')
set_color('white')

set_color('white')

set_box_aspect([1, 1, 1])

view_init(elev=25, azim=45)

# Subplot 2: d_{5/2, #3/2}
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ax2 = fig_jb52.add_subplot (132, projection='3d')

densidad_2 = densidad_d52_pm32(theta_grid, phi_grid)

radius_2

radius_2

x2

y2
z2

np.abs(densidad_2)

radius_2 / np.max(radius_2) * 0.8

radius_2 * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)

radius_2 * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)

radius_2 * np.cos(theta_grid)

surf2 = ax2.plot_surface(x2, y2, z2, color='#7FFFD4',

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

ax2.

rstride=2, cstride=2, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

set_title(r'$d_{5/2,,\pm_ 3/2}$', fontsize=43, pad=20)

set_xticks([])

set_yticks([])

set_zticks([])

grid(False)

xXaxis
yaxis
zaxis
xaxis
yaxis

zaxis

.pane.

.pane.

.pane.

.pane.

.pane.

.pane.

xaxis.

yaxis.

zaxis.

line.

line.

line.

fill = False
fill = False
fill = False
set_edgecolor('lightgray')

set_edgecolor('lightgray')
set_edgecolor('lightgray')
set_color('white')
set_color('white')

set_color('white')
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ax2.set_box_aspect([1, 1, 1])

ax2.view_init(elev=25, azim=45)

# Subplot 3: d_{5/2, #5/2}

ax3 = fig_j52.add_subplot (133, projection='3d"')

densidad_3 = densidad_d52_pmb52(theta_grid, phi_grid)

radius_3

radius_3

x3

y3
z3

np.abs(densidad_3)

radius_3 / np.max(radius_3) * 0.8

radius_3 * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)
radius_3 * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)

radius_3 * np.cos(theta_grid)

surf3 = ax3.plot_surface(x3, y3, z3, color='#7FFFD4',

ax3.

ax3.

ax3.

ax3.

ax3.

ax3.

ax3.

ax3.

ax3.

ax3

rstride=2, cstride=2, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

set_title(r'$d_{5/2, \pm_5/2}$', fontsize=43, pad=20)
set_xticks([])
set_yticks([])
set_zticks([])

grid(False)

xaxis.pane.fill = False
yaxis.pane.fill = False
zaxis.pane.fill = False

xaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')

.yaxis.pane.set_edgecolor('lightgray"')

ax3.

zaxis.pane.set_edgecolor('lightgray"')
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ax3.xaxis.line.set_color('white')
ax3.yaxis.line.set_color('white')

ax3.zaxis.line.set_color('white')

ax3.set_box_aspect([1, 1, 1])

ax3.view_init(elev=25, azim=45)

plt.tight_layout ()
plt.savefig('espinores_d52_3d.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight', dpi=300)
plt.savefig('espinores_d52_3d.jpg', format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

Apéndice B Cadigo para la generacion de densidad lyg b

Este codigo genera las representaciones graficas 2D y 3D de las densidades de probabilidad

angular para el espinor 1yg’b.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import rcParams

from scipy.integrate import dblquad

# Configuracidén de estilo para graficas cientificas
rcParams['font.family'] = 'serif'

rcParams [ 'mathtext.fontset'] = 'cm'

rcParams['axes.labelsize'] 12

rcParams['axes.titlesize'] 14

# Definicidén de pardmetros de mormalizacién

Nf1 = 0.999
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Nf2 = 0.999
Nf3 = 0.999
Ngl = 1 - Nf1
Ng2 = 1 - Nf2
Ng3 = 1 - Nf3

# Definicién de coeficientes (a = z_{+}, b = z_{+}tz'_{+})

-0.581777

)
1]

o
I

0.813348

def densidad_lgamma8ab(theta, phi):

nnn

LuuuFuncidéng para integracién. Incluye el factor sin(theta) para la

Luuuucorrecta normalizaciodn, en coordenadas, esféricas.

nun
[

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)

sin2 = sin_theta**2

cos2 = cos_theta**2
cos3 = cos_theta**3
cos4 = cos_thetax**x4

# Términos de la funcién

term_1 = (a)**2 * ((3 / (4 * np.pi)) * (
(1/4)*(3*cos2 - 1)**2 + sin2xcos2

))

term_2 = (b)**2 * (1 / (8 * np.pi)) * (

(3*%cos2 - 1)**x2 + 9%sin2*cos?2



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 100

)

term_3 = ((a)*(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (
(1/2)*(3%cos2 - 1)**2 - 3%sin2*cos2

)

term_4 = (a)**2 * (3 / (16 * np.pi)) * (

(5xcos3 - 3*cos_theta)**2 + sin2*(5*xcos2 - 1)**2

)

term_5 = (b)**2 * (1 / (2 * np.pi)) * (cos2 + (1/4)*sin2)

term_6 = ((a)*(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (
(5%cos4 - 3xcos2) - (1/2) * (5xcos2*sin2 - sin2)

)

# Combinacién multiplicada por sin(theta) para la integracion
g8 = (Nflxterm_1 + Nf2*term_2 + Nf3xterm_3 +
Ngi*term_4 + Ng2*term_5 + Ng3*term_6) * sin_theta

return g8

def densidad_lgamma8ab_pura(theta, phi):

nnn

LuuuFuncién, para, la, visualizacién,3D. No,incluye el factor, sin(theta).

nnn
(W]

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)

sin2 sin_thetax*2

cos?2 cos_thetax*2

cos3 = cos_theta**3

coséd cos_thetax*4

# Términos de la funcidn
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term_1 = (a)**2 * ((3 / (4 * np.pi)) * (
(1/4)*(3xcos2 - 1)**2 + sin2%cos2

)

term_2 = (b)**2 * (1 / (8 * np.pi)) * (
(3*cos2 - 1)**2 + 9*sin2%cos2

)

term_3 = ((a)*(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (
(1/2)*(3%cos2 - 1)#**2 - 3xsin2%cos2

)

term_4 = (a)**2 * (3 / (16 * np.pi)) * (

(5xcos3 - 3*cos_theta)**2 + sin2x(5xcos2 - 1)**2

)

term_5 = (b)**2 * (1 / (2 * np.pi)) * (cos2 + (1/4)*sin2)

term_6 = ((a)*(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (
(b*cos4 - 3xcos2) - (1/2) * (b*cos2*sin2 - sin2)

)

# Combinacion sin multiplicar por sin(theta)
g8_pura = (Nfilxterm_1 + Nf2xterm_2 + Nf3*term_3 +
Ngl*term_4 + Ng2+term_5 + Ng3*term_6)

return g8_pura
# Verificacidén de normalizacidn
result, error = dblquad(densidad_lgamma8ab, 0, 2*np.pi, O, np.pi)

print(f"Integral doble (dblquad) : {result:.6f}, Error: {error:.2e}")

# Grafica 2D

theta_vals_2d = np.linspace(0, np.pi, 200)

fig_2d, ax_2d

plt.subplots(figsize=(8, 6))
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# La densidad no depende de phi, se grafica una sola curva
densidad_2d = densidad_lgamma8ab_pura(theta_vals_2d, 0)

ax_2d.plot(theta_vals_2d, densidad_2d, color='#FFOO7F', linewidth=3)

# Texto en la esquina superior izquierda
ax_2d.text(0.02, 0.98, r'$i\gamma_8~{a,b}$', transform=ax_2d.transAxes,
fontsize=20, verticalalignment='top',

bbox=dict (boxstyle='round', facecolor='white', alpha=0.8))

# Configuracién de los ejes
ax_2d.set_xlabel(r'$\theta$ (rad)', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d.set_ylabel(r'$\rho(\theta)$', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d.set_x1im(0, np.pi)
ax_2d.set_xticks([0, np.pi/4, np.pi/2, 3*np.pi/4, np.pil)
ax_2d.set_xticklabels(['0', r'$\pi/4$', r'$\pi/2$"',
r'$3\pi/4$', r'$\pi$'l)
ax_2d.tick_params(axis='both', which='major',

labelsize=26, width=2, length=8)

plt.tight_layout ()

# Guardar grdafica 2D

fig_2d.savefig('densidad_lgamma8ab_pura_2d.pdf',
format='pdf', bbox_inches='tight')

fig_2d.savefig('densidad_lgamma8ab_pura_2d.jpg',
format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()
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# Grafica 3D - Representacién esférica completa
phi_3d = np.linspace(0, 2*np.pi, 200)
theta_3d = np.linspace(0, np.pi, 200)

phi_grid, theta_grid = np.meshgrid(phi_3d, theta_3d)

# Calcular denstidad para visualizacién 3D

radius = densidad_lgamma8ab_pura(theta_grid, phi_grid)

# Convertir a coordenadas cartesianas

x = radius * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)
y = radius * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)
z = radius * np.cos(theta_grid)

fig_3d = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax_3d = fig_3d.add_subplot(11l, projection='3d')

# Superficie grafica
surf = ax_3d.plot_surface(x, y, z, color='#FFCOCB',
rstride=1, cstride=1, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

# Configuracidén de ejes
ax_3d.set_xticks([])
ax_3d.set_yticks([])
ax_3d.set_zticks([])

ax_3d.grid(False)

# Estilo de los planos

ax_3d.xaxis.pane.fill = False
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ax_3d.yaxis.pane.
ax_3d.zaxis.pane.
ax_3d.xaxis.pane.
ax_3d.yaxis.pane.

ax_3d.zaxis.pane.

# Ocultar lineas

ax_3d.xaxis.line.
ax_3d.yaxis.line.

ax_3d.zaxis.line.

fill

False

fill

False
set_edgecolor('lightgray')
set_edgecolor('lightgray')

set_edgecolor('lightgray"')

de los ejes
set_color('white')
set_color('white')

set_color('white')

# Ajustar aspecto de la caja

ax_3d.set_box_aspect([1, 1, 11)

# Vista inicial

ax_3d.view_init(elev=30, azim=45)

# Ocultar ejes completamente

ax_3d.set_axis_off()

plt.tight_layout ()

# Guardar grafica 3D

fig 3d.savefig('1lg8ab.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight')

fig_3d.savefig('densidad_lgamma8ab_pura_3d. jpg',

format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()
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Apéndice C Cédigo para la generacion de densidad lyg’d

Este codigo genera las representaciones graficas 2D y 3D de las densidades de probabilidad

angular para el espinor lyg’d.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import rcParams

from scipy.integrate import dblquad

# Configuracidén de estilo para grdficas cientificas
rcParams['font.family'] = 'serif'

rcParams [ 'mathtext.fontset'] = 'cm'

rcParams|['axes.labelsize'] 12

rcParams['axes.titlesize'] 14

# Definicién de pardmetros de mormalizacion
Nf_minus_minus = 0.999 # Nf {--}
Nf_plus_plus = 0.999 # Nf {++}

Nf_minus_plus = 0.999 # Nf {-+}

Ng_minus_minus = 1 - Nf_minus_minus
Ng_plus_plus = 1 - Nf_plus_plus

Ng_minus_plus = 1 - Nf_minus_plus

# Definicién de coeficientes (a = z_{-}, b = z'_{-}z_{-}F)

-0.581777

)
1]

o
I

0.813348

def densidad_lgamma8cd(theta, phi):
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nnn

LuuuFuncidn, de densidad, jpara, 187{c,d}.
uuuuIncluyela dependenciagen theta,y phi.
[} e
# Términos con N_f
terml = (a**2) * (
(25/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**4 +
(1/(4*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * np.cos(theta)**2 +
(1/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**4 +
(5/(32#np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4*phi)

) * Nf_minus_minus

term2 = (b**2) * (
(3/(8*np.pi)) * np.sin(theta)**2

) * Nf_plus_plus

term3 = (a*b) * (
(5*np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4xphi) +
(np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)*x4 -
(np.sqrt(6)/(4*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * np.cos(theta)**2

) * Nf_minus_plus

# Términos con N_g

termd = (a**2) * (
(25/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**4 +
(1/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * (5*np.cos(theta)**2 - 1)**2 +
(25/(64#np.pi)) * np.cos(theta)**2 * np.sin(theta)**4 +
(6/(32*np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4*phi)

) * Ng_minus_minus
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termb = (b**2) * (
(3/(8*np.pi)) * np.sin(theta)**2

) * Ng_plus_plus

term6 = (axb) * (
(5%np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4*phi) -
(np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * (5*np.cos(theta)**2 - 1)

) * Ng_minus_plus

return terml + term2 + term3 + term4d + term5 + term6

# Verificacion de normalizacion
def integrando_con_factor(theta, phi):
"""TIntegrando,incluyendo, el factor sin(theta) para la normalizacién."""

return densidad_lgamma8cd(theta, phi) * np.sin(theta)

result, error = dblquad(integrando_con_factor, O, 2*np.pi, O, np.pi,
epsabs=1e-12, epsrel=le-12)

print (f"Integral, doble ,(dblquad) : {result:.6f}, Error: {error:.2e}")

# Grafica 2D

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))

# Rango de theta (variable independiente en el eje x)

theta = np.linspace(0, np.pi, 500)

# Valores fijos de phi (tres curvas diferentes)

phi_valores = [0.0, np.pi/4, np.pi/3]
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colores = ['#0047AB', '#FFOO7F', '#028A0F']

etiquetas = [r'$\phi = 0$', r'$\phi = \pi/4$', r'$\phi = \pi/3$']

# Graficar las tres curvas en la misma figura

for i, phi in enumerate(phi_valores):
densidad = densidad_lgamma8cd(theta, phi)
ax.plot(theta, densidad, color=colores[i],

linewidth=2.5, label=etiquetas[i])

# Configuracién de la grafica
ax.set_xlabel(r'$\theta$ (rad)', fontsize=26, labelpad=10)
ax.set_ylabel (r'$\rho(\theta, \phi)$', fontsize=26, labelpad=10)
ax.set_x1im(0, np.pi)
ax.set_xticks([0, np.pi/4, np.pi/2, 3*np.pi/4, np.pil)
ax.set_xticklabels(['0', r'$\pi/4$', r'$\pi/2$',

r'$3\pi/4$', r'$\pi$'l)
ax.tick_params(axis='both', which='major',

labelsize=26, width=3, length=8)

# Leyenda

ax.legend(fontsize=17, loc='upper right', framealpha=0.9)

# Etiqueta de la funcidn en la esquina superior tzquierda
ax.text(0.02, 0.98, r'$1\gamma_8"{c,d}$', transform=ax.transAxes,
fontsize=20, verticalalignment='top',

bbox=dict (boxstyle='round', facecolor='white', alpha=0.8))

plt.tight_layout ()

plt.savefig('lgamma8cd_densidad_vs_theta.pdf',
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format='pdf', bbox_inches='tight')
plt.savefig('lgamma8cd_densidad_vs_theta. jpg',
format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

# Grafica 3D - Representacidn esférica completa
phi_3d = np.linspace(0, 2*np.pi, 200)
theta_3d = np.linspace(0, np.pi, 200)

phi_grid, theta_grid = np.meshgrid(phi_3d, theta_3d)

# Calcular densidad con dependencia de phi

densidad_completa = densidad_lgamma8cd(theta_grid, phi_grid)

radio = np.abs(densidad_completa)

radio = radio / np.max(radio) * 1.5 # Normalizacién para visualizacién

# Convertir a coordenadas cartesianas

x = radio * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)
y = radio * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)
z = radio * np.cos(theta_grid)

# Crear figura 3D
fig_3d = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax_3d = fig_3d.add_subplot(11l, projection='3d')

# Graficar superficie 3D
surf = ax_3d.plot_surface(x, y, z, color='#FFCOCB',
rstride=1, cstride=1, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)
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# Configuracién de ejes
ax_3d.grid(False)
ax_3d.set_xticks([])
ax_3d.set_yticks([])

ax_3d.set_zticks([])

# Configurar aspecto

max_range = 1.0
ax_3d.set_xlim(-max_range, max_range)
ax_3d.set_ylim(-max_range, max_range)
ax_3d.set_zlim(-max_range, max_range)

ax_3d.set_box_aspect([1, 1, 11)

# Vista

ax_3d.view_init(elev=30, azim=45)

# Estilo de los planos

ax_3d.xaxis.pane.fill = False
ax_3d.yaxis.pane.fill = False
ax_3d.zaxis.pane.fill = False

ax_3d.xaxis.pane.set_edgecolor('k')
ax_3d.yaxis.pane.set_edgecolor('k')
ax_3d.zaxis.pane.set_edgecolor('k"')
ax_3d.xaxis.pane.set_alpha(0.1)
ax_3d.yaxis.pane.set_alpha(0.1)

ax_3d.zaxis.pane.set_alpha(0.1)

# Ocultar ejes

110



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 111

ax_3d.set_axis_off()

plt.tight_layout ()

# Guardar grafica 3D
plt.savefig('1g8cd.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight', dpi=300)
plt.savefig('lgamma8cd_3d_con_phi_nueva.jpg',

format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

Apéndice D Cédigo para la generacién de densidad y;”b

Este codigo genera las representaciones graficas 2D y 3D de las densidades de probabilidad

angular para el espinor y;"b.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import rcParams

from scipy.integrate import dblquad

# Configuracién de estilo para grdficas cientificas
rcParams['font.family'] = 'serif'
rcParams['mathtext.fontset'] = 'cm'

rcParams|['axes.labelsize'] = 12

rcParams|['axes.titlesize'] 14

# Definicidén de pardametros de mormalizacién

Nf

0.999 # Nf {--}

Ng =1 - Nf # Ng~{--}

def densidad_gamma?7 (theta, phi):
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nnn

uuuuFuncidéng paraintegracién. Incluye el factor sin(theta) para la

Luuuucorrecta normalizaciodon en coordenadas esféricas.

nun
[

# Términos trigonométricos

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)
sin2_theta = sin_thetax*2
cos2_theta = cos_theta**2

cos_4phi = np.cos(4*phi)

sin4d_theta = sin_thetax*xx4

# Parte Nf
term_Nf = (5 * sin2_theta / (4 * np.pi)) * (
cos2_theta + (1/8)*sin2_theta - (1/8)*sin2_theta*cos_4phi

) *x Nf

# Parte Ng

term_Ng = (5 * sin2_theta / (32 * np.pi)) * (
(1/2)*(5*cos2_theta - 1)**2 +
13*cos2_theta*sin2_theta -
sin2_theta*cos_4phi +
(1/2)*sin4_theta

) * Ng

g7 = (term_Nf + term_Ng) * np.sin(theta)

return g7

def densidad_gamma7_pura(theta, phi):
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nnn

uuuuFuncidéng para, lavisualizacién;3D. No,incluye el factor sin(theta).

nnn
[ |

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)

sin2_theta sin_thetax*2

cos2_theta cos_thetax*2
cos_4phi = np.cos(4*phi)

sind_theta = sin_theta**4

term_Nf = (56 * sin2_theta / (4 * np.pi)) * (
cos2_theta + (1/8)*sin2_theta - (1/8)*sin2_theta*cos_4phi

) * Nf

term_Ng = (5 * sin2_theta / (32 * np.pi)) * (
(1/2)*(5*cos2_theta — 1)#**2 +
13*cos2_theta*sin2_theta -
sin2_theta*cos_4phi +
(1/2)*sind_theta

) * Ng

g7_pura = term_Nf + term_Ng

return g7_pura
# Verificacidn de normalizacidn
result, error = dblquad(densidad_gamma7, O, 2*np.pi, O, np.pi)

print (f"Integral, doble ,(dblquad) : {result:.6f}, Error: {error:.2e}")

# Grafica 2D
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theta_vals_2d = np.linspace(0, np.pi, 500)

phi_values_2d = [0, np.pi/4, np.pi/3]

colors_2d ['#0047AB', '#FFOO7F', '#028A0F']

labels_2d

[r' $\phiu=u0$ ', ! $\Phiu=u\Pi/4$ ', ! $\phiu=u\Pi/3$ ']

fig 2d, ax_2d = plt.subplots(figsize=(8, 6))

for i, (phi_val, color, label) in enumerate(

zip(phi_values_2d, colors_2d, labels_2d)

densidad_2d = densidad_gamma7_pura(theta_vals_2d, phi_val)
ax_2d.plot(theta_vals_2d, densidad_2d,

color=color, linewidth=2, label=label)

# Configuracidén de la grafica
ax_2d.set_x1im(0, np.pi)
ax_2d.set_ylim(0, 0.14)
ax_2d.set_xticks([0, np.pi/4, np.pi/2, 3*np.pi/4, np.pil)
ax_2d.set_xticklabels(['0', r'$\pi/4$', r'$\pi/2$",

r'$3\pi/4$', r'$\pi$'l)
ax_2d.set_xlabel(r'$\theta$ (rad)', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d.set_ylabel(r'$\rho(\theta, \phi)$', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d.tick_params(axis='both', which='major',

labelsize=26, width=3, length=8)

# Etiqueta de la funcidén en la esquina superior tzquierda
ax_2d.text(0.02, 0.97, r'$\gamma_7"{a,b}$', transform=ax_2d.transAxes,
fontsize=26, verticalalignment='top',

bbox=dict (boxstyle='round', facecolor='white', alpha=0.8))



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 115

# Leyenda
ax_2d.legend(fontsize=13, loc='upper right', framealpha=0.9)

plt.tight_layout ()

# Guardar grafica 2D

fig 2d.savefig('densidad_gamma7_pura_2d.pdf',
format='pdf', bbox_inches='tight')

fig_2d.savefig('densidad_gamma7_pura_2d.jpg',
format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

# Grafica 3D - Representacién esférica completa
phi_3d = np.linspace(0, 2*np.pi, 200)

theta_3d = np.linspace(0, np.pi, 200)

phi_grid, theta_grid = np.meshgrid(phi_3d, theta_3d)

radius = densidad_gamma7_pura(theta_grid, phi_grid)

# Convertir a coordenadas cartesianas

x = radius * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)
y = radius * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)
z = radius * np.cos(theta_grid)

fig_3d = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax_3d = fig_3d.add_subplot(11l, projection='3d')

surf = ax_3d.plot_surface(x, y, z, color='#ADFF2F',

rstride=1, cstride=1, linewidth=0,
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antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

# Configuracién de ejes
ax_3d.set_xticks([])
ax_3d.set_yticks([])
ax_3d.set_zticks([])

ax_3d.grid(False)

# Estilo de los planos

ax_3d.xaxis.pane.fill = False
ax_3d.yaxis.pane.fill = False
ax_3d.zaxis.pane.fill = False

ax_3d.xaxis.pane.set_edgecolor('lightgray')

ax_3d.yaxis.pane.set_edgecolor('lightgray"')

ax_3d.zaxis.pane.set_edgecolor('lightgray"')

# Ocultar lineas
ax_3d.xaxis.line.
ax_3d.yaxis.line.

ax_3d.zaxis.line.

de los ejes
set_color('white')
set_color('white')

set_color('white')

# Ajustar aspecto de la caja

ax_3d.set_box_aspect ([np.ptp(x), np.ptp(y), np.ptp(z)])

# Vista inicial

ax_3d.view_init(elev=30, azim=45)

# Ocultar ejes completamente

ax_3d.set_axis_off ()
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plt.tight_layout ()

# Guardar grafica 3D
fig_3d.savefig('g7ab.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight')
fig_3d.savefig('densidad_gamma7_pura_3d.jpg',

format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

Apéndice E Codigo para la generacion de densidad 2yg’b

Este codigo genera las representaciones graficas 2D y 3D de las densidades de probabilidad

angular para el espinor Zyg’b.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import rcParams

from scipy.integrate import dblquad

# Configuracidén de estilo para graficas cientificas
rcParams['font.family'] = 'serif'
rcParams['mathtext.fontset'] = 'cm'

rcParams|['axes.labelsize'] = 12

rcParams['axes.titlesize'] 14

# Definicidén de pardametros de mormalizaciodn

Nf1 = 0.999
Nf2 = 0.999
Nf3 = 0.999
Ngi = 1 - Nf1
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Ng2 = 1 - Nf2

Ng3 = 1 - Nf3

# Definicidn de coeficientes (a = x_{+}, b = z_{+}z'_{+})

0.813348

[
I

o
I

0.581777

def densidad_2gamma8ab(theta, phi):

nnn

LuuuFuncién, para integracién. Incluye el factor, sin(theta) para la

Luuucorrecta normalizaciodn, en coordenadas esféricas.

nnn
[ |

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)
sin2 = sin_theta**2
cos2 = cos_theta*x*2
cos3 = cos_theta**3
cos4d = cos_thetaxx4

# Términos de la funcion

term_1 = (a)**2 x ((3 / (4 * np.pi)) * (
(1/4)*(3%cos2 - 1)**2 + sin2*cos2

)

term_2 = (b)**2 * (1 / (8 * np.pi)) * (
(3%cos2 - 1)*%2 + 9*sin2*cos?2

)

term_3 = ((a)*x(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (

(1/2)*(3*cos2 — 1)*x2 - 3*sin2+*cos2
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term_4 = (a)**2 * (3 / (16 * np.pi)) * (

(5%cos3 - 3*cos_theta)**2 + sin2x(5%cos2 — 1)*%*2

)

term_5 = (b)**2 * (1 / (2 * np.pi)) * (cos2 + (1/4)*sin2)

term_6 = ((a)*(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (
(5xcosd4 - 3*cos2) - (1/2) * (b*cos2*sin2 - sin2)

)

# Combinacion multiplicada por sin(theta) para la integracion
g8 = (Nflxterm_1 + Nf2xterm_2 + Nf3xterm_3 +
Ngi*term_4 + Ng2xterm_5 + Ng3*term_6) * sin_theta

return g8

def densidad_2gamma8ab_pura(theta, phi):

nnn

uuuuFuncidng para lavisualizacién;3D. No,incluye el factor sin(theta).

nnn
[ |

sin_theta = np.sin(theta)

cos_theta = np.cos(theta)

sin2 = sin_theta**2
cos2 = cos_theta*x*2
cos3 = cos_theta**3
cos4d = cos_thetax*xx4

# Términos de la funcidn

term_1 = (a)**2 * ((3 / (4 * np.pi)) * (
(1/4)*(3*cos2 - 1)**2 + sin2%cos2

)

term_2 = (b)**2 * (1 / (8 * np.pi)) * (



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 120

(38%cos2 - 1)*%2 + 9%sin2*cos?2

)

term_3 = ((a)*(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (
(1/2)*(3%cos2 - 1)**2 - 3xsin2xcos2

)

term_4 = (a)**2 * (3 / (16 * np.pi)) * (

(5%cos3 - 3*cos_theta)**2 + sin2*x(5%cos2 — 1)*%*2

)

term_5 = (b)**2 x (1 / (2 * np.pi)) * (cos2 + (1/4)*sin2)

term_6 = ((a)*(b)) * (np.sqrt(6) / (4 * np.pi)) * (
(b*cos4 - 3*cos2) - (1/2) * (5*xcos2*sin2 - sin2)

)

# Combinacidn sin multiplicar por sin(theta)
g8_pura = (Nfilxterm_1 + Nf2xterm_2 + Nf3*term_3 +
Nglxterm_4 + Ng2xterm_5 + Ng3*term_6)

return g8_pura
# Verificacién de mormalizacion
result, error = dblquad(densidad_2gamma8ab, 0, 2*np.pi, O, np.pi)

print(f"Integral doble (dblquad) : {result:.6f}, Error: {error:.2e}")

# Grafica 2D

theta_vals_2d = np.linspace(0, np.pi, 200)

fig_2d, ax_2d = plt.subplots(figsize=(8, 6))
# La densidad no depende de phi, se grafica una sola curva
densidad_2d = densidad_2gamma8ab_pura(theta_vals_2d, 0)

ax_2d.plot(theta_vals_2d, densidad_2d, color='#4F69C6', linewidth=3)
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# Texto en la esquina superior izquierda
ax_2d.text(0.02, 0.98, r'$2\gamma_87{a,b}$', transform=ax_2d.transAxes,
fontsize=20, verticalalignment='top',

bbox=dict (boxstyle='round', facecolor='white', alpha=0.8))

# Configuracién de los ejes
ax_2d.set_xlabel(r'$\theta$ (rad)', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d.set_ylabel(r'$\rho(\theta)$', fontsize=26, labelpad=10)
ax_2d.set_x1im(0, np.pi)
ax_2d.set_xticks([0, np.pi/4, np.pi/2, 3*np.pi/4, np.pil)
ax_2d.set_xticklabels(['0', r'$\pi/4$', r'$\pi/2$",
r'$3\pi/4$', r'$\pi$'l)
ax_2d.tick_params(axis='both', which='major',

labelsize=26, width=2, length=8)

plt.tight_layout ()

# Guardar grafica 2D

fig_2d.savefig('densidad_2gamma8ab_pura_2d.pdf',
format='pdf', bbox_inches='tight')

fig 2d.savefig('densidad_2gamma8ab_pura_2d.jpg',
format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

# Grafica 3D - Representacién esférica completa
phi_3d = np.linspace(0, 2*np.pi, 200)
theta_3d = np.linspace(0, np.pi, 200)

phi_grid, theta_grid = np.meshgrid(phi_3d, theta_3d)
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# Calcular denstidad para visualizacién 3D

radius = densidad_2gamma8ab_pura(theta_grid, phi_grid)

# Convertir a coordenadas cartesianas

x = radius * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)
y = radius * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)
z = radius * np.cos(theta_grid)

fig_3d = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax_3d = fig_3d.add_subplot(111l, projection='3d')

# Superficie grafica
surf = ax_3d.plot_surface(x, y, z, color='#40E0DO',
rstride=1, cstride=1, linewidth=0,

antialiased=True, alpha=0.9, shade=True)

# Configuracidn de ejes
ax_3d.set_xticks([])
ax_3d.set_yticks([])
ax_3d.set_zticks([])

ax_3d.grid(False)

# Estilo de los planos

ax_3d.xaxis.pane.fill = False
ax_3d.yaxis.pane.fill = False
ax_3d.zaxis.pane.fill = False

ax_3d.xaxis.pane.set_edgecolor('lightgray"')

ax_3d.yaxis.pane.set_edgecolor('lightgray"')
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ax_3d.zaxis.pane.set_edgecolor('lightgray"')

# Ocultar lineas de los ejes
ax_3d.xaxis.line.set_color('white')
ax_3d.yaxis.line.set_color('white')

ax_3d.zaxis.line.set_color('white')

# Ajustar aspecto de la caja

ax_3d.set_box_aspect([1, 1, 11)

# Vista inicial

ax_3d.view_init(elev=30, azim=45)

# Ocultar ejes completamente
ax_3d.set_axis_off()

plt.tight_layout ()

# Guardar grdafica 3D
fig_3d.savefig('2g8ab.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight')
fig_3d.savefig('densidad_2gamma8ab_pura_3d.jpg',

format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

Apéndice F Cédigo para la generacion de densidad 2)/;"1
Este codigo genera las representaciones graficas 2D y 3D de las densidades de probabilidad
angular para el espinor Zyg’d.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 124

from matplotlib import rcParams

from scipy.integrate import dblquad

# Configuracidén de estilo para grdaficas cientificas
rcParams['font.family'] = 'serif'
rcParams['mathtext.fontset'] = 'cm'

rcParams['axes.labelsize'] = 12

rcParams['axes.titlesize'] 14

# Definicidén de pardmetros de mormalizacién
Nf_minus_minus = 0.999 # Nf~{--}
Nf_plus_plus = 0.999 # Nf {++}

Nf_minus_plus = 0.999 # Nf {-+}

Ng_minus_minus = 1 - Nf_minus_minus
Ng_plus_plus = 1 - Nf_plus_plus

Ng_minus_plus = 1 - Nf_minus_plus

# Definicidn de coeficientes

0.813348

)
1]

o’
I

0.581777

def densidad_2gamma8cd(theta, phi):

win
LuuuFuncidn, de densidad, jpara,, 28 {c,d}.
uuuuIncluyela dependenciagen theta,y phi.
| e

# Términos con N_f

terml = (ax*2) * (
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(25/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**4 +

(1/(4*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * np.cos(theta)**2 +
(1/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**4 +

(5/(32#np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4*phi)

) * Nf_minus_minus

term2 = (b**2) * (
(3/(8*np.pi)) * np.sin(theta)**2

) * Nf_plus_plus

term3 = (axb) * (
(5%np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4xphi) +
(np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)**4 -
(np.sqrt(6)/(4*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * np.cos(theta)**2

) * Nf_minus_plus

# Términos con N_g

termd = (ax*2) * (
(25/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**4 +
(1/(64*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * (5*np.cos(theta)**2 - 1)**2 +
(25/(64*np.pi)) * np.cos(theta)*+*2 * np.sin(theta)**4 +
(5/(32%np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4*phi)

) * Ng_minus_minus
term5 = (b**x2) * (
(3/(8*np.pi)) * np.sin(theta)**2

) * Ng_plus_plus

term6 = (axb) * (
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(5*np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)**4 * np.cos(4*phi) -
(np.sqrt(6)/(16*np.pi)) * np.sin(theta)**2 * (5*np.cos(theta)**2 - 1)

) * Ng_minus_plus

return terml + term2 + term3 + term4 + termb5 + termb

# Verificacién de normalizacidn
def integrando_con_factor(theta, phi):
"""Integrando,incluyendo el factor sin(theta) para la normalizacidén."""

return densidad_2gamma8cd(theta, phi) * np.sin(theta)

result, error = dblquad(integrando_con_factor, 0, 2*np.pi, O, np.pi,
epsabs=1le-12, epsrel=le-12)

print(f"Integral doble (dblquad) : {result:.6f}, Error: {error:.2e}")

# Grafica 2D - Densidad vs para valores fijos de
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 6))

theta = np.linspace(0, np.pi, 500)

# Valores fijos de phi (tres curvas diferentes)
phi_valores = [0.0, np.pi/4, np.pi/3]
colores = ['#0047AB', '#FFOO7F', '#028A0F']

etiquetas = [r'$\phi =,08"', r'$\phi = \pi/4$', r'$\phi_=,\pi/3$']

# Graficar las tres curvas en la misma figura

for i, phi in enumerate(phi_valores):
densidad = densidad_2gamma8cd(theta, phi)
ax.plot(theta, densidad, color=colores[i],

linewidth=2.5, label=etiquetas[i])



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO 127

# Configuracidén de la grdfica
ax.set_xlabel(r'$\theta$ (rad)', fontsize=26, labelpad=10)
ax.set_ylabel(r'$\rho(\theta, \phi)$', fontsize=26, labelpad=10)
ax.tick_params(axis='both', which='major',

labelsize=26, width=2, length=8)
ax.set_x1im(0, np.pi)
ax.set_xticks([0, np.pi/4, np.pi/2, 3*np.pi/4, np.pil)
ax.set_xticklabels(['0', r'$\pi/4$', r'$\pi/2$',

r'$3\pi/4$', r'$\pi$'l)

# Leyenda

ax.legend(fontsize=18, loc='upper right', framealpha=0.9)

# Etiqueta de la funcidén en la esquina superior izquierda
ax.text(0.02, 0.98, r'$2\gamma_8~{c,d}$', transform=ax.transAxes,
fontsize=20, verticalalignment='top',

bbox=dict (boxstyle='round', facecolor='white', alpha=0.8))

plt.tight_layout ()

plt.savefig('2gamma8cd_densidad_vs_theta.pdf',
format='pdf', bbox_inches='tight')

plt.savefig('2gamma8cd_densidad_vs_theta. jpg',
format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()

# Grafica 3D - Representacion esférica completa
phi_3d = np.linspace(0, 2*np.pi, 200)

theta_3d = np.linspace(0, np.pi, 200)
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phi_grid, theta_grid = np.meshgrid(phi_3d, theta_3d)

# Calcular denstidad con dependencia de phi

densidad_completa = densidad_2gamma8cd(theta_grid, phi_grid)

radio = np.abs(densidad_completa)

radio = radio / np.max(radio) * 1.5 # Normalizacidn para visualizacion

# Convertir a coordenadas cartesianas

x = radio * np.sin(theta_grid) * np.cos(phi_grid)
y = radio * np.sin(theta_grid) * np.sin(phi_grid)
z = radio * np.cos(theta_grid)

# Crear figura 3D
fig 3d = plt.figure(figsize=(10, 8))

ax_3d = fig_3d.add_subplot(111l, projection='3d')

# Graficar superficie 3D
surf = ax_3d.plot_surface(x, y, z, color='#40EODO', alpha=1.0,
rstride=2, cstride=2, linewidth=0,

antialiased=True, shade=True)

# Configuracién de ejes
ax_3d.grid(False)
ax_3d.set_xticks([])
ax_3d.set_yticks([])

ax_3d.set_zticks([])

# Configurar aspecto

128



TRCL APLICADA AL HEXAFLUORURO DE RENIO

max_range = 1.0

ax_3d.set_xlim(-max_range, max_range)
ax_3d.set_ylim(-max_range, max_range)
ax_3d.set_zlim(-max_range, max_range)

ax_3d.set_box_aspect([1, 1, 1])

# Vista

ax_3d.view_init(elev=30, azim=45)

# Estilo de los planos

ax_3d.xaxis.pane.fill = False
ax_3d.yaxis.pane.fill = False
ax_3d.zaxis.pane.fill = False

ax_3d.xaxis.pane.set_edgecolor('k')
ax_3d.yaxis.pane.set_edgecolor('k')
ax_3d.zaxis.pane.set_edgecolor('k')
ax_3d.xaxis.pane.set_alpha(0.1)
ax_3d.yaxis.pane.set_alpha(0.1)

ax_3d.zaxis.pane.set_alpha(0.1)
# Ocultar ejes
ax_3d.set_axis_off ()

plt.tight_layout ()

# Guardar grdafica 3D

plt.savefig('2g8cd.pdf', format='pdf', bbox_inches='tight', dpi=300)

plt.savefig('2gamma8cd_3d_con_phi_nueva. jpg',

format='jpg', dpi=300, bbox_inches='tight')

plt.show()
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