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RESUMEN

TI'TULO,: ESTUDIO NUMERICO DE LAS INESTABILIDADES MAGNETOHI-
DRODINAMICAS EN UN TOKAMAK ESFERICO.”

AUTOR: Jestis E Lépez, Eduardo A Orozco®, Alexei Yu. Chirkov?

PALABRAS CLAVES: Plasma, Confinamiento toroidal, Tokamak, Magnetohidro-
dindmica, Equilibrio MHD.

DESCRIPCION: Los dispositivos toroidales basados en confinamiento magnético pa-
ra propiciar las reacciones de fusion en un reactor termonuclear prometen ser la solucién
al problema energético mundial. Sin embargo, uno de los retos actuales consiste en me-
jorar las condiciones de estabilidad de la columna de plasma en el régimen de alto
confinamiento, donde surgen un gran numero de inestabilidades. Ejemplo de ello lo
constituyen los modos de borde exterior que, al ser inestabilidades que se ubican en la
periferia del plasma, promueven la fuga y al rapido enfriamiento del plasma.

Estudios de nuevos escenarios que eviten o mitiguen estos fenémenos requieren que
se establezcan limites de estabilidad basados en factores geométricos y de valores apro-
piados de campo. En este trabajo se presentan los resultados del estudio numérico
de la dindmica 3D de 9 columnas de plasma confinadas magnéticamente por tokamak
esféricos aplicando la teoria MHD. Las condiciones de equilibrio en el instante inicial se
establecen a través de la solucion numérica a la ecuacién de Grad-Shafranov; las cuales
al someterse a perturbaciones muestran regiones de la columna en las que el plasma
exhibe mayor inestabilidad dependiendo del perfil de presiéon empleado. También se
analiz6 el equilibrio y la dinamica del plasma respecto a factores como la corriente del
plasma y aspectos geométricos del D-shape como la triangularidad, encontrando que
el corrimiento de Shafranov aumenta conforme la triangularidad disminuye, ademas, la
configuracién con triangularidad negativa (§ < 0) reduce la formacién de estructuras
filamentadas propias de las inestabilidades de borde.

*Trabajo de Investigacién.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director, Ph.D. Fisica.

iDepartamento de Fisica Térmica, Universidad Técnica Estatal de Bauman de Moscu. Codirector, DSc.



ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL STUDY OF MAGNETOHIDRODYNAMIC INSTABILITIES
IN A SPHERICAL TOKAMAK"

AUTHOR: Jests E Lépez, Eduardo A Orozco®, Alexei Yu. Chirkov?

KEYWORDS: Plasma, toroidal confinement, Tokamak, Magnetohydrodynamics, MHD
equilibrium.

DESCRIPTION: Toroidal devices based on magnetic confinement to promote fusion
reactions in a thermonuclear reactor promise to be the solution to the world’s energy
problem. However, one of the current challenges is to improve the stability conditions
of the plasma column in the high confinement regime, where many instabilities arise.
An example of this is the Edge Localized modes, which are located on the periphery of
the plasma and promote leakage and rapid plasma cooling.

Studies of new scenarios to avoid or mitigate these phenomena require that stability
limits be established based on geometric factors and appropriate field values. In this
work, the results of the numerical study of the 3D dynamics of magnetically confined
plasma columns in spherical tokamaks, based on the MHD theory are presented. The
equilibrium conditions at the initial instant were obtained from the numerical solution
to the Grad-Shafranov equation. Said columns were subjected to perturbations, showing
regions where the plasma exhibits greater instability according to the pressure profile
used. The influence of the plasma current and geometric aspects of the D-shape such
as triangularity, on the equilibrium state and the dynamics of the plasma, were also
analyzed. It was found that the Shafranov shift increases as the triangularity decrease.
In addition, the configuration with negative triangularity (6 < 0) reduces the formation
of filamented structures typical of edge instabilities.

: Research Work.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Advisor, Ph.D. Fisica.

fThermal Physics Department, Bauman Moscow State Technical University (BMSTU). Co-Advisor, DSc.



INTRODUCCION

La primera observaciéon experimental de fusiéon nuclear fue realizada por Oliphant en
el laboratorio Cavendish (Cambridge) en el ano 1932 [2], pero fue en la década de los
50 que se penso en la fusiéon como una fuente de energia, y su desarrollo contintia atin
en nuestros dias. El desarrollo lento de esta tecnologia se debe principalmente a la di-
ficultad de confinar el combustible, que consiste principalmente en ntcleos ligeros de
hidrégeno, el tiempo suficiente para que el sistema sea 6ptimo, es decir, que la energia
suministrada para que las reacciones se den sea menor que la energia recolectada en las
reacciones de fusién [3]. La idea de un reactor nuclear basado en la fusién de nicleos
atoémicos ligeros trae consigo una fuente “inagotable” de energia y es particularmente
caracterizada por no producir residuos radiactivos [4]. El ejemplo més claro de un reac-
tor de fusion lo constituyen las estrellas; las cuales liberan gran cantidad de energia a
partir de la fusion de atomos de hidrégeno, produciendo helio y luego en elementos mas
pesados. Es asi como la propia naturaleza nos advierte de la posibilidad de obtener una
fuente de energia por este medio; sin embargo, el confinamiento del plasma no es un
problema presente en las estrellas, debido a que su propio campo gravitacional evita el
escape de la materia.

El estudio de la fusién termonuclear basa sus principios en el entendimiento de la
fisica del plasma, cuya descripcion dindmica es tanto fascinante como compleja, ya que
acarrea una gran cantidad de fenémenos que involucran propagacion de ondas, donde
las oscilaciones de temperatura, presion, campos eléctricos y magnéticos pueden crecer,
dando lugar a un gran nimero de inestabilidades [5]. Es asi que desde hace unas décadas
se han estudiado diversos mecanismos de confinamiento [6]. Estos estudios se han desa-
rrollado tanto a nivel experimental como a nivel tedrico y basados también en técnicas
de simulacién computacional. En el ano 1958 VD Shafranov presenta su trabajo sobre
el equilibrio magnetohidrodindmico que para sistemas toroidales axialmente simétricos
conduce a la hoy conocida ecuacién de Grad-Shafranov, siendo uno de los puntos de
partida en el estudio de plasmas confinados en dispositivos tipo tokamak [7].

Los primeros estudios basados en el modelo magnetohidrodindmico aplicados a dis-
positivos tokamak arrojaron un limite de estabilidad asociado al pardmetro beta (3)
conocido como el criterio de Troyon y depende de la corriente neta del plasma, el radio
menor y del campo B [8-10]. Gran parte de las investigaciones actuales estan enfocadas
en desarrollar modos de alto confinamiento libre de inestabilidades o mecanismos que
puedan suprimir sus efectos. Para realizar esta tarea es indispensable encontrar y definir
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regiones de estabilidad asi como comprender ampliamente la formacion y dinamica de
inestabilidades a través del estudio de la dindAmica misma del plasma.

La fisica de plasmas en dispositivos de confinamiento como el tokamak no esta com-
pletamente entendida, representando un gran reto. Las inestabilidades en el borde ex-
terior de un dispositivo toroidal que generan erupciones de plasma no son la excepcion;
estas erupciones se producen cuando sobre la seccién poloidal el plasma presenta una
estructura filamentada en el régimen de alto confinamiento, fenémeno conocido como
Edge Localized Modes(ELMs) y se ha observado en dispositivos como el MAST-Mega
Ampere Spherical Torus [11,12]. Desde un punto de vista computacional, cédigos como
JOREK, BOUT++ entre otros trabajos, abordan el estudio de estos fenémenos desde
el modelo reducido de la magnetohidrodinamica y proyectos como XTOR y NIMROD
simulan el plasma desde los modelos MHD visco-resistivos, los cuales tienen en comun
la implementacién de técnicas numéricas basadas en elementos finitos en dos dimensio-
nes junto la expansién toroidal Fourier [13-16]. Algunos de estos c6digos se encuentran
con licencia de cédigo abierto para su libre uso, sin embargo, sus manuales tienden a
ser tediosos, dificultando su manipulacién y ejecucion. Motivados por estos trabajos y
especialmente por las simulaciones realizadas por Riaz Khan, este trabajo se enfoca en
fijar las bases para el desarrollo de un cédigo que trabaje sobre el modelo MHD visco-
resistivo implementando técnicas computacionales sencillas, ampliamente empleadas en
el grupo de investigacion de Fisica y tecnologia del plasma y corrosion, FITEK, adscri-
to a la escuela de Fisica de la Universidad Industrial de Santander. Las ventajas de la
elaboracion de cédigos propios permite fortalecer las bases conceptuales de los modelos
del plasma asi como tener mayor control sobre la simulacién y en este caso en parti-
cular, fijar las bases para el estudio de la dindmica 3D de sistemas de confinamiento
magnético.

En este trabajo de investigaciéon se presentan los resultados de las simulaciones
numéricas de la dinamica de la columna de plasma confinada magnéticamente por
un tokamak esférico, logrando identificar comportamientos propios del sistema bajo di-
ferentes perfiles de presion, corriente en el plasma y de factores geométricos como la
triangularidad. El documento presenta en el primer capitulo los principios bésicos de la
fusion nuclear y como a partir de esta idea surgen las nociones principales de un reac-
tor de fusion, introduciendo el concepto de tokamak y el principio del confinamiento
magnético. En el segundo capitulo se presenta la descripcién del modelo magnetohi-
drodinamico ya que en estos dispositivos el plasma se puede modelar como un fluido
conductor, y a su vez se discuten los rangos de validez del modelo. En el capitulo 3 se
detalla el modelo fisico, es decir, el conjunto de ecuaciones empleadas en las simulacio-
nes y se especifican detalles del esquema y técnicas numéricas asi como la descripcion
geométrica del esquema fisico. En este mismo capitulo se valida el cédigo desarrollado
junto las condiciones de frontera que se implementan en las simulaciones. Finalmente,
en el capitulo 4 se presentan los resultados del equilibrio de las columnas toroidales
del plasma y su respuesta a pequenas perturbaciones, describiendo asi la dinamica y
evolucién energética de cada sistema, donde se evidencia el desarrollo de inestabilida-
des tanto en el borde o limite exterior del plasma como en el centro de la columna de
acuerdo a las principales caracteristicas de los perfiles de equilibrio.
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1. CONFINAMIENTO MAGNETICO

1.1 PRINCIPIOS DE LA FUSION NUCLEAR

La fusién nuclear se conoce como el proceso en el que dos nticleos atomicos logran
vencer la barrera de repulsion electrostatica para formar un nuevo nicleo mas pesado.
Dicha repulsiéon, de naturaleza coulombiana, puede superarse a través de colisiones si la
velocidad relativa entre los nicleos es alta, por lo que se requiere transferir al sistema
una gran cantidad de energia, generalmente del orden de decenas de keV [17]. Como
puede apreciarse en la Figura 1, la probabilidad de colision depende fuertemente de
la energia suministrada y del tipo de reacciéon. La forma mas optima de realizar este
proceso es calentar los reactivos lo suficiente hasta que la fusion se consiga, por tal
motivo este proceso es denominado fusion termonuclear.

Una vez sucede la colisién se libera gran can-
tidad de energia si la suma de masa de los
nicleos atémicos antes de la reaccién es mayor
que la masa de los nuevos nicleos; esta diferen-
cia es conocida como defecto de masa «Am»
y de acuerdo con la teoria de la relatividad,
Amc? es la energfa liberada en la reaccién. En
la Tabla 1 se presentan algunas reacciones de
fusion, donde se hace evidente que la reaccién
D-T no sélo presenta mayor ganancia energéti-
ca (ver Figura 1), también sucede a tempera-
turas més bajas [5].

Para construir un reactor de fusién como
fuente de energia, se debe confinar un gas
de reactivos adecuados el tiempo suficiente, a
temperatura y densidades necesarias, de modo
que los procesos de fusién liberen mas energia
que la suministrada para el calentamiento. El
concepto anterior se conoce como el criterio de
Lawson: n7. > f(T), donde n es la densidad
del combustible, 7, el tiempo de confinamiento
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y f(T) ~ T? una funcién de la temperatura [18].

Para la reaccién D-T, el criterio de Lawson se aproxima a n7. > 2 x 10" [m™3s| [19], de
modo que todo esfuerzo en el desarrollo un dispositivo de fusién termonuclear debe con-
siderar este criterio, exigiendo que el combustible a una cierta densidad y temperatura
ha de mantenerse confinado al menos un tiempo 7. para que el proceso sea eficiente.

Tabla 1: Algunas reacciones de fusién nuclear. En la reaccién D + D hay un 50 % de probabilidad
que produzca He? més un neutrén o igualmente se puede obtener T + p.

Reacciéon Reaccién
1 D+ T — He? (3.52 MeV) + n (14.06MeV) 4 D + He* — He' (3.67MeV) + p (14.67MeV)
2 D+ D — He? (0.82MeV) + n (2.45 MeV) 50% | 5 Li% + n — T + He* + 4.8MeV
3 D+ D — T (1.01 MeV) + p (3.03MeV) 50% | 6 Li" + n (2.5 MeV) - T + He! + n

1.2 CONFINAMIENTO MAGNETICO

A altas temperaturas los atomos se ionizan formando un gas cuasineutral que exhibe
comportamientos colectivos. Un estado de la materia conocido como plasma [20].

La necesidad de mantener el gas confinado a tan altas temperaturas imposibilita la
idea de usar una cavidad de paredes sélidas para contenerlo, ya que la interaccién con el
material ocasiona un rapido enfriamiento del plasma y a su vez deterioro del las paredes
que lo contienen. En la practica se han desarrollado dos mecanismos de confinamiento:
i) el inercial y 4i) el magnético [21,22].

Dado que la dinamica de las particulas ionizadas estd determinada por la fuerza de
Lorentz, la idea del confinamiento magnético se basa en encontrar configuraciones de
campo magnético que confine y mantenga alejado al plasma de las paredes de la cavidad.
Es indispensable que dicha configuracion establezca un estado de equilibrio al sistema,
ofrezca un alto régimen de estabilidad y permita sostener el calentamiento por el tiempo
requerido, de tal forma que las pérdidas por transporte no sea muy grandes [23,24].

1.2.1 Equilibrio

La topologia de las lineas de campo magnético rigen la dinamica de las particulas
ionizadas que conforman el plasma, de este modo, es sencillo comprender que una
configuracion magnética en equilibrio se alcanza cuando la fuerza de Lorentz compensa
la fuerza ejercida por la presion del plasma:

Vp=JxB (1)

donde la densidad de corriente y campo magnético estan relacionadas a través de la ley
de Ampere: u,J =V x B. Estas dos ecuaciones junto a la ley de Gauss para el campo
magnético V - B = 0 constituyen las expresiones que definen el equilibrio en el modelo
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MHD" bajo la suposicién de equilibrio estatico (u = 0) y estacionario (9; = 0) [25].
De la Ec.(1) se puede demostrar que las lineas de campo magnético y las lineas de
corriente reposan sobre las superficies de presion constante, donde el dngulo entre los
campos B y J es arbitrario.

1.2.2 Configuraciones toroidales

Los primeros dispositivos de fusién basados en confinamiento magnético como los z-
pinch empleaban cavidades cilindricas, sin embargo, la pérdida de plasma a través de sus
tapas era inevitable [26]. Actualmente la mayoria de dispositivos poseen una topologia
toroidal. Las superficies confinantes en estos reactores son esencialmente generados por
la superposicion de un campo magnético toroidal muy intenso y otro poloidal de menor
intensidad. Dos configuraciones de este tipo son la base del confinamiento toroidal: i)
las configuraciones helicoidales o Stellarator’s [27] y 4i) las configuraciones con simetria
axial como los RFP (Reversed Field Pinch) [28,29], Spheromak [30] y los dispositivos
tipo Tokamak [19].

Figura 2: a) Esquema principal de un reactor Tokamak. b) Seccién poloidal de una columna de plasma
toroidal: radio mayor R,, el radio menor a, la triangularidad J y la elipticidad

A
Solenoide z
central

Bobinas
toroidales ak

Bobinas (Reop,Ztop)

a
Rmzn Py ’R,':r‘naz
R,
ad
Plasma, '
: o1 acuum
de Ca}f{g% toroidal del Vessel j¢
magnetico plasma ~
a) b)

En sistemas axialmente simétricos, las superficies magnéticas se anidan en torno a una
linea de campo completamente circunferencial, denominada eje magnético. La tltima
superficie de campo cerrada es tipicamente llamada separatriz y define la forma del plas-
ma [6]. En un Tokamak, la proyeccién de la separatriz sobre el plano poloidal suele tener
una forma ovalada, y se conoce como “D-saphe”. La Figura 2 presenta un dispositivo
tipo Tokamak' y exhibe los parametros geométricos de la columna de plasma.

Rmax Rm'm
R, = S - i 2)

"El modelo MHD se describe en la seccién 2.
fa) Tomada y adaptada de [31]
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Rmax - Rmzn
— _maxr - min 3
a 3 (3)
. Ro - Rtop
N a
K = Ztop

a

0

donde el radio mayor R,, el radio menor a, la triangularidad ¢ y la elipticidad « definen
completamente el D-shape. Un valor negativo de la triangularidad (§ < 0) representa
una plasma con D-shape inverso.

Actualmente, el proyecto ITER? - «International Thermonuclear Experimental Reactor»
por sus siglas en inglés, un proyecto altamente ambicioso, cuenta con la participacion de
paises como EEUU, Rusia, China y la UE; con el que se pretende mostrar la viabilidad
comercial de una planta de fusién termonuclear. Este reactor esta disenado bajo el con-
cepto de un Tokamak convencional de razén de aspecto (A = R,/a)~ 6 y se encuentra
en su fase de construccién en Cadarache (Francia) [32].

Gran parte de las investigaciones actuales, orientadas a la fusion termonuclear, se
centran en el desarrollo de nuevo conocimiento que pueda fortalecer y mejorar los re-
sultados de dicho proyecto [33-35].

1.3 TOKAMAK ESFERICO

Los dispositivos basados en el concepto de un Tokamak convencional, es decir, cuyo
radio mayor es por lo menos 4 veces mas grande que el radio menor, requieren de una
gran infraestructura e inversién econémica, por lo que la idea de reducir el tamano a
estos dispositivos resulta muy atractiva. Bajo esta idea nace el concepto de tokamak
esférico en la década de los 80, cuya razon de aspecto es considerablemente menor res-
pecto a los tokamak convencionales, generalmente A <~ 2.

Estudios realizados por B. Carreras y T. Hender evidenciaron una mejoria en la es-
tabilidad del plasma a medida que la razén de aspecto disminuia, logrando reducir
notablemente la presencia de inestabilidades [36,37], por lo que la construccién y estu-
dio de estos dispositivos incrementé.

A pesar de las ventajas en la estabilidad, los STs(Spherical Tokamaks, por sus siglas
en inglés) presentan una presién global menor respecto a reactores tokamak de mayor
razén de aspecto [38].

Una amplia variedad de dispositivos desarrollados bajo este concepto (STs) son la base
de experimentos que permiten establecer relaciones de transporte y estabilidad, funda-
mentales en el estudio y comprension de la fisica del plasma y a su vez tomada como
idea para el estudio y desarrollo de fuentes de neutrones de alta energfa [39-42].

HITER, palabra del latin y significa: el camino.
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2. MODELO MHD

2.1 PLASMA COMO UN FLUIDO

Tipicamente el estudio tedrico del plasma se basa en uno de dos puntos de vista de
acuerdo a la validez del modelo respecto a parametros constituyentes del sistema: i) el
estudio microscopico que consta de un anadlisis estadistico y cinético de sus variables
fisicas y i) el andlisis macroscépico basado en principios térmicos e hidrodindmicos, en
el que se considera el plasma como un fluido conductor.

La magnetohidrodinamica o MHD se encarga de describir las componentes del plasma
como un unico fluido conductor bajo la suposicion fundamental de que los campos y el
fluido fluctien al mismo tiempo y a las mismas escalas de longitud, asi, de forma natural
surgen las ecuaciones de Navier-Stokes acopladas a las ecuaciones de Maxwell [19].

2.1.1 Ecuacion de movimiento

El movimiento del fluido esta descrito a través del balance de fuerzas al que se
encuentra sometido. En este sentido la evolucién del campo de velocidades esta dada
por el efecto de la fuerza de Lorentz J x B, la fuerza asociada al gradiente de presion
cinética Vp y fuerzas viscosas Fis:

donde p representa la densidad de masa. A pesar de que el fluido es eléctricamente
neutro, la densidad de corriente J es resultado del movimiento relativo entre iones y
electrones.

2.1.2 Ecuacion de energia

En el modelo MHD se establece el balance energético como sigue:

s

a =-V. (qconv +Ss — qvis) - Qc,r (7)
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donde ¢ = p (“—22 + 6) + % representa la densidad total de energia, € la energia in-

terna, s = EMLB el flujo de energia electromagnética o vector de Poynting, qecony =

[p ("72 + €> + p} u el flujo convectivo de energia, qyis la disipacion viscosa y finalmente
Q. las disipaciones por transferencia de calor y radiacion.

Para cerrar el sistema es indispensable incluir una ecuacion de estado que relaciona a
la energia interna €, p y p.

2.1.3 Ecuacion de induccion magnética

Como es bien sabido, el campo magnético evoluciona segun la ley de induccion de
Faraday que al combinarse con la ley de Ampere y la relacién constitutiva de campos
(ley de Ohm: E = —u x B + nJ) adopta la forma:

0B n

— =Vx(uxB)+-—-V’B 8

o = V< (uxB) sl 5)
aqui 1 representa la resistividad eléctrica y la expresion ;%V2B es el término de difusion
magnética.

2.1.4 Ecuacién de continuidad

Para finalizar, la evolucion para la densidad de masa obedece a la ecuacién de conti-
nuidad:

Op+V-(pu)=0 9)

2.2 MHD IDEAL

MHD ideal suele describir el comportamiento macroscépico en una amplia gama de
plasmas, y el confinamiento de plasmas de fusién es un claro ejemplo de esto [25, 38].
Bajo este modelo, el plasma se aproxima como un fluido conductor sin perdidas por
efectos resistivos ni viscosos. Al no presentar efectos de disipacion, las ecuaciones ante-
riores adoptan una estructura conservativa como se muestra en la Ec.(10) y conducen
a propiedades interesantes como la conservacién de flujo magnético.
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donde I es la matriz identidad.

La ecuacion de estado que cierra el sistema de ecuaciones es similar a la de los gases
ideales: p = (v — 1)pe, donde v es la constante adiabética; sin embargo, un plasma
MHD no es un gas ideal en el que se desprecian las colisiones entre particulas, por
el contrario, en este caso estan presentes las colisiones que relajan al sistema a una
funcién de distribucion Maxwelliana (Equilibrio termodindamico local- LTE) que es lo
que conduce a la anterior ecuacién de estado y asi, tanto el gas ideal como el plasma
MHD obedecen a la misma ecuacién de estado. Por otra parte, vale la pena aclarar
que bajo la condicion de altas colisiones no parece apropiado considerar el plasma sin
efectos resistivos(sin colisiones), pero como se vio en la Ec.(8), despreciar los efectos
resistivos implica despreciar la difusiéon magnética durante los tiempos caracteristicos
de duraciéon del fenémeno de interés.

Partiendo del método de las caracteristicas es posible identificar las ondas que se pro-
pagan en el plasma; méas especificamente, sus velocidades \; [43].

Asi, a lo largo del eje x se encuentran 8 velocidades, donde los subindices enumeran
cada una de ellas:

(11)

siendo ¢f y ¢, las velocidades répida y lenta de la onda magnetoacustica, respectiva-
mente

x x €T x
)\1,8 - Ux :l: Cf, )\277 = U;E :I: Ca7 )\3,6 = USE :l: CS7 A4,5 - ,UI

_ 11/2
1, B \/ < B2\’ 1)
cp=|=|a + + a? + ) — 4a?c2 12
d 2 Hop Hop
_ q1/2
2 BQ 2 1/
o= |=|a®+ - (a2 + > — 4a?c? (13)
fhoP HoP
donde a = y/7yp/p es la velocidad del sonido y ¢, la velocidad de Alfvén:
B2
Co = g (14)
Hop

Resultados simulares se encuentran sobre cada uno de los demés ejes.
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La Tabla 2 muestra de forma resumida las condiciones a tener presente para la apli-
cabilidad del modelo MHD [19].

Tabla 2: Condiciones para la validez del modelo MHD: 7; y T representan el tiempo entre colisiones
i6nicas y el tiempo hidrodindmico respectivamente, A, camino libre medio, €2 la frecuencia ciclotrénica
electrénica, wy, la frecuencia plasmica, R,, el nimero de Reynolds magnético. Por dltimo f3 es la razén
entre presiéon cinética y magnética.

Aproximaciéon Expresion
Alta colisionabilidad: 7, << (me/m;)Y?1g; Ao << Ly
No relativista: w/k ~ Lg/my ~u << ¢
Cuasineutralidad:  w[Q|/w? << 1
Radio de Larmor despreciable: 1y /Ly << B'/2
Sin difusién magnética: R, >> 1: (rp,/Lg)? << B(mi/me)*(1;/7r)

La tultima condicién que se presenta en la Tabla 2 | la ausencia de difusién magnéti-
ca, es necesaria para la validez del modelo MHD ideal. Experimentos realizados en
dispositivos de fusién y asi como experimentos proyectados permiten identificar que
la temperatura media en dichos plasmas de fusién es del orden de 3keV a concentra-
ciones alrededor de 10**m=3. El campo magnético alcanzado es de 5T y el pardmetro
B ~ 0,06 =5%. En la Tabla 3 se presentan los valores estimados de los pardmetros que
rigen el rango de validez del modelo MHD.

Tabla 3: Valores tipicos de los parametros de validacion del modelo MHD en plasmas confinados
magnéticamente.

Parametro Valor
Tiempo entre colisién idnica: Ti 2,6 x 1073 s
Tiempo MHD caracteristico: TH 2,0x107% s
Camino libre medio entre colision: Ae 1,4 x 103 m
Longitud MHD caracteristica: Ly 1,0 m

Frecuencia MHD caracteristica: w ~ 1/75 5,0 x 10° s7!
Numero de onda MHD caracteristico: &k~ 1/Lyg 1,0 m™!

Frecuencia ciclotrénica electrénica: Q. 8,9 x 10!t g1
Frecuencia pldsmica: Q, 5,7 x 101t g1
Radio de Larmor iénico: TLi 22x103 m

Es posible estimar que el tiempo de difusiéon de las lineas de campo magnético es del
orden de unas centenas de segundos, mientras que la escala de tiempo hidrodindmico
es de tan s6lo unos microsegundos; garantizando en estos escenarios la aplicabilidad del
modelo en el régimen ideal con R,, ~ 6 x 10® >> 1. De igual forma las condiciones de
cuasineutralidad, bajas velocidades y radio de Larmor despreciable son bien satisfechas.
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Una observacion de interés surge al notar que la condicién de alta colisionabilidad no
se cumple y esta lejos de ello, ya que las longitudes caracteristicas del sistema son del
orden de metros y el camino libre medio entre colisiones es del orden de kilémetros; de
este modo, la condiciéon de plasma regido por altas colisiones propio del modelo MHD
excluye completamente los plasmas de fusion.

Lo anterior contradice completamente toda la evidencia experimental en la que se de-
muestra que el modelo MHD (ideal) provee una amplia y precisa descripcién del com-
portamiento del plasma en un nivel macroscépico [25]. Tal y como se presenta en [19],
la aproximacién del plasma como un fluido ain bajo esta circunstancia puede ser soste-
nible, aunque se requiere un nuevo examen del modelo, particularmente de la ecuacion
de energia pues el campo magnético, al actuar como un agente de localizacion es capaz
de compensar una parte del efecto de la baja colisionabilidad. Algunas de las sutile-
zas del modelo se resuelven al estudiar la estabilidad desde modelos méas precisos pero
méas complejos [19,25]. En gran medida, el modelo MHD provee una buena descripcién
macroscépica de la dinamica del plasma de fusion.

2.3 ESTABILIDAD

De forma general, es posible definir la estabilidad de un sistema si al introducir una
perturbacion esta no se amplifica; de otro modo el equilibrio es denominado inestable.

Cabe resaltar que en configuraciones toroidales, como los dispositivos Tokamak, el
equilibrio suele estar definido a través de la ecuacion de Grad-Shafranov, ver Ec.(15),

la cual se deduce de la Ec.(1) bajo la consideracién de simetria axial en coordenadas
cilindricas [7,44]:

v 100 v LdR)  dg(v)

orr “ror o2 M Tay 9y (15)

siendo ¢ = rA, el flujo magnético poloidal, donde A, es la componente toroidal del
potencial vectorial magnético, p(¢) la presién cinética y g(¢) una funcién relacionada
con la corriente poloidal del plasma como funciones explicitas de v [7,25,45,46].

La parte izquierda de la ecuacion puede expresarse en términos del operador eliptico
toroidal: A* = 53—:2 — %% + g—; y la parte derecha representa la densidad de corriente
toroidal del sistema, asi, la ecuacion anterior se puede reescribir como:

A*¢ = MOTJ¢(T, 1/)) (16)

De acuerdo con el modelo de descripcion del plasma, las inestabilidades pueden clasi-
ficarse en microinestabilidades y en macrocroinestabilidades. Las primeras surgen a pe-
quenas escalas, usualmente por asimetrias en la funcion de distribucion de velocidades,
asi como por efectos del giro de las particulas cargadas. Por su parte, las macroines-
tabilidades son efectos perceptibles a escalas comparables con el tamano del sistema,
ademds de ser lo suficientemente intensas como para colapsar el equilibrio [25,47]. La
magnetohidrodinamica se encarga de describir los modos macroscopicos, los cuales pue-
den distinguirse en tres grandes grupos:
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1. Modos impulsados por presion: En este grupos los gradientes de presién, junto con
una configuracién de campo magnético no adecuada, impulsan a que una pequena
perturbacién pueda intercambiar dos tubos de flujo.

2. Modos impulsados por corriente: Cuando sobre una distribucion no uniforme de
corriente surgen perturbaciones, estas pueden destruir las superficies magnéticas.
Si se generan deformaciones en la forma del D-shape, estos modos pueden clasifi-
carse como modos externos.

3. Modos externos: Estos modos surgen de la interaccién del plasma con la frontera
o region exterior, generando deformaciones en la sepataratriz.

Empleando el principio de energia puede explicarse el surgimiento de las inestabilidades
al analizar las variacién o cambio de energia potencial del fluido 6W a través del vector
de perturbacién &:

1 B, . ? B2
5W:—/ [@Jr 2|V - &L + 261 - K> + ypo|V - €]
plasma

Ho Mo (17)
= 2(6L - Vpo)(k-€1) — Jy(€1 x b) - By 1 JdV

2

El subindice 0 representa el valor de la variable en el estado de equilibrio y el subindice
1 representa la perturbacién asociada a la variable. Por su parte los subindices || y L se
asocian a las componentes paralelas y perpendicular respecto al cambo magnético en
el equilibrio B,. Finalmente, K = (b - V)b, es el vector de curvatura magnética donde
b = B/B es el campo magnético normalizado.

Si oW < 0, el plasma es globalmente inestable. Puesto que los tres primeros términos
son siempre positivos, estos se asocian con mecanismos de estabilizacion del sistema;
los cuales representan la energia potencial asociada con la propagacion de la onda de
Alfvén, la onda magneto-actstica y la onda acustica, respectivamente. Los dos tltimos
términos pueden desestabilizar el plasma, y se conocen como inestabilidades impulsadas
por presion e impulsadas por corriente, respectivamente. En el primer caso, el gradiente
de presion es la fuente de energia libre a los que se le asocian los modos ballooning y los
modos de intercambio. El iltimo término se asocia a los llamadas modos kink [19,48,49].
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3. MODELO DE SIMULACION

3.1 MODELO FiSICO

El estudio de los procesos que ocurren en un plasma suelen ser abordados por diversos
modelos a diferentes niveles de aproximacién, dependiendo esencialmente del fenémeno
a analizar [44,50,51]. Se menciond en el capitulo 2 que el modelo MHD es el mas
adecuado cuando se desea estudiar las macro-inestabilidades. En este trabajo de inves-
tigacion, se realizaron simulaciones basadas en la solucion del sistema de ecuaciones
visco-resistivas de la magnetohidrodindmica, Ecs.(18-24); en donde se considera al plas-
ma como un unico fluido, viscoso y conductor. Dichas ecuaciones fueron presentadas en
la seccién 2.1, y pueden escribirse como

dp
5 = -V - (pu) (18)
p{%—?—l—(u'v)u} =-Vp+JIxB+v VQ(u)jL%V(V%l) (19)
%Jru-vp:—vpV-(u)—(v—l)(nJ2+<I>) (20)
0B
o = -V xE (21)
E=—-—uxB+nJ (22)
VxB=1J (23)
O =2v (eijeij — %(V : u)2) (24)

donde los parametros n y v representan la resistividad y la viscosidad del plasma, res-
pectivamente, los cuales se consideran uniformes y constantes en toda region del plasma.

La constante de compresibilidad adiabatica v toma el valor de 5/3, e;; = % (gg? + %)
i J

es el tensor de esfuerzos y @ el término de calentamiento viscoso.
Para la solucién numérica del sistema de ecuaciones (18-24), se normalizaron todas las
variables y operadores respecto a valores caracteristicos del sistema fisico considerado,
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con el fin de evitar errores por redondeo. Especificamente, todas las longitudes se nor-
malizaron respecto al radio mayor R,; el campo magnético respecto a la intensidad del
campo sobre el eje magnético B,; el tiempo respecto al periodo de Alfvén 74 = R, /v,
donde v4 = B,/\/ltops s la velocidad de Alfvén, p, la permeabilidad magnética en el
vacio y p, la densidad de masa. Finalmente P, = B?/u,, E, = vaB, y J, = Bo/1.R,
son los parametros de normalizacion para la presion, campo eléctrico y la densidad de
corriente, respectivamente.

3.2 GEOMETRIA Y CONDICIONES DE FRONTERA

La forma toroidal del plasma permite que las simulaciones sean desarrolladas de forma
natural usando el sistema de coordenadas cilindricas (7, ¢, z); donde la coordenada radial
coincide con el eje del radio mayor del toroide, la coordenada angular ¢ con el angulo
toroidal y el eje z representa la distancia vertical del sistema desde el eje radial, tal
como se muestra en la Figura 3; resaltando que el plano poloidal rz es acotado por una
seccién rectangular (linea roja) que contiene completamente al plasma. Vale la pena
mencionar que el sistema cilindrico no es el tnico sistema coordenado apropiado para
estudiar este sistema fisico, pero si es el mds sencillo de implementar [52, 53].

Figura 3: Esquema geométrico del sistema a simular. La seccién rectangular definida por 7., <
T < Tmaz Y Zmin < 2 < Zmaz acotan un plano poloidal a la regién de interés. En el interior del plano
se representa un esquema tipico de las lineas de campo magnético (lineas verdes) y las superficies de

presién constante (en colores rojo, gris y azul) .
A Z
Zmaa:
[k\ T
/ Amin

\gb_)"“mm maz

A\
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La seccién rectangular que acota el plano poloidal se selecciona cuidadosamente, de
modo que sea suficientemente representativa, tal como se presenta en la Figura 3, in-
cluyendo lineas de campo magnético tanto abiertas como cerradas.

En el sistema, la frontera mas interna esta definida por: r = r,,;,, la externa se ubica
en r = e v las fronteras superior e inferior en 2z = 2,42 Vv 2 = Zmin, respectivamente.
En la préctica, los dispositivos no poseen este tipo de frontera rectangular. De hecho
es mas compleja, hecha de metal, y cumple un papel muy importante sobre el compor-
tamiento del plasma [54-56]. Si se ignoran los efectos complejos como recombinacion,
emision secundaria de electrones y demas, lo mas apropiado es considerar las fronteras
como paredes perfectamente conductoras, donde la componente tangencial del campo
eléctrico debe anularse, al igual que la componente normal de la velocidad. Adicional a
estas condiciones que surgen al considerar las paredes conductoras, el termino viscoso
permite simplificar la dindmica en las paredes al considerarlas no deslizantes, forzando
a que todas las componentes del vector velocidad se anulen en la frontera: u|, . = o.
La simplificacion geométrica de la frontera usada en el presente trabajo es motivada
tanto por la reduccién del esfuerzo computacional como por la conveniencia en la imple-
mentacién numérica de las condiciones de fronteras; por supuesto, sin comprometer la
fisica relevante del sistema bajo estudio. Finalmente, se emplean condiciones de frontera
periddica sobre el eje toroidal, en direccion ¢; lo cual surge de forma natural debido a
la ausencia de fronteras materiales a lo largo de dicho eje.

3.3 ESQUEMA NUMERICO Y DIAGNOSTICO DE CODIGO

Para abordar numéricamente un problema es necesario discretizar el espacio fisico so-
bre el cual se realiza el estudio, es asi que en este trabajo construimos un mallado
homogéneo a lo largo de las tres variables que lo define, (r, ¢, z). La malla queda com-
pletamente definida por el niimero de puntos que se selecciona y el tamano del intervalo
sobre cada eje: (Npr, Npp, Npz) — (Timaz — Tmins 275 Zmaz — Zmin)-

El sistema de ecuaciones (18-24) se aborda numéricamente empleando el esquema de
diferencias finitas y algoritmos de Runge-Kutta(RK). El método de diferencias fini-
tas consiste en aproximar la derivada de una funcién empleando las variaciones de la
misma en cada nodo o punto de malla y por su parte, los algoritmos RK se emplean
ampliamente en la solucién de ecuaciones diferenciales. Tomando como base el trabajo
de R Khan [48,49], las derivadas espaciales se tratan numéricamente con el método de
diferencias finitas de cuarto orden y la evoluciéon temporal se trabaja con un algoritmo
RK de igual orden para mantener la consistencia en los métodos. Los detalles de la
implementacién y esquema de los métodos se especifican en la seccién de anexos.

Con el objetivo de estudiar la dindmica del plasma sin efectos resistivos, en todas las
simulaciones la resistividad adopta el valor nulo, 7 = 0, y en este orden de ideas, la
viscosidad v juega un papel relevante a nivel numérico y no fisico propiamente, en-
cargandose de suavizar las funciones, evitando altas variaciones y con ello altos errores
numéricos en el cdlculo de las derivadas al emplear el esquema de diferencias finitas.

25



3.3.1 Criterio de Courant

Numéricamente los esquemas explicitos suelen tener un coste computacional bajo, sin
embargo, es necesario un paso de malla pequeno que garantice la convergencia y es-
tabilidad del método; especialmente en sistemas que evolucionan en el tiempo [57,58|.
El nimero de Courant, también conocido como el nimero de Courant-Friedrichs-Lewy
(Ccorr) se entiende como la razén entre la velocidad de propagacién de la onda (M) y
la “velocidad numerica” definida como Ax/At, el cual estd restringido a ciertos inter-
valos de acuerdo a la ecuacion diferencial a resolver, garantizando la estabilidad del
esquema [44,59]. En este trabajo el paso temporal se escoge siguiendo dicho criterio:

A A A
At:CCFLXmZ"fL TT‘ ,T¢¢, ZZ (25)
|Ai,j,k’| |/\l,],k| |Ai,j,k
donde Ar, A¢ y Az representan el paso de malla sobre cada coordenada y )\%k la

velocidad de la onda més rapida que viaja sobre la direccién “I” en el sistema (ver sec
2.2), calculada en cada punto de malla (i,7,k) y en cada iteracién temporal, dando
como resultado que el paso de malla At no sea constante durante toda la simulacién, es
adaptable. En todas nuestras simulaciones consideramos Copp = 0,4 teniendo presente
algunas referencias [43, 60].

3.3.2 Tubo de choque: Brio-Wu

Con la solucion numérica de este problema se examina la capacidad del cédigo para
resolver cambios bruscos sobre la presion, densidad, velocidad y campo magnético.
El tubo de choque de Brio-Wu es un problema de Riemann y radica en investigar
la dinamica de dos fluidos con propiedades diferentes, los cuales estan inicialmente
separados por una interfaz ubicada en “x = 0” bajo las siguientes condiciones iniciales:

e BB ) ={ {55 0 0001 075 10y aso 9
Las condiciones iniciales estan dadas por una funcién escalén que establece una alta
variacion entre las condiciones de los fluidos. Dicha variaciéon no puede ser resuelta por
el método de diferencias finitas sin antes suavizar la interfaz con un ancho que conecte
ambas regiones. Para tal fin las condiciones iniciales son conectadas en una regién de
transicion dada por la funcién tangente hiperbdlica

Alz) = (%) + (%) tanh (g) (27)

donde A representa la variable fisica, w = 0,01 define el espesor de la region de transicién
y los subindices L y R representan la region izquierda y derecha del tubo respectiva-
mente.
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Debido a que el tubo de choque de Brio-Wu es un problema con soluciéon analitica
en el marco de la magnetohidrodinamica ideal y con el animo de validar el cédigo em-
pleado en estas simulaciones, el factor de viscosidad se ajusta al valor nulo, v = 0. En
este orden de ideas, al considerar v = n = 0 ubica el sistema de ecuaciones (18-24)
en el régimen MHD ideal, por lo que es necesario introducir en las ecuaciones (18-20)
un término de viscosidad artificial que permita la viabilidad del esquema de diferencias
finitas [61]:

o0 _

5= V- (pu) + pvaVep (28)
Ju 1 2
E:;[—Vp—l—JXB]—(u-V)U—F,U/VAVU— (29)
dp 2
i —ypV - (u) —u-Vp+ pyaVep (30)

donde py 4 representa la viscosidad artificial y su valor depende directamente del es-
quema numérico empleado, de este modo, al considerar la influencia de la viscosidad
artificial sobre la estabilidad numérica se parte de la ecuacion de difusion:

of 0*f

E = NVAW (31)

La ecuacién de difusién (ec.31) al ser discretizada en el tiempo con un esquema de
diferencias finitas de primer orden ( paso adelante) y en el espacio sobre un esquema de
diferencias finitas centradas de cuarto orden toma la forma de la siguiente expresién,

ff“ - f]n _ Hv A
At Ax?

_Efj—2+§fj—1+§fj +§ J+t 19 li+2 (32)

en la que f;' representa la solucién numérica en el j — ésimo punto de malla en el
n—ésimo paso de tiempo. Asumiendo que la solucién es de comportamiento ondulatorio
de amplitud @ y nimero de onda &, es decir,
fir=a" expFUAT) (33)
y sustituyendo la Ec.(33) en la Ec.(32), a demés, teniendo presente que la estabilidad
se alcanza manteniendo el factor de amplificacién menor a la unidad: | f;‘“ /7] <1,
la condicién de estabilidad que restringe los valores de la viscosidad artificial estd dada
por la siguiente expresion:
_ 3 (Aa)?
HvA = N

(34)

Finalmente, el resultado anterior es generalizable a un mallado tridimensional cuya
condicion de estabilidad es establecida como sigue:

3 1
pva < §At (1/(Ax)2 T 1/(Ay)2 + 1/(AZ>2)

(35)
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La simulacién se ejecuta sobre una malla 1D definida a lo largo del eje z en el
intervalo [—1,+41] con 801 puntos manteniendo libre los extremos del tubo, es decir, no
se someten a ninguna condicion de contorno. la Figura 4 presenta el estado del sistema
en el instante t = 0,2.

Figura 4: En azul se presenta la solucién numérica obtenida empleando el cédigo desarrollado en el
instante t = 0,2 y en purpura la solucién exacta al problema de Riemann en el mismo instante.
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Apoyados en la Figura 4, son evidentes algunas discrepancias entre la solucién numérica
y el resultado exacto al problema de Riemann; sin embargo se puede evidenciar también
que el cédigo desarrollado captura bastante bien los comportamientos mas relevantes de
la dindamica del choque, perdiendo precision en los detalles finos donde la variacion de
las funciones es alta. Estos resultados son coherentes debido a la naturaleza del esquema
numérico empleado y concuerda con trabajos similares [43,60,62]. El comportamiento
de la norma del error L}, y su respectivo orden se presenta en la Tabla 4 [63].

1
order

Tabla 4: Comportamiento del error L' y L para la variable p en el instante ¢t = 0,2

H N Lll\l Lél)rder H
201 3.4059x10~2 -
401 2.4004x1072 0.5047
801 1.6948x1072 0.5022
1601 1.3155x1072 0.3654
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donde N representa el nimero de puntos y el error con su respectiva norma estan
definidos por la siguiente expresién:

N
1 exac numeric
Ly =55 D lef=t = pieer] (36)
i=1
Ll
Lclwrder = 10g2 (LTN> (37)
2N

Por otra parte, la Figura 5 presenta el efecto de la viscosidad v sobre la dinamica del
sistema anulando la viscosidad artificial py 4. Se puede notar que la variacion leve
de la viscosidad induce a pequenos cambios de una configuracién sobre la otra en
lo que se conoce como la onda de contacto, tal como se presenta en el recuadro de
amplificacién. Finalmente, la evolucion de la divergencia del campo magnético durante
toda la simulacion para los diferentes valores de v se presenta en la Figura 5.c; en la
que es posible identificar que este valor se preserva bastante bien, manteniéndose en
las cercanias del cero. Vale la pena mencionar que estas simulaciones no acoplan la
divergencia del campo magnético al sistema de ecuaciones como una ligadura, por lo
que no se ha empleado ninguna técnica que preserve su valor. Es posible concluir que en
este problema, el cédigo desarrollado presenta un buen comportamiento, tendiendo a la
convergencia (lenta) con el incremento del nimero de puntos a demds de estabilidad.

Figura 5: Evolucién del perfil de densidad y de divergencia maxima del campo magnético durante las
simulaciones con diferentes parametros de viscosidad: 5e — 4 rojo, 7,5e — 4 verde y le — 3 azul .
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3.3.3 Propagacién de una onda expansiva

Para validar la implementacién de la condicion de frontera no deslizante y periddica ya
mencionadas, se estudia la propagacién de una onda expansiva en la regién delimitada
por el toroide rectangular definido por [0.25 : 1.75] x [0.0 : 27| x [-2.0 : +2.0] a lo largo
de r, ¢ v z respectivamente. El estado de las variables en el instante ¢t = 0 se presenta
en la Ec.(38) en unidades del sistema internacional.

(p, up, ug, U, p, By, By, B,) = (6.7 x 107%,0.0, 0.0, 0.0, f,0.0,0.0, 0.5) (38)

500
f = (r2) =5 % 10° + 25 x 10° exp |~ ((r — 0.89)° + 2°) (39)

Figura 6: Evolucién de la presién de la onda expansiva vista sobre el pano ecuatorial (plano xy,
z = 0) y desde el plano poloidal 7z.
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La soluciéon numérica a este problema tridimensional sobre coordenadas cilindricas
permite evidenciar la reflexién de la onda debido a la rigidez de la pared que delimita el
toroide, ver Figura 6, donde la presion muestra la expansion o propagacion de la onda
predominantemente a lo largo de z, esto debido a la presencia del campo magnético
sobre dicho eje. Una vez la onda entra en contacto con los extremos superior e inferior
esta se refleja, y nuevamente la propagacion es predominante a lo largo de z pero en
sentido opuesto, siendo asi consistente con la condicién de frontera de un conductor
perfecto en aproximacién de pared rigida y no deslizante (uyq; = 0).

Con el fin de garantizar la condiciéon peridédica sobre el eje toroidal se introducen 4
puntos de malla auxiliares (“puntos fantasma”), dos en cada extremo de la malla toroi-
dal, de modo que cualquier variable fisica “A” evaluada en dichos puntos debe satisfacer
las condiciones: A(j = —1) = A(npd—2), A(j = —2) = A(npp—3), A(j = npp) = A(1),
A(j =npp+1) = A(2). Note que el indice j se ha reservado para definir el indice sobre
¢ v que los indices negativos son los nodos fantasma asi como los indices j = npop y
npp+1 [43]. Esta técnica es muy conocida y ampliamente empleada y no sélo garantiza
la periodicidad en las funciones, también en sus derivadas. En el caso de emplear dife-
rencias finitas centradas de orden superior es necesario aumentar la cantidad de nodos
fantasmas. Es de resaltar que las graficas sobre el plano ecuatorial en la Figura 6, valida
la implementacion de la condicién de frontera periddica, pues la perturbaciéon en t = 0
axialmente simétrica preserva dicha simetria a lo largo del tiempo. De no satisfacerse
correctamente la condicién de frontera una perturbacion(numérica) deberia aparecer en
¢ = 0 rompiendo la simetria sobre el eje toroidal.

Finalmente, la Figura 7 presenta la evolucién de la divergencia del campo magnético,
manteniendo un error cercano al valor nulo, esto sin la implementacion de una técnica
de acople sobre el sistema, Ecs.(18-24).

Figura 7: Evolucién de la divergencia de campo magnético durante la simulacién de la onda expansiva.
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4. RESULTADOS Y DISCUSION

Las simulaciones tridimensionales realizadas sobre el toroide rectangular se ejecutan
sobre una malla rectangular homogénea a lo largo de cada eje como ya se detallé en la
seccion 3.3. En todas las simulaciones realizadas se empled la misma cantidad de nodos
o puntos de malla (IV,;), asi: se emplearon 151 puntos para discretizar la coordenada
radial, 261 puntos sobre la coordenada z, y 61 puntos discretizan el eje toroidal o
coordenada angular ¢ mas los 4 puntos fantasma previamente mencionados. Detalles
de la regién de simulacién asi como del mallado se presenta en el anexo.

4.1 EQUILIBRIO MHD: CONDICIONES INICIALES

El plasma como fluido es modelado por la teoria MHD descrita en las secciones pre-
vias; sin embargo, para estudiar la dinamica del plasma es imprescindible partir de unas
condiciones iniciales, tal como se presento en las simulaciones que validan el codigo.
En este trabajo se desea estudiar la estabilidad global de la columna de plasma confina-
da por dispositivos tipo tokamak. Dicha estabilidad se estudia sobre una configuracion
de equilibrio del sistema, la cual estd completamente definida por la ecuacion de Grad-
shafranov, Ec.(15), asi, el estado inicial (¢ = 0) de las variables se obtiene a partir de la
solucién de esta ecuacion que posee la misma estructura a la ecuacion de Hicks para la
dinamica de fluidos y puede entenderse como una ecuacion de tipo Poisson: un operador
de segundo orden en el miembro izquierdo y términos fuente en el miembro derecho, en
la que la solucién del flujo poloidal ¢ permite reconstruir el campo magnético y por en-
de la densidad de corriente. Es de resaltar que el flujo poloidal en esta ecuacién trabaja
como variable dependiente sobre la cual actia el operador eliptico toroidal (A*) y a su
vez juega el papel como variable independiente en la parte derecha con las funciones
p(1) y g(¥), lo cual imposibilita la obtencién de una solucién analitica en la mayoria
de los casos, haciendo indispensable el uso de técnicas numéricas [7,44, 64—66];

Tomando como base solvers de tipo Poisson, se desarroll6 un codigo que encuentra
las condiciones de equilibrio al resolver numéricamente la ecuacién de Grad-Shafranov,
en la que las funciones g(¢) y de presién se toman como funciones polinomiales [44,65].

p() = PP(by);  Pon) = [1— (1 —on)?] +0,2 (40)
92(¢) = 902 [1 + ag§(¢N)] ; §(¢N) = %2\/ (41)
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El flujo poloidal normalizado ¢y se define tinicamente en la regiéon que contiene el

plasma i—
-

donde ?); es el valor del flujo magnético sobre el borde, limite o frontera de la columna
de plasma y 1, el flujo poloidal en el eje magnético. En este sentido, ¥y sélo puede
tomar valores entre cero y la unidad: ¥y = 0 en la frontera y ¥ = 1 sobre el eje
magnético. La constante g, se calibra para satisfacer el valor de campo sobre el eje
magnético: B, ~ g,/r,, siendo r, la posicion radial del eje magnético. Por su parte ay
es un parametro auxiliar que ayuda a mantener la corriente en el plasma I, fija en cada
iteracion del desarrollo numérico. Finalmente, P, estd relacionado con la presién en el
eje magnético: por simple inspeccién la presion el la frontera del plasma adopta el valor
de 0.2F, y en el eje magnético 1.2F,, en cuyo caso, P, es una constante que representa
aproximadamente el 83,3 % de la presién sobre el eje magnético.

Figura 8: Equilibrio de la columna de plasma: (a) mapa de contornos del flujo poloidal 3 sobre el
plano poloidal. (b) perfil de presién medida en kPa: el contorno punteado representa la frontera.
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Empleando las técnicas numéricas mencionadas, junto con las condiciones de contorno
adecuadas; de la ecuacién de Grad-Shafranov se obtienen los perfiles de flujo magnético
poloidal ¢ junto al de presion p, presentados en la Figura 8. Como ya se menciond, el
flujo poloidal define por completo el equilibrio axialmente simétrico de la columna de
plasma; de hecho, la componente poloidal del campo magnético B, = B,f + B.Z es
tangente a las curvas de nivel de 1. En este orden de ideas, el plasma sélo puede ser
confinado por las lineas de campo cerradas. En la Figura 8.a las lineas cerradas indican
la regién en la que el plasma se confina, y las lineas abiertas representan la regién
“vacia” o ausente de plasma. La tltima linea cerrada 1; define la frontera del plasma
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conocida como separatriz y su forma geométrica es el D-shape ya mencionado. Los

Tabla 5: Parametros fisicos y geométricos que caracterizan cada una de las diferentes configuraciones
de equilibrio obtenidas a través de la solucién numérica de la ecuaciéon de Grad-Shafranov.

Config. R,[m] a[m] k[] 0] L[MA] Br[T] B[%] Bn[%]
c 0,87 058 1,77 +0,62 1,3 056 155 2,21
Co 089 058 2,08 —019 1,3 054 123 2,35
Cs 088 0,60 1,78 +0,61 1,3 057 121 1,26
Ca 0,86 059 192 +062 20 087 78 054
cs 0,87 059 194 +063 20 078 157 1,07
co 4,07 2,17 2,17 40,69 40,0 3,90 193 143
cr 403 197 2,06 —049 40,0 513 140 0,95
cs 090 063 1,70 +061 13 062 154 1,98
Co 089 062 1,73 +0,61 1,3 065 81 1,03

parametros que definen las 9 configuraciones de equilibrio obtenidas en este trabajo
para analizar su dindmica se presentan en la Tabla 5; siendo la configuracion c; la
asociada a las Figuras 8 y 10, By la magnitud del campo toroidal sobre el radio mayor
del toroide, B(beta global) es la razon entre la presién cinética media del plasma y la
presion magnética y Sy el pardmetro beta normalizado definidas ast:

20
g = Helt) (13)
By = WBr (44)
‘[P

resaltando que (p) representa el promedio global de la presién cinética de la columna de
plasma y B? = B2 + Bz. Los campos poloidal y toroidal cardcteristicos del sistema se
definen respectivamente como B, = I,/2mwa+\/0,5(1 + k2) y Br = g,/R,. Tipicamente
B v By suelen ser expresados en términos de porcentajes, por lo que las expresiones
Ec.(43) y Ec.(44) deben ser operadas por un factor de cien.

Como se puede observar en la Tabla 5, la razén de aspecto de estas configuraciones
no supera el valor de 2.0, lo cual permite catalogar a estas como configuraciones de tipo
tokamak esférico: A = R,/a < 2. Las configuraciones cg y ¢7 se aproximan al limite, de
hecho ¢7 supera levemente la condicion. Las configuraciones ¢y y ¢7 tienen asociado un
valor de triangularidad negativa § < 0, y representa las configuraciones inversas o el D-
shape inverso a las configuraciones ¢ y c¢g, respectivamente, pues los demés parametros
fisicos y geométricos difieren levemente uno del otro. Esto con el objetivo de comparar
la dinamica entre configuraciones con triangularidad opuesta.

Entre las configuraciones presentadas, ¢; tiene una alta similitud con las condiciones
empleadas por Riaz Khan en su trabajo, el cual estd enfocado en simulaciones afines
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con experimentos en el dispositivo MAST [12], empleando un pardmetro sobre el eje
magnético 8, = 24u,P,/B? ~ 46 %; por lo que ¢; fue un referente o punto de partida
en el desarrollo de esta tesis; puesto que podemos comparar, en cierto grado, los resul-
tados aqui obtenidos. Ahora bien, c3 difiere de ¢; principalmente por el parametro P,
variando asi los valores de 8 y By entre dichas configuraciones. La misma idea aplica
para ¢4 y c5 sobre las cuales la corriente neta del plasma de 2MA busca recrear un
escenario cercano a la nueva actualizacion del dispositivo MAST-U [67]. Las técnicas
computacionales permiten explorar nuevos escenarios, tal como la triangularidad ne-
gativa en dispositivos ST la cual es muy dificil de implementar en la practica. Hasta
ahora, dispositivos como el DIII-D y el TVC han experimentado con estas configuracio-
nes pero no entran en la categoria de tokamak esférico [68,69]. Es asi que apoyados en
las bondades de la simulaciéon computacional en cg y ¢7 se exploran el comportamiento
de plasmas con alta corriente (40MA) tanto en triangularidad positiva como negativa.
Finalmente cg y cg tienen parametros similares a c¢; y c3 respectivamente, difiriendo
en la distribucion espacial del perfil de presion, pues en ¢; y ¢z asi como en todas las
demads configuraciones se trabaja con el perfil presentado en la expresién Ec.(40): un
polinomio de cuarto orden cuya caracteristica principal es suavizar la variacién de p
alrededor del eje magnético, pero en las dos ultimas columnas se emplea un polinomio
de segundo orden, ]S(IDN) =% + 0,2, para explorar las inestabilidades en el nticleo o
centro del plasma. Las Figuras 8.b y 9 permiten visualizar esta idea.

Figura 9: a) Perfil de presién cg sobre el plano poloidal empleando la funcién polindmica de segundo
orden y b) presién a lo largo del eje radial (z = 0) para ¢; y ¢g evidenciando variacién de p.
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Para finalizar esta seccion, en la Figura 10 se presentan los perfiles de las componentes
cilindricas del campo magnético a lo largo del eje radial para c¢; y el mapa con el
comportamiento de la divergencia del campo magnético sobre el plano poloidal.
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Figura 10: Comportamiento de las componentes de campo magnético a lo largo del eje radial a la
izquierda, y a la derecha comportamiento de de la divergencia del campo magnético en el equilibrio.
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Esto permite evidenciar el comportamiento esperado para las componentes de campo,
en especial la componente toroidal ~ 1/r: en la que decae desde un valor cercano a
los 2T en la region més interna pasando por los 0.5T cerca al eje magnético hasta
un valor de 0,2 sobre la regién externa. Ademas, es de resaltar que el comportamiento
numérico de la divergencia es muy apropiado; es decir que la técnica numérica, asi como
el mallado, respetan esta condicién con muy buena aproximacién (V- B ~ 107!2) en
unidades normalizadas).

4.2 CORRIMIENTO DE SHAFRANOV

El corrimiento de Shafranov se entiende como la separacién que existe entre el eje
magnético y el radio mayor de la columna de plasma, y juega un papel relevante
a la de hora encontrar la triangularidad para la maxima elongacién contra el modo
RWDM(resiltive wall mode) n=0 [70,71]. Con el danimo de indagar sobre la dependencia
de dicho corrimiento y antes de estudiar la dinamica de las configuraciones anteriores,
se determing el equilibrio usando un cédigo que resuelve la ecuacién de Grad-Shafranov
basado en frontera fija, permitiendo tener control total sobre pardmetros geométricos
del D-shape [45].

r = R, + acos [0 + arcsin(J) sin(6)] (45)

z = kasin(f); (46)

Las ecuaciones (45) y (46) definen la frontera del plasma donde 6 — [0 : 27] se conoce
como el angulo poloidal. Las simulaciones se ejecutan bajo condiciones similares al
dispositivo DIII-D: R, = 1.7, a = 0.6, k = 1.3, I, = 0.9MA y B, ~ 2.0T. En la Figura
11.a se muestra que para un plasma con triangularidad negativa se tiene un corrimiento
de shafranov mucho mas fuerte que un plasma con triangularidad positiva y es claro el
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corrimiento para el flujo poloidal normalizado ¥y en la Figura 11.b; donde se muestra
que para ambas configuraciones el perfil de la componente toroidal de campo magnético
a lo largo del eje radial no varia significativamente. En esta simulacién la presion se
ajusté de modo que en ambas situaciones el pardmetro Sy ~ 2,7 % no variara.

Figura 11: Corrimiento de Shafranov: a) Las superficies de contorno de 1 muestran un mayor corri-
miento para la configuracién con triangularidad negativa. b) Flujo poloidal normalizado a lo largo del
eje radial: en azul, plasma con ¢ > 0, en rojo § < 0. En ambos casos la curva de By se superponen.
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Asi como el radio mayor es definido por la ultima linea cerrada de 1, es posible
establecer un “radio mayor” para cada curva de nivel en cada configuracién, dando
una mayor idea del corrimiento de Shafranov en funcién del flujo poloidal normalizado,
tal y como se presenta la Figura 12.a donde se mantiene una vez mas el valor fijo de
By = 2.7% para cada configuracion. El comportamiento es muy claro: a menor valor de
triangularidad mayor es el desplazamiento del eje magnético. La Figura 12.b refuerza
esta idea, en la que claramente al aumentar la presiéon, mayor es el corrimiento y cada
vez mas marcada la tendencia conforme § decrece. Este fenémeno esté relacionado con
la fuerza ejercida por la presion del plasma, en la que al disminuir la triangularidad la
superficie crece en la regién mas externa ~ r,,,, y a su vez, mayor volumen en dicha
region sobre la que el plasma ha de confinarse.

Figura 12: Comportamiento del a) radio mayor en funcién del flujo poloidal normalizado manteniendo
By = 2,7% fijo y b) del corrimiento del eje respecto al pardmetro Sy para diferentes configuraciones.
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4.3 DINAMICA Y ESTABILIDAD

Como ya se ha mencionado, en este trabajo, la dinamica del plasma se estudia a
partir del modelo MHD a través de simulaciones tridimensionales sobre toda la geo-
metria toroidal. Para ello se parte de las condiciones de equilibrio presentadas en la
seccién anterior, ver Tabla 5. El equilibrio se rompe en cada simulacién al introducir
una pequena perturbaciéon en las componentes de la velocidad de amplitud del orden
de ~ 10~ en unidades normalizadas. Recordando que el pardmetro de normalizacién
de la velocidad usado en este trabajo es la velocidad de Alfvén sobre el eje magnético,
v4, implica que la perturbacion introducida corresponde a una diezmilésima parte de
dicha velocidad caracteristica, tal como se presenta en la expresién Ec.(47), donde r,
y 2z, representa la posicién del eje magnético que junto a las variables r y z se dan en
unidades normalizadas.

ur(r,z,¢,t =0)=1x10""exp [-70 ([r — ro)” + [z — 20]2)} sin (7¢)

ug(r, 2, ¢,t =0)=1x 10" exp [-70 ([r — ro)” + [z — 20]2)] cos (99) (47)
u.(r,z, ¢, =0)=1x 10" exp [-70 ([r — ro)? + [z — 20]2)} sin (5¢)

Es de resaltar que la forma propia de la perturbaciones rompe a su vez la simetria inicial
en los perfiles de equilibrio obtenidos de la ecuaciéon de Grad-Shafranov presentados en
la seccién anterior debido a la dependencia con el eje toroidal (variable ¢). Se resalta
que la forma sinosoidal garantiza la periodicidad inicial de la perturbacién, evitando
inconvenientes sobre la condicién de frontera periddica sobre dicho eje; adicionalmente
los factores 7, 9 y 5 se escogieron intencionalmente diferentes con el objetivo de evitar
la excitacién de un modo toroidal especifico. La perturbacion sobre el plano poloidal
(¢ =cte, plano rz) tiene una forma gaussiana con el méximo sobre el eje toroidal de la
columna de plasma con un decaimiento apropiado de modo que cerca del limite exterior
o borde del plasma la perturbacion sea completamente despreciable, pero el decaimiento
no es tan rapido que no pueda ser descrito sobre el mallado poloidal, logrando asi que
las variaciones sean completamente capturadas por el método de las diferencias finitas.

Por otra parte, es de resaltar que los perfiles de presion en el equilibrio, a excepcion
de los dos ultimos, cg v ¢g junto con ¢, son “anchos” o aplanados alrededor del eje
magnético y caen rapidamente cerca de la frontera del plasma; tal como se presentd
en las Figuras 8b y 9b, donde este comportamiento permite el surgimiento y posible
desestabilizaciéon de modos ballooning o modos impulsados por presiéon. En su trabajo,
R Khan establecié que valores altos de viscosidad®, v ~ 1073, producen un amorti-
guamiento sobre modos toroidales altos m > 11; por otra parte valores pequenos de
viscosidad, v ~ 1075, no generan tal efecto, sin embargo la dindmica de estos modos no
puede ser tratada adecuadamente basados en el esquema numérico seleccionado, pues
seria necesaria una malla més robusta sobre el eje toroidal y esto aumenta dréasticamen-
te el tiempo de computo. Tomando estas observaciones como punto de partida, se ha

Sunidades normalizadas
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escogido v = 5 x 10™* como valor apropiado que permite estudiar sin ningin problema
la dindmica del plasma para modos toroidales bajos e intermedios n < 9 con un mallado
razonable.

Figura 13: Sistema coordenado para representacion de las perturbaciones en series de Fourier: angulo
toroidal ¢ en naranja, dngulo poloidal § en verde y en negro la superficie de flujo poloidal ¥y constante.

z

El andlisis modal en estos sistemas parte del hecho que una funcién f periédica puede
ser expresada en una nueva triada (Y, ¢,0) v a su vez la funcién se puede expandir
a través de una serie de Fourier sobre dos variables caracteristicas del sistema: el eje
toroidal ¢ y el angulo poloidal 6, ver Figura 13. La variable ¢ representa las superficies
de flujo poloidal normalizada constante, como ya se presenté anteriormente.

m,n=-+00

f(WUn,0,0) = Z [Apncos(mb + ng) + By, psin(mb + ne)] (48)

m,n=—00

siendo m el modo asociado a 0 y n a la variable ¢ o simplemente los niimeros poloidal
y toroidal, respectivamente. A, , y By, son funciones del flujo poloidal normalizado,
definidos como:

2T 2T
Ay — % /0 /0 F(tbn, 0, &)cos(mb + ng)dode (49)

27 21
By = /0 /0 F (. 0, @)sin(md + ng)dbdo (50)
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Antes de presentar los resultados de la evolucién del sistema, vale la pena mencionar
que la regién de simulaciéon comprende tanto la regién que confina el plasma definida
por las lineas cerradas de campo como la regién “vacia”, lineas de campo abiertas, y
esto supone un problema muy dificil de resolver, pues las ecuaciones MHD s6lo aplican
dentro de la region limitada por el D-shape y han de acoplarse en la frontera con las
ecuaciones de Maxwell que gobiernan la evolucion de los campos en el exterior. Para
superar esta dificultad, desde el estado de equilibrio, la region exterior se considera como
un plasma de baja presién, uniforme y del mismo valor que la presién en la frontera.
Esta condicién no rompe el equilibrio anterior, pues el equilibrio depende estrictamente
de los gradientes de presion y lo que se ha considerado hasta el momento es agregar un
valor uniforme de fondo que equivale a 0.2P,, explicando asf el 0.2 en la expresién (40).
Finalmente, dado que el equilibrio no depende de la densidad de masa p, se ha escogido
por conveniencia el valor constante de 6,7 x 1078[kg/m3] para cada punto de malla
en el instante inicial ¢ = 0, lo que equivale a una concentraciéon de aproximadamente
4 x 10" particulas por metro cibico. El valor anterior de densidad se ha seleccionado
como parametro de normalizaciéon para la densidad por representar un valor tipico en
estos sistemas [19,25].

Figura 14: Variacion de la presién respecto al equilibrio en diferentes instantes: en la gréfica superior
se presenta la evolucién sobre el plano poloidal y en la grafica inferior sobre le plano ecuatorial z = 0.
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La perturbacién que inicialmente se introduce sobre la velocidad rompe el equili-
brio, afectando o perturbando las demads variables fisicas en los instantes posteriores.
La Figura 14 presenta la evolucién de la inestabilidad sobre el perfil de presién en el
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plano poloidal y el plano ecuatorial. En estas graficas se puede apreciar que la perturba-
cion, inicialmente localizada sobre el nicleo de la columna de plasma evoluciona hasta
ubicarse en las cercanias de la frontera, a demaés, dicha perturbaciéon evoluciona hasta
adquirir una estructura modal tanto en el plano poloidal como en el eje toroidal. Sobre
este primer plano (rz), la estructura modal de la perturbacién empieza a mostrarse
sobre los primeros 20 periodos de Alfvén y en t ~ 5074 su estructura es completamente
clara. En dicho lapso la dindmica del plasma es puramente lineal, pues la perturbacion
no afecta drasticamente la columna, tal y como se presenta en la Figura 16, es decir,
las perturbaciones son pequenas respecto a los valores del equilibrio.

Es de resaltar que en la Figura anterior, sobre el plano ecuatorial se puede apreciar por
simple inspeccion que en los primeros instantes los niimeros toroidales altos dominan
la dinamica, n ~ 9 o superiores, pero al avanzar la evolucién los nimeros toroidales
que dominan la simulacién en cercanias del régimen no lineal ¢ ~ 5074 estan al re-
dedor de n = 5, menor que en los primeros instantes, concluyendo que los valores de
n relativamente altos son amortiguados como un efecto propio del valor de viscosidad
seleccionado, tal como se esperaba.

La descomposicién modal del campo magnético segiin la expresién (48) permite es-
tudiar la evolucién energética de cada ntmero toroidal, donde la Figura 15 presenta la
evolucién en escala logaritmica de la energia magnética para los primeros 13 modos.

Figura 15: Raz6n de crecimiento de la energia magnética durante toda la simulacién.

Energia magnética (escala log)

20 30 40 50 60 70 80
tiempo [7,]

Se puede apreciar que el logaritmo de la energia magnética tiene un comportamiento
lineal, esto indica que la taza de crecimiento para cada modo toroidal v, es aproxima-
damente constante. Como ya se habia previsto, n = 5 es el modo toroidal dominante,
seguido por n = 7, sin embargo al final de la simulacién 7;( tiene un crecimiento hasta
el punto de superar la contribucion respecto al séptimo modo. En los 1ltimos instantes
n = 2 tiende a distinguirse de los demas modos cuya contribucién no es tan notoria.
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Desde el instante t ~ 5374 en el que la perturbacién se ubica en cercanias de la frontera
es posible establecer que la dinamica del plasma entra en su fase no lineal, pues desde
dicho instante las perturbaciones empiezan a crecer hasta el punto que el plasma llega
a perder su forma o configuracion inicial, como se puede apreciar en la Figura 16.

Figura 16: Evolucién del perfil de presién bajo la dindmica no lineal desde una vista a) tridimensional,
de toda la geometria toroidal de las superficies de presién constante y b) desde un plano poloidal ¢ : cte
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La estructura modal de la perturbacién genera una desestabilizacién de la columna
de plasma creando estructuras filamentadas cada vez mas agudas. En la Figura 17 se
aprecia la estructura modal de la perturbacién en la presion para el instante t ~ 697, y
numero toroidal n = 5. A la derecha, la descomposicién en los modos poloidales indica
que el modo m = 7 es dominante entre los modos intermedios y se encuentra centrado
sobre ¥ = 0,55 aproximadamente, conocida también como la superficie resonante.

Se puede concluir que en la fase lineal las perturbaciones evolucionan hasta ubicarse
en regiones cerca de la frontera del plasma sobre las superficies resonantes en la que su
crecimiento se amplifica hasta deformar y desestabilizar la condicién inicial de equilibrio.
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Figura 17: Estructura poloidal para el ndmero toroidal n = 5: a) mapa de color de la perturbacién
en p y b) amplitud de la perturbacién para diferentes niimeros poloidales m en funcién del flujo .
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Con el animo de identificar la naturaleza de la inestabilidad se graficé la evolucion
de los 5 términos de la expresién Ec.(17) durante los primeros 50 periodos de Alfvén,
ver Figura 18, pues la expresion es valida en el régimen lineal. Esto permite evidenciar
que la dindmica es dominada principalmente por un modo estabilizador dado por la
propagacién de las ondas de Alfvén y un término desestabilizador: los modos impulsados
por presion. Las ondas acustica y magneto-actstica no juegan un papel muy decisivo en
la dindmica; los modos impulsados por corriente aportan un poco mas. La variacion neta
de la energia es negativa, y desde la teoria lineal de la magnetohidrodinamica indica
que el efecto global de la perturbacién es desestabilizar el plasma, lo que concuerda
con las observaciones previas. Se puede concluir que la naturaleza de la inestabilidad es
impulsada por los altos gradientes de presion. La tabulaciéon adjunta a la grafica presenta
una cuantificacion de estas ideas, donde las variaciones de energia se normalizan respecto
a la variacion de los modos impulsados por corriente.

Figura 18: Variacién energética asociada a cada onda presente en el sistema asi como la respectiva
variacién en los modos impulsados por presién dwy y por corriente Jwy seguin teoria MHD linealizada.
dwy, dws y dws las variaciones asociadas a la propagacién de las ondas de Alfvén, magneto actsticas
y actsticas respectivamente.
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Todas las simulaciones se detienen hasta que la divergencia alcanza un valor cercano

al error asociado del esquema numérico empleado, esto es, las simulaciones se ejecutan
mientras se cumpla que (V-B) < 107%.
Dado que la divergencia del campo magnético en el equilibrio B, se satisface muy
bien,(fig.10.b), los altos valores de este pardametro se asocian a la alta variacion de la
perturbacion de las componentes del campo magnético By, pues como se puede apreciar
en la Figura 19, la estructura modal tiene altas variaciones cerca de la regién més interna
de la frontera. La restriccién anterior se establece con el &nimo de evitar interpretaciones
erréoneas de la fisica del sistema, debido a errores numéricos que se asocian directamente
al método empleado; pues como se ha mencionado, el esquema de diferencias finitas no
puede resolver altas variaciones en las funciones. Para ello es necesario el refinamiento
de la malla pero aumenta el coste computacional.

Figura 19: Mapa de color de la perturbacién magnética sobre cada componente y su respectiva
divergencia sobre un plano poloidal arbitrario en los ultimos instantes de la simulacién: ~ 7574.
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La dindmica del plasma sobre la configuracién ¢y con triangularidad baja, pero ne-
gativa indica un comportamiento similar a la dindmica de ¢; (Ver Fig 15) , donde la
energia magnética es dominada por el nimero toroidal n = 5 seguida por n = 7, y
donde en el transcurso del tiempo el décimo modo entra en resonancia, creciendo hasta
jugar un papel importante en la dinamica al final de la simulacién. Estas propiedades
se pueden evidenciar en la Figura 20, donde se puede apreciar también que la inestabi-
lidad global del plasma se debe principalmente a la dinamica de los modos impulsados
por presion, nuevamente, y donde la onda actstica toma un rol mas decisivo al ser
comparables con el aporte de las ondas de Alfvén. Este aporte significativo de la onda
acustica se ha de asociar principalmente al perfil de presion empleado, pues en este caso
la presion no es tan homogénea en el nicleo, tiene un perfil méas “agudo” al emplearse
un perfil cuadratico en la relacién de p y ¥y en el equilibrio; ademas en la Figura 21 se
puede notar que la acomodacién de las perturbaciones esta més cerca al eje magnético
y no tienden tanto a la frontera como el caso anterior.
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Figura 20: Evolucién a) energética de cada modo toroidal y b) de la variacién dw de las ondas presentes
en el plasma y modos impulsados tanto por presion como corriente a lo largo de la simulacién para cs.
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Respecto a los tiempos de evolucién de las inestabilidades no hay variaciones signifi-
cativas, pues en este caso, la dindmica no lineal inicia cerca de los 6074, una diferencia
de unos cuantos periodos respecto a la configuracion c¢;. Sin embargo una comparacién
entre las dos primeras configuraciones para establecer similitudes o diferencias entre
D-shapes inversos no es muy apropiada dado las discrepancia en el perfil de presién y
el mismo valor de triangularidad de ¢y pues respecto a C; no es el D-shape opuesto. El
paralelo para la dinamica de D-shapes opuestos se explora con las configuraciones cg y
¢7 mas adelante.

Figura 21: Perfiles de presién asociados a la configuracién cp para: a) la variacién de presién py
respecto al equilibrio p, (izquierda) y presién neta p = p, + p1 (derecha) sobre un plano poloidal, b)
perturbacién sobre el plano ecuatorial z = 0 en le instante t = 8074 y ¢) la vista 3D de la columna de
plasma con superficies de presién constante al inicio y final de la simulacién.
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El comportamiento energético asociado al campo magnético de las demas configu-
raciones se presentan en la Figura 22, donde se puede apreciar la evolucién de los
primeros modos toroidales desde el instante en el que se detecta o inicia la formacién
y/o acomodacién de la estructura modal de las perturbaciones. Es de resaltar que en
las configuraciones c3, ¢4 v c9 en las que se empled el mismo valor en el pardmetro
P, = 25kPa, para mantener la presion global relativamente baja, la excitacion modal se
da principalmente para un unico modo o niimero toroidal, asi para c3 se excita el sépti-
mo modo, para ¢4 con la mayor corriente en el plasma entre estas tres configuraciones
el modo n = 9 y para la configuracién c9 predomina en la mayor parte de la simulacién
el quinto modo.

Figura 22: Comportamiento de la energia magnética para los primeros 13 modos toroidales en cada
una de las nueve configuraciones descritas en la tabla 5.
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Como se ha observado, el tiempo se ha medido en periodos de Alfvén cuyo valor
aproximado de 0,52us se mantiene para todas las simulaciones, en los que se empled
R, = 0,9m, B, = 0,5T y p, = 6,7 x 107%kg/m?, excepto para las configuraciones cg
y ¢z, pues las dimensiones y parametros como la corriente de plasma y campo varian
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significativamente de las demas configuraciones, siendo necesario un escalamiento dife-
rente: 74 = 0,29us, donde R, = 4,0m y B, = 4T. Para evitar posibles ambigiiedades,
el tiempo se presenta en us. En la Figura 23 se aprecian los perfiles de la variacion de
la perturbacion respecto a la presién de equilibrio (estructura modal) y de la presién
neta en los ultimos instantes de cada simulacién.

Figura 23: Perfiles de presién y su respectiva perturbacién sobre el plano poloidal para cada una de
las configuraciones presentadas en la tabla 5 en el instante que cada simulacién finaliza su ejecucion.
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Es posible apreciar que en las configuraciones cs, cg y ¢g9 con perfiles de presion
agudos en el nicleo, en los que se empled la funcién cuadratica la dinamica, presenta
dos caracteristicas interesantes. Primero, los modos se ubican cerca del eje magnético
y segundo, los modos poloidales que se logran excitar son bajos, m ~ 2 — 3; asi la
dinamica y altas variaciones se dan cerca del eje, desestabilizando el nticleo de plasma.
Por su parte, las demas configuraciones con perfiles de presion planos cerca del eje
no promueven la desestabilizacién del ntucleo, pues la perturbacion tiende a ubicarse
en las cercanias de la frontera hasta desestabilizar la columna en dicha regién. Estas
inestabilidades se conocen como inestabilidades de borde o “ELMs” (Edge Localized
Modes); las cuales generan erupciones del plasma; pues como se puede apreciar en la
Figura 24, en dichas configuraciones surge un estructura filamentada [1,72-75]. Los
modos que se acomodan sobre el borde se caracterizan por ser nimeros de alto orden(>
13) e intermedios. En estas simulaciones se aprecian nimeros poloidales intermedios
m = 5 —9; puesto que el valor de viscosidad seleccionado evita el desarrollo de niimeros
relativamente altos, mayores a 10.

Figura 24: Observaciones experimentales: A la izquierda, captura de la cdmara de visibilidad rapida
en el dispositivo MAST, para el pulso #24763 y a la derecha la imagen de la cdmara de visibilidad
rapida en MAST, para el pulso #18619 durante un accidente de ELM; pulso de configuracién similar
al pulso #24763. Imagen tomada del trabajo realizado por S J P Pamela y colaboradores [1].

Las configuraciones cg y ¢7 se caracterizan por se plasmas de alta corriente, con D-
shapes opuestos y con alta elongacion que rozan la razén de aspecto limite de tokamaks
esféricos, A ~ 2. En estos dos casos, la evolucion de la energia magnética no presentan
mayores diferencias la una de la otra, pues en ambos casos se excitan modos toroidales
intermedios y permiten el desarrollo de los demas modos a lo largo de la simulacion,
en especial sobre la fase final. Sin embargo, la estructura poloidal parece sugerir que
sobre la columna con triangularidad positiva se ubican nimeros poloidales mas gran-
des, promoviendo asi a una mayor variacién sobre el plano poloidal que conduce a la
formaciéon de filamentos alargados. por el contrario, sobre la columna con triangulari-
dad negativa no se logra apreciar una estructura filamentosa marcada. En dicho caso
las fluctuaciones son suaves y extendidas, ver Figura 25, sugiriendo que esta configura-
cién suprime en cierta medida el surgimiento de modos de borde exterior, tal como lo
reportan experimentos recientes sobre el dispositivo DIII-D [68].
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Figura 25: Perfil de presién 3D. Superficies de presién constante en los instantes inicial y final de la
simulacién para: cg en a) t =0, b) t = 26us y ¢y enc) t =0, d) t = 20us

Durante las simulaciones se pueden distinguir dos fases: 1) la fase lineal, asociada con
el desarrollo de la estructura modal de las perturbaciones sin ocasionar una deformacion
al equilibrio inicial y 2) la fase no lineal, en la que se evidencia el crecimiento de la
perturbacion hasta desestabilizar el estado inicial de equilibrio. Como ya se menciond,
durante la dinamica lineal se puede aplicar el principio de energia para detallar las
variaciones de energia asociada a diferentes modos y/o propagacién de ondas. La tabla
6 presenta dicha variacién para cada configuracion en instantes previos al inicio de la
fase no lineal.

Tabla 6: Variacién energética segin principio de energia: jw; variacién asociada a las ondas de Alfvén,
dws a la onda magneto-acustica, dws a la onda acustica, dw, a modos impulsados por presién, y dws
a modos impulsados por corriente o modos kink. El tiempo representa aproximadamente el inicio del
intervalo de transicién entre la dindmica en el régimen lineal al no lineal.

config. tiempo(us) dw; dwy  dws dwy ows  OWneto
c1 28.85 4.64 041 0.57 5.82 1.00 -01.21
Co 29.17 961 335 735 3082 1.00 -11.51
C3 43.66 3.81 142 7.09 19.75 -1.00 -06.44
Cy4 50.99 248 0.81 4.26 9.36 1.00 -02.82
Cs 25.29 278 138 4.84 1275 1.00 -04.75
Cg 16.33 3.51 0.61 1.50 6.84 1.00 -02.21
cr 13.15 1.43 0.83 3.99 7.15 1.00 -01.90
cg 12.71 217 0.74 1.56 6.13 1.00 -02.68
Co 87.79 4299 494 21.49 103.29 -1.00 -32.87
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Todas las variaciones se miden, o normalizan, respecto a la variacion dws asociada a
los modos kink. Se puede notar que en todos los casos la inestabilidad es impulsada por
la presion y en todos los escenarios el plasma es globalmente inestable, dw,, < 0. Por
otra parte, se resalta el hecho que en las configuraciones c3, ¢4, c5 y ¢7 la contribucion
a la estabilizacion de la onda de Alfvén se ve superada por la onda actstica, cuyas
configuraciones se caracterizan por poseer un valor de Sy menor o muy cercano a 1..
Finalmente, el valor negativo de variacién en los modos kink, (—1,00), indica que dichos
modos impulsados por corriente no estan desestabilizando el plasma; por el contrario,
ayudan a estabilizarlo, tal como se vio en la secciéon 2.3, sin embargo, su aporte no
es significativo para evitar el colapso del sistema. Este fendmeno se aprecia en las
configuraciones c3 y c¢g, las cuales se caracterizan por poseer un valor bajo de presion
sobre el eje magnético: ~ 30kPa respecto a ~ 60kPa en los demés casos?.

YExcepto en cg y ¢7
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CONCLUSIONES

En este trabajo se elaboraron cédigos computacionales MHD para estudiar plasmas
confinados magnéticamente en dispositivos tipo Tokamak. Dichos codigos se programa-
ron en lenguaje C/C++ teniendo como base el trabajo realizado por Riaz Khan, al
empelar técnicas numéricas sencillas, como lo es el quema de diferencias finitas y algo-
ritmos Runge-Kuta. Estos cédigos se dividen en dos grupos: (i) Descripcion del estado
de equilibrio de la columna de plasma y (ii) Descripcion de la dindmica no lineal, global
y tridimensional de la columna de plasma.

Se desarroll6 un coédigo que permite establecer las condiciones de equilibrio de la co-
lumna de plasma a partir de la solucién numérica de la ecuacion de Grad-Shafranov,
sobre una malla rectangular homogénea definida en el plano poloidal rz. Este codigo
exhibe un buen comportamiento al recrear perfiles de campo magnético con compor-
tamientos y valores similares a los obtenidos en los dispositivos experimentales, esto
bajo la consideracién de frontera del plasma libre, es decir, el “D-shape” del plasma no
se fija, este se ajusta de acuerdo a las condiciones de frontera, permitiendo determinar
la topologia de las lineas de campo magnético no sélo sobre la columna del plasma,
también en la region exterior. El cédigo desarrollado permite el ajuste de la corriente
en el plasma y de pardmetros como la presion en el eje magnético, observando que la
condicién de divergencia de campo magnético es aproximadamente nula, del orden de
10~'2, respecto a los valores de campo magnético considerados en el sistema, del orden
de la unidad, garantizando asi, la consistencia fisica de las condiciones de equilibrio en
las configuraciones estudiadas.

Partiendo de un codigo computacional desarrollado en trabajos previos, y modulado
para esta investigacién, también se resolvié la ecuacion de Grad-Shafranov bajo la
condicién de frontera fija. Dicho cédigo permite definir el “D-shape” a través de expre-
siones analiticas sobre el plano poloidal, logrando tener mayor control en los parametros
geométricos del plasma; tales como la triangularidad, elongacién, radio mayor y menor.
Sin embargo, en este codigo es imposible determinar el campo magnético en la regién
exterior de la columna. Con dicho codigo se estudié la dependencia de la posicion del
eje magnético en funcion del parametro Sy del plasma, logrando identificar que el eje
magnético tiende a desplazarse a lo largo del eje radial conforme aumenta el valor de
Bn; ademas, su corrimiento es mayor para plasmas con menor triangularidad. Este
fenémeno conocido como corrimiento de Shafranov se puede entender como el fruto de
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la reacomodacion del plasma contenido por la fuerza magnética, pues en la regién mas
externa la columna aumenta el area superficial.

El estudio de la dinamica no lineal del plasma se realizé a partir de un cédigo compu-
tacional que resuelve las ecuaciones MHD visco-resistivas, el cual fue desarrollado en
esquemas de diferencias finitas y algoritmos de Runge-Kuta. Dicho codigo se validé con
una prueba numérica estandar en 1D: el tubo de choque de Brio-Wu, junto con una
segunda prueba en 3D sobre una geometria toroidal: la propagacién de una onda ex-
pansiva para verificar la incorporacién de las condiciones de frontera. En ambos casos,
las simulaciones reproducen comportamientos esperados, es decir, segin las soluciones
analiticas y comportamientos tipicos en las variables fisicas que describen el plasma.
En cuanto al estudio de la dinamica en dispositivos de confinamiento magnético tipo to-
kamak esférico, la simulaciones numéricas muestran que las perturbaciones introducidas
crecen continuamente hasta adoptar una estructura modal tanto en el plano poloidal,
plano rz, como en el la coordenada toroidal ¢. Se encontré que, en la fase lineal de
la dindamica del plasma, la perturbacion adopta una estructura modal y se acomoda
sobre una superficie resonante ¥y = cte. En esta fase se excitan nimeros toroidales y
poloidales intermedios, dando paso a la propagacién de las ondas de Alfvén, actsticas
y magneto-acusticas, encargadas de estabilizar el plasma, y a su vez modos que, impul-
sados tanto por presion como corriente, lo desestabilizan.

Todas las simulaciones realizadas muestran que los modos impulsados por presiéon son
la principal fuente de inestabilidad en el sistema y dichos modos tienden a ubicarse
cerca del eje magnético si el perfil de presion es agudo en las cercanias de dicha region,
desestabilizando asi el niicleo del plasma. Las inestabilidades cerca de la frontera surgen
cuando el perfil de presién de plasma es uniforme o aplanado cerca del eje magnético,
pues la perturbacién se ubica en en las cercanias del borde exterior y crecen continua-
mente. Este fenémeno conduce al surgimiento de estructuras filamentadas que conllevan
al colapso del sistema en los llamados modos de borde o ELMs; los cuales surgen con el
inicio de la fase no lineal, aproximadamente en ¢ ~ 5574 (~ 25us en el presente caso)
para cy; resultado que coincide con las simulaciones realizadas por R Khan y a su ves
con observaciones experimentales.

Finalmente, la simulaciones muestran que sobre una configuracién con triangularidad
negativa los filamentos no se desarrollan de la misma forma que en los “D-shapes”
convencionales; revelando asi que estas configuraciones tienden en cierta medida a
“controlar” o suprimir los modos de borde o de frontera, como lo sugieren recientes
observaciones experimentales llevadas a cabo en el dispositivo DIII-D.

Es importante mencionar que el cédigo desarrollado permite estudiar la formacién de
la estructura filamentada en la columna de plasma, mas no su evolucién, debido a las
altas variaciones espaciales de la estructura modal en el plano poloidal: en las cercanias
de r = R — a. Tales variaciones no pueden ser capturadas por el esquema de diferencias
finitas, lo que genera que la divergencia de B aumente considerablemente. Por tal mo-
tivo y con el animo de evitar resultados no fisicos, las simulaciones se truncan cuando
el valor de dicha divergencia coincide con el orden de error del método numérico. Esto
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impone una limitante al codigo, pues para superar estos inconvenientes es necesario
refinar la malla, lo cual implica un mayor coste computacional y, consecuentemente,
mayor tiempo de ejecuciéon de las simulaciones.
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DISCRETIZACION ECUACIONES MHD

A. DISCRETIZACION ESPACIAL

Las diferencias finitas es un esquema numérico que se sustenta en la idea de aproximar
las derivadas de una funcién en el espacio discreto a través de la evaluacion de la funcion
sobre los puntos de malla que tipicamente, pero no necesariamente, son equidistantes,
es decir, distan un paso finito h uno del otro. La figura 26 presenta la discretizacion
para funciones de una variable, es decir, problemas unidimensionales.

Figura 26: Representacién esquematica de la discretizacion: Los circulos representan el valor de la

funcién en cada uno de los puntos de malla x; separados uno del otro una distancia h. Estas mallas en
las que la distancia entre puntos es fija se conocen como equidistantes o mallas homogéneas.

Af(fc)

® o

e

hh o

A

R

i i i — o

; ; ; ; Ch °

i i i i — 7 S

i i i i i — X
: : : : : : ; >

Ti—3 Tji—2 Tj—1 Ty Ti41 Ti42 Ti43

El método de diferencias finitas es uno de los métodos mas conocidos en la solucién
numérica de ecuaciones diferenciales, pues es un método que posee varios niveles de
aproximacién y es de facil implementacién y su deduccién puede presentarse formal-
mente a través de la expansion de la funcién f(x) en una serie de Taylor alrededor de
un punto central z;. Este esquema, aunque simple y ampliamente empleado tiene sus
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limitantes, siendo las discontinuidades o altas variaciones en la funcién la mas delicada.
Para reducir el error debido a dichas variaciones altas se suelen emplear mallas muy
finas, es decir, una gran cantidad de puntos, pero esto incrementa el coste computacio-
nal y en algunos casos aumentar el nimero de puntos no es suficiente o viable.

En este trabajo las derivadas espaciales son aproximadas bajo el esquema de diferencias
finitas centradas de cuarto orden, asi, la siguiente expresion define la aproximacion para
derivadas de primer orden:

Ooflo=a, = [—f+2) +8f(i+1) = 8f(i = 1)+ f(i —2)] (51)

12h,
donde 7 representa el indice de malla en la coordenada arbitraria x; y h, el paso de
la malla homogénea, en este caso particular sobre el eje x. El error asociado en esta
aproximacion es del orden € ~ (h,)*. Es de resaltar que para el célculo de la derivada
segun ec.(51) se requiere la informacién de la funcién en los 4 puntos mas cercanos, dos
hacia adelante (i 4 1), (i +2) y dos hacia atras (i — 1) y (i —2). Dicho esto, este nivel de
aproximacién no es aplicable a los puntos sobre la frontera, ni al punto siguiente, por
lo tanto es adecuado aplicar para dichos puntos una aproximacién de segundo orden.
Sobre los puntos siguiente a la frontera se puede aplicar un esquema centrado:

On fle=e, = 57— [fi +1) = f(i = 1)] (52)

2h,
y para los puntos sobre la frontera computacional se aplica esquemas no centrados: de
paso adelante (ec.53) para la frontera o limite inferior y paso atrds (ec.54) sobre la
frontera o limite superior del intervalo de simulacién:

1 3., . L, .
Oufloms, o | =500+ 201+ 1) = 1+ 2) (53)
1 3 ... . I,
Ouflms,~ o [430) =20 = 1)+ 37 - 2) (54)
Ahora, para la segunda derivada se tiene (i) diferencia finita centrada de cuarto orden:
1
Oso floma; = 75— [=f(0 = 2) +16f( = 1) = 30f (1) + 161 + 1) = f( +2)]  (55)

(#i) diferencia finita centrada de segundo orden:

O lome, = o Fi = 1) = 20(0) + £(i + 1) (50)

(#ii) diferencia finita de segundo orden paso adelante:

Ovelomss % o [20) = 5+ 1) + 41 +2) = (i +3) 67)
y (iv) diferencia finita de segundo orden paso hacia atras:
Ocefloma, 5 [=F0) + 41 = 1) = 51— 2) + 2(i — ) (53)
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En la tabla 7 se presentan los parametros que definen la malla empelada en cada
simulacién.

Tabla 7: Detalles de la seccién rectangular que define la regién de simulacion sobre el plano poloidal,
ver fig.3, v los respectivos pasos de malla sobre las coordenadas r y z. R, es representa el pardmetro
de normalizacién para las longitudes en cada una de las simulaciones.

COHﬁg Tmin  Tmax hr Zmin Zmax hz Ro
(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)

c1 0.20 1.70 0.010 -1.80 1.80 0.014 0.90
Co 0.10 1.50 0.009 -1.40 1.40 0.011 0.90
C3 0.20 1.70 0.010 -1.80 1.80 0.014 0.90
cy 0.20 1.60 0.009 -1.80 1.80 0.014 0.90
Cs 0.20 1.60 0.009 -1.80 1.80 0.014 0.90
Ce 1.60 6.60 0.026 -5.80 5.80 0.045 4.00
cy 1.50 6.50 0.026 -5.80 5.80 0.045 4.00
cs 0.25 1.75 0.010 -2.00 2.00 0.015 0.90
Co 0.25 1.75 0.010 -2.00 2.00 0.015 0.90

B. INTEGRADOR TEMPORAL

La evolucién temporal queda determinada a través del método de Runge-Kutta de
cuarto orden para mantener la consistencia con las derivadas espaciales. Este es un
método que consiste en 4 pasos o niveles para determinar ki, ko, k3, k4. Si denotamos
las variables de evolucién (p, u,p, B) por el vector Q, y la parte derecha de cada ecuacién
por el vector R, la evolucion queda determinada por:

k, = R(Q")At (59)

ky = R(Q" + 0,5k, )At (60)

ks = R(Q" + 0,5k;) At (61)

k, = R(Q" + k3)At (62)

Q"' =Q"+ %(k1 + 2k, + 2ks + ky) (63)

donde n presenta el indice temporal sobre el cual se esta evaluando las variables y At
el paso de temporal empleado en la simulacién que como ya se presentd, obedece al
criterio de Courant-Friedrichs-Levy, ver seccién 3.3.
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