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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE UN PROBLEMA DIFERENCIAL MODELANDO SEPARACION DE FASES

AUTOR: JUAN PABLO BARRERA CARDOZO ~

PALABRAS CLAVE: MODELO DE ALLEN-CAHN, ESQUEMAS NUMERICOS, EXISTENCIA DE
SOLUCIONES DEBILES.

DESCRIPCION:

La ecuacion de Allen-Cahn es una EDP de reaccidn-difusion que describe el proceso de separacion
de fases en sistemas de aleaciones de varios componentes. Debido a sus variadas aplicaciones
cientificas, el estudio (tanto teérico como numérico) de este modelo ha sido el foco de interés de
diversos investigadores en los Ultimos anos. El presente trabajo se enfoca en el estudio matemético
del modelo de Allen-Cahn. Por un lado, en lo que respecta al andlisis teérico del modelo, se estudia
la existencia de soluciones débiles usando el método de aproximaciones de Galerkin. Por otro lado,
en lo que respecta al andlisis numérico, se estudian tres esquemas de segundo orden en tiempo
para aproximar numeéricamente el modelo de Allen-Cahn, dos de los cuales son no lineales y uno es
lineal. Se estudian dos métodos de Newton (cada uno de ellos asociado a uno de los esquemas no
lineales estudiados), y se estudia su buen planteamiento y convergencia. Finalmente, se presentan
los resultados de algunas simulaciones numéricas realizadas para ilustrar la dinamica de separacién

de fases descrita por el modelo de Allen-Cahn.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego Armando Rueda Gomez, Ph.D.
en Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: STUDY OF A DIFFERENTIAL PROBLEM BY MODELING PHASE SEPARATION *
AUTHOR: JUAN PABLO BARRERA CARDOZO ™

KEYWORDS: ALLEN-CAHN MODEL, NUMERICAL SCHEMES, EXISTENCE OF WEAK SOLU-
TIONS.

DESCRIPTION:

The Allen-Cahn equation is a reaction-diffusion PDE that describes the phase separation process
in multi-component alloy systems. Due to its varied scientific applications, the study (both theoretical
and numerical) of this model has been the focus of interest of various researchers in recent years. The
present work focuses on the mathematical study of the Allen-Cahn model. On one hand, with regard
to the theoretical analysis of the model, the existence of weak solutions is studied using the Galerkin
approximation method. On the other hand, with regard to the numerical analysis, three second-order
in time schemes are studied to approximate the Allen-Cahn model, two of which are nonlinear and
one is linear. Two Newton methods are studied (each associated with one of the nonlinear schemes
studied), and their well-posedness and convergence are studied. Finally, the results of some nume-
rical simulations carried out to illustrate the phase separation dynamics described by the Allen-Cahn

model are presented.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego Armando Rueda Gomez, Ph.D.
en Matematicas.



INTRODUCCION

El presente trabajo de grado se enmarca en la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales parciales (EDP) no lineales, con un enfoque especifico en el estudio tedrico
y numérico del modelo de Allen-Cahn '. La ecuacion Allen-Cahn es una EDP de
reaccion-difusién que describe el proceso de separacion de fases (proceso fisico
por el cual se pueden separar las mezclas) en sistemas de aleaciones de varios
componentes. Esta ecuacidon constituye el modelo fundamental para el desarrollo

de transiciones de fase y dinamicas de interfaz.

La ecuacion de Allen-Cahn es obtenida partiendo del funcional de energia libre dado

por

1
B@) = [ (5IV0F + F@) i
donde ¢ denota la funcion de campo de fase y F(¢) es un potencial. Aunque en la
literatura se han presentado varias opciones para F'(¢), en este trabajo se considera
el potencial de doble pozo de “Ginzburg-Landau” dado por

F(g) = o (6 —1)*)

T 4e?

donde ¢ > 0 es un parametro relacionado con el espesor de la interfaz. Existen otras
opciones posibles del potencial que se suelen considerar en la bibliografia, como el

potencial logaritmico

F(8) = [(1+ 6)los(1 4+ 6) + (1~ ) og(1 — 6)] + (1 +6)(1 — 6),

T J. W. Cahn S. M. Allen. “Coherent and Incoherent Equilibria in Iron-Rich Iron-Aluminum Alloys”.

En: Acta Metall 23.9 (1975), pags. 1017-1026.
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y el respectivo analisis matematico (tanto te6rico como numérico), difiere conside-
rablemente dependiendo del tipo de potencial que se considere. Tomando como
punto de partida el funcional E(¢), la ecuacion de Allen-Cahn se puede escribir co-
mo ¢; = —5E6—f;”, donde 5%—? es la derivada variacional de la energia libre tomada en
la norma L?(2).

Debido a sus variadas aplicaciones cientificas, el estudio (tanto te6rico como nu-
meérico) de este modelo ha sido el foco de interés de diversos investigadores en
los ultimos anos. Aunque originalmente se utilizé para describir el movimiento de los
limites de fase en sélidos cristalinos 2, actualmente es bien conocido que sus aplica-
ciones abarcan desde problemas de ingenieria e industriales en los que existe una
interfaz que evoluciona en el tiempo; hasta problemas fisicos, como el crecimiento
de cristales, la segmentacion de imagenes y la mezcla de dos fluidos incompresi-
bles, o en la hidrodinamica y la ciencia de los materiales para modelar la mezcla de
diferentes fluidos, sélidos o gases (ver, por ejemplo, 2 3 4 56 7 y referencias citadas

en ellos).

2 J.W. Cahn S. M. Allen. “A microscopic theory for antiphase boundary motion and its application
to antiphase domain coarsening”. En: Acta Metall 27.6 (1979), pags. 1085-1095.

3 K. Mikula M. Bene V. Chalupecky. “Geometrical image segmentation by the Allen Cahn equation”.
En: Appl. Numer. Math. 51.3 (2004), pags. 187-205.

4 S. M. Allen J. W. Cahn. “A Microscopic Theory of Domain Wall Motion and Its Experimental
Verification in Fe-Al Alloy Domain Growth Kinetics”. En: Journal de Physique (1977), pags. 51-54.

5 J. Shen C. Liu. “A phase field model for the mixture of two incompressible fluids and its approxi-
mation by a Fourier-spectral method”. En: Physica D 179.3 (2003), pags. 211-228.

6 B. Peter A. Shah M. Sabir. “An efficient time-stepping scheme for numerical simulation of dendritic
crystal growth”. En: European Journal of Computational Mechanics 25.6 (2017), pags. 475-488.

J. J. Feng C. F. Olliviergooch H. Hu P. Yue C. Zhou. “Phase-field simulations of interfacial dynamics
in viscoelastic fluids using finite elements with adaptive meshing”. En: J. Comput. Phys. 219.1
(2006), pags. 47-67.
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Este trabajo de grado esta enfocado en analizar, tanto teérica como numéricamente,

el modelo de Allen-Cahn; y las dos principales contribuciones de este trabajo se

resumen a continuacion:

1. Desde el punto de vista tedrico, en lo que respecta al andlisis de la existencia

de soluciones débiles del modelo de Allen-Cahn, no se conoce algun trabajo
que estudie especificamente este modelo. En &, fue estudiado un modelo que
incluye una ecuacion mas general tipo Cahn-Hilliard/Allen-Cahn, y alli se es-
tudia la existencia de soluciones débiles para este modelo generalizado. En
este trabajo, se usan las ideas presentadas en 8, para escribir una demostra-
cién limpia de la existencia de soluciones débiles para el modelo especifico de
Allen-Cahn.

. Desde el punto de vista numérico, en ° se estudiaron diversos esquemas nu-

méricos de segundo orden (energéticamente estables, ver Definicién 3.1.1
abajo) asociados al modelo de Allen-Cahn. En este trabajo de grado, se con-
sideran tres de los esquemas numéricos propuestos en ° (2 no lineales y 1
lineal), y se demuestran las mismas propiedades cualitativas estudiadas en
° pero proponiendo demostraciones diferentes a las planteadas en el trabajo
original. Especificamente, se presentan demostraciones alternativas respecto
a: (a) la existencia y unicidad de soluciones para los esquemas numéricos; (b)
la existencia y unicidad de solucién de los métodos de Newton asociados a

los esquemas no lineales; y (c) la convergencia de las soluciones de los mé-

8

Y. Nagase G. Karali. “On the existence of solution for a Cahn-Hilliard/Allen-Cahn equation”. En:
Discrete Contin. Dyn. Syst. 7 (2014), pags. 127-137.

G. Tierra F. Guillén-Gonzalez. “Second order schemes and time-step adaptivity for Allen-
Cahn and Cahn-Hilliard models”. En: Computers and Mathematics with Applications 68 (2014),
pags. 821-846.
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todos de Newton hacia la solucién de cada esquema numérico no lineal. Es
importante destacar que en °, se demostraron estas propiedades utilizando ar-
gumentos relacionados con minimos de funcionales estrictamente convexos;
mientras que, en este trabajo se utilizaran las propiedades de estabilidad ener-

gética de los esquemas numéricos para demostrar las mismas propiedades.

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1,
se realiza un repaso de algunos conceptos y resultados relevantes que se-
ran utilizados en el desarrollo del trabajo. Se inicia con una breve revision so-
bre ciertos espacios de funciones, incluyendo principalmente los espacios de
Lebesgue, Sobolev y Bochner, recordando algunas definiciones y resultados
asociados a estos espacios; posteriormente, se presenta un repaso de algunos
resultados conocidos del analisis funcional, y finalmente, se presentan algunos

resultados y definiciones que seran usados en el analisis numérico del modelo.

En el Capitulo 2, se presenta el analisis te6rico del modelo de Allen-Cahn.
Especificamente, se demuestra la existencia de soluciones débiles del modelo

usando el método de aproximaciones de Galerkin.

En el Capitulo 3, se estudian tres esquemas numéricos de segundo orden en
tiempo para aproximar numéricamente el modelo de Allen-Cahn. Los dos pri-
meros son esquemas no lineales y el tercero es lineal. Para estos esquemas
se prueban algunas propiedades cualitativas, incluyendo la existencia y unici-

dad de soluciones, y la estabilidad energética (ver Definicién 3.1.1 abajo).

Finalmente, en el Capitulo 4, se estudian dos métodos de Newton (cada uno

de ellos asociado a uno de los esquemas no lineales estudiados), y se estudia

12



su buen planteamiento y convergencia. Asi mismo, se presentan los resulta-
dos de algunas simulaciones numéricas realizadas para ilustrar la dinamica de
separacion de fases descrita por el modelo de Allen-Cahn, usando uno de los

esquemas numéricos estudiados en este trabajo.

13



1. Preliminares

En este capitulo se llevara a cabo una revisién detallada de los conceptos y resul-
tados fundamentales que seran necesarios para el desarrollo del trabajo. En primer
lugar, se hara un repaso de los diferentes espacios de funciones, destacando princi-
palmente los espacios de Lebesgue, Sobolev y Bochner. Asi mismo, se presenta un
repaso de algunos resultados conocidos del andlisis funcional; y finalmente, se pre-
sentan algunos resultados y definiciones que seran usados en el analisis numérico

del modelo

1.1. Notacion

En el desarrollo de este trabajo, €2 denotara un dominio de R”", para n = 2,3, esto
es, un conjunto no vacio, abierto y conexo cuya frontera sera denotada por 90€2. Un
punto de R" es escrito como x = (z1,29,...,%,) Y SU horma euclidiana viene dada

n 1/2
re = (0, a2)' 2,

por ||

Sia = (ag,a9,...,a,) €s una n-upla de enteros no negativos «;, se dice que a es
un multiindice de longitud || := a1 + as + - - - + «,,. Para x € R™ y a un multi-indice,
se define x* como x* := z{'z3? - - - 20~. Similarmente, si D; = 0/0x;, entonces D*
definido como

ol

D*:= DY DS? - Do = 1
b T 0a 0xg? - Qo A

denota el operador diferencial de orden |«a|. Note que D@00y = 4,

El simbolo V representara el operador gradiente, que es definido como:

0 0
V.— <a_'1v1,...78_%).

14



Asi, para una funcién escalar f, Vf representa el vector con i-ésima componente
%. De la misma forma, A representard el operador Laplaciano, que es definido

como.
A =: Z 922
i=1 i

. v 92
esto es, si f es una funcién escalar, entonces Af = > " ef

i=1 9a2"
Para 1 < p < oo, p/ denotara su exponente conjugado. Para 1 < p < oo, p’ viene
dado por la relacion

1 1

_+_/:1
p p

Y

y si p = 1 entonces p' = oo, 0 Si p = co entonces p’ = 1.

En general, para un espacio normado X, se denota su norma como || - ||x. Si X es
un espacio de Hilbert, denotaremos su producto interno como (-, -) x. (salvo el caso
de L?(Q) que sera denotado por (-, )), y para el producto dual entre X’ (dual de X)

y X, seusard (-,-)x x-

1.2. Espacios de funciones

Sea Q un dominio acotado de R™ con frontera 02 suficientemente regular. Para

p € R, 1 <p< oo, el espacio de Banach L?(2) es definido como
LP(QY) := {u : 2 — R" : v es medible y / |u(z)|Pdr < oo} :
Q

connorma || - ||r) == || - ||z» definida por

Jul|p = (/Q |u(x)]pda:);.

15



En el caso p = 2, el espacio L*(92) es un espacio de Hilbert con producto interno
(1) = (w0} s20) = [ wle)ola)da,
Q

con norma definida por ||ul|;: = (u,u)2. Se muestra faciimente que si p > ¢, el es-
pacio LP(2) C L9(Q)

El espacio L>°(f2) es definido como
L) ={u: Q2 —R":uesmedibley |u(z)| < C c.t.p.enQ},

con norma definida por

|u|| e = sup ess |u(x)|.
€N

Para 1 < p < oo, el espacio dual de L?(2) denotado por (L?(12))’, es dado por
, 1 1
(LP(2)) = LY(N2),donde — + — = 1.
P q
Partiendo de estos espacios, se presentara el concepto de derivada débil.

Definicion 1.2.1. (Derivada débil) Suponga que u,v € L Q) y o es un multi-

indice. Se dice que v es la a-ésima derivada débil de u, si

/uDo‘¢dx— (—1)|a/v¢dx, Vo € C°(9).
Q Q

Parak € Nyp e Rcon 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W*?(Q) son definidos
por
WhP(Q) := {v e LP(Q) | D* € LP(Q) paratodo 0 < |a| <k},

donde D= es el operador definido en (1). El espacio de Sobolev W*?(Q)) es un

16



espacio de Banach con la norma

B =

lollwes = | D I, | p < oo,

lo| <k

vl = max (sup ess |D°‘u(x)|) , D= 00.
la|<k \ zeQ

El espacio W*»(Q)) es separable para 1 < p < oo y reflexivo para 1 < p < oo.

Ademas, cuando p = 2, W*2(Q) := H*(Q), el cual es un espacio de Hilbert con el

producto interno

(u, V) () = Z (D%u, D*v) = Z /QD"‘u(x)Dav(x)dx,

|| <k lat| <k

1
y cuya norma es definida por ||v||g= = (u,u)gm(m. En particular, el espacio de So-

bolev H'(92) es definido por

ou

al’i

HY(Q) = {u c L*(Q) tal que c L*(Q), V; € {1, ..,n}} ,

donde g—; es la derivada débil de .

Finalmente, se definiran los espacios de Bochner.

Definicion 1.2.2. (Espacios de Bochner) Sea X un espacio de Banach y a, b tales
que —c0 < a <b< +oo. Paral < a < +o0, diremos que f € L*(a,b; X) si: f es

medible y .
b o
||f|\m<a,b;x>=( / Hf(t)llﬁi—dt> < too.

En el caso o = +o0,

[l @pix) = sup ess [[f(t)]x-
tela,b]

17



1.3. Definiciones y resultados de Analisis Funcional

En esta seccién, se citaran algunas definiciones y resultados del area de Analisis
Funcional que seran utilizados en el desarrollo de los capitulos posteriores. Se co-
menzara enunciando las siguientes dos desigualdades que seran usadas frecuen-

temente, y sus respectivas demostraciones se encuentran en °.

Teorema 1.3.1. (Desigualdad de Young) Sean a,b,p,q numeros reales positivos
tales que |, + . = 1. Entonces se verifica la siguiente desigualdad
a? bl

ab < — + —.
p q

Teorema 1.3.2. (Desigualdad de Holder Generalizada) Sea ) un dominio acotado
de R™ y las funciones f; € LPi(Q) parai = 1,2,...,k, con p;,p > 1 y satisfaciendo

1— L4 Lo+ L Entonces, paraf=fifs:-- fi1fi € LP(Q) se tiene

e < Al oo W2l oo - - I el o -

A continuacion, se presenta el concepto de inmersion continua de un espacio de
Banach en otro, el cual sera necesario para enunciar el teorema de las inmersiones
de Sobolev (tomado de G. P. Galdi. An Introduction to the Mathematical Theory of the
Navier-Stokes Equations. Springer, 2011), teorema que sera usado frecuentemente
en la obtencion de estimaciones, tanto en el analisis te6rico, como en el analisis

numeérico.

Definicién 1.3.3. (Inmersién continua) Sean X y Y espacios de Banach con nor-
mas | - ||lx ¥ || - ||y respectivamente, tales que X C Y. Diremos que X esta inmerso

continuamente en Y, y lo denotaremos por X — Y, si el operador inclusion es

0 H. Brezis. Andlisis funcional. Teoria y aplicaciones. Alianza Editorial, 1984.

18



continuo, es decir, si existe una constante C' > 0 tal que
lzlly < Cllzllx, Ve X.

Teorema 1.3.4. (Teorema de las inmersiones de Sobolev) Sea 2 un dominio de

R", p>1yk>0.Sikp <n entonces

WHEP(Q) — L"(Q),

para todo r € [p, nf’,’cp] sikp < n, y para todo r € [p,o0) si kp = n. En particular,

existen constantes cy, c; > 0 que dependen unicamente de k,p,r y n tales que, para
todo u € Wkr(Q),

|ul|lzr < ei||lu|lwes»  paratodor e {p, } , Sikp <n,

n—kp

|lu|lzr < co||lu|lwresr paratodor € [p,00), Sikp=n.

Finalmente, si kp > n, cada u € W*?(Q) es igual en c.t.p. en Q a una unica funcién

en C'(Q), con0 <1 < k —“ y la siguiente desigualdad se tiene
|ullcr < eslul|wrs.

A lo largo de este documento, se usaran repetidamente las siguientes desigualda-
des de Sobolev en dominios tridimensionales, que son consecuencia directa del

Teorema 1.3.4:
|vllzz < Cllvl|g: Vv € Hl(Q),

|lvl|e < C|lvl|lgr Yo € Hl(Q),
vl < Cllv|lm Vv € HY(Q).

Por otra parte, los siguientes dos teoremas seran utilizados para estudiar el buen

19



planteamiento de los esquemas numéricos en el Capitulo 3.

Teorema 1.3.5. (Teorema de Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert y a: H x
H — R un operador bilineal continuo y coercivo, esto es, existen constantes «, 5 > 0
tales que

la(u,v)| < allullg|lv]z,  paratodou,v € H

a(u,u) > B|lu|%, paratodou € H.

Entonces, para cada f € H', existe un unico elemento u € H tales que
a(u,v) = (f,v), paratodov € H.

Teorema 1.3.6. (Teorema de Leray-Schauder) Sea X un espacio de Banach, \ €
[0,1] yR : X — X una aplicacion continua y compacta tal que, para cadav € X con
v = AR(v), se tiene que ||v||x < C con C > 0 independiente de X € |0, 1]. Entonces,

R admite al menos un punto fijo.

Para el paso al limite en las aproximaciones de Galerkin que seran estudiadas en
el Capitulo 2, se hara uso de los siguientes tres resultados, cuyas pruebas pueden

encontrarse, por ejemplo, en 10,11

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio de Banach reflexivo y (x,) C X una sucesion
acotada en X. Entonces, existe una subsucesion (x,,) C (z,) y = € X tal que z,,

converge débilmente a z.

Teorema 1.3.8. Sean X Banach separable, X' el espacio dual asociado a X y

() € X' una sucesién acotada en X'. Entonces, existe una subsucesion (z,, ) C

" J. Peetre J.-L. Lions. “Sur une classe d” espaces d” interpolation”. En: Inst. Hautes Etudes 19

(1964), pags. 5-68.
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(z;,) y o' € X tal que x;, converge déebil* a x'.

Lema 1.3.9. Sean X — B — Y espacios de Banach con inmersiones continuas,
siendo ademas la de X en B compacta. Se tienen entonces las siguientes inyeccio-

nes CompaCtaS.'
m [0, 7;X)N {(b : %—‘f € LT(O,T;Y)} — C([0,T];B) sil<r < +oo,

n L90,T; X)N {¢: 2 € LY0,T;Y)} — L9(0,T;B) sil<q< +oc.

1.4. Otros resultados relativos al analisis numérico

Las siguiente definicion y teoremas son tomados de 2 y °, y seran necesarios en el

estudio de la convergencia de los métodos de Newton en el Capitulo 4.

Definicion 1.4.1. (Triangulaciéon cuasiuniforme) Una familia de triangulaciones
{0}~ de 2 es llamada cuasiuniforme, si existen constantes positivas C1, C», tales

que, para cada K € {J,},.,, se tiene
Cih <p(K) y diam(K) < Cyh,
donde p(K) es el diametro del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el diametro

del menor circulo que contiene a K (ver Figura 1).

Lema 1.4.2. (Desigualdad inversa) Sea ) un dominio acotado de R", { 7,},., una
familia de triangulaciones cuasiuniformes y P un subespacio finito dimensional de
WHP(Q) N W™i(Q), con1 < p < oo, 1 < g <ooy0<m <I. Entonces, existe una

constante positiva C' tal que, para todo v € P, se tiene

[ollwes < CRT=HE=4 ]| ymg.

2| R. Scott S. C. Brenner. The mathematical theory of finite element methods. Springer, 2011.
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)
Figura 1. diam(K) y p(K) para un tridngulo K en RZ.
Lema 1.4.3. Considere una secuencia de errores {¢€., } 1o CON ey = ¢t — ¢l tal que

leb™ 3 < C (||ef¢,||§{1)2 VI >0, y |le}]|3: es suficientemente pequefio. (2)

Entonces ¢'™! converge a ¢"*' a medida que | — oo en la norma H'(Q) de forma

cuadrética.
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2. Analisis teorico

2.1. Modelo de Allen-Cahn

La ecuacién de Allen-Cahn es una EDP de reaccion-difusién que describe el proceso
de separacién de fases (proceso fisico por el cual se pueden separar las mezclas) en
sistemas de aleaciones de varios componentes. Esta ecuacién constituye el modelo
fundamental para el desarrollo de transiciones de fase y dinamicas de interfaz, y es

obtenida tomando como punto de partida el funcional de energia libre dado por

B@) = [ (51V08 + (o) &

donde F(¢) es el potencial de doble pozo de Ginzburg-Landau dado por

F(¢) = (¢* — 1)*/(4e?), (4)

con derivada

f(¢) = F'(¢) = (¢" = 1)¢/e”. (9)

En (3), ¢ denota la funcién de campo de fase, y los términos 1|V¢|* y F(¢) corres-
ponden a la energia interfacial acumulada (interacciones no locales entre compo-
nentes) y el potencial (la mayor parte de la energia de la mezcla). De acuerdo al
enfoque variacional energético, la ecuacion de Allen-Cahn (para el campo de fase
¢) esta dada por

OE(¢)

¢t = _8—¢a
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donde 813—((;5) denota la derivada variacional de la energia libre en la norma de L?().

Especificamente,

P05y = [ (Vov+ F0)d) i

de lo cual, asumiendo que % = 0 sobre 052 e integrando por partes se llega a

<a§—? > - [@aadxs [ F@odax

Entonces, el modelo de Allen-Cahn esta dado por

(

b +v(=A¢p+ f(¢) =0 en(0,T) x Q,
¢

. 7Y (6)
n 0 sobre (0,7) x 09,

\ Pli=0 = ¢o en (,

donde v > 0 es el coeficiente de relajacion. Con el objetivo de deducir una formu-
lacién débil para el modelo de Allen-Cahn (6), se multiplica (6), por ¢ € H' (1), se
integra en Q) y se usa la identidad de Green y la condicién de contorno (6)., de lo
cual se obtiene

0=/Q¢t'¢dx+7(/Q—Aﬁb'cbdXJr/Qf(éb)'cbdX)

— [[o-baxsr [ Vo Vaaxtr [ 1) dax
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Ademas, tomando ¢ = ~¢. en (7) se tiene que

0= %(@, b)) + (Vo V%qbt) (), %@)
:1/¢t-¢tdx+/v¢-wtdx+/f(¢>>-¢tdx
/|¢t|2dx+ |V¢|2dx+—/

dt</g(|v¢|2+F< ) ix) + Lo

o+ L
= GEO)+ 6,

de lo cual, se concluye la siguiente ley de energia

d

1
@)+l =0 ®)

Teniendo en cuenta (7) y (8), se plantea la siguiente formulacién variacional para
el problema (6): Encontrar ¢ € L>(0,7; H'(2)) con ¢, € L*(0,T; L*(2)), tal que

»(0) = ¢ en €, y satisfaciendo la formulacion variacional

(66,0) +7(Vo, Vo) +7(f(¢),0) =0 VYo e H(Q), ctp te(0.T). (9)

2.2. Existencia de soluciones débiles

El objetivo de esta seccidn es probar la existencia de soluciones débiles para el
modelo de Allen-Cahn (6), en el sentido de la definicion dada en (9). Para esto, se
usara el método de las aproximaciones de Galerkin, y se detallaran los aspectos
mas importantes en el desarrollo de la prueba. Con este fin, considere {¢', 2, ...}

una base de H'(Q) satisfaciendo
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(Vo™ Vo) = Au(¢™, 0), VoeH', ¢mecH,
[¢™ (|22 = 1, A T 400,
donde (¢, ¢). = (¢', ¢’ )12 = &;;. Considere ®™ el espacio generado por {¢', ..., ™ }.

Se dividira la prueba en cuatro pasos principales.

Paso 1: Construccion de las soluciones aproximadas
Para cada m > 1, se considera el siguiente problema finito dimensional: Encontrar
o™ :[0,T] — ®™ tal que

(01", 0) + (Vo™ Vo) +7(f(¢™),0) =0 Voe @™, te(0,T),

(10)
" img = O,

donde ¢"™ = P,,¢,, con P,, : L? — ®™ siendo el proyector ortogonal habitual, esto

€s,

m

Prgo = Z (¢0.9") ¢'.

=1
Si se escribe

o"(t) = Z Nim (1)0',

entonces (10) puede considerarse como un problema de Cauchy para un sistema
diferencial ordinario de primer orden, donde las incognitas son las funciones 7;,,.

Mas precisamente, una formulacién equivalente a (10) es la siguiente

d ,
i YA ™), ') = =1, ..
dtnjm+'7 Jn]m+7(f(¢ )7¢]) 07 \V/j I , M, (11)

Njm(0) = (b0, #’),  Vj=1,..,m.

Por tanto, se puede aplicar la teoria clasica de existencia y unicidad para sistemas
diferenciales ordinarios, y se obtiene que, para cada m > 1, existen 7,, > 0 y una

unica funcion ¢™ : [0,7,,) — ®™ que resuelve (10) al menos en [0, 7,,); asi mismo,
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para cada m, alguna de las siguientes dos altenativas se tiene (ver '3):

O bien T,,, = T, o bien limsup, . ||¢™(t)||r2 = +o0.

En el siguiente paso se obtendran algunas estimaciones para las funciones ¢™, que

mostraran que solo la primera de estas dos afirmaciones puede ser cierta.

Paso 2: Estimaciones a priori de ¢™
En este paso y el siguiente, el objetivo es obtener estimaciones de ¢™ que sean
independientes de m. Con este fin, para cada ¢t € [0,7,,), considere ¢ = ¢™(t) en

(10), de lo cual se deduce

1d

57 10" Oz + Ve )72 +7 (F(7(2)), 6™ (1)) = 0. (12)

Teniendo en cuenta que f(¢™(t)) = %[(¢™(t))® — ¢™(t)], entonces se tiene que

(F@™ (1), 6™ (1)) = 1{/f@¢%ﬂ>4—<¢m<®>ﬂdx,

2 Jq
y usando este hecho en (12), se llega a

1d

57Ol + V6™ Ol + Slle™Ollfs = Sl6™ O, (13)

Ahora, integrando (13) en el intervalo de tiempo [0,¢], se obtiene que, para todo
t€10,T.,),

Lo "o m T m Leompe LY [ m
§||¢ (t)llizﬂ/ Vo (S)IlizdSJr—Q/ 1% (S)Ili4dS=§||¢° ||2Lz+—2/ 6™ (s)]|72ds,
0 € Jo € Jo
(14)

13 E. Fernandez-Cara. “A review of basic theoretical results concerning the Navier-Stokes and other
similar equations”. En: Bol. Soc. Esp. Mat. Apl. SeMA 32 (2005), pags. 45-73.
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de lo cual, usando la desigualdad de Gronwall, se encuentra que
6™ ()72 < C(Tn)ll¢oll72, Yt €10,Tn). (15)
En consecuencia, en vista de (15), se tieneque 7, =Ty

H¢mHLw(0,T;L2(Q)) + ||¢m”L2(0,T;H1(Q)) + ”¢mHL4(o,T;L4(Q)) <C, (16)

donde C depende de 2, T, vy ||¢o||z2, pero es independiente de m.

Paso 3: Estimaciones a priori de ¢;"
Para obtener estimaciones uniformes de ¢, considere ¢ = ¢7*(¢) en (10), de lo cual

se deduce que

v d

LIV O+ (F(8" (1), 67 (1) = O,

ler @®)z- +

y procediendo como en (8), se llega a

GGIVe Ol +7 [ Fem)ax) + ool = (17)

Ahora, integrando (17) en el intervalo de tiempo [0, ¢], se obtiene

IV Ol + [ P@©ix+ [ ler(liads = JIVe™ I+ | Fiemax,

de lo cual, teniendo en cuenta (16) y el hecho de que F(¢™) > 0 (ver (4)), se con-
cluye que

16™ | Lo 0,151 2y + 198 N 220, 75020)) < Cs (18)

donde C > 0 es independiente de m.
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Paso 4: Argumentos de compacidad
Teniendo en cuenta (18), se puede usar el Lema 1.3.9 y obtener una subsucesion
de {¢™} con propiedades de convergencia fuerte en algun espacio apropiado. De

hecho, tomando
X=H'Q), B=L'Q), Y=L*Q) y r=2
en el Lema 1.3.9, se deduce que {¢™} es relativamente compacta en C(0, T'; L*(Q2)).

Asi, para probar la existencia de una solucion débil ¢ del problema variacional (9)
parac.t.pt € (0;T), obtenido como el limite de una subsucesion de {¢™}, basta con
pasar al limite en (10), que sera posible debido a las estimaciones y compacidades
obtenidas anteriormente. Especificamente, usando que, para una subsucesion de
{¢™}, la cual por simplicidad sera denotada de nuevo por {¢™}, se tiene que {¢™}
converge a ¢ fuertemente en C(0,7; L*(Q2)) y débilmente en L2(0,T; H*(2)) (es-
to ultimo se obtiene usando el Teorema 1.3.7), siguiendo argumentos estandar se
concluye la existencia de solucion débil del problema (9). Por ser argumentos bien
conocidos y con el objetivo de reducir la extension del presente trabajo, omitiremos

este proceso, pero referimos al lector interesado a ©.
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3. Esquemas numéricos

En este capitulo, se estudiaran tres esquemas numéricos, uno lineal y dos no linea-
les (dependiendo de la aproximacién que se tome para el potencial f(¢)). Para estos
esquemas se probaran propiedades relativas al buen planteamiento y la estabilidad

energética.

3.1. Un esquema genérico de segundo orden

Teniendo en cuenta la formulacién débil dada en (9), se plantea un esquema numéri-
co genérico de segundo orden en tiempo, utilizando una aproximacion de diferencias
finitas de punto medio en el tiempo para los términos lineales. Para esto, conside-
ramos una particién uniforme de [0, 7] con paso de tiempo k& = T/N (parametro
temporal) tal que (¢, = nk)"=)’". Ademas, con respecto a la discretizacion espacial,
se considera una familia de triangulaciones cuasiuniformes (ver Definicion 1.4.1)
{Tn}n>0 de Q conformadas por simplices K (triangulos en 2D y tetraedros en 3D),
tales que Q = Uker, K, donde h = maxger, hi, con hx siendo el diametro de K.
Escogemos el siguiente espacio de elementos finitos para ¢: ®, ¢ H'(2) generado
por P, (r > 1). Entonces, se considera el siguiente esquema genérico de segundo

orden en tiempo asociado al modelo de Allen-Cahn:

= Inicializacion: Se considera ¢° ¢ ®, (aproximacion apropiada de ¢, cuando
h — 0).

= Primer paso: Dada ¢°, encuentre ¢' usando un esquema de un paso.

= Pason + 1 (n>1): Dado [¢" !, ¢"] € @), x Py, encontrar ¢ € &, tal que
(06", 0) +7 (Vo 5, V6) + (F (67) .6) =0, ¥oe @, (19)
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1 n+ n+1 n+1l_ in
donde ¢ntz = £EL— y g gntt = =20,

Para conseguir esquemas de segundo orden en el tiempo, se usaran aproxima-
ciones f(¢"tz) ~ fF(¢mt ¢, ¢" 1) (dependiendo de [¢"T, ¢", ¢" 1)), tales que
fEe ), 6(t"), ¢ (t" 1)) sean conocidas aproximaciones de segundo orden de
f <¢ <t"+%>>, con t"+3 ;= "+ En el caso de esquemas de un solo paso, f*(¢" 1,
o™, ¢o" ') dependerd soélo de [¢""!, ¢"]. Adicionalmente, la escogencia de las apro-
ximaciones f* (¢ (t""1), ¢ (t"), ¢ (t"~!)) se realizara teniendo en cuenta que los es-
guemas numeéricos verifiquen una ley de energia discreta analoga a la que se obtie-
ne en el problema continuo (ver (8)). Para esto, observe que, tomando como funcién

test ¢ = ~0:¢" ! en (19), se obtiene

0— <5t¢n+1’ 15t¢n+1) Yy (V¢n+é7V%5t¢n+l) ty <fk (¢n+1’¢n’¢nfl) ’ %5t¢n+1)
FlyH(;tQﬁnJrlHLZ_i_/v (M)V (W)dx+/fk(¢n+1’¢n’¢n1)5t¢n+1dx
}y||5t¢”+1||m+ /(V¢"+1+V¢")(V¢”+l V" )dx +/f’“ (0", 9", " " dx.

Si sumamos y restamos el término J, (/ F(gb”“)dx), se tiene que
Q

n 1 n n
|!5t¢ e+ 57 (\W = Ve [f)dx

k(an+l n gn—1\ n+1 n+1 o n+1
+/Qf(¢ Y 6 dx+5t(/QF<¢ >dx) @(/Qw >dx>,

de lo cual, usando la definicién de la derivada discreta o, (ver (19)), agrupando tér-

minos y teniendo en cuenta la definicién de la energia E(¢) dada en (3), se llega
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a

1 1
0= —[l6:0" |72 + = [ (IVO"FH? = [V"[*)dx + / FE@" T ", ") - 0" dx
Y 2k Jq Q

1
;Il&cb”“l!% +

(Lo i) (o

1 1 1 1 1
186l + / (5IVer ' + F (o) Jdx — / (F(6") + 5IVo"[?) dx
k/ in+1 n n—1 . n+1 o n+1
+/Qf(¢ L) 6,6 dx @(/ﬂw )dx)
E(¢n+1) _

E(¢n> k(i n+l n n—1 n+1
el RA G R e

(e

l||5t¢n+l||i2 —|—5tE(¢n+1)+/fk(¢n+l,¢n,an_l) . 5t¢n+1dX— 5t (/ F(¢n+1)dx> ]
Y Q Q

Por lo tanto, denotando por

se tendran en cuenta aproximaciones de f* (¢"!, ¢", ¢"~!) de segundo orden tales

que ND > 0 (disipacidbn numérica), y de esta manera los esquemas numericos

ND:/j%w“@ﬂwﬁy@wﬂﬁ—@(/F@“Uﬁ), (20)
Q Q

veriquen una ley de energia discreta del tipo

1
0iE(¢") + ;H@d)"“Hiz < 0.

A continuacion, se presenta la definicion de esquema energéticamente estable.

Definicion 3.1.1. El esquema numérico (19) es energéticamente estable si cumple

que

5B (¢™) + % 66" |2, <0, Vn>1. (21)
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En particular, los esquemas energéticamente estables satisfacen la propiedad de

energia decreciente en el tiempo:
E(¢™") < E(¢"), Vn=>1.

3.2. Esquema no lineal 1 (NL1)

Con el objetivo de obtener un primer esquema no lineal de segundo orden y energé-
ticamente estable asociado a (9), se descompone F'(¢) en una parte convexa F, (¢)

y otra cdncava F_(¢) de la siguiente manera

1 1 1
F@)= 5@ 17 = 150 — 556+ 15 = PO+ F(0),  (22)
donde
1, 1,
Fi(¢) = 4—52@5 +1) y F(¢9) = 529" (23)

Para aproximar £’ (¢) se usara la siguiente férmula explicita de diferencias de se-

gundo orden de dos pasos:

P 0 = SFLE) — S FL )

lo cual, teniendo en cuenta que F” (¢) = —%¢, se llega a

P8, 0 = S(-50") — (- 50" ) = =55 (36" — o),

Por su parte, F' (¢) serd aproximado usando la siguiente aproximacion de punto

medio:
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Fi (") — Fiu(¢")

FE(emtom) =

¢n+1 _ gbn
() (¢ -1 (24)
42 ¢n+1 _ ¢n

1
_ 4_62< (¢n+1)3 n (¢n+1)2¢n I (¢n)2 ¢ (gzﬁ")?’)
Asi, sera considerada la siguiente aproximacién del término de potencial:
FE(Qm, 0%, 0" h) = 1 (" 0") + fE (07, 0" 7)
1 1
== |:<¢n+1)3 " (¢n+1)2 &+ (¢n)2 ¢ (925”)3} _

22

(25)
(3¢n _ ¢n—1) )

Teorema 3.2.1. (Estabilidad energética) E/ esquema (19), usando la aproximacion
de potencial f* (o™, ¢™ ¢" ') dada en (25), es energéticamente estable incondi-

cionalmente para una energia modificada. De hecho se satisface la siguiente ley de

energia discreta:

~ —_— 1
SE(§™) + ND (6,67, ¢") 4 = 0™ 12 = 0, (26)
donde
~ 1 k,2
E(¢n+l) — /Q (5 ‘v¢n+1|2 + F (¢n+1) + 4_82 ‘5t¢n+1|2) dx
y
AT TN n+1 n n—1 k3 n+1 2
ND(¢ 7¢7¢ ):4_(¢:2H5tt¢ HLQ’
con
n+l n
ugt! = g = A=
y

E(¢™") — E(¢")
- .

5tEv(¢n+1) —
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Demostracion. Tomando como funcion test ¢ = %5@"“ en (19), se tiene

(5t¢n+1’ %6t¢n+1> + v (vqsn-i-é’ v%5t¢n+l) + y (fk (¢n+1, qsn’ ¢n—1) 7%5t¢n+1) = 0.
(27)

1. Del primer término se llega a
1 1
(80741, 2001 ) =2 s . 28)

2. Del segundo término se tiene

n % 1 n+l | __ ¢n+1 + ¢n ¢n+1 (bn
(wortvae) = 9 (5505 v ()

% (Vo' + V") (Vo — Vo) dx
;k [(V9"+1)" = (V6" Jdx = /Q %‘V¢"+1]2dx>. (29)

3. Del tercer término se obtiene
k¢ n+l n n—1 15 n+1> — k(i n+l n n—1 1(5 n+1d
v(f(qﬁ 8. 0 v/ﬂf(cb )
- /Q (FE(6m, 67 + (67, " 1) i, (30)

= Por un lado,

n+1 n n+l _ in
/fo(qﬁnﬂaﬁbn) 0" dx :/ ¢¢n+1 :(Cb ) ' ’ L ¢ dx
:/ ¢n+l Fi(9") o

~a( [ F <¢"+1>dx) (31)
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= Por otro lado,

fﬁ (gbn’(ﬁnfl) — 2L€2 (_3¢n + <bnfl)

1 ¢n ¢n ¢n ¢n— 1 ¢n+1 d)n—‘rl
9(‘7‘7‘7* > T2 T )
1 <—¢”+1 LA st B it wl))

g? 2 2 2
_ 1 <_(¢“H T k@M -4 k(9" - qs"l))
g2 2 2 k 2 k

vk k
= 8% <—¢n+2 + §5t¢n+1 — §5t¢n>
I N S O L
(e s ()

2

= ng <_¢n+é + %5tt¢n+1)

Asi,

2
[ @ yaertax= [ 5 (ot Do) aomiax

1 . 2
-T2 / @™tz - 50" dx + k_2 5ud™ - 69" dx  (32)
e“ Ja 2e% Jo
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Note que

1 N % " B 1 <¢n+1 gb") ganrl ¢n
= /g)—(b a6, dx = 2 /Q 5 . ? dx
B 1 ((¢n+1)2 (¢n)2) p
2¢2 Q B k

——= ([ (sb"“)de—/Q(qs"fdx)
([
-5 ( [ ) < ([ ).

(33)

Asi mismo,

n+1 515 n .
/6tt¢n+16 ¢n+1dx =3 2/ (%) (5t¢ +1) dx
k‘_/ (5 ¢n+1) -4 ¢n5t¢n+1 i
Q

T 2¢2 k

_ R 2000 — 20"
4e? | k

_R / 2(6i9™H)” = 26,6"8,0"! + (80")° — (8i")”
4e? /g k

_R / (0" )" — 26:"8,™! + (8,9")"
4e? Jq k

K2t = (8:97)%)
4e? Jq k

R G gy R o
_4_52/Q - d+—5t</ﬂ(5tgb+)dx)

]{Z3 5t¢n+1 _ 5t¢n kz .
= (T) i gzt ([ ) ax) o9

dx
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Por lo tanto, de (27)-(34), se deduce

1 k?
5 V (5\V¢"“|2+F<¢”“)+4—€z(6@“*1))d"h—\laﬁ«ﬁ“*luw 61+ = 0,
Q

lo cual prueba (26). ]

Observacion 3.2.2. Note que E(¢™') = E(¢"*) 4+ Epen(¢™t!), donde

1112
0"

pert(¢nJr ) 4e ) H

es una perturbacion de la energia exacta E(¢™).

Teorema 3.2.3. (Existencia de solucién incondicional) Existe, por lo menos, una

solucion ¢! € ®,, del esquema (19) con la aproximacion (25).

Demostracion. Para esta prueba, se utilizara el teorema del punto fijo de Leray-
Schauder (ver Teorema 1.3.6). Para esto, considere el operador R : ¢, — &, dado

por R@) = ¢, donde ¢ resuelve el siguiente esquema lineal

£(6,0)+ 2(V0,98) + 5((370,0) + 15((6"0,6) = £(6".6) - 1(v6", V)

y - . o i
_4—52(@5) ", )——((¢) ¢)+2—82(3¢ — ", 9), Vo € Dy,

(35)
A continuacion, se verificara que se cumplen las hipétesis del Teorema de punto fijo

de Leray-Schauder.

1. R esta bien definida. Para esto, considere los operadores a : &, x &, — R

(bilineal) y I : ;, — R (lineal) dados por

a(6,0) = 7(6,0) + 2(96,90) + L((076,0) + 5(0"6.5)  (36)
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y

__1 n__z n __l ~2n__l n\3 1 l n__n—1 7
U$) = (6", 6) =5 (Ve Vo) =5 (00", 6)— 5 ((¢")*, )+ 5 (36" —¢" . 6).
(37)

Entonces, dados [¢" !, ¢"], el problema (35) se puede reescribir de la siguiente

manera: Encontrar ¢ € ¢, tal que

Ahora, se verificaran las hipo6tesis del Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema
1.3.5). En primer lugar, es claro que la aplicaciéon a (definida en (36)) es bilineal;

asi, basta ver que es continua y coerciva:

= ¢ es continua:

lo.9)| < ¢ [ 10ldlax+ ] [ [volivolix+ 75 [ 19F1olidlix
+ 2 [ loPioldlax
e P 2 P T PR e P
+ 19 Il gl 9]

< Clgllz 19l (39)

donde, en la dltima estimacién, se ha usado la inmersién continua H*(Q2) —
LA(Q).
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m ¢ €S coerciva:

a(6,0) = 1(6,6) + 2(V6,V9) + 5((9)6.0) + 5((6")0,9)
1
= 261 + 2190l + 4—52||¢¢||L2 + 4—€2||¢"¢||%2
> Gl (40)

Por otra parte, | € (®;)'. En efecto, [ es lineal y continuo. La linealidad de [ es

clara y la continuidad se sigue de la siguiente estimacién
" 1 n|| 4 g n " g 21 | T
o) < — [ |o"|ldx+ o [ [V@"[|[Voldx + — [ |¢[7|¢"||d|dx
k Q 2 QO 46 Q
0 1314 i i i n-14
+ 2 [ ldlax+ o [ sionlslax+ 5 [ o alax
< 1 n 5 T Iven Vo ARTIYTPIRTIED 5
< Mo llzeligllze + IV Izl Vol + SISl zallo™ 2l 6] s
_ 3 _ _
S [ 20 2 e e P P L o PR P2
< Cl|ola- (41)
Por lo tanto, usando el Teorema de Lax-Milgram se concluye que existe un
unico ¢ € ®; que resuelve (35).

2. Ahora se demostrara que todos los posibles puntos fijos de aR (con a € (0, 1))

estén acotados. En efecto, si ¢ es un punto fijo de aR, entonces R(¢) = éqﬁ;
por lo tanto, ¢ satisface
1 3 7 1, ., =
— (0.9 )+—(V¢ Vo) + (¢ 0) + - 5((@ "2, 0) = 7(9".9)
/Y n n 7 Y n " 7 n— Iy 0
- (V6" V) - (8% ,¢>—4—€2<<¢> %0) + 55 (30" — 0" ), v(ﬁ(izcl;h,

de lo cual, tomando como funcion test ¢ = ¢ € ®, y multiplicando por «, se

40



obtiene

HI91: + IV 6l + 2!|¢||i4 + —2H¢> ol =5 [ o= [ vervodx

38 [eorax= 15 [@poax+ 25 [ o - o oaxi- 1

(43)
Usando las desigualdades de Hélder y Young y teniendo en cuenta que «a €
(0, 1], se deduce que

1< 216" N2 9lze + LIV6"198lze + LLgllol "ol + Cll™ o ol
+ Cllg" 2Nl 22 + Cllo™ 2l ol
< 8k\r¢\rL2 + 2161 + 2196132 + CrIVE s + Lrlloli + Ly llomol
+ 9l + KGO s + < I9l3aCIG s + <013 + CRllg™ .

(44)
Por lo tanto, de (43)-(44), se llega a
1612 + LIVlZ + Ll6llks < Ok, 6l 6" i) (45)
ok TR Ty L2 ge2 TS = = ’

Asi, ||¢]|lz1 < C, donde C > 0 depende de [k, ||¢"| a1, [[0" | 2], pero es in-
dependiente de «; lo cual demuestra que todos los posible puntos fijos de aR
estan acotados.

3. R es continuo. Sea {¢'},cn C @), — W>(€2) una sucesion tal que

¢ — pen®,, cuando ! — +oo. (46)
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En particular, al estar en dimensién finita, {ggl}leN es acotada en W1 (0). De-

notando por {R(¢') }ien = {#'hien Y R(¢) = ¢, hay que probar que ¢! — ¢. En
efecto, note que ¢' verifica, para todo ¢ € @,

L(6.0)+ 1(V6.96) + L (36.9) + 5((6776.8) = 1(67.9)
S (V6" V0) = 5 (00" 0) = 15 ((67)".0) + 55(30" = 6" ,6). (47)

Entonces, tomando como funcidn test ¢ = ¢' y procediendo analogamente

como (42)-(45), se tiene

1 Y Yo Y an
ﬁWHiz + ZHWZH% + —Hd)lqﬁlH%z + —H¢ ¢'||7>
EWHLQ + CH||[ V" |22 + Ck|| |61 6™ |26 + Chll&™ 1%

+ Ckl|l¢"[|7> + Ckll¢" 132
< C, (48)

donde C es una constante que depende de [k, [|¢" ||, |6!| s, [¢0" 2] ¥ es
independiente de I. Asi, {¢! = R(¢")}ien €S limitada en @, — W12 (Q), y se
concluye que existe una subsucesion de {R(d?l)}leN, denotada igualmente por

{R(¢")}ien, Y Un elemento ¢’ € @y, tal que
R(¢') — ¢ en WH(Q), cuando [ — +oo. (49)

Por lo tanto, usando (46) y (49), es posible pasar el limite en (47) cuando
[ — 4+o00. A manera de ejemplo, se mostrara el paso al limite en el téermino més
delicado de (47):
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[1@7da- @rosix
< [ @7~ @0t + (320! - )] ax
<13~ Bex 3 + Bl Bl

416" = &Nl 2l dl126 1@l s — 0 cuando I — oo.
(50)

[ @ potax— [ (@rooax| <

Procediendo andlogamente como en (50) para cada uno de los términos en
(47), se deduce que R(%) — ¢'. Asi, cualquier subsucesion convergente de
R(¢") converge a ¢’ = R(¢), y por la unicidad de R(¢) se concluye que toda la

sucesion R(¢') — R(¢); entonces, R es continua.

Por lo tanto, se satisfacen todas las hipotesis del teorema de punto fijo de Leray-
Schauder (en dimensidn finita), y se concluye que R tiene un punto fijo ¢ (esto es,

R(¢) = ¢) el cual es solucion del esquema (19) con la aproximacion (25). O

Teorema 3.2.4. (Unicidad de solucién incondicional) La solucion del esquema

(NL1) es unica.

Demostracion. Sean ¢!, ¢4+t € &, soluciones del esquema (19) con la apro-
ximacioén (25) correspondientes al dato [¢", ¢""!] € ®, x ®,. Entonces, ¢"™! =

ottt — ¢yt € @, verifica

(67,0 + 2V 96) + L6171 - (057, 6)
+ (oY —<¢3“>2>¢”,¢3>+4l€2<<¢">2¢““,¢3>:0, Vo . (51)
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Asi, tomando la funcion test ¢ = ¢"*! € ®,, se tiene

F6 s + IV + Tl o™ e = — T [ (6770 (6r + 5 )ax

4&?2

= [T+ @) + (65 (52

y por lo tanto,

- Yo n Y anan Y ((antl n Y lantl
—||¢> 7.+ —HW 7.+ —|I¢ "7 + —|I¢ o7, + @Ilsb o7, =

’7 /(¢n+1) ¢n+1¢n+1d /(¢n+1) ¢n(¢n+1+¢n+l) < — J1+J2, (53)

 4e? 42

Usando las desigualdades de Hdélder y Young, se controlan los términos J; y J, de

la siguiente manera:

/1 R AR a9 (54)

|_82 82

n n n v n n n n
)2 " 6" |72 + —2||¢> O L+ g5l L + 55 L6t os 2. (55)

|_82 8e2

Asi, de (53)-(55) se llega a
ch”“lle +5 ||V¢”+1||Lz <0,
lo cual implica que ¢"*! =0y ¢ = 5™, O

3.3. Esquema no lineal 2 (NL2)

Con el propdsito de obtener un segundo esquema numérico asociado al modelo (9),

se hara una aproximacion de punto medio para el término de potencial en (19), de
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la siguiente manera:
(¢"*1) — F(¢")
¢n+1 _ ¢n :

Esta aproximacién ha sido ampliamente estudiada y usada para disefiar esquemas

P, g =L (56)

numeéricos de segundo orden de un solo paso, que sean incondicionalmente esta-
bles en energia y que preserven una ley de energia discreta (ver #4,'%,'6). Entonces,
usando (22) en (56), se obtiene que

(¢"+) — Fi(¢") | F_(¢"™) — F_(¢")

¢n+1 _ an + ¢n+1 — ¢n

= ff (¢n+1’¢n) + fﬁ <¢n+17¢n) )

fk(¢n+1,¢n) _ F+

Note que f*(¢"™,¢") es la misma aproximacion deducida en (24); mientras que

f* (o1, ™) esta dada ahora por

it gy (0" = FL(¢") _ —5m(@")? 4 5 (97)’
R O e [ O
- 2e2 an—H _ ¢n -

1 n n 1 n+i
—52(¢ Tt ) =50 2.

Por lo tanto, la aproximacion del potencial es

PO 0 = (@) 1 () 6 4 (602 ()] — S emtE (57)
4e €

4 R. Nicolaides Q. Du. “Numerical analysis of a continuum model of phase transition”. En: SIAM J.
Numer. Anal. 28.5 (1991), pags. 1310-1322.

S F. Milner C. Elliott D. French. “A second order splitting method for the Cahn-Hilliard equation”. En:
Numer. Math 54.5 (1989), pags. 575-590.

6 H Zhang P. Lin C. Liu. “An energy law preserving C° finite element scheme for simulating the
kinematic effects in liquid crystal dynamics”. En: J. Comput. Phys. 227.2 (2007), pags. 1411-1427.
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Teorema 3.3.1. (Estabilidad energética) £/ esquema (19), con la aproximacion del
potencial dada en (57), es energéticamente estable incondicionalmente. En particu-

lar, se cumple la siguiente ley de energia discreta
S E(¢") + % 66717, = 0. (58)
Demostracién. Usando ¢ = ~4,6"*" en (19), se tiene que
0= (5@"*% %W“) +y (vw%, V%atas““) RG] %é@”ﬂ)
= 260" e+ g [ V(@ ) V@ = o+ [0 6760 ax

Usando la aproximacién dada en (56), se deduce que

0= ;H(Stgb +1H%Q+%/QV<¢ +1+¢ )V(Qb +1_¢ )dX-i-/Q ¢n+1 — 5t¢ Tax
1

= S0 s+ g [ (V6496 (V- Vo

. / (Fw;:z . z@) (sb”“k— ¢“) dx

1 1 1
= 260 e+ g [(9E =V Phix+ ¢ [ (Pl = Feyax

Agrupando términos, se obtiene lo siguiente
_1 n+1||2 l/ 1 n+1|2 n+1 _l/ 1 n|2 n
0= 10" E 4 [ (GIVO 4 @) )dx = o | (51967 + F(67) ) dx

1 n 1 ‘3 n
= 160" + £ (B ~ B6"),

de lo cual se concluye la ley de energia discreta (58). O

Teorema 3.3.2. (Existencia y unicidad de solucién condicional) Bajo /a condi-

1y 2(1— , P . . ~ ,
cionk < W (siendo 6 un parametro suficientemente pequero), existe una solu-
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cién tnica ¢! € ®,, para el esquema (19) con la aproximacion del potencial dada
en (57).

Observacion 3.3.3. £n® se demostré un resultado analogo a este bajo la condicion
k< % Asi, la condicion del Teorema 3.3.2 es ligeramente mas restrictiva que la

propuesta en ®, dado que 5 > 0 es un numero arbitrariamente pequefio.

Demostracion. En primer lugar, se probara la existencia de solucion del esquema
(NL2), para lo cual se usara de nuevo el teorema de punto fijo de Leray-Schauder.

Con este propésito, se considere el operador R : ¢, — &, dado por R(¢) = ¢, donde

¢ resuelve el siguiente esquema lineal

1oy Nt (126, 3) 4 (™20 F) — L(om ) — L(Ver VS
£(0:0) + (V0. V9) + 1 5((076.0) + 15((6")6.) = 2(¢".9) — 5(Ve", V9)
Vo 7y a3 2y Y (G 2 5
(59)
A continuacion, se verificara que se cumplen las hipétesis del Teorema de punto fijo

de Leray-Schauder.

1. R esta bien definida. Para esto, considere el mismo operador a : ¢, x ¢, — R

(bilineal) definido en (36) y el operador [ : &, — R (lineal) dado por
T\ l noN\ 1 n o\ l N2 n 1 o l n\3 1 l - n o

Asi, dado ¢" € ®,,, el problema (59) se puede reescribir de la siguiente manera:

Encontrar ¢ € ¢, tal que

a<¢7 ¢) = l(é)a v& € q)h-

Entonces, procediendo como en (39)-(41), se verifican las hipétesis del Teo-
rema de Lax-Milgram (ver Teorema 1.3.5), y se concluye que existe un unico

¢ € ¢, que resuelve (59).
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2. Ahora se demostrara que todos los posibles puntos fijos de aR (con « € (0, 1])
estan acotados. En efecto, si ¢ es un punto fijo de a«R, procediendo como en
(42)-(43) se llega a

1 2 gl 2 g 4 g 2 O‘/ 'ya/
- 2 — 2 — — || 2 = — "o dx — — " d
LIl + 2IV0lE: + 1t + Llenolts = § [ rodx -3 [ Vorvoa

o ﬂ 3.n _ B n\3 ﬂ n—1 N
482/Q¢¢ dx 12 Q(¢ ) ¢dx+282/9(¢+¢ Yodx = 1.

(60)
Usando las desigualdades de Hélder y Young y teniendo en cuenta que a €

(0, 1], se deduce que

1< 216" N9l + ZIV6" 1198 lz2 + LLgllolals"ollze + Clo™[Eollol
+ Cllg™ 21z + 555 191172
< ol + 6" Ie + TIVSI: + CrIVE I + Lglollhs + glleall
b 1013 + KCsll6" % + S loll3s + Cobllg™ I + o lgllolze (6)

Por lo tanto, de (60)-(61), tomando § suficientemente pequefio, se llega a

1—90 8 2 Y 2 Y 4 1
_ 9 — 2 —_— s < " 1 g 2 ). 62
( A 252)!\¢HL + 4HV¢HL + 8€2H¢HL < C(k, 10"l a1, [|0" || 22).  (62)

Asi, si k < @ se concluye que ||¢|z: < C, donde C > 0 es indepen-
diente de «; lo cual demuestra que todos los posibles puntos fijos de R estan

acotados.

3. R es continuo. La prueba sigue las mismas lineas del inciso 3 de la prueba del

Teorema 3.2.3.

Por lo tanto, se satisfacen todas las hipétesis del teorema de punto fijo de Leray-
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Schauder (en dimensién finita), y se concluye que R tiene un punto fijo ¢ (esto es,

R(¢) = ¢) el cual es solucion del esquema (19) con la aproximacion (57).

En segundo lugar, para probar la unicidad de la solucion, considere ¢!, ¢3¢ @,
soluciones del esquema (19) con la aproximacion (57), correspondientes al dato
¢" € ®,,. Entonces, ¢"*! = ¢! — ¢itt € @, verifica, para todo ¢ € @y,
(6", )+ (Vo V) + (614 = (5%, )
e nt1N2 _ (ant1N2y n Ty o T remn2 ikl 7y T a7y
1z (T = (657))6",0) + 15 ()67, 0) = 75(6".6) = 0.

> =

Asi, tomando la funcién test ¢ = ¢"*' € &, y procediendo como en (52)-(53), se

llega a

(7= ) 167 + IV s + 506 s + 5llon+ 62+

k 4¢2
+ 4—52”@25 oyt |T. = e Q(¢ 2ot eyt dx — 4—62/9@5 2o (Pt 4 o5 dx,
(63)
de lo cual, estimando el lado derecho como en (54)-(55), se deduce
1 Y n+112 Y n+112
(£ = 52 Il6" I + 21 Vo™ 52 <.
Por lo tanto, si k < 2§—2 se concluye que ¢"*! = 0;y asi, ¢I"! = g5t O

3.4. Esquema lineal de dos pasos

Con el objetivo de obtener un esquema numeérico lineal asociado a (9), se reescribe

el potencial de Ginzburg-Landau de la siguiente forma

f@)=ro, con  r=5(¢*-1),
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de lo cual, tomando la derivada en tiempo en la ecuacion para la variable r, se llega

a

:2¢‘¢t g?

2 And 37} =¢- ¢,

Tt

con la condicién inicial 7o = % (4§ — 1). Teniendo en cuenta lo anterior, se considera

el siguiente esquema lineal asociado a (9):

= Inicializacion: Sea [¢°, 7] € @, x R}, (aproximacion apropiada de ¢, (4% — 1)]

cuando h — 0).
= Pason+1(n>1):Dado [¢" !, ¢", r"], encuentre [¢" T, 7" 1] € &), x R, tal que

% (6,0, 6) + (ng”*%, Vé) + (7“"%&, CZE) =0, Vo € By,
82

N (64)
5 (6,011, 7) — (gb : 5t¢”+1,f> =0, V7 € Ry,

donde ¢t = (" 4 g") /2, 1Mt = (M) 2y 6 = (30" — 6" /2,
usando una aproximacion explicita de segundo orden. Ademas, estamos con-
siderando el espacio de elementos finitos para la variable r como R, C L?(2)

generado por P;-continuo (I > 1).

Teorema 3.4.1. (Estabilidad energética) E/ esquema (64) es energéticamente es-

table incondicionalmente con respecto a la energia modificada

2
B(o.r) = [ (31968 + Thf)ax (65)

de hecho, se cumple que

— 1
SE(@",r™) + ;Il5t¢”“lliz = 0. (66)
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Demostracién. Tomando [, 7] = [5t¢”+1,r”+%] en el esquema (64) y sumando am-

bas ecuaciones, se obtiene

s ()

2

n+l _ .n N ~ 1
+2 (¥,r”+2) - (¢(5t¢”“,r”+§> ~0. (67)

Note que los términos tercero y quinto de (67) son iguales, por lo tanto se sigue que

l n+112 i n+1 n ntl _ m 5 prtl _pn pndl g B
S0 e 5 (V@ 497, V(6 =) + 5 () =0

de lo cual, se deduce que

l n+11|2 l 1 n+12_1 n|2 l/ 8_2n+12_§ n|2 _
gt e+ ¢ [ (590 =5V E)dx+ ¢ [ (TR = SR ax =0,
y reagrupando de manera conveniente (usando (65)), se llega a

1 n+1(12 l— n+1 ,.n+1 T/ n n

S5 s + 4 [Blomrm ) = E(g,rm)] =0,
lo cual implica (66). O

Teorema 3.4.2. (Existencia y unicidad de solucién incondicional) E/ esquema

(64) tiene unica solucion.

Demostracion. Multiplicando (64), por £ y sumando la expresion resultante con

(64),, se tiene que

de lo cual, agrupando al lado derecho de la igualdad los términos que contienen
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solo datos del esquema, se llega a

82

1n1_ 1 n+1 n 1n1~_ n+l — 1~n1—_
(070) 4 ST, 90) + 507719,0) + T 7) = 5667 7) =

_ 52

S070.0)+ S0 - 5(6'6.). (68)

T _
", p) — §(V¢",V¢) 3 1

1
E(
Con el objetivo de usar el Teorema de Lax-Milgram en (68), se considera el espacio

de Hilbert @, x R, y las siguientes aplicaciones

a:(@thh)x(q)thh)—ﬂR

[[#1,71], (P2, 7a]] = al[¢1, 1], [@2, 72]),

siendo

B 2

al[6.7)16.7) = (6.9 + 5(V6.V0) + 50 8) + T7) = 5(00.7), (69)

liq)hXRh—)R

(@, 7] = (¢, 7),

siendo

_ 2

10:7) = 7=(67.6) = 599" V8) = 5076.0) + S0"7) = 5(667). (70)

Entonces, dados [¢"~!, ¢, r"], el problema (68) se puede reescribir de la siguiente

manera: Encontrar [¢"*! r"™1] € &, x R, tal que

a([¢™, ", (9, 7]) = U9, 7), V(0. 7) € O x Ry, (71)
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A continuacién, se verificaran las hipétesis del Teorema de Lax-Milgram. En primer
lugar, es claro que la aplicacion a (definida en (69)) es bilineal; asi, basta ver que es

continua y coerciva:

m ¢ es continua:

alfonrl. 601 < - [ 16ldlax+ 5 [ 1V6lIVdlax

1 - g _ L[~
45 [rdldtax-+ 5 [ Irliriax+ 5 [ (Goliriax
Q Q Q
1 - 1 -
< ol e + 5190l Vol

82

1 - . ) 1 - )
5 llellallrllzaliole + lirllzalirllze + Slllzallolzallr 22

< Cllig, Ml <2 llg: Pl e,
donde, en la Ultima estimacién, se han usado las inmersiones continuas H'(Q) —
L*(Q)y HY(Q) — L*(Q).

m ¢ €s coerciva:

82

1 1, - 1.~
a([6,7], [0, 7]) = %(@ 0)+5(V6. V) + 5(6.6) + T(r.7) = 5(90,7)
1 s 1 Vo2 e e
= ol + 3912 + el
> C|lo, vl 125

donde ¢y = min{Z, 3}y C = min{Cy, 5}

Por otra parte, | € (¢, x R,)'. En efecto, [ es lineal y continuo. La linealidad de [ es
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clara y la continuidad se sigue de la siguiente estimacién

10 < 7= [ jerliolix+ 5 / V9" |[Vlax
_ 1 .
#5 [t + 5 [ il 3 [ 1667

1 - 1 _
< HHWHL?WHLQ +5IVe" |Vl 2
1, - o g2 1, - -
o llolpallrlzzli@llize + ™ lz2[17lze + S @l llg™ [ pallrl] 2

< C||[@, 7| 1 2

Por lo tanto, usando el Teorema de Lax-Milgram se concluye que existe un unico
[p,r] € @, x Ry, que resuelve (71). Finalmente, tomando primero 7 = 0 en (68), y
luego ¢ = 0 en (68), se concluye que existe un Gnico [¢,7] € ®, x R, que resuelve
(64). O
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4. Métodos de Newton y simulaciones

En este capitulo, se consideran algunos métodos de Newton asociados a los esque-
mas no lineales 1y 2 estudiados en el capitulo anterior. Es importante recordar que
el método iterativo de Newton asociado a un sistema G(¢) = 0 puede formularse

como sigue: dado ¢!, encontrar ¢'*! resolviendo

G'(¢") (@' = ¢') = ~G(d), (72)

y se itera hasta que se cumpla un criterio de convergencia. La convergencia de es-
te proceso iterativo se entiende como: ¢' — ¢"*! cuando I — +oo. Asi mismo, se
realizan algunas simulaciones numéricas con el objetivo de ilustrar la dinamica de
separacion de fases descrita por el modelo (9), usando uno de los esquemas nume-

ricos estudiados en este trabajo.

4.1. Método de Newton para el esquema no lineal 1 (NL1)

Para aproximar la solucién ¢"*! del esquema no lineal 1 (ver Subseccion 3.2), se

usara el algoritmo de Newton. Para esto, se considera la siguiente funcion

(G(6"41),8) = (3074, 6) + (Vo 5,90) 4 (f (6", 6) + £ (67, 6" ) ,6).
(73)
para todo ¢ € ®,. Haciendo uso del algoritmo de Newton (72), se obtiene el siguiente

esquema lineal:
= Inicializaciéon: ¢° = ¢".
» lteracion [ + 1 (I > 0): Dado ¢' € ®,, encontrar ¢'*! € ®, tal que, para todo
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&E@h:

oft
a¢n+l

F6.8) 1 3 (767 90) 44 (

ft
a¢n+1

_ 1 _
(#,67) - 01.8) = 1 (6".9)
3900 V0 4 (G0 (6167) 018 o (£ (61 o) 45 (.07 ).
(74)
hasta que se verifique el siguiente test de parada: ||¢'*! — ¢'|| ;1 < tol (con tol > 0
siendo un parametro de tolerancia) y donde
afk ¢l7 ¢n a 1 n n n n n n
Bénﬂ ) - Dt (@ [(¢ +1)3 + (¢ H)Q‘ﬁ + (¢ )2¢ (¢ )3}) ‘aﬁ”“:dﬂ
1
= 4_52 [3 <¢l>2 +2¢l¢n_|_ (¢n)2:|
1
=5 [206)"+ (¢ + 0] 20,

4e2

y

ok _ - 1 2 7
(o (6167 610) = (74 (6,6%).9) = 1z (2(6)" + 1! + " 01.0)
5 (@) + (026" + (66 + (6. 0)

(2(6)" + (¢)7 6" — (")) .
(76)

1
 4e?
Teorema 4.1.1. (Existencia y unicidad de solucién) Existe una unica solucion

¢t € @, solucion del método de Newton (74).

Demostracion. Teniendo en cuenta que el sistema (74) es lineal (en dimensién fi-

nita), es suficiente probar la unicidad de solucién. Con este objetivo, considere
ottt ¢ @, dos soluciones de (74) correspondientes a los datos ¢, ¢" € ®,.

Entonces, ¢'*! = ¢/ — ¢, € @, verifica el siguiente sistema

Lo £ g I+1 v 7 1
L0+ 3 (V6.98) 4 (15

2(8)+ (¢ + 7)) ~¢’“,¢‘>> =0, Vo € P,
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de lo cual, tomando como funcién test ¢ = ¢'*! € @, y teniendo en cuenta que
2 (¢")* + (¢' + ¢")?] > 0, se obtiene

1
RO + 5196 =~ | ([206)7+ (6 +67)°] (671 )ax <0,

y se concluye que ¢'*! = 0; esto es, ¢/ = ¢, O
Teorema 4.1.2. (Convergencia del método de Newton) Bajo /a condicion

k

lim —
[k,flz:}(go h?

Y

la sucesion {¢'};>o del algoritmo iterativo (74) converge en la norma H'(2) a la
solucién ¢+ del esquema (19) (con la aproximacién del potencial f*(¢™+1, ¢", ¢"~1)

dada en (25)) de forma cuadratica.

Demostracién. Teniendo en cuenta la funcién G(¢"*!) definida en (73), se reescribe

el esquema (NL1) de la siguiente manera:
(G(@"1),0) =0, Vo€, (77)
y por lo tanto, el método de Newton (74) se escribe como
(G'(¢)(@" = ¢),0) +(G(¢),9) =0, Vo€ Dy (78)
Aplicando la férmula de Taylor a G(¢""!) centrada en ¢' y usando (77), se tiene que

0= (G(6"),6)
= (G(8),6) + (@ ()& ~ 6).0) + (G G~ 6. 6),  (79)

donde ¢! = (1 — 0)¢"*! + 6¢' (para algun ¢ € [0, 1]). Asi, denotando por efb“ =
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o™t — ¢!t de (78) y (79) se deduce que
(G'() (0" = '"), 0) = <G"( T @ =612, 9),
de lo cual, se llega a
(G'()eg ™, ) = <G”( ) 0), Vo€ By (80)

Entonces, de (80) se deduce

; oft , o2 -
%(e;+17¢)+% (Vef;fl?Vqﬁ)ijy <3¢]::1 (¢l7¢n) e;ﬂ) ¢) _ <32¢ﬁl (¢n+17¢n> | ¢);
(81)
con afk
gt (¢9") = = 26+ (@ o] 20
82 k 1
('92@5{11 (6", 9") = (3¢n+1 +¢").

Tomando como funcion test ¢ = efjl en (81), se tiene

(efﬁ+1 , el¢+1) +% (Veldjr1 , Veld)“)

o k N a2fk n n
+v (&ﬁ{il (¢ 0 ) o Hl) N _% (82@;1 (07", 0") |6fb’2 f;rl) ’

1
k

lo que implica que

’Y
e, +2 HW“HZ

11 [ o) [ i =~ [ o+ o) e 4 hixte)

Teniendo en cuenta que a(bnﬂ (d)l ¢™) > 0y usando las desigualdades de Holder y
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Young en (82), se obtiene

vk vk n n
leg lla + 5 1Vl 1 < 5 136+ + 6 Lo el et

(vk)?
32e4

1 n n
< Slleg Iz + 13671 + 0" 176 (llegl76)%,
2

de lo cual, teniendo en cuenta que ||¢||s < C||¢| 41, S€ encuentra que
2
6 17 < 136" + 615 (llebll3) (83)

En particular, teniendo en cuenta que 3¢; "' + ¢" = 3 (¢"* — 0€l) + ¢", usando la

desigualdad triangular se llega a

367+ + ¢" |15 < CUBS™ + 6" (I3 + [130€4[3) < € (I136™ + 6" (I3 + 9lleblf3n)
(84)
y asi, de (83)-(84), se obtiene

I+1(]2 n+1 n|2 112 2 )2
<C (|3 + +9 (85)
H% HHl = (H ) ¢ HH1 H€¢HH1) H€¢HH1 :

Con el objetivo de aplicar el Lema 1.4.3, se usard una estrategia inductiva. Si se
asume la hipotesis
2
e[ < o, (86)

donde §, > 0 es una constante suficientemente pequeina que serd determinada mas
adelante, de (85)-(86), se tiene

et I < € (1367 + 6715 + 90 5.

. 2 . ~
Por ello, si se escoge ||e5||5,, < do, con d, lo suficientemente pequefio como para
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que
C (|36 + 6|5 +980) b0 < 1, (87)

se obtiene la siguiente expresion de recurrencia

e 1 < Dbl < - < lledl < 0o,

Entonces, a partir de (85) se deduce que

€51 < €o) (llblfa) (88)

donde C'(d,) estd acotada para ¢, sufientemente pequefo. Por ultimo, solo resta

encontrar la siguiente cota del error inicial

1€S]12: = ™ = 7|13 < 6o

En efecto, utilizando la ley de energia discreta (26) multiplicada por k, y la desigual-

dad inversa ||¢|| ;1 < §||¢||;2 para toda ¢ € @, (ver Lema 1.4.2), se encuentra que

" T v n n ’7 n

€91 = [l677 = 12 < 55 11677 = 972 < Ok 67 2 < O B (7).
(89)
Por lo tanto, tomando §, = O (%), entonces la restriccion (87) se cumple si se

impone la hipotesis
k

0
[k:,ilz?—lm h?

Por tanto, combinando (88) y (89) estamos bajo las hipoétesis del Lemma 1.4.3, por

lo que se concluye la convergencia cuadratica de ¢'*! a ¢"*! enlanorma H*(Q). [
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4.2. Método de Newton para el esquema no lineal 2 (NL2)

Procediendo de manera analoga a la Seccion 4.1, consideramos el siguiente al-
goritmo de Newton para aproximar el esquema no lineal 2 (NL2): Dado ¢' € &,
(suponiendo que ¢° = ¢" en el primer paso de iteracion), encontrar ¢'*! ¢ &, tal
que, para todo ¢ € ®,, se verifique

1 n n 8fk ¢l7¢n iy 1 n
2 (¢1,6) + 2 (V6. V6) ++ (aiTﬂ)qbl“@) =+ (¢",9)

B i k l’ n B I
3 (won8) o (Lo 6) < (ko).

hasta que se verifique el test de parada: ||¢"™ — ¢'||,,, < tol, donde

aff(dl¢") 1 n L _0fi(¢lem) 1
W—@(3(¢l)2+2¢l¢ +(0")* —2) —W—Q—g
y
O k( il n _ _ _
(2o 8) = (76.67).0) = 5 (200" + (60" — (6 4 20.0).

Teorema 4.2.1. (Existencia y unicidad de solucién) Si ik < % entonces existe

una unica solucion ¢'+* € ®,, solucion del método de Newton (90).

Observacion 4.2.2. L a condicion establecida en el Teorema 4.2.1, es decir, k < %

es la misma que la que se requiere en® para probar este resultado.

Demostracion. Teniendo en cuenta que el sistema (90) es lineal (en dimensién fi-
nita), es suficiente probar la unicidad de solucién. Con este objetivo, considere
# ghtt € @, dos soluciones de (90) correspondientes a los datos ¢', ¢ € ®,,.
Entonces, ¢'*! = ¢! — gLt € @, verifica el siguiente sistema

aff(¢,e") 1

1 B B B B
F0.0)+ 3 (v, va) 4o () - L) 60.6) =0, voc
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_ k
de lo cual, tomando como funcion test ¢ = ¢!*! € ®;, y usando que % (¢!, 0") >0,

se obtiene

1 off
(£ = 35 ) 19112 + 21V6 15 = - / (aqf;il (¢!, ¢") (61)?)dx < 0,

y por lo tanto, si k < % se concluye que ¢! = 0; esto es, ¢/ = gL, O
Teorema 4.2.3. (Convergencia del método de Newton) Bajo las restricciones

2°(1-9) lim = 0

k<
~y [k,h]—0 h?2

(siendo § un parametro suficientemente pequefio), la sucesién {¢'},>, del algoritmo
iterativo (90) converge en la norma H'(Q)) a la solucién ¢"*' del esquema (19) (con

la aproximacion del potencial f*(¢"*1, ¢") dada en (57)) de forma cuadratica.

Demostracion. Considere la funcién

(G(8"1),6) = (06", 0) +7 (V'5,V6) + (6", 6"),0) , V6 € B, (1)

con fk(¢"+t ¢m) dada en (57); entonces, el esquema (NL2) se puede reescribir de

la siguiente manera

(G(¢"H1),0) =0, Vo€,
Procediendo igual que en (77)-(80), se llega a

(G, 0) = (GG, Voe®,

lo cual se traduce en

L 8)+ 3 (el 99) 4

8fk(gz5l,¢")el+1 QE) _ T (82fk( P o) ‘ l
k ¢ )2

y
D+ Rl €o| > ¢) ,
(92)
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donde

3’“ 1 ak l7n
&#H(¢<W)— [(W)+2¢¢“+w@ﬂ“Zﬁz'igﬁﬁgl_iﬁ,
Pfr o 1 - .

32¢n+1(l a¢)=§[3( )+ ¢"] .

Tomando como funcién test ¢ = efjl en (92), se tiene que

[ g
(5~ ) leb 2 + 11V el 3

a k l, n
), (%) et = = [ (3 (6) ) bl . (93)

Teniendo en cuenta que 3 ¢n+1 (¢!,¢") > 0y usando las desigualdades de Hélder y

Young en (93), se obtiene

1 v .
(5 = 32) el + 3 1947 < i T 1361+ 0o bl Nl

< —Hel“llm + CE|3¢7 ™ + 6" 17 (llegl70)%,
de lo cual, teniendo en cuenta que ||¢||zs < C||¢||m1, S€ deduce

]- - 7 n 7 2
(0 = ) eI + T Ive I, < o3 + ol (Iebln) - (904)

2e2(1-9)

Por lo tanto, si k < , de (94) se llega a

2
ek 1 < € ll3ai + 6" [ (lleb5) (95)

Asi, siguiendo las mismas lineas de (83)-(89), pero en este caso usando la ley
de energia discreta (58) (asociada al esquema (NL2)), e imponiendo la hipbtesis
limy, 50 h2 = 0, se puede asegurar la convergencia cuadratica de ¢'*! a ¢"*! en la
norma H'(Q). O
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4.3. Simulaciones numéricas

El objetivo de esta seccién es mostrar los resultados de algunas simulaciones nu-
méricas realizadas con el objetivo de ilustrar la dindmica de separacién de fases
descrita por el modelo (9), usando uno de los esquemas numéricos estudiados en
este trabajo. Especificamente, se considerd el método de Newton para el esquema
(NL1).

Con respecto a la discretizacion espacial, se aproximé el espacio ®;, por elementos
finitos P, — continuos, y se consideré el dominio 2 = (0,1)?, utilizando una malla
estructurada, con pardmetro espacial h = 55 y pardmetro temporal & = 0.0025. Se
tomaron los siguientes valores para los parametros: v = 0.0001, ¢ = 0.01 y se con-
sideré el dato inicial ¢, correspondiente a un dato aleatorio con valores entre —102
y 1072, con el objetivo de simular una descomposicién espinodal (ver Figura 2). Las

simulaciones se realizaron usando el software FreeFem-+-+.

0.006
0.004

— 0.002

|
o
Phase

-0.002

-0.004

-0.006

-8.0e03

Figura 2. Dato inicial ¢,.
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En la Figura 3 se muestra la evolucion de las distintas fases a lo largo del tiempo, y

se evidencia la tendencia del esquema a llegar a una solucién de equilibrio.

Figura 3. Dinamica de las fases.

Con respecto a la estabilidad energética, en las Figuras 4 - 6, se muestra la evolucién
de la energia E(¢) (definida en (3)) en 3 intervalos de tiempo diferentes, donde se

verifica una energia decreciente en tiempo.

65



2600

2500

2400

EZSOO

2200

2100

2000
3

4.5 5 5.5 6
Tiempo

6.5

Figura 4. Energia E(¢) en el intervalo [3, 7].
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Figura 5. Energia E(¢) en el intervalo [7, 15].
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Figura 6. Energia E(¢) en el intervalo [0, 100].
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