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Resumen

Titulo: Andlisis tedrico y numérico de EDP con difusion cruzada describiendo dindmicas poblacionales en fluidos
Autor: Carlos Mateo Beltran Larrotta

Palabras Clave: Competicion interespecies, quimioatraccion con consumo, sistema de Navier-Stokes, soluciones

débiles y fuertes, elementos finitos, estimaciones de error 6ptimas.

Descripcion: Este trabajo estd dedicado al analisis tedrico y numérico de un modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes
considerando dos especies de organismos con una dindmica competitiva descrita por términos de competencia del tipo
Lotka-Volterra en un dominio acotado de R?, d = 2,3. Primero, estudiamos la existencia de soluciones débiles globales
y establecemos un criterio de regularidad que proporciona condiciones suficientes para asegurar la regularidad fuerte
de las soluciones débiles. Luego, proponemos un esquema numérico basado en el método de elementos finitos en el que
usamos una técnica tipo splitting obtenida introduciendo una variable auxiliar dada por el gradiente de la concentracién
quimica y aplicando una estrategia inductiva, para tratar los términos de quimioatraccion en las ecuaciones de las dos
especies de organismos y probar estimaciones de error Optimas. Para este esquema, estudiamos el buen planteamiento
y obtuvimos algunas estimaciones uniformes para las variables discretas requeridas en el andlisis de convergencia.
Finalmente, presentamos algunas simulaciones numéricas orientadas en comprobar el buen comportamiento de nuestro
esquema, asi como para comprobar numéricamente las estimaciones de error éptimas probadas en nuestro analisis

tedrico.

Trabajo de grado
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Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Doctor en Matematicas. Codi-
rector: Elder Jesus Villamizar Roa, Doctor en Matematicas.
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Abstract

Title: Theoretical and numerical analysis of PDE with cross diffusion describing population dynamics in fluids
Author: Carlos Mateo Beltran Larrotta

Keywords: Interspecies competition, chemoattraction-consumption, Navier-Stokes system, weak and strong solu-

tions, finite elements, optimal error estimates.

Description: This work is devoted to the theoretical and numerical analysis of a two-species chemotaxis-Navier-
Stokes system with Lotka-Volterra competitive kinetics in a bounded domain of R, d = 2,3. First, we study the
existence of global weak solutions and establish a regularity criterion which provides sufficient conditions to ensure
the strong regularity of the weak solutions. After, we propose a finite element numerical scheme in which we use a
splitting technique obtained by introducing an auxiliary variable given by the gradient of the chemical concentration
and applying an inductive strategy, in order to deal with the chemoattraction terms in the two-species equations and
prove optimal error estimates. For this scheme, we study the well-posedness and derive some uniform estimates for
the discrete variables required in the convergence analysis. Finally, we present some numerical simulations oriented
to verify the good behavior of our scheme, as well as to check numerically the optimal error estimates proved in our

theoretical analysis.

Bachelor Thesis

ek
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Introduccion

Se denomina quimiotaxis al proceso biolégico que describe el movimiento de un determi-
nado grupo (o grupos) de organismos en respuesta a un estimulo quimico presente en su ambiente.
Cuando los organismos dirigen sus movimientos hacia regiones con altas concentraciones de la
sefal quimica, el fendmeno es denominado quimioatraccion; mientras que, si el movimiento se da
hacia los lugares donde hay bajas concentraciones del quimico, se denomina quimiorepulsion. Un
ejemplo tipico de quimiotaxis es la ameba Dictyostelium, que es una especie de ameba que vive
en el suelo y que pertenece al filo Mycetozoa. Estos son organismos unicelulares que, cuando se
estdn quedando sin bacterias (su principal fuente de alimento), comienzan un proceso complejo
de sefializacion mediante el cual segregan un quimico que atrae a otras amebas, llegando a formar
una estructura multicelular (Francesco et al., 2010). Este tipo de fenémenos, que juegan un papel
destacado en una amplia gama de aplicaciones bioldgicas, son modelados, en su forma mas sim-
ple, por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales, conocido en la literatura como

el modelo de Keller-Segel:

on=D,An—V - (ynVc),
(D

dic = D.Ac+ an—Be,

donde ¢ y n denotan la concentracién de la sefial quimica y la densidad de células, respectivamen-
te. La funcién on — Bc modela la produccion-consumo del quimico, mientras que el término de

difusion cruzada V - (ynVc) modela el transporte de las células hacia altas concentraciones de la
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sefal (si ¥ > 0), y hacia bajas concentraciones (si y < 0).

El modelo (1) ha sido modificado en las ultimas décadas con el objetivo de describir otros
fendmenos fisicos y biologicos. Una extension del modelo (1) consiste en considerar competi-
cién interespecies y quimiotaxis (ver por ejemplo, (Tello and Wrzosek, 2018) en el contexto de
quimiorepulsion y (Jin and Xiang, 2019) en quimioatraccion). Aqui se considera, ademas de la
quimiotaxis, términos de competicion de tipo Lotka-Volterra (Lotka, 1925; Volterra, 1926), los
cuales modelan la interaccion de dos especies de organismos que se dispersan al azar en una deter-
minada regién que ocupan conjuntamente, donde compiten por sobrevivir. Lo anterior, puede ser

modelado a través del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

p

on = DyAn— V- (nVe)+ un(l —n—ayw),

ow = DyAw — X2V - (wVe) + tow(1l —apn —w), @)

atc = DCAC+g(n7W7C)7
\

donde n > 0 y w > 0 denotan las densidades de las especies competidoras, y ¢ > 0 representa la
densidad de la sefial quimica. Los términos adicionales pujn(1 —n—ajw) y gow(1l —an —w) re-
presentan las relaciones interespecificas e intraespecificas de los organismos de la primera especie
y de la segunda especie respectivamente, donde uj, tp > O representan las tasas de crecimiento
poblacional y ay, a; > 0 la fuerza de la competencia; mientras que la expresion g(n, w, ¢) represen-

ta la produccidn o consumo de la sustancia quimica por parte de las especies.



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 11

Finalmente, en la naturaleza, las células y los organismos pueden vivir y desarrollarse en un
fluido viscoso incompresible y las sustancias quimicas son transportadas por el fluido. Este tipo de
interaccion puede modelarse mediante un acoplamiento del sistema (2) (o el sistema (1) o modelos
relacionados) con las ecuaciones de Navier-Stokes; las cuales modelan la dinamica de un fluido

viscoso e incompresible, y estdn dadas por el siguiente sistema de EDP:

du+k(u-V)u—DyAu+Vr =f,
3)

V-u=0.

En el sistema (3), las incognitas son el campo de velocidades u y la presion 7, del fluido, mientras
que f denota el campo de fuerzas externas a las cuales estd sometido el fluido. El término k(u-V)u
recibe el nombre de término de transporte, mientras que DyAu es el término de difusion, siendo

Dy 1a viscosidad cinematica del fluido.

En esta tesis se considero el siguiente sistema parabdlico de EDP que acopla el modelo de

quimiotaxis-Lotka-Volterra (2) con las ecuaciones de Navier-Stokes (3):
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on+u-Vn=D,An— V- (nVe)+un(l —n—ayw),
dw~+u-Vw=D,Aw— 1oV - (wVe) + tow(l —an —w),
dic+u-Ve=D.Ac— (an+ Bw)c,
du+k(u-Viu=DyAu+Vr+ (yn+Aw)Vo,

V-u=0

\

12

“4)

en Q x (0,7), siendo Q C R? (d = 2,3) un dominio acotado y T > 0. En este modelo, la sustancia

quimica es consumida por ambas especies con tasas de consumo a, f > 0; ademdas ambas especies

de organismos y la sustancia quimica son transportadas por un fluido incompresible (representado

por los términos de transporte u- Vn, u- Vw, u- V) cuya dindmica es modelada por las ecuaciones

de Navier-Stokes bajo la influencia de la fuerza de flotacion descrita por el término (yn+ Aw)V¢.

El sistema (4) se completa con los siguientes datos iniciales y condiciones de frontera:

(

[n(x,0),w(x,0),c(x,0),u(x,0)] = [no(x), wo(x),co(x),uo(x)], x € Q,

Inlxt) — owxt) _ 248 _ 0 u(x,r) =0, x€dQ, 1€(0,T),

®)

donde v denota el vector normal exterior unitario a la frontera de Q, la cual se denota por dQ.

El sistema (4)-(5) fue propuesto por Hirata et al. en (Hirata et al., 2017) como una generaliza-

cién del modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes. El primer modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes

fue propuesto en (Tuval et al., 2005) describiendo las interacciones entre una poblacién celular y

una sefal quimica con un entorno liquido. De hecho, en (Dombrowski et al. (2004); Tyson et al.
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(1999); Winkler (2012)) se observé que cuando las bacterias de la especie Bacillus subtilis se sus-
penden en agua, algunos patrones espaciales pueden emerger espontdneamente para distribuciones

inicialmente homogéneas.

En este trabajo se estudia la existencia global de soluciones débiles para (4)-(5). La nocién
de solucién débil que consideramos aqui generaliza de alguna manera la que se presenta en tra-
bajos previos como el desarrollado por Zheng y Willie en (Zheng and Willie, 2020). Asi mismo,
en relacion con la existencia de soluciones débiles, vale la pena sefalar que la unicidad de las
soluciones débiles en 3D es un problema abierto; en consecuencia, motivados por los resultados
en (Guillén-Gonzélez et al., 2020a; Lépez-Rios and Villamizar-Roa, 2021), el segundo objetivo de
este trabajo es establecer un criterio de regularidad para obtener soluciones fuertes globales en el

tiempo.

Por otra parte, hasta donde sabemos, para el modelo (4)-(5) en el cual la difusién por la
quimiotaxis, los términos de competencia del tipo Lotka-Volterra y la interaccién de un fluido son
combinados, no hay trabajos que traten el andlisis numérico. Por esta razon, el tercer objetivo de
este trabajo de grado es desarrollar el andlisis numérico del modelo (4)-(5). Vale la pena sefalar
que los mecanismos de difusion cruzada que gobiernan los fenémenos quimiotacticos y la dina-
mica no lineal causada por su acoplamiento con la interaccion entre especies competidoras y el
fluido, hicieron que el modelo (4)-(5) fuese numéricamente desafiante. Aqui, proponemos un es-

quema numérico de elementos finitos en el que, para tratar con los términos de quimioatraccion en
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las ecuaciones de las dos especies y los otros términos no lineales provenientes de la competencia
entre especies y el consumo de la sefial quimica, usamos una técnica de tipo splitting obtenida al
introducir una variable auxiliar dada por s = V¢ y aplicamos una estrategia inductiva. Esta idea nos

permite probar estimaciones de error Optimas.

El documento esta organizado de la siguiente manera: En el primer capitulo, se introducen
algunas notaciones bdsicas, resultados preliminares y necesarios para el desarrollo de este traba-
jo. En el segundo capitulo, se establecen los resultados principales correspondientes al problema
continuo. Especificamente, se prueba la existencia de soluciones débiles del sistema (4)-(5) y un
criterio de regularidad bajo el cual, las soluciones débiles de (4)-(5) son también soluciones fuer-
tes. En el tercer capitulo, se define una formulacién variacional equivalente a (4)-(5), a partir de la
cual se construye la aproximacién numérica usando el método de elementos finitos. Se demuestra
que este esquema numérico estd bien puesto y se prueban algunas estimaciones uniformes para
cualquier solucién discreta, las cuales son necesarias en el andlisis de convergencia del esquema
numérico. En el capitulo 4, se muestran algunas simulaciones numéricas realizadas, que eviden-
cian resultados consistentes con los obtenidos en el analisis tedrico. Finalmente, se enuncian las

principales conclusiones obtenidas de este trabajo y se proponen algunos trabajos futuros.
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1. Preliminares

Iniciamos recordando algunas notaciones bésicas y resultados preliminares que serdn usa-
dos a lo largo de este trabajo. A partir de ahora, se considera Q un dominio acotado de R? con
frontera dQ de clase C*'. La razén de asumir esta regularidad para la frontera se sustenta en los
resultados de regularidad parabdlicos y elipticos que son usados con frecuencia en este trabajo.
Asi mismo, se usaran los espacios de Lebesgue y Sobolev, LP(Q) y W5P(Q), con sus respecti-
vas normas || - ||z y || - |lyxp- En particular, denotaremos W*?2(Q) = H*(Q). También, WO1 P(Q)
denotari los elementos de W!”(Q) con traza cero sobre dQ. El producto interno en L?(Q) se-
rd representado por (-,-). Ademds, se considera el espacio L2 (Q)? definido por la clausura de

{ueCy(Q)4, V-u=0}en L*(Q) y los siguientes espacios funcionales

Vi={veH}(Q):V.-v=0enQ}, H(Q):={weH'(Q)?:w-v=0sobre dQ},

13@):= {pe i@ [ p=o},

donde v denota el vector unitario normal apuntando hacia afuera de dQ. Se usara la siguiente nor-

ma equivalente en H/ (Q) la cual ha sido introducida en (Amrouche and Seloula, 2013, Corollary

3.5):
Isli7: = lIsllz2 + llrot s|7. + |V sl 72, Vs € H (), (6)

y las bien conocidas desigualdades de Poincaré e inmersién de Sobolev:
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IVl < CpllVVl 2, Vv € Hy ()Y, )

|ullz= < Cllullg, Yue H*(Q), (8)

para constantes Cp,C > 0, que dependen de €2, pero son independientes de v y u, respectivamente.

Ademas, se consideran las desigualdades cldsicas de interpolacién

lulls < Clul i lul}i,  VueH'(Q), @=3), )
lulls < Clul ), VueH'(Q), @=23), (10)
lulls < Cllal )2l VueH'(Q), @=3). (11)

También se considera el operador de Stokes A := —PA, cuyo dominio es D(A) = V NH?(Q),
donde P : L?(Q)? — L2(Q)? es el proyector de Leray. A lo largo de este trabajo, se considera el
intervalo de tiempo fijo pero arbitrario (0,7), 0 < T < co. Para un espacio de Banach Y, denota-
mos por LP(Y) :=LP(0,T;Y), 1 < p < oo, al espacio de Bochner de funciones integrables definidas
en el intervalo [0, 7] con valores en Y, dotado de la norma usual || - ||1(y). También se define el
espacio C(Y) := C([0,T];Y) de funciones continuas de [0,7] en Y, cuya norma es || - [|c(y). Asi
mismo, denotamos el producto entre Y y su espacio dual Y’ por {-,-)ys o simplemente (-,-) si no
hay ambigiiedades. Por simplicidad denotaremos de la misma forma los espacios de funciones de
valor escalar y valor vectorial. También, la letra C denotard diferentes constantes positivas (inde-
pendientes de los pardmetros discretos) la cual podrd cambiar entre linea y linea o incluso en la

misma linea.
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Con el objetivo de analizar propiedades de existencia y regularidad de las soluciones del
modelo (4)-(5), se usard el siguiente resultado de regularidad parabdlica presentado en (Feireisl
and Novotny, 2009, Teorema 10.22).

Teorema 1.1. Sea Q un dominio acotado con frontera dQ de clase C, 1 < p,q < . Suponga que
FELP(LY), ug € Zpg = {LUQ); DA 4 )V - 1)pp D(Ay) = {wEW(Q): §% =0 sobre IQ},

donde {-;-}.. denota el espacio de interpolacion real. Entonces, el problema

.

du—Au=f en(0,T)xQ,

u(0,-)=uy enQ,

g_‘“/ =0 sobre (0,T) x 0Q,

admite una tinica solucion u tal que u € C(Z,4) NLP(W>4),d,u € LP(LY). Mas aiin, existe una

constante positiva C := C(p,q,Q,T) tal que

lu(®)lle(z, ) + 1 Okull Loy + 1Al ooy < CAS o (za) + [luollz, ,)-

Si p = g, se tiene que

W22/ (Q), sip < 3,
Zp p= Wz_z/PP —

{u e W22pr(Q) 3—3 = 0 sobre 39} , sip>3.

Ademds, denotaremos por 2, el espacio
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2, ={ueC(Z,,)NLP(WHP): Qu e LP(LP)}.

Ahora, se presentan algunos resultados relativos a inmersiones entre espacios de Lebesgue, Sobo-
lev y Bochner, los cuales serdn de utilidad a lo largo de este trabajo, especialmente en el anélisis

tedrico del modelo bajo estudio (ver, por ejemplo, (Lions and Magenes, 1968, p.49)).

Lema 1.2. Sean p,q,p1,p2,91,92 > 1 tales que

1 1-6 6 1 1-6 6
~ = + = —-= +—, con 6 €10,1].
p P1 p2 q q1 q2

Entonces, LP1 (L) N LP2(L92) — LP(L9).

Lema 1.3. Seanr,s >0y 1 < p < 2; entonces la siguiente inmersion entre espacios de Sobolev se

tiene 1 1
WP (Q) — H*(Q), cons=d (5 - —) +r. (12)
p
Lema 1.4. Sean p,p1,p> > 1y s1,520 > 0 tales que
1 1-6 6
s=(1—0)s1+0sy, —= +—, con 0 €[0,1].
p P1 p2
Entonces, LP1(H*') N LP2(H2) — LP(H").
Lema 1.5. Sean p,q,p1,p2,q1 > 1 tales que
1 1-6 1 1 6
—:——|—9<——1>, —=—,conr>0y0¢€l0,1].
9 q prod p D

Entonces, L*(L1") NLP2(W"P1) — LP(L9).
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Nota. Obsérvese que para q; = 6,p; = pa =2y r =2 se tiene que L”(L®) NL>(W??) — L1O(L1?)

de donde se concluye que 25 — L=(L%) NL*(W?2) — LO(L19).

Lema 1.6. (Feireisl and Novotny (2009)) Sea Q C R4 un dominio acotado. Entonces se satisface

la siguiente desigualdad de interpolacion:

A -1
HVHW‘“(Q) < Hvaﬁ-P(Q)HvHilxv%q(Qy 0<A<1,

para0< a,B,y<1,1<p,g,r<e, a=AB+(1-A)y, 1 =2+

Por otra parte, para el diseno del esquema de aproximacién y su posterior andlisis numérico,

se usardn las siguientes definiciones y resultados:

Definicién 1.7. ((Brenner, 2007, p.79) Triangulacién): Sea Q un poliedro de R?. Una triangulacién

de Q es un conjunto .7, de triangulos (en 2D) o tetraedros (en 3D), (K,-)?/: 1» los cuales satisfacen:

e

" KiC§y§:_ :

1

NC=z

= La interseccion de K; y K (dos tridngulos o tetraedros) distintos es:

¢ En 2D: vacia, un vértice en comun, o un lado en comun.

¢ En 3D: vacia, un vértice en comun, una arista en comun o una cara en comun.

Definicion 1.8. ((Brenner, 2007, p.107) Triangulacién cuasiuniforme): Una familia de triangula-
ciones {7, }5~0 de Q es llamada cuasiuniforme, si existen constantes positivas Cj,C,, tales que
para cada K € {7, },~0:

Cih<p(K) 'y diam(K)<Ch,
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donde p(K) es el didmetro del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el didmetro del menor

4

AvEY

Figura 1. diam(K) y p(K) para un tridngulo K en R?.

circulo que contiene a K.

Definicion 1.9. ((Brenner, 2007, p.108) mallado regular): Una familia de triangulaciones {7, } -0

de Q es llamada regular o no degenerada, si existe & > 0, tal que para todo K € {7, }~0:

p(K) > bdiam(K),

donde p(K) y diam(K) son como en la Definicion 1.8.

En la discretizacion espacial para el desarrollo del correspondiente andlisis numérico, se-
rd necesario considerar una familia de triangulaciones regulares y cuasiuniformes de €. Por un
lado, se requerird que el mallado sea regular para asegurar la obtencién de estimaciones para los
operadores de interpolacién que serdn definidos en el Capitulo 3; mientras que la condicién de
ser cuasiuniforme, es requerida para el uso del siguiente resultado que establece una desigualdad

inversa general, la cual serd usada en algunos casos particulares.

Teorema 1.10. ((Brenner, 2007, p.111) Desigualdad inversa) Sea K un dominio acotado de RY,
{ T} >0 una familia de triangulaciones cuasiuniformes y P un subespacio finito dimensional de

whp (K)NW™4(K), con1 < p<eo, 1 <q<ooy0<m<I Entonces, existe una constante positiva
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C tal que, para todo v € P, se tiene

Vllyrp < CRM=HAP=41a )y (13)

Una de las dificultades que surge al lidiar con los términos de transporte en el anélisis nu-
mérico, es que a nivel discreto las formas trilineales asociadas no preservan la misma propiedad de
alternancia que en el problema continuo (puesto que es bien conocido que la condicion de diver-
gencia nula no se puede imponer en el espacio de elementos finitos para el campo de velocidades

u). Por esta razén, necesitamos introducir las siguientes formas trilineales:

B(vi,va,v3) = [((Vl -V)Vz,V3) - ((Vl -V)V3,V2>], Vv, va,v3 € H (Q), (14)

1
2
1
A(V7W1 ) WZ) = 5

[((V~V)W1,W2) _ ((V.V)WQ,wl)], Vv € HY(Q), wi,wa € H'(Q),(15)

las cuales satisfacen las siguientes propiedades

B(vi,v3,v3) = ((Vl-V)Vz,V3>, Vv €V, va,v3 € H(Q), (16)
Aviwiws) = ((V-V)wiwn), Yo €V, wiws € HY(Q), (17)
B(vi,v2,v2) = 0, Vv, vo € H(Q), (18)

A(v,ww) = 0,Vwe H'(Q), ve H(Q). (19)

Estas formas trilineales serdn importantes para aproximar los términos de transporte en las ecua-

ciones de los organismos, la sustancia quimica y el campo de velocidades.
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Para finalizar esta seccidn, se presenta el siguiente lema que serd de gran utilidad en la
obtencion de estimaciones uniformes de las variables discretas y el correspondiente andlisis de

convergencia.

Lema 1.11. ((Heywood and Rannacher, 1990, p. 369)) Asuma que At > 0y B,b*,d* gk h* >0

satisfacen
m m m
A"+ A Y B <A Y Fd A Y BB, Ym > 0.
k=0 k=0 k=0
Entonces
m m m
A" A Y B <exp(Ar Y &) (At Y +B), Ym>o0.
k=0 k=0 k=0

En lo que sigue de este trabajo y por simplificar la escritura, consideramos Q C R3; sin
embargo, los resultados pueden ser reescritos para dominios bidimensionales, inclusive con sim-

plificaciones desde el punto de vista técnico.
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2. Anadlisis tedrico

Desde el punto de vista tedrico, el sistema (4)-(5) ha sido estudiado para dominios bidimen-
sionales y tridimensionales. El trabajo realizado por Hirata et al. en (Hirata et al., 2017) estudi¢ la
existencia global, la acotacion uniforme y la estabilidad de las soluciones en dominios bidimen-
sionales, mientras que en el trabajo realizado por Cao et al. en (Cao et al., 2018) se estudio el caso
tridimensional con k = 0, esto es, se consider? el sistema de Stokes en lugar del modelo de Navier-
Stokes. En (Jin and Xiang, 2019) se analiz6 la convergencia con tasas explicitas para soluciones
globales cldsicas acotadas en dominios d-dimensionales (d = 2,3) para diferentes elecciones de
los parametros a; (i = 1,2). La existencia global de soluciones débiles en el caso tridimensional
(con k # 0) fue estudiada en (Zheng and Willie, 2020); mas exactamente se probo que para datos

iniciales que satisfacen

0 < ng,wp € C(Q), 0<coeWH(Q), ug e D(A?), ¢ e C'T1(Q),

para algunos ¢ > 3, 6 € (%, 1)y n €(0,1), existe [n,w,c,u] solucién débil global en la clase

4/3
loc

now € L, (0,02); (@) N L0, WP (Q), ¢ € 12, ([0,20):H' (@), we L,([0,%):V),

loc loc

que satisface (4)-(5) en el sentido variacional. Ademads, existen 7 > 0y y € (0, 1) tales que la solu-
cién débil satisface que [n,w,c,u] € c2+3 ([T,0);C**7(Q))8. La prueba se sigue de las ideas de los

trabajos (Winkler, 2016; Lankeit, 2016). De hecho, la solucién débil se obtiene como el limite de
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soluciones débiles de problemas adecuadamente regularizados, donde propiedades de compacidad
apropiadas se obtienen sobre la base de algunas estimaciones a priori. La existencia de la solucién
cléasica de los problemas regularizados se obtiene aplicando teoria de semigrupos para garantizar
la existencia y unicidad de las soluciones locales débiles, y luego, se extienden tales soluciones

usando estimaciones a priori.

En este capitulo se estudia la existencia global de soluciones débiles para (4)-(5), asi como
propiedades de regularidad. La nocién de solucién débil presentada en este trabajo es mas débil
que la presentada en (Zheng and Willie, 2020) en el sentido de que nuestra definicién establece
que la ecuacion de la sustancia quimioatrayente se satisface para casi todo punto en Q x (0,7), y
la clase de los datos iniciales, ademds de la ¢, es mayor que la presentada en (Zheng and Willie,
2020). Para probar la existencia de solucién débil, consideramos una familia de soluciones fuertes
de un problema regularizado adecuado, que difiere de lo considerado en (Zheng and Willie, 2020).
De hecho, presentamos un desacoplamiento a través de un problema auxiliar eliptico que permite
ganar regularidad para la ecuacidn de la sustancia quimica, asi como obtener una desigualdad de
energia después de tomar funciones fest y combinar convenientemente las ecuaciones de las den-
sidades y la concentracién. Asi mismo, en relacién con la existencia de soluciones débiles, vale
la pena sefialar que la unicidad de las soluciones débiles en dominios tridimensionales es un pro-
blema abierto; en consecuencia, motivados por los resultados en (Guillén-Gonzélez et al., 2020a;
Loépez-Rios and Villamizar-Roa, 2021), el segundo objetivo de este capitulo es establecer un crite-

rio de regularidad para obtener soluciones fuertes globales en el tiempo.
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2.1. Definicion de solucién débil y solucion fuerte
Definicion 2.1. (Solucién débil de (4)-(5)) Sean 0 < T < oo, Vo € L=(Q), ng,wo € L*(Q), co €
Wha(Q), g > 3, ug € L*(Q) y ngp,wo,co > 0 en Q. Diremos que una cuddrupla [1,w,c,u] es una
solucién débil de (4)-(5) si
n,we L2 NL* WY, o, dw € LY (W),
ce L*(HYNL2(H?), dc € L1313,

ue L°(L)NLA(V), due L3 (W2,

se satisface la ecuacion (4)3 c.t.p (x,1) en Q x (0,7, y se verifica

T T T
/ <3tn7<P1>+/ /[DnVn—nu—XanC]'V(m:Nl/ /”(1—n—alw)¢1,
0 0o Jo 0 Jo
T T T
[ e+ [ [ Dyvw—wu—rowVe Vo =ps [ [ w1l —am—w)es
0 0 Jo 0o Jo

/OT<(9tll,ll/>+/0T/Q[DuVu—ku®u].Vll,:/OT/Q(W_F)LW>V¢.ll,7

para todo @, @, € L°°(W175) yye L5/2(W1,5/2).

Definicion 2.2. (Solucion fuerte de (4)-(5)) Sean V¢ € L=(Q), [ng, wo, co,ug] € W3/24 5 W3/24 «
W3/24 x v y no,wo,co > 0 en Q. Diremos que una cuddrupla [n,w,c,u] es una solucién fuerte de

(4)-(5) con

[, wc,u] € 24 x 2y x Xy x D5,
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si satisface (5) y se cumple (4) c.t.p (x,7) de Q x (0, 7).

2.2. Existencia de soluciones débiles del sistema (4)-(5)
El objetivo de esta seccidn es probar la existencia de soluciones débiles del sistema (4)-(5),

que es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 2.3. (Existencia de soluciones débiles de (4)-(5)) Existe al menos una solucion débil del

sistema (4)-(5), en el sentido de la Definicion 2.1.

Con este objetivo en mente, se presentard una familia de problemas regularizados cuyas
soluciones aproximan a las del modelo (4)-(5), se obtendrdn algunas estimativas uniformes para las
variables consideradas y se realizard un proceso de paso al limite en estos problemas regularizados.
Por simplicidad en los célculos, en esta seccion se considerardn el pardmetro k y los coeficientes
de autodifusién Dy, D, Dy, y D, iguales a 1.

2.2.1. Soluciones aproximadas. Dado € > 0, consideramos el siguiente sistema

regularizado dependiente del parametro €:
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8,ng+ug-Vng=Ang—%1V-( ng ch>+u1nj(1—ng—a1w8) en Qx (0,7),

1+end
Owe +ug - Vwe = Awe — ¥V - (%VQ«) + tow (1 —azne —we) en Q x (0,T),
Oise +Ug - Vsg = Ase — as{ 1 In(1+eng) — Bsf 1 In(1+ewl) enQx (0,7),
oue + (Yeue - V)ug = Aug + Ve + (yng + Awe )V en Q x (0,7), (20)
Vug=0 enQx(0,7),
[ne(0),we(0),5¢(0),ue(0)] = [, Wo.e,50.¢,B0¢] en K,

Inelet) _ dwelnt) _ 9%ll) — o yy(x,r) =0  sobre 9Q x (0,T),

donde c¢ es la tunica solucion del problema eliptico

Ce — EAcg = sg en Q,
21
acf)—(\)f’t) = 0 sobre dQ,
y Ye = (1 +&A)~! es la aproximacién de Yosida (Sohr, 2001). En (20), denotamos por a; =

méx{ag,0} > 0, y los datos iniciales ng ¢, co.¢, S0,¢, Uo ¢ satisfacen



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 28

noge € W4/5’5/3(Q), noe >0, noe — npen L*(Q), cuando € — 0,
Wo.e € W4/575/3(Q), woe >0, woe — wpen L?*(Q), cuando £ — 0,
50,6 >0, S0.e = co,e —EACe € Wl’q(Q)a q>3,
(22)

coe >0, coe — coen H'(Q), cuando € — 0,

$0,e — Co €n W4(Q), cuando € — 0,

upe €V, upe — ug en L?*(Q), cuando £ — 0.

Entonces, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.4. Para cada € > 0, existen iinicas funciones no negativas ng € Zs;3, we € Zs 3,

se € X5/3, We € 2, las cuales, junto a T € L*(H") resuelven el sistema (20) puntualmente para

(x,1) € Qx (0,T).

Demostracion. Para esta demostracion usaremos el teorema de punto fijo de Leray-Schauder. Con-
sideramos el espacio de Banach X = L*(L*)NL*(H') y T': X x X x X — X x X x X definido
por I'([fig, We,S¢|) = [ne,we,se|, siendo ng,we,se las primeras tres componentes de la solucién

[ne,we, Se, e, Te| del siguiente sistema:
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81"’13 —Ang = —Ug¢ V”_lg —XIV (LVE&‘) +‘u11’_l2—(1 —;’_lg —a1W8) en Q x (O,T),

I+engd
ath_AWg = _UEVWE_%ZV ( VT/;_:F VEg) +H2w2_(1 _azr_lg_Wg) CHQX (O,T),

14-ewyd

Orse — Asg = —ug - Ve — a5 LIn(1 + et ) — B3g LIn(1+ewd) en Q x (0, 7),

1
€
a[ug - Au€ + (Yg“s . V)llg — Vﬂg = (’}/ﬁg + AWg)V¢ en Q X (O, T),
V-oug=0enQ x (0,7),

[nS(O)aW&‘(O)aSS(O))u&‘(O)] = [n0,87W0,£7SO,£>u0,8] en Q,

&ng(éc,t) _ 3w§(‘jc7t) _ as3(37t) =0, ug(x,t)=0 sobre dQx (0,T),

(23)

de donde ¢, es la tnica solucién de (21) relacionada con §¢.

Primero probaremos que I" esta bien definido. Si [7ig, we, 5¢] € X X X x X, de (Sohr, 2001, Capitu-
lo V, Seccién 2.3), existe una tnica solucion ug € 25 — Llo(Llo) de (23)4-(23)5 con dato inicial
ug ¢. Ademds, dado que §¢ € X y recordando que dQ € C L1 aplicando la regularidad eliptica al
problema (21) (ver, (Grisvard, 1985, Teorema 2.4.2.7, Teorema 2.5.1.1)), existe una tnica solucién
Ce € L*(H?)NL*(H?). Entonces Vée € L*(H'YNL*(H?) — L'°(L'). Como Viif,Viwd € L2(1?)

tenemos que

V- T _ye 2V - % va e 1’3133
1+ea; °)’ l+ewg  °© '

Ademis, ya que ue € L”(H')NL*(H?) — L'O(L'Y) se tiene que ug - Viig, Ug - Vive, U - V3, iy,

if fig, fig We, W, Wi Wwe, Wi iie € L/3(L3/3). Por lo tanto, la parte derecha de (23);, (23), y (23)5
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pertenece a L/3(L3/3) y asi, del Teorema 1.1, existe una tnica solucién [ng,we,se] € 25 /3 X

Zs/3 x 53 de (23)1-(23)3, tal que

el 25,5 < Cllno.ellwasssis, luell 25 [172e llx s (e llx s [15e [l x), (24)
Iwell 25,5 < Clwo.ellwsrssis, el 25 [|7ellx, [Iwe |l x, I5e]1x), (25)
||SS||<‘Z5/3 < C(HCO,E - 8ACO,8||W4/5A5/3a ||u8||%7 e llx, [|[Wellx, ||Se|x)- (26)

Como 25,3 — L*(H3/?)NL=(L*) < X, concluimos que I" esta bien definido.

Ahora probaremos que I': X X X x X — X X X x X es compacto. Obsérvese que Z5/3 <~ L™ (H 1/ N
L33 (H'7/10)_ Entonces, por el Lema 6 en (Guillén-Gonzélez et al., 2020a), 25 /3 L*(H3 )N
L°°(H1/2) y H3/? S H' < L33 H'/? < 12 < [5/3, denotando a la inmersion compacta como
&, Asi, usando los teoremas de compacidad de Aubin-Lions y Simon (Lions and Magenes, 1968;

Simon, 1987), la inmersién de {u € L>(H>?)NL=(H"/?) : du € L’/3(L3/3)} en X es compacta.

Seguimos probando que los puntos fijos de aI', @ € [0, 1] estan acotadosen X x X x X.Si & =0
el resultado es inmediato; por lo tanto, consideramos & € (0, 1]. Si [ng, we, s¢] es un punto fijo de

aX, entonces [ng, we,se| = 01 [ng, we, s¢|, de donde [ng,we, s¢] satisface que
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One —Ang = —aug - Vng — ay V- ( ng ch) +opng (1 —ng —ajwe) en Qx (0,7),

1+eng

we
1+ewd

Owe —Awe = —ug - Vwe — 0V - ( Vce) + apw (1 —axne —we) en Q x (0,7),
Oise — Asg = —Qug - Vsg — aoesg Ln(1+enf) — afsd Ln(1+ewd) en Q x (0,7),

a[ug — Allg + (Yg“g . V)llg — Vﬂ«'g — (’}/I’lg + AWS)VQD en Q X (0, T),

Voug=0enQ x (0,7).

\

(27
Primero probaremos que ng > 0. Sea [ng, we, g, Ug, ] solucién de (27). Como se describi6 antes,
la parte derecha de (27), pertenece a L>/3(L5/3). Ademds, ne € X — L'0/3(L10/3) s [5/2(15/2).
Entonces, multiplicando (27); por n; = min{ng,0} < 0, usando el hecho de que la condicién

V-ue = 0 implica que [, (ue - Vng )ng =0, se tiene que

ld, _ _ _ ng 2\ _
3l [+ 19 13 = o (Ve Vi )+ g0 (1 == avwe) ) =0,
€

de donde se concluye que n, = 0y entonces ng > 0 para c.t.p en Q x (0,7). De forma andloga,
usando las funciones test w, y s en (27), y (27); respectivamente, tenemos que wg > 0y s¢ >0
parac.t.pen Q x (0,7).

Ahora probaremos que s¢ estd acotado en X. Para esto, tomaremos como funcion test s¢ en (27)3,

integrando en Q y usando V -ug = 0, se tiene que

1d 1 1
EEHSEH%Z + HngHiz =—a (Ocsggln(l + eng) +ﬁsggln(1 +8w8),s8) <0. (28)
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Asi, integrando en tiempo en (28) se tiene que |[sg|| =12y + [|s¢ || 2(41) < C. Ahora acotaremos a ng

en X. Tomando como funcidn test ne en (27); e integrando en €2, tenemos

1d
2dt

ng
1+ éeng

H”SHEZ + HV”SHiZ =ox ( ch,Vng) + a(uine(1 —ne —aywe),ne)

< axilne|| || Veel sl Vael 2 + o H’%Hiz

_ 1/4 3/4 _
< Caxn([nell A 11Vnell 5" + Imell2) | Vee | o Vel 2 + aps [1me 122

1 _
S§||Vne||%z+C||”e||iz||VCe||§4+C||ns||%z||VCe||i4+05N1||ne||iz- (29)

Como c, es solucién de (21) y s¢ € X, entonces ce € L*(H?) NL?*(H?) (Grisvard, 1985, Teorema

2.4.2.7, Teorema 2.5.1.1), y |[ce || 1= (2)nr2(m3) < C(€)|[s¢|x - En particular,

IVeel|p= 4y < C(€)lsellx < C(e).

Entonces, aplicando la desigualdad de Gronwall en (29) tenemos ||n¢||x < C(€). De forma similar,

concluimos que ||we||x < C(€).

Finalmente, probamos que I': X X X x X — X X X x X es continuo. Sea [/}, W, 5] ,neny C X X X X
X tal que [A, Wi, 53] — [fig, We, 5¢] en X x X x X cuando m — oo. En particular [}, wy', §¥' | men estd
acotado en X X X x X,y de (24)-(26), [ng',wg',s¢'] = L[y, wy', 5¢'] estd acotado en 25,3 X 253 X
Zs3- Entonces existe una subsucesion, que denotaremos por [ng',w¢',sg lmeN, ¥ [Ae, We,Se] €

Zsj3 X Xsj3 X X3 tal que
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(g s We',Sg | — [fie, We, S¢], débilmente en 253 X 25,3 X 253y fuertemente en X x X x X. (30)

La igualdad [n}, W}, s¥'] = I'[ag, wy, 5% establece que
(

ohnl — An" = —u - Vil — V- (ch—fg) + AT (1 =" —awi) en Q x (0,T),

1+eant

IWI — AW = —ult - Vil — 1,V - <%Va’g> + W (1 —axig —Wg') en Q x (0,7),

o5 — ASH = —u - V3 — a(50) S In(1 + et t) — B(52T) LIn(1+ew?t) en Q@ x (0,7),

ouf — Aul + (Yeul - Vyu — V' = (yiall + AWl )V en Q x (0,7T),

V.ou =0en Qx(0,T),
\

€19

Cy — EACY =57 en Q,
(32)

% = (0 sobre 0Q.

Tomando como funcién test u} € 2> en (31)4 y usando propiedades de la aproximacién de Yosida

(Sohr, 2001, Capitulo 5), obtenemos

lug'l] 2, < C(e). (33)

Nuevamente, como ¢/ € L*(H?)NL*(H?) y usando las estimativas para n/,w/, s en 25 3y ug

en 25, podemos hacer el paso al limite en (31), obteniendo
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difie — Afig = —utg - Vitg — 11V - <1+e-+ ch) it (1= fig — ape) en Q@ x (0,T),
Oe — Abe = —Ug - Vig — 73V - (1+£_+ch> 1w (1 — apiie —we) en Q x (0, T),
OiSe — ASe = —ug - V3e — asg LIn(1 + eitf ) — B3g LIn(1+ewd) en Q x (0, 7),

dug — Aug + (Yeue - V)ug — Ve = (Yiig + Awe )V en Q x (0,7),

V-oug=0enQ x (0,7),

\

en donde ¢ es la dnica solucién de (21) con Sg. Esto es, [fig, We, §¢] = I'[fig, We, Sel, 1o cual implica
la continuidad de I'. Concluimos entonces que I satisface las hipotesis del teorema de punto fijo de
Leray-Schauder. Asi, I" tiene un punto fijo [ng, we, s¢l, esto es, I'[ng, we, s¢| = [ne, we, s¢|, brindando

una solucién a (20).

]

2.2.2. Estimativas uniformes. En esta seccion se establecerdn estimaciones apro-
piadas, independientes de €, las cuales permitirdn hacer el paso al limite en (20)-(21), cuando €

tiende a cero.

Lema 2.5. Sea [ng,we, e, e, Te|, ne > 0,we > 0,5¢ > 0, una solucion fuerte de (20). Entonces,

se € Xs)3 que satisface



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 35

a[Sg —ASg = —Ug " VSg — aSgéln(l + 8”3) — BSgéln(l + 8Wg) éen Q X (0, T),
g—s‘f =0 sobre dQ x (0,T), (34)

se(0) =50 € WH(Q), g > 3,

\
verifica que

0 < se(x,t) < C. (35)

Demostracion. En la Proposicion 2.4 se mostré que s > 0. La afirmacion s¢(x,¢) < C se obtiene

del principio de comparacién parabdlica (Lankeit, 2016, Lema 2.3). [

Note que, integrando (20); en Q se tiene que
d
d_/ ne = (X.Ul/ ne(1—ng —aywe) < ul/ Ne, (36)
tJo Q Q

entonces, aplicando la desigualdad de Gronwall se tiene que

/Q ne(r) < C,

para todo ¢ € (0,T), esto es, ng € L*(L!). También, integrando en tiempo la igualdad en (36) se
si 2(12

gue que ng € L*(L?).
Ahora, observe que s — ks — ius?, s € [0,00) y 5 > (ks — §5?)Ins, s € (0,0) estdn acotados su-
periormente por alguna constante C; usando estas estimativas y tomando las funciones test Inng

y Inwg en (20); y (20), respectivamente, integrando sobre Q, teniendo en cuenta que nj = ng y
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Wi = wg, se tiene

d/ In Vel | /Vne'vc“r / In
— | nglnng =— | ——— _ nelnn
drJo ¢ ¢ o e o Tten H e

—m/nﬁlnng—aml/ngWelnns-i-Lh/ne
Q Q Q

2
—,ul/ng—alul/ngwg—/ue-Vnglnng
Q Q Q

‘Vng|2 / Vng . VCg 45 2
el e tte Ml 1
- Q Ng _|— ! Q 1"—8”8 2 Qne fi7te
—al,ul/ngwglnng +C, 37
Q

y de forma andloga tenemos que

d |VW[.;|2 VWg ‘VCg H2 2
L welnwe < — YWe Vee Ha [0
dt /_('}_we NWe = /Q We +X1 /fz 1 +€Wg 2 QWS nwe

—artty / newe Inwe +C. (38)
Q

Ahora, estimaremos el término 4 fQ ,para € > 0en (0,7). Usando (20)3, y el Lema 2.8 en

(Lankeit, 2016) obtenemos

d Vsel? Asc|? 1 1
_/ | S£| | S£| +2 —ue Vs£+2a/Asg—ln(1+8ng)—|—2B/Asg—ln(1+3Ws)
dt Jo Q Sg Q €

2 V. |2 21
+/| Ss| Asp — | 58| /| S8| In(1 + ene)

_[3/ |VS“°'|2—1n(1 +Ewe)

2/ |As8|2+2 ASe o Vse — 20 _ng-vng_zﬁ/ Ve Vwe
Q Sg o l+éng o l+éewe

\v/ 2 Vs, |?
‘ Ssl /Q‘ Szg‘ ug-VSg.

Se
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Reemplazando s¢ de (21);, tenemos que

dt/ \nglz 2/ ‘A58’2 ) %ue Vse — 20 Vce'vns_zﬁ/ Vee - Ve
Q

Se Q Se Q 1+8ng 1+8W€
+2(X8/ V(Ace ) Vne 1 2Be / (Ace) ng+ ]Vs£|2 o
Q 1+8ng l"—gWg Q SS
\v/ 2
Vsel o vy (39)
Q St

Usando el Lema 2.7 (vi) en Lankeit (2016), existe k; > 0, k; > 0 tal que para € > 0:

Ase|? Vse|? Vse|*
_2/‘ Se| +/| S;' Asgé—klfss\DzlnSs\z—k1/| S;\ +k2/s’3' (40
Q  Se Q g Q Q  sp Q
Ademads, de la prueba del Lema 2.8 en Lankeit (2016), existe k3 > 0 tal que para € > 0:
A Vse|? \%
2 jug Vse — / | s28| Ug - Ve <—/ ‘ s5| +k3/53‘vu£|2 41)
Q Sg Q Sg

Entonces, de (39)-(41), obtenemos

’VS£|2 / 2 2 ‘VSg’ /VCg'Vng /
ki D71 <20 | —+k
dt/ e SelD7Inse "+ 2 53 o Tten, 2

V(Ace) - Vng ) Vee - Vwe ng (Acg) - Vwe
+2a8/—+Ck/ Vue2—2 / 42

en donde hemos usado la estimativa uniforme para s probada en el Lema 2.5. Obsérvese que

\YJ -V \YJ \vJ 1/2 Vn
2(18/ (ACE) ng :20681/2/ (ACS) ng gl’le / ‘ £| —|—C ea /|V ACg

(43)
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V(Ace) - Vwe 1 [ V(Ace) - Vwe (ewe)!/? |Vwel|? ) )
2Be [ STELNE opeln | <& [ e [ IV(Ace) P

(44)

De (21) se satisface que €V(Ace) = Vce — Vse. Entonces, reemplazando (43) y (44) en (42), se

tiene que

d [ |Vse|? e o ki [ |Vselt Vee - Ve Vee - Vwe
— —+k/s D*Ins +—/ <2a | ——F-2 /—
dt/Q Se ! Q d el 2 Jo sg o l1+éeng B o 1+éewe

Vn 2 Vw 2
—|—6]/| 8| +52/| 8| +k2/Sg+Ck3/ ’Vu£‘2+2/ |VC8|2+2/ |VS£|2- (45)
Q Q We Q Q Q Q

ng

Por otra parte, multiplicando (20), por ug, e integrando en €, tenemos

1d

55““5”%2 + ||V“8||i2 = ((yne +Awe)Vo,ue).

Ademas, por la desigualdad de Gagliardo-Niremberg se tiene que
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(1neV9,ue) + (Awe Vo, ue) < ¥C|lnel| o/s]|uellps +AC[well /s [|uel s

12,2

< Cl[ne 2 o5 | Ve | 2 + ACHwE |25 Vg 2

<53||Vu8||L2+72C63”n8 ||L12/5 lZC&ng ||L12/5
1/2,,3/2 1/2,1/2 1/2
< &||Vue |2 + 72Cs, (Ine 2071V ne 1057 + ||ng 2 (122)?
1/2,3/2 1/2,1/2 1/2
+A2Cs, (Iwe 21202 Ve * 11047 + we *%2)?

1/2,,1/2
< &||Vue |2 + 72Cs, Inellp (Ine |1 1Vre (107 + 1)
+22Cs, [ wellpr ([we |21 [1Vwe (1157 + 1)2

1/2 1/2
< & Vue |22+ 72Cs, (Ve |12 + 1) + 22Cs, (| Vwe |12 +1).

Asi, se concluye que existen 83,C > 0 tales que para todo € > 0

\Y \Y
2dt/|ug|2 (18 /\Vu8|2<C ( /' nel® y a2 [ 1Vwel” >+c, en (0,T). (46)

Q We

Entonces, multiplicando (37) y (38) por constantes adecuadas para cancelar términos con (45),

multiplicando (46) por una constante si es necesario, y usando el Lema 2.5 se llega a

d Vse|? Vne|?
4 U nglnng—l-/wglnwg-i—C/ MJFC/ |ug|2]—|—C [Vnel®
dt |Ja Q Q ng

Vwe|? Vsel*
_|_C | WS‘ +C/ s£|D21nS8|2_|_C/ ’ S£| _|_C/ ’Vu8|2
Q We

+C/ nﬁlnng +C/ ngwglnng—f—C/ W%lnwg +C/ newe Inwe
Q Q Q Q

gc/s£+/ |ch|2—1—/ |Vs£|2+cg/ |ch|2—|—/ Vs> +C. (47)
Q Q Q Q Q
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Multiplicando (21) por c¢ y —Ace se tiene

1 1
Slleellpa + el Veellzz < Sllsellz2, (48)
Y 1 2 2 1 2
SIVeellzz +ellAce][f2 < S [[Vsellp- (49)

Recordando que [|Vsgl|;2(2) < C uniformemente en €, de (49) tenemos que [|Vegl[;2(2) < C uni-
formemente en €. Ademds, /€Ace estd acotado en L?(L?) uniformemente en €. Entonces, inte-

grando en tiempo (47), en particular tenemos que

-1/2
Se /ng

Vse|? . .
y como [q |Vse|? = [o %se y s¢ es uniformemente acotada (Lema 2.5), se obtiene

1Vsell=z2) < C, (50)

2
uniformemente en €. También, de (47), Lema 2.5 y de la identidad Ase = s¢A(Insg) + %, tene-

mos que

[Ase || 22y < C, (51)

uniformemente en €. Ademds, de (48)—(50) se obtiene que

{ce} esacotadaen L”(H'), {\/€Ace} es acotadaen L™(L?).

Aplicando el operador A en (21), y tomando como funcidn test Ace en la ecuacion resultante, se
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tiene que

1 1
SlacelZs + e VAcel 2 < 5 [1Asel.

Por lo tanto, por (51) se cumple que c estd acotada en L?(H?),y {\/€Ace } estd acotadaen L>(H').

Asi se concluye que

{ce} estdacotada en L=(H') NL*(H?) < L'°(L1?),
(52)

{\/€Ace} estd acotada en L*(L?) NL*(H').

Como 2V /ng = Vf por (47), V\/ng € L>(L?). También /ng € L>(H') — L*(L°). Dado que

ne € L°(L'), entonces \/ng € L*(L?). Asf,

{\/ne} estd acotada en L=(L?) NL*(LO) — L'0/3(L10/3),

(53)
{V/ng} estd acotada en L*(L?).
Como Vng = 2,/n:V,/ne, de (53) se tiene que
{ne} estd acotada en L>/*(W13/4). (54)
Ademas, de (53); se deduce que
{ne} estd acotada en L°/3(L%/3). (55)

De forma andloga,
{we} estd acotada en L>/*(W1>/*)nL3/3(L3/3). (56)
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Por otra parte, de (47) tenemos que

{ug} estd acotada en L (L2)NLA(V) — L'9/3 (L10/3), (57)

y de (50) y (51) se concluye que

: o\ ~ 72( 12 10710
€ .
{s¢} estdacotadaen L”(H )NL“(H") — L (L") (58)

2.2.3. Paso al limite. Observe que de (21) y (52), se tiene que

S¢ —Ce = —€Ace — 0 cuando € — 0, en L°°(L2) NL*(HY). (59)

Ademds, de (52); y (53)—(59), existen funciones limite [, w,c, u] tales que para alguna subsucesion
de {[ng,we,ce, e, Se] >0, denotada de la misma forma, se satisfacen las siguientes convergencias,

cuando € — 0,

ne —n débilmente en L>/3(L>/3) 0 LY/*(WHS/*)nL= (L) N L (L?),
we —w débilmente en L3/3(L3/3) N L>/* (WS nL= (LYY N L3 (L?),
ce —c débilmente en L2(H?) y débil* en L=(H"), (60)

u; —u débilmente en L?(V) y débil* en L(L?),

se — c débilmente en L?>(H') y débil* en L=(L?).

De (52);, {Vce} estd acotada en L= (L2) N L*(H') — L'9/3(L19/3), Entonces, de (55) se tiene que
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+
Me —Vce o estd acotada en DAL, (61)
1+éeng

L : T ng ) 5(wls
lo que implica que el termino X [, [o Tt Vee - V@ estd acotado para cada ¢ € L (W'). De
igual manera, de (55) y (57) se tiene que

{neug} estd acotada en L3/4(1°/4). (62)

{ng (1 —ne—ajwe)} estd acotadaen L' (L'). (63)

Por lo tanto, de la ecuacion para ne en (20) obtenemos que

{9ne} estd acotada en L' (W!2)"). (64)

De forma andloga, demostramos que

{Jwe} estd acotada en L (W), (65)

Por otra parte, de (57) y Lema 2.5 se obtiene que

{seug} estd acotada en L'/3(L10/3), (66)

lo cual implica que [] [ seue - V@ estd acotado para ¢ € L'%/7(W'-19/7), Ademis, del Lema 2.5

se deduce
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In(1+enf
{sjw} estd acotada en L%(L?),

In(1+ewg
{sj@} estd acotada en L?(L?).

Por lo tanto, de la ecuacion para s¢ en (20) se obtiene que

{Ohse} estd acotadaen L'O3((Wh10/7y),

Ahora, para y € L5/2(W175/2), de (55), (57), obtenemos
(e @ e, V) < [|uig| 53 VWl 572,

(1neV P, y) < V|| VP|eollre | 153 Wl] 1572,

(6we VP, y) < §[VP|leo[well 35 1W] 5/2-

Por lo tanto, de la ecuacion para ue en (20) se obtiene que

{Oue} estd acotadaen L3 ((W'S/2)).

Asi, se tienen las siguientes estimativas temporales
(

dne — dn débilmente en L' (W')"),
dwe — dw  débilmente en L' (W!2)),

Orse — dhe  débilmente en L!03(W1H10/7Y),

dug — du  débilmente en L3/3((W15/2)).

\

44

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

De (53), (54), (57), (58), (74), teniendo en cuenta que W'5/4 <& 12—y (W1SY, H2 S H
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L33 yH'< 12 <5 [5/3, y usando el Lema de Aubin-Lions y el teorema de compacidad de Simon,

tenemos que (

ne —n fuertemente en L>/4(L?),

we — w  fuertemente en L3/4(L?),
(75)

se — ¢ fuertemente en L2(H')NC(]0,T];L?),

u; —u fuertemente en L>(L?).

\

En particular, ya que n¢ estd acotada en L>/3 (L5/ 3), usando (55) y la desigualdad de interpolacién

Iellioqesy < Imells S m e85y € =4 (5/p) € (0,1),

(lo que implica que % <p< %), se tiene que {ng} es relativamente compacta en LP(L?). Por (52);,
{Vce} estd acotada en L'%/3(L19/3) que, junto con (55) implican que

Ng

Ten: Vee — ¢ débilmente en L'%/°(L10/%), (76)

para algin ¢ € L'%/(L19/9). Por (60)5 se tiene que Ve — Ve débilmente en L!'9/3(L19/3). También
de (75)1, {n¢}e=0 es relativamente compacta en L5/% (LS/ 4). Entonces, podemos concluir, de (76),

que { =nVc. Esto es,

Ng

T ens Vce —nVe  débilmente en L'0/° (L10/9). (77)

De forma similar, de (60),, observando que {neuc} estd acotada en L'%/°(L19/%), y usando que

{ne}e=0 es relativamente compacta en L”(LP) para todo p < 5/3, se tiene que
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neug — nu  débilmente en L'09 (Llo/g). (78)

Por otra parte, haciendo uso del teorema de Dunford-Pettis (ver detalles en (Lankeit, 2016, Pro-

posicioén 2.1)), tenemos que

n2—n* enL'(LY)ynewe - nw enL(L). (79)

Por lo tanto, tomando el limite en el problema regularizado (20);, cuando € — 0, de (60),, (77)-
(79), el limite n satisface la formulacion débil para la ecuacion de la variable n en la Definicién
2.1; de forma anéloga se concluye para w. Por otra parte, de (60), usando que {ugs¢} estd acotada

en L'03(L19/3) y (75), se tiene

uese — cu  débilmente en L3/ (L/3). (80)
Ahora, como M <ngy M < wg, por (55) y (58) tenemos que
In(1+4¢€ In(1+4¢€
{SSM} , {ng} estan acotadas en L'%/7 (L10/7). (81)

Por (55) y del teorema de convergencia dominada se tiene que

In(1+éeng)
& L5/3(L5/3)
< In(1+¢ne) In(1+eén) N In(1+ €n) . o
£ £ L5/3(15/3) € L5/3(15/3) €0

Entonces, de la convergencia débil en (60)5, la convergencia fuerte mostrada anteriormente y (81),
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se tiene

In(1
st —cn  débilmente en L'%/7(L10/7), (82)

Andalogamente, tenemos que

In(1+4¢€
ssw — cw débilmente en L'/ (L10/7)- (83)

Por lo tanto, de (74), (75), (80), y (82)-(83) tenemos que
T T T T T
/ <8tc,(p>+/ / Vc-VgD—/ / cu-V(p—Ot/ / cn(p—ﬁ/ / cw =0, (84)
0 0 JQ 0 JQ 0 JQ 0 JQ

paratodo ¢ € L1973 (WMO/ 3). Note que (84) es la formulacion débil para la ecuacion de la variable
c en (4). Asi, integrando por partes en (84) y usando que n,w € L3/3(L3/3), ¢ € L2(H*)NL=(H")

yuc L>(H')NL>(L?), tenemos que

dc+u-Ve=Ac—oacn—Bew, en L7 (L10/7). (85)

Finalmente, para hacer el paso al limite en la ecuacién de ug, recordamos que {Yeu.} es

uniformemente acotada en L?(L%), y

Yeu, @ug —u®@u="Yeus ® (ug —u) +Ye(ug —u) @ug + (Yo —Hu®u.

La no negatividad de las variables n,w y c, se sigue de la no negatividad de las soluciones regula-

rizadas. Asi, se concluye la prueba del Teorema 2.3.
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2.3. Regularidad de las soluciones débiles
En esta seccién probaremos que, afiadiendo la hipétesis [n, w,u] € L20/7(L20/7) 5 [20/7(1.20/7) x
L8 (L4), las soluciones débiles de (4)-(5) son soluciones fuertes en el sentido de la Definicién 2.2.

Esto se establece en el siguiente teorema:

Teorema 2.6. (Criterio de regularidad) Sea [n,w, c,u] una solucion débil de (4)-(5). Si [ng, wo, co, 0] €

W3/2,4 % W3/2,4 % W3/2,4 xV y

[I’l,W,ll] c L20/7(L20/7) XL20/7(L20/7) XLS(L4), (86)

entonces [n,w,c, 0] es una solucion fuerte de (4)-(5) en el sentido de la Definicion 2.2.

Demostracion. La idea de esta demostracion se sigue de (Guillén-Gonzdlez et al., 2020a). Del
Teorema 2.3, existe por lo menos una solucién débil [n,w,c,u] del sistema (4)-(5) en el sentido de
la Definicién 2.1. La regularidad se concluye luego de varios pasos.

Paso 1:u € 25.
Comou € L8 (L4), de (Casas, 1998, Teorema 4.2.1), se tiene que u € 2, — LIO(LIO). La dltima

inmersion es consecuencia del Lema 1.5, tomando g1 = 6, p; = p» =2y r = 2. Ademas,

[ull 2, < Cllwollv + 9 ll=llnll 2 (z2) + @1l =Wl 222) + 0l s 24))- (87)

Paso 2: c € Zy7.
Para los siguientes pasos, asumimos que n € L29/7(L.20/7) y w e 129/7(1.20/7); del paso anterior te-

nemos que u € 2> — L'°(L'%). Ademis, de la regularidad débil tenemos que ¢ € 25 — L'O(L!°).
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1) c € 259
De las regularidades correspondientes a ¢, n, w, tenemos que cn € L2/ (L29/%) y ew € L2/ (120/9),
Ademds, como ¢ € 23, tenemos que V¢ € L=(L*)NL*(H') — L'93(L19/3) usando el Le-
ma 1.5 con g; = p; = p» =2, r= 1. Por lo tanto u- Ve € L3/2(L>/2). En conclusién, de (4)5,

¢; —Ac € L2/9(L20/9) asi del Teorema 1.1, ¢ € 2£20/9-

ii) ¢ € 120(1%).
Como ¢ € Z5,9, se tiene que ¢ € L= (W11/10:20/9) 1 20/9(W2.20/9) y [=(L12) 120/ (W220/9),

Asf, del Lema 1.5 con ¢ = 12, p; = p» = 20/9, r = 2, se obtiene ¢ € L*°(L%°).

iii) ¢ € Z5».
Con la regularidad extra obtenida para c, se tiene que cn, cw € L5/2 (LS/ 2). Asi, del Teorema

1.1, se tiene que ¢ € 25 .

iv) ¢ € L*(L”)y Ve € L3(L?).
Como ¢ € 255, se tiene que ¢ € L=(WO/53/2)  [3/2(W?3/2). Ahora, por la inmersién
de Sobolev WO/55/2(Q) < L1(Q), para todo 1 < g < oo, se sigue que ¢ € L™(L4) para
todo 1 < g < oo; en particular, ¢ € L°°(L26O/ 9) y entonces, nc, we € L2077 (L13/ 5 ). Como
¢ € X5)y se tiene que Ve € L=(WI/33/2) N L3/2(WIS/2) s L=(L3) N L2 (W15/2). Asi,
del Lema 1.5 con q; = 3, p; = p» = 5/2, r = 1, se obtiene que Vc € L>(L°) y u-Vc €
L'9/3(L19/3) En conclusién, de (4)3, ¢; — Ac € L'3/3(L13/3), asi del Teorema 1.1 se tiene que

o= L13/5(W2’13/5) mLoo(Wl6/l3,l3/5) N LW(LOO).

V) ceE %0/7.
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Con la regularidad extra obtenida para c y V¢, tenemos que cn, cw € L20/7 (LZO/ NYyu-Vce

LY93(L19/3). Como 2 < L2, por el Teorema 1.1, ¢ € Z5,.

Paso 3: Ve e L2 (1L2/3) y Ac e L20/7(120/7).
Ya que ¢ € 25,7, se tiene que Ve € L= (W3/10.20/7y [ 20/7 (W 1.20/7y <y 2o (14) 0 L20/T (W 1:20/7),
Asi, del Lema 1.5 con g1 =4, p1 = p» =20/7 y r =1, obtenemos que Vc € L20/3(1.20/3) El hecho
y q

de que Ac € L2/7(L2%/7) se sigue de la definicion de 27.

Noétese que no podemos seguir aumentando la regularidad de ¢ pues cn'y cw no se pueden
llevar mas alla de L20/7 (LZO/ 7). Por esta razén, ahora trabajaremos para mejorar la regularidad de

n,w, y volveremos luego sobre la regularidad de c.

Paso 4:n € L>(L*)NL*(H"Y).

Primero, del Paso 3 se tiene la siguiente regularidad para Vc:

Ve e L2(LY N L2 (W12017) <y L203(12053), (88)
Empezaremos con la regularidad débil junto con la hipdtesis extra en la regularidad para n;
esto es, n € L20/7(L20/TYn LS/4(W1A/4),

i) n€ Z,19-

Como n, w, Ac € L*/7(L2/7)  se tiene que nAc,n?, nw € L'%/7(L10/7). Ademés, u € L'O(L0)
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iif)

y Vi e L/*(L3/*) implican que u- Vn € L'9/9(L19/), Finalmente, Ve € L20/3(L29/3) y Vn e
L3/*(L3/*) implican que Ve - Vn € L20/19(L29/19). Como 2} < L0 < 10 < 20 de (4);, n, —

An € L2019 (120/19) 'y del Teorema 1.1 se tiene que n € 220/19-

Vi € [200/171(125/17)
Como n € 25,19, se tiene que n € L= (W1/10.20/19y 1 20/19(y2:20/19) “Entonces, denotando

por D'/1% 1a derivada 1 /10 de n tenemos que

DI/10,, ¢ Loo(Lzo/w) ﬁL20/19(W19/10,20/19) N Loo(Lzo/w) mL20/19(W1,20/13)_

Entonces, del Lema 1.6 con & =9/10, B =1, y=0, p =20/13, ¢ = 20/19, tenemos que

A =9/10,r=25/17 y paras >0,

1/10 1/10 11sA 1/10 -1
DY 03 o 102577 < DY 1On ][5 2005 1DV nl| 245,

Como D'/1%, € 120/19 en tiempo, se tiene que sA = 20/19, lo cual implica que s = 200/171

y asi n € L200/171(w1.25/17) Finalmente,

V”l E L200/171(L25/17). (89)

nec %10/9.
De (88) se tiene que V¢ € L= (L*) NL2/7(L%0). Ademés, por el Lema 1.2 con p; = oo, g = 4,

p2=20/7,q, =60y p =10 se obtiene

Ve e L2(LY) N L' (LM,
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V)

Por lo tanto, de (89), Vc- Vi e L200/171(1100/93) 1 200/1917 300/259) 'Finalmente, del Lema
1.2 con (p1,q1) = (200/171,100/93), (p2,492) = (200/191,300/259) se tiene que Vc-Vn €

L'0/9(L19/9) Entonces, por el Teorema 1.1, n € Z10/9-

Vn € L25/18(L150/103).

Como n € 2,9, se tiene que n € L= (W1/3:10/9) A [10/9(w2:10/9) Entonces,

D'3n € L=(L10/9) AL/ (WO/310/9) <y [=(110/%) A 10/9 (w1:30/19)

Asi, del Lema 1.6 con ¢ =4/5, B =1,y=0, p=¢g=10/9, se tiene que A = 4/5, r =

150/103 y para s > 0,

‘ ‘ 1-2
10" nssasom < 1Dl 1D ™

Como D'/n € 1199 en tiempo, se obtiene que sA = 10/9, lo cual implica que s =25/18 y

entonces n € L2>/18(w1:150/103) "Finalmente,

Vn e 125/18(1,150/103), (90)

ne€ Z,17-
De (88) se sabe que Ve € L=(L*) N L2/7 (L), Ademds, por el Lema 1.2 con p| = oo, g =4,

p2=20/7,q, =60y p=>5 obtenemos

Ve e L2(LYNL (L7,



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 53

vi)

vii)

Por lo tanto, de (90), Vc- Vi € L2/18(1300/281y 1 25/23(1300/241) Finalmente, por el Lema
1.2 con (p1,q1) = (25/18,300/281) y (p2,92) = (25/23,300/241) se tiene que Vc-Vn €
L2/ (120/17) De (90) también se tiene que u- Vi € L30/41(L150/118) , 1 20/17(120/17) y 51

nAc,n?,nw € L'0/7(L10/7) — [20/17(120/17) Del Teorema 1.1, se concluye que n € 25917

Vi € [200/119(1 150/103)

Como n € 25917, se tiene n € L= (W3/10.20/17y 1 20/17(y2:20/17) “Entonces,

D3/10,, ¢ Loo(Lzo/n) ﬁLzo/17(W17/10,20/17) < Loo(LZO/17) mL20/17(W1,60/37)_

Asi,del Lema 1.6 conaa=7/10,3=1,y=0, p=60/37,q=20/17, se tiene que L =7/10,

r=150/103 y para s > 0,

1-4
||D3/]O”||€V7/|o,150/103 < ||D3/]On||$1,60/37||D3/]0”||2(20/17)-

Como D3/1% e 129/17 e tiempo, tenemos que sA = 20/17, lo cual implica que s = 200/119

y entonces n € L200/119(w1:150/103) ‘Finalmente,

Vi e L200/119(L150/103). 1)

nec %/4
De (88) sabemos que Ve € L=(L*) N L2/7(L%0). Ademds, por el Lema 1.2 con p; = oo,

q1 =4, pp=20/7, g2 =60y p =4 obtenemos

Ve e L™ (LY) N LA (L2).
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Viii)

Por lo tanto, de (91), V- Vi € L200/119(300/281) 1 200/169 (1 300/231) "Einalmente, del Lema
1.2 con (p1,q1) = (200/119,300/281), (p2,42) = (200/169,300/231) tenemos que Vc -
Vn € L3/*(L3/*). De manera similar, de (91), se tiene que u - Vn € L3/*(L5/4). Por lo tanto,

del Teorema 1.1 concluimos que n € 25 4.
Vi € L25/12(125/17),
Como n € 254, tenemos que n € L= (W3/53/%)  L3/*(W25/%). Entonces,

Asi, del Lema 1.6 con a =3/5, B =1,v=0, p=5/3, g =5/4, tenemos que A = 3/5,

r=25/17y paras > 0,

2/5 2/5 11sA 2/5 1-1
D303, 50517 < D 2nl[Sh 5 [D* ]S

Como D?/°n € L>/* en tiempo, tenemos que sA = 5/4, lo que implica s = 25/12 y entonces

n e L¥/12(w125/17) Finalmente,

V”l e L25/12(L25/17). (92)

nec %/3
De (88) se tiene que Ve € L=(L*) NL*/7(L). Ademis, del Lema 1.2 con p; = oo, gy = 4,

p2=20/7,q, =60y p =3 se obtiene

Ve e L°(LY) N L3 (L%).
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X1)

Por lo tanto, de (92), Vc- Vi € L?/12(L100/93) o [75/61(1900/637) Finalmente, del Lema
1.2 con (p1,q1) = (25/12,100/93), (p2,492) = (75/61,900/637) se tiene que Vc-Vn €
L*/3(L*3). De manera similar, de (92) y u € 23, tenemos que u- Vn € L*/3(L*/3). Usando

el Teorema 1.1 concluimos que n € 2y 3.

Vn e L33(L3/?).

Como n € 23, tenemos que n € L=(W1/24/3)  L*4/3(W2#/3). Entonces,

Asi, del Lema 1.6 conax =1/2, 3 =1,y=0, p=12/7, g =4/3, tenemos que AL = 1/2,
r=3/2yparas>0,

s(1—2)

1/2 1/2 A 1/2
||D / ””;Vl/zaﬂ < ||D / ”||€,V1,12/7||D / n||L4/3

Como D'/2n € L*/3 en tiempo, tenemos que sA = 4/3, lo que implica que s = 8/3 y entonces

n e L3/3(W'3/2), Finalmente
Vn e L33 (13/?). (93)

ne -
De (88) se tiene que Ve € L=(L*) NL*/7(L). Ademis, del Lema 1.2 con p; = e, g; = 4,

p2=20/7,q> =60y p =3, nuevamente

Ve e L2 (LY N L3 (L%).
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X11)

Por o tanto, de (93), V- Vn € L8/3(L'2/1) N [24/17(136/25), Finalmente, del Lema 1.2 con
(p1,q1) = (8/3,12/11), (pa2,q2) = (24/17,36/25), se tiene que V- Vi € L'07(L19/7) De
manera similar, por (93) y u € 23, se tiene que u-Vn € L'/ 7(L10/ 7). Del Teorema 1.1

concluimos que n € Zj¢ 7.
Vn e LX(L?) y n € L>(L?) NLI93(L10/3).
Como n € 27, tenemos que n € L= (W3/5:10/7y A [10/7(W2.10/7) Entonces,

D35, e L°°(L10/7) mL10/7(W7/5,1o/7> . Loo(LIO/7) ﬂL10/7(W1’30/17).

Asi,del Lema 1.6 cona=2/5,=1,y=0, p=30/17, g = 10/7, tenemos que A =2/5,

r=150/97 y para s > 0,

1-1
||D3/5n||€4/2/5ﬁ150/97 < ||D3/5n||;[}/L1730/17||D3/5n||2(10/7 )'

Como D?5n e L'%7 en tiempo, tenemos que sA = 10/7, lo cual implica s = 25/7 y en-
tonces n € L2/7(W1-159/97) " Ahora, por la inmersién de Sobolev Vn e L'0/7(W1:10/7) <
L'0/7(L30/11) tenemos que Vn € L2/7(L1Y/97y N L19/7(130/11) Entonces del Lema 1.2 con

p1=25/7,q1=150/97, p, =10/7, g2 =30/11y p =2,

Vn e L2(L?). (94)

Finalmente, por inmersiones de Sobolev tenemos que n € L=(W3/510/7y q L 10/7 (W 2:10/7)

LDO(LZ) mL10/7(L30) N L10/3(L10/3).
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Xiil) n € Z/13-
Como tenemos que Ve € L20/3(L20/3) Ac € L2077 (L20/7) y w e L'O(L10) — 1.20/3(1.20/3) de

la regularidad de n en el anterior item tenemos que

W-Vi, Ve-Van, ne,n, i mw € L2030,

Concluimos del Teorema 1.1 que n € 25 13.

xiv) n € L=(L*)NL*(H").
Como n € 25013, s€ tiene que n € L=(W7/1020/13) A 1 20/13(y2:20/13) "Entonces, por (12)

tenemos que

ne Lw(W7/1o,20/13) ﬁ1420/13.(‘,‘,2,20/13) N L°°(H1/4) ﬁL20/13(H31/20).

Asi, del Lema 1.4 con (py,s1) = (e0,1/4), (p2,s2) = (20/13,31/20), se tiene que n €

L*(H%/32) — [2(H"). Del Paso 4-xii), se tenia que n € L=(L?).

Paso 5:w € L™ (L*)NL*(H").

Esta afirmacion se prueba de forma andloga al paso anterior.

Volvemos a mejorar la regularidad de c.

Paso 6: c € 23
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Como nw e LOO(LZ) ﬂLz(Hl) SN L10/3(L10/3), uc LIO(LIO), ce Loo(Loo) y Ve € L20/3<L20/3),

entonces cn, cw € L'93(L19/3) u- Ve € L4(L*), y concluimos del Teorema 1.1 que ¢ € 2 3.

Paso 7: Ve € LYO(L19) y Ac € L19/3(110/3),
Como ¢ € 23, se tiene que Vc € L= (W2/5:10/3) A 103 (wh10/3y ey [o(1.0) 0 L10/3 (W 1:10/3),
Asf, del Lema 1.5 con g = 6, p; = p» = 10/3, r = 1, obtenemos que Vc € L'°(L!%). El hecho de

que Ac € L1%3(L19/3) es inmediato de la definicién de 27;5.

Paso 8:n € Zs 3.
De la regularidades de n en el Paso 4, w en el Paso 5y c en el Paso 7, y como ¢ € L*(L*),
u € L'°(L'9) obtenemos que u- Vn, nAc, Ve - Va, n?, nw € L3/3(L3/3). Por lo tanto, del Teorema

1.1,ne %/3

Paso 9: ne L>(L%) y Vn e L29/9(1.20/9),
Como n € 253, tenemos que n € L=(W433/3) A L33 (W23/3) s L=(L3) N L33 (W25/3). Asi, del
Lema 1.5 con q; = 3, p; = p» = 5/3 y r = 2, obtenemos que n € L3(L?). Por otra parte, como

n e L=(W453/3)n L5/3(W?23/3), de (12) tenemos que

Entonces, por el Lema 1.4 con (py,s1) = (0, 1/2) y (p2,52) = (5/3,17/10), se tiene que n €

L?9/9(H7/5). En particular, Vi € L?/%(H?/5) — [20/9(120/9),



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 59

Paso 10:w € %/3, we LS(LS) y Vwe L20/9(L20/9).

Esta afirmacion se prueba de forma andloga a los Pasos 8 y 9.

Paso 11: c € Z4.
Tenemos de los Pasos 1y 7 que u-Ve € L*(L*). Como ¢ € L*(L*), y de los Pasos 8 y 10, n,

w € L’(L>), se tiene que cn, cw € L (L>). Asi, del Teorema 1.1, ¢ € 2. Ademis, de (87),
lell 2 < C([| —w-Ve—(n+w)cl[aay + llcollara)

< C([[uf| o0y [Vell o g203) + [lel] o=y lmll s sy + Wl s esy) + llcollaes)

< C(llnollsr45 wollganss lleollganss [wollv, Inll 22y, Wllp2 2y [[llpsga)) . 95)

Paso 12: Ve € (L) y Ac € L*(L?).
Como ¢ € 25, tenemos que Ve € L=(W/2H) N LAW!H) — L=(L'2) N LA (W), Asi, del Lema
1.5cong; =12, py = po =4y r=1, se tiene que Vc € L?°(L?°). Por otra parte, el hecho de que

Ac € L*(L*) es inmediato de la definicién de 27.

Paso 13:n € Z4.

) ne Zm-
De las regularidades de n en el Paso 9y ¢ en Paso 12,y como u € L'°(L'), se tiene que

u-Vn e L2/M(L20/10) " yAc e L29/9(129/%) y Ve - Vin e L2(L?). Por lo tanto, del Teorema
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1i1)

iv)

1.1,n e %0/11.

Vn e L3/?(L3/?).
Como n € 25911, s€ tiene que n € L= (W9/10:20/11y A [ 20/11(yy2.20/11 “Entonces, por (12)

tenemos que

ne Loo(W9/10,20/11) mLZO/ll(WZ,ZO/ll) ‘—)Lw(H4/3) ﬂLzo/ll(H20/37).

Por lo tanto, del Lema 1.4 con (py,s1) = («0,4/3) y (p2,52) = (20/11,20/37), tenemos que

n € L3/2(H31/20) En particular, Vi € L3/2(H'1/20) s [5/2(L00/19) s [5/2(15/?),

ne 2.
Como Vn € L32(1°/?) y u € L'O(L'9), tenemos que u - Vn € L2(L?). Entonces, por el item

i) de este paso y del Teorema 1.1, n € Z5.

ne Zs.

Tenemos que n € 2> — L'°(L!Y). Ademds, usando el Lema 1.5con ¢ = p; =p, =2y
r=1 se tiene que Vn € 27 — L'3(L19/3) _ Por lo tanto, de la regularidad obtenida para
c en el Paso 12 y usando que u € L'%(L'%), obtenemos que u-Vn € L/>(L3/?) y Vn - Ve,

nAc € L?°/7(L2%/7). Como 3 < 2 < 5, tenemos que n € 25 5.

Vn e LY(L*).
Como n € 25 5, tenemos que Vn € L=(W1/55/2) [3/2(W'5/2)_ Entonces, de (12) tenemos

que
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Entonces, del Lema 1.4 con (py,s1) = (e0,1/2) y (p2,52) = (5/2,13/10) tenemos que Vn €

LA(HY) — LY.

Vl) ne %0/7.
Como Vn € L*(L*) y u € L'O(L'9), tenemos que u- Vn e L2%/7(129/7) Entonces, del item

iv) de este paso y el Teorema 1.1, se concluye que n € 2597

vil) ne L=(L*) y Vn € L*/3(120/3),
Como n € 25,7, tenemos que n € L= (W13/10.20/7y y 1(L=). Ademads, del Lema 1.5 tene-

mos que

Vn e LOO(W3/10’20/7)ﬂL20/7(W1’20/7) ‘—>L20/3(L20/3).

viil) n € Z4.
De las regularidades correspondientes a w, ¢ y n en los pasos anteriores, y como u € L!9(L10)
tenemos que u-Vn € L*(L*), nAc € L*(L*) y Vn- Ve, n?, nw € L3 (L?). Asi, por el Teorema

1.1,n € Z4.

Paso 14: w € Z4.

Esta afirmacion se prueba de forma andloga al paso anterior.
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3. Analisis numérico

Desde el punto de vista numérico, existen diferentes trabajos enfocados en el fendmeno de
quimiotaxis (ver por ejemplo, (Chertock et al., 2018; Guillén-Gonzdlez et al., 2019, 2020b, 2021,
2022; Guo et al., 2019; Gutiérrez-Santacreu and Rodriguez-Galvan, 2021; M. Ibrahim, 2014; Saito,
2012) y las referencias en ellos) en donde se han propuesto algunos esquemas numéricos utilizando
diferentes métodos, analizando propiedades de las soluciones discretas como su existencia, unici-
dad, positividad, convergencia, conservacion de masa, estimaciones de error, entre otras. Una vez
considerada la interaccidén con un fluido, hasta donde sabemos, la literatura relacionada con el
sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes es escasa, ver por ejemplo (Chamoun et al., 2018; Duarte-
Rodriguez et al., 2021). Para el modelo de Keller-Segel-Stokes bidimensional, en (Chamoun et al.,
2018) se estudié la convergencia de un esquema numérico obtenido mediante la combinacién de los
métodos de volimenes finitos y elementos finitos; mientras que, para un sistema de quimiotaxis-
Navier-Stokes tridimensional, la convergencia de un esquema de elementos finitos fue analizada en
(Duarte-Rodriguez et al., 2021). Por otra parte, hasta donde sabemos, para el modelo (4)-(5) en el
cual, la difusién por la quimiotaxis, los términos de competencia del tipo Lotka-Volterra y la inter-
accion de un fluido son combinados, no hay trabajos que traten el anélisis numérico. Teniendo en

cuenta lo anterior, el objetivo de este capitulo es desarrollar el anélisis numérico del modelo (4)-(5).



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 63

3.1. Formulacion débil equivalente

Recordando que uno de los objetivos principales de este trabajo es abordar el analisis numé-
rico del sistema (4)-(5), se observa una dificultad al lidiar con los términos fuertemente no lineales
—x1V-(nVc),—x2V - (wVc) de segundo orden en las ecuaciones de densidad de las especies com-
petidoras. De hecho, no esta claro como realizar un andlisis de 6rdenes 6ptimos de convergencia
en un esquema de elementos finitos basado en la formulacidn variacional cldsica. Asi, para superar
esta dificultad, se introduce una variable auxiliar dada por el gradiente de la sustancia quimioatrac-

tora, s = V¢, obteniendo el siguiente sistema equivalente:

(

(yn,ii) + Dy (Vn, Vi) + (u-Vn,i) = x1(ns, Vi) + uy (n(1 —n—ayw),n),
(W, W) + Dy, (Vw, Vi0) + (w- Vw, w) = x2(ws, VW) + Lo (w(1 — azn — w),w),
(9;s,8) + D, (rot(s),rot(8)) + D.(V-s,V-8) = (u-s+ (an+ Pw)c,V-3§),
(96)

(dc,é)+D.(Ve,Vé)+ (u-Ve,¢) = —((an+ Bw)c, ),

(du,) + Dy(Vu, Vi) +k((u-V)u,i) = (7,V-u) + ((yn+ Aw)Vo, ),

para todo [72,W,5,¢, 0, ] € H' (Q) x H'(Q) x HI (Q) x H'(Q) x H} (Q) x L§(Q), donde la condi-
cién inicial considerada para la variable s es s(x,0) = so(x) = Vco(x). La ecuacién (96)3 se obtiene
aplicando el operador gradiente de la ecuacion (4)3, multiplicando el resultado por la funcién test

§ € H!(Q), integrando por partes y sumando el término (rot(s),rot(s)) (usando que rot(s) = 0) .
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Entonces, se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.1. Sea sy = Vcy. Entonces [n,w,c,u,n| es una solucion cldsica de (4)-(5) si, y solo si,

[n,w,c,s,u, 7] es una solucion cldsica de (96).

Demostracion. Si [n,w,c,u, 7] es una solucién clasica de (4)-(5), entonces definiendo s = Ve, el
procedimiento anterior para obtener (96) muestra que [n,w, c,s,u, ] satisface (96). Ahora, supén-
gase que [n,w,c,s,u, 7| es una solucién clésica de (96), integrando por partes la ecuacién (96)4
tenemos que

dic—D:Ac+u-Ve=—(an+Bw)c c.t.pen Q. 97)

Aplicando el operador gradiente en ambas partes de la igualdad (97), tomando como funcion test

§ € H)(Q), restando la ecuaci6n resultante de (96)3 y denotando p = Vc —s se tiene que

(0:p,5)+ D.(V-p,V-5)+ D(rot(p),rot(5)) — (u-p,V-5) =0, VseH(Q),

de donde, tomando § = p € HJ} (Q) y usando (6) y (9), se concluye que

1d
EEHPIIiz+DcIIV-PIIiz+Dc||r0t(P)Hiz = (w-p,V-p) <|ullsllpllsIV- Pl
< IHV'pHiZ_"EH“”%@HP“LZHPHHl
D
< 76(!lV-Pllinrllrot(P)lliz)+C||11||16||PHIZ;-

Como p(0) = 0, observamos que p = 0, asi s = Vc. Para finalizar, se reemplaza s = V¢

en (96); > e integrando por partes una vez mas, se concluye que [1,w,c,u, 7] es solucién de (4)-
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(5). O

3.2. Esquema numérico

En esta seccidn, se construye y se analiza un esquema numérico para aproximar las so-
luciones débiles del modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes con términos de competencia del tipo
Lotka-Volterra (4) con condiciones iniciales y de frontera (5). Se propone un esquema numérico
totalmente discreto, que estd bien planteado, basado en el método de Elementos Finitos (EF). Se

asume una particién uniforme de [0, 7| con paso de tiempo At =T /N : (t,, = mAt)%zS’ )

Para la discretizacion espacial, se considera una familia de triangulaciones regulares y cua-
siuniformes de Q, {7, } 50, formadas por simplices K (tridngulos 2D vy tetraedos en 3D) con un

dngulo recto, tales que Q = U ke, K, donde h = méxgc g hg, siendo hg el didmetro de K.

Se consideran los siguientes espacios de elementos finitos para [n,w,c,s]:
Ny={necC(Q):nlx P, VK € 9} Cc H(Q),
Wy ={weC(Q):wgeP, VKc J,} c H(Q),
Ch={ceC(Q):clxkeP, VK<€ )} CH(Q),

Y, ={scC(Q):s|x €P,, VK € T} C H}(Q),

con r; > 1 (i =1,2,3,4), donde en general P, denota el conjunto de todos los polinomios de

grado menor o igual que r. Por otra parte, asumimos que los espacios para [u, 7], los cuales serdn



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 66

denotados por [Uy,, IT;], satisfacen la siguiente condicién inf-sup discreta: Existe 3 > 0 constante,

independiente de h, tal que

(o V.
sup (&, V-v)

—>2——>Bligln,, Vg€ (98)
veufor  IVllo,

Algunas opciones para la escogencia de los espacios [Uj,I1,] son: la aproximacién de Taylor-
Hood [P,,P,_;] (para r > 2) (Stenberg, 1990; Girault and Raviart, 1986), o [P — burbu ja,P]

(para r = 1) (Girault and Raviart, 1986).

3.2.1. Operadores de interpolacién. Se considera el operador de Stokes (Py, Pr) :
H(Q) x L(Q) — Uy, x I, tal que [Pyu,Pr7t] € Uy, x I, satisface
Dy(V(Pyu—u),Va) — (Prr—n,V-u) =0, Yaec U,

99)
(V- (Pyu—u),7) =0, Vrell,

el cual satisface las siguientes propiedades de aproximacion y estabilidad presentadas en (Guillén-
Gonzalez and Redondo-Neble, 2013)
1
o= Puw, = Par] g1z + o lu = Paufl 2 < KR, ]| pror e (100)

[Pt Bl iz < Clllw, @l (101)

Ademads, se consideran los siguientes operadores de interpolacion

P,:HY(Q) =Ny, P,:HY(Q) =W, P.:HY(Q)—=C, Ps:H(Q)—X,,
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tales que paratodon € H'(Q),w e H'(Q),c € H'(Q) ys € H} (Q), P,n € Ny, Pyw € W, Pec € G,

y Pgs € ¥, satisfacen

(

(V(Pyn—n), Vi) + (Pyn—n,in) =0, Vie Ny,
(V(Pyw —w), VW) + (Pyw —w,w) =0, Vw e W,
(102)

(V(Pec —¢),VE) + (Pec —c¢,¢) =0, Ve ey,

(V- (Pss —s),V-§) + (rot(Pgs —s),rot(5)) + (Pss —s,8) = 0, V5 € Xy,

\

No es dificil ver que los operadores de interpolacion estdn bien definidos como consecuencia del
Teorema de Lax-Milgram. En efecto, por ejemplo para el operador de interpolacién PP, conside-
rando la forma bilineal

a:thNh%R

[@,7] — (w,7) + (Vo, Vi), (103)

se tiene que a(-,-) es continua y coerciva. Ademds, dado n € H'(Q), el funcional f, : Nj, — R
definido por f,(71) = (n,71) + (Vn, Vii) pertenece a (Ny) . Por lo tanto, el Teorema de Lax-Milgram
implica que existe un dnico elemento en Ny, denotado por P, n, tal que a(P,n,n) = f,(7), para todo

in € Nj.

Ademads, se cumplen los siguientes errores de interpolacién (ver (Brenner, 2007)):
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[ —Pyn| 2+ hlln—Pun| g < KAV (0| g1, Vn € HNHH(Q),

lw—=Puw|| 2+ hllw—Puw|; < Kh2tl Wl yryr1, Ywe H?H(Q),

(104)
le =Pecllpz +hlle = Pecll g1 < KB el yrsnr, Ve e HBHH(Q),
Is = Pgsl 2+ hlls — Psll g1 < CH* s g s € H™H(Q),
\
y las siguientes propiedades de estabilidad
| [Pun, Pyw, Pec, Pss] || g1 < ||[n,w,c,8]]| 1, (105)
| [Purt, Pyw, Pec, Pss]||y1.6 < Cl|[n, w, c,8]|| 2. (106)

La desigualdad (105) se puede deducir de (102). Por ejemplo, tomando 7 = P,n en (102); se

obtiene
(VP,n,VP,n) + (Pyn,Pyn) — (Vn,VP,n) — (n,P,n) = 0.

Aplicando la desigualdad de Holder se sigue que

2
[Pun| [ < [IVRl|2[[VPanl| 2 + [|nf] 2 ][Banl] 2 = [lInl 2, [[Vall ] - [[Pan][ 2, [[VIPan]] 2]

por lo tanto, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz concluimos que

[Banl[ g < [l 1

De forma andloga se deducen las desigualdades para las variables w,c y s. La desigualdad (106),
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por ejemplo para la variable n, se puede obtener de (104);, usando la desigualdad inversa (13) y
comparando PP, con un interpolador de promedios de tipo Clement o Scott-Zhang (que son estables
en W176) (Brenner, 2007; Siili and Mayers, 2003). Nuevamente, de forma andloga, se deducen las

desigualdades para las variables w,c y s.

3.2.2. Definicion del esquema numérico. Teniendo en cuenta la formulacion débil
(96), se considera el siguiente esquema numérico de primer orden en el tiempo, lineal y desaco-
plado.
Inicializacion: Sea [ng,wg,cg,sg,ug] = [Puno, Pywo, Peco, Psso, Pyug] € N x Wy, x Cj, ¥
Eh X Uh
Paso de tiempo m: Dado el vector [nhm_l,wZ"l7cﬁ_l,sh’"—1,uZ’_l] €N, X Wy, x Cp, X X, X

Nj X Wy, x Cp, x £y x Uy, x I, se cumple:
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a) (8m' i)+ Dy (Vi Vi) + Al i)

= i (n'sy Vi) + () 7) — (! [~ ) — an () (Wi~ ),
b) (&W), W) + Dy, (VWL Vip) + A (w1 wi )

= o (Wi'sy' VW) + (W, w) — paan (Wi [~ 9) — pa (wiy (Wi~ 9),
¢) (&8)",5) +De(V-sp',V-5) + D, (rot(s)"),rot(3)) = (uf - s 4 (e + w1V -5),
d) (8¢,E) + De(VEr,Ve) + AW e &) = —(ach[nl] +,€) — (Bl Wi+, E), (107)

e) (Sujf, ) +kB(wy ™" ujl, @) + Du(Vuj, Vi) — (m, V- 0) = ((yn)) +Aw}))V,a),

f) (V'uzlvﬁ-) =0,

m__ m—1
donde, en general, se denota &;a}' = Zh Aath y [a]']+ = max{0,a]'}, y las formas trilineales A y B

han sido definidas en (14) y (15).

Observacion 3.2. En el esquema (107), primero se computan n;' y w}' resolviendo (107)a) y
(107) b) (sistemas lineales desacoplados). Posteriormente, teniendo n}' y wj', se computan uy’, T,", y
cyy resolviendo (107),y, (107) ) y (107)4) (sistemas lineales y desacoplados, salvo el acoplamiento
usual en las ecuaciones de Navier-Stokes); y finalmente, conocidas n}, w;' y uj, se computa s}

solucién de (107) ¢) (problema lineal). De esta manera, el esquema (107) es lineal y desacoplado.

3.3. Buena postura y estimaciones uniformes
En esta seccion se demuestra que el esquema numérico propuesto estd bien planteado y
se obtienen algunas estimaciones uniformes (independientes de los pardmetros discretos) para las

soluciones de (107), las cuales seran utilizadas en el andlisis de convergencia. Con este objetivo, se
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formula la siguiente hipdtesis inductiva: Existe una constante K > 0, independiente de m, tal que

syt e o <K, Vm>1. (108)

Después de llevado a cabo el andlisis de convergencia, se verificard la validez de (108) siguiendo un
procedimiento inductivo. Previamente, varios autores han considerado las hipétesis inductivas en el
andlisis de convergencia de esquemas numéricos asociados a EDP no lineales. De hecho, en (Zhang
etal., 2016) los autores utilizan una hipétesis inductiva del tipo || 67} ||y1.- < K para tratar un esque-
ma numérico asociado a un sistema tipo Keller-Segel en dominios bidimensionales; en (Duarte-
Rodriguez et al., 2021), los autores asumen una hiptesis inductiva del tipo ||[o7 ', ¢} | <K
para llevar a cabo un andlisis de convergencia de un sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes en domi-
nios tridimensionales y || GZ_I |1 < K en dominios bidimensionales, mientras que en (Nifio-Celis
et al., 2021), los autores asumen una hipétesis inductiva del tipo || [uzfl : 6271 |1 < K para desa-
rrollar un andlisis de convergencia de un sistema de haptotaxis en dominios de dimensién menor o

igual a tres.

Teorema 3.3. (Buena postura) Existe una constante C > 0 (independiente de los pardmetros
discretos) tal que si At < C, entonces existe una tinica [n]',wy',cj',s)', w}', "] € Nj X Wy, x C X

Xy x Uy x Iy, solucion del esquema (107).

Demostracion. En primer lugar, para demostrar que existe una solucién tnica [n}', w}'] € Nj x W,

de (107),)5), basta probar la unicidad, dado que es un sistema lineal. Con este fin, suponga que
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existen [nznl , w%], [n’;fz, w%] € Nj, x W, dos posibles soluciones de (107)a),b)§ entonces, denotando

por [nj!, Wi = [n]!, — n}l, W', — wi,], tenemos que [1)', w}'] € Nj, X W), satisface
(W, 7A) +AtD, (Vi) Vi) + AA(W nll i) = x At (n)'s) !, Vi)
At (), i) — At (R 4 ) — i Atay (n w4, 7), VA€ N, (109)
(W' W) +AID, (VW] VD) + AtA (W)~ Wit W) = xoAt(wisy !, Vi)

AL (W' W) — o Aray (wi' [y~ 4, W) — oAt (Wi w4, w), W € W (110)

Tomando 7 = n}’ en (109) y w = w}" en (110), usando (19) y que
(I Tesmt) = (e P = 104) = 0, (i wi ™, = (I 2, iy~ '14) > 0,
Wit i~ Teswit) = (W12, i~ 1) = 0, 0ol ™ e wi) = (w2, Iy ~'4) > 0,

(yaque [n]" '], [wi'~']4 > 0), se deduce que

(1~ A0 || 2, + A, | V|22 < s | (s V). (111
(1 ) [ |22+ AID VW22 < 2ot (s Vi) . (112)
Ahora, usando la desigualdad de interpolacion tridimensional (11), la hipétesis inductiva (108), y

las desigualdades de Holder y Young, se puede acotar la parte derecha de (111) de la siguiente

manera
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2 2 -1
(1= 1 At ||| 72 + AcD | Vi |l72 < 208l s sy ™ Nl poss VAl 2

AfD o C(x)? 15 my9/5
< A e AN A
AtD
< =g 3+ 19 1152) + Crde 2,
de donde se tiene que
1 D, ” ” AtDy ”
(5= (s + 2 A I S g 22+ 229 s < Cont e (113)

De forma andloga, se tiene la siguiente estimativa para w),

1 D 1 AtD
[5 - (uz+ %)Ar] Wil + S IWR L + = IVwRIL < Gz, (114)

Entonces, si At < 1/E con E = 2max{u; + % +C1, U+ % +C>}, concluimos que n}! = w)' =0,
esto es, anl = ”21,2 y wa] = waz. Conociendo la existencia y unicidad de [nh’",wf] € N x Wy, se
puede mostrar la existencia y unicidad de [c}', s}, u}", m}"] € Cp, X Zj, X Up, x ITj, solucién de (107))-
(107)5) como sigue: asumiendo que existen [c%l,s%,u%,n}’fl], [cﬁz,sﬁz,uﬁz, 71:,’1"2] € Cp XXy x
Uy x 11, dos posibles soluciones; definimos ¢’ = chl — CZl,z’ Sy = SZ] — sh”fz, u; = qul — uZz y

m __ m m m om m m 3
T, = Ty — W5, tenemos que [ch ,Sp Wy T | € G, x X, x Uy, x T, satisface
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(S7",8) + AtD:(V -8}, V -5) + AtD (ot (s} ), rot(s)) = At (u]! -s)' ',V -5),

(", &) + AtD (V! VE) + MAWI ) ¢ &) = —Ata(c'[n] 1 ,&) — AB (W) 1, E),
(115)

(", @) + kAtB(u) ' w, @) + AtDy (VU Vi) — At(m",V - 1i) = 0,

(T_C,Vll;ln) :Oa

para todo [¢,5,1, | € C; X X X Uy, x IT;,. Tomando @t = u)’ en (115)3 y T = Atm;" en (115)4 obte-

nemos
() +kAtB(W ! ult ult) + AtDy (VU V) — At(zi?, V -ul!) =0, (116)

(A", V -u]!) = 0. (117)

Sumando las ecuaciones (116) y (117) y usando (18) se tiene

[u)? |2, + AtD, | Vuj||7, = 0, (118)

de donde se deduce que uj! = 0; y usando este resultado y la condicién inf-sup discreta (98),
obtenemos que 7;" = 0. Por otra parte, usando que u;’ = 0 en (115);, y tomando § = s}", se obtiene
que

Isi712 + AtD||V - s |17 + AtDe||rot(s}) || 7. = O, (119)

de lo cual se concluye que s;' = 0. Finalmente, tomando ¢ = ¢} en (115), usando (19) y tenien-
do en cuenta que (c[nf)+ct) = (P, I4) = 0 y (e IwTel) = (e P[] ) = 0 (pues
('], W'+ > 0), se concluye que ¢}’ = 0. Por lo tanto, usando nuevamente el hecho de que

(107),)-(107) 4y es un sistema algebraico lineal, se concluye la prueba. [



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 75

Abhora se presentan algunas estimaciones uniformes para las variables n}' y w}' necesarias

para el anélisis de convergencia del esquema numérico.

Lema 3.4. (Estimativas uniformes para ;' y w}') Asumiendo la hipdtesis inductiva (108), existe

una constante C > 0 tal que si AtC < 3, entonces n' y wi' estdn acotadas en 1 (L*) N[> (H").

Demostracion. Se demostrara este resultado para 7}, y la prueba para wj' se sigue de forma and-
loga. Tomando 72 = 2Atn}! en (107),), usando la igualdad (a —b,2a) = la|? = |b]* +|a—b|* y la

propiedad (19), tenemos que

Fa 12— Il = 72+ Nl — ™ o+ 280D | Vit |72 = 20y (s ™", Vi)

F2A1 4 |17 — 280 () [y~ ) = 2ar A (m wi =y i), (120)

de lo cual, teniendo en cuenta que los términos ([n}' w2 y (w14, [7"?) son no negati-

vos, se tiene que

g 172 = Mg =172 + = gt =172 + 280DV |72 < 2801 | (s =" Vingt) [+ 24| -
(121)
Usando las desigualdades de Holder y Young, la desigualdad de interpolacion tridimensional (11)

y la hipétesis inductiva (108), obtenemos

200 x| (mysy =", V)| < CAry [y |18y~ | oss [ Vi |2 < AtDy ||V |72+ CAt 17
(122)

Entonces, usando (122) en (121), y sumando la expresion resultante desde m = 1 hasta m = r, se
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tiene que

r r—1
72+ Y, Dul|Vai 72 < llmpll72 +CAr Y |l |[72 + CAt 17 (123)

m=1 m=1

1
Por lo tanto, si Az es lo suficientemente pequefio tal que 5~ CAr > 0, aplicando el Lema 1.11 a
(123) se concluye que

.
][22+ At Y Dullnf|2, <C, Ym>1,
m=1

donde la constante C > 0 depende de los datos [, i1,n0,T], pero es independiente de [At,h] y r;

asf concluimos que 7" estd acotada en [*(L?) N I*(H"). O

3.4. Estimaciones de error en normas débiles

En esta seccién se obtienen estimaciones de error para cualquier [n}',w}',c}',s), w)", )| so-
lucién del esquema numérico (107), con respecto a una solucién suficientemente regular [n, w, ¢, s, u, 7]
de (96). Denotaremos por C a diferentes constantes positivas posiblemente dependientes de la so-
lucién del problema continuo [n,w, ¢, s, u, ], pero independientes de los pardmetros discretos y del
paso de tiempo m.
Comenzamos estableciendo la siguiente notacion para los errores en el tiempo 1 = t,,,: e = n" —nj’,
ey, =w"—wil el! =c" —cjl, e =8" =8}, ey =u" —u)'y el =" — ", donde, en general, a”
denota el valor de la variable a en el tiempo t,,. Tomando la diferencia entre el esquema (107) y

(96) para r = t,,, se obtiene que [el)', e, e el e, ] satisface:
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(&€, )+ Dp(Vel, Vit) + A(u™ —u™ " n™ i) + A(u " e, 71) + A€l

(L= [y — W ) — = (e w ) ), R)

—piar (n" (W = W), A) + (s — s e - etsi i), (124)

(8, ) + Dy (Ve Vip) + A" —u™ ' w™ %) + A~ e ) + A" W™ %) = (p!", )
(€ (1= az [ — ) = = W (" — ) ), )

—paay (W™ (n" = [ L), W)+ (W (s — s e Felis T Vi), (125)

(8,,5) +D(V -,V -5)+ De(rot(e™),rot(3)) = (pI",5) + ((s" — ") -u™, V-5)
+(ed " ey sy A (an™ + Bw™) (" = ") + (an™ + Bw™)el !,V -5)

+((ae) + Bem)ey—1,v -5), (126)

(8em,8) +D(Vel,Ve) + A" —u™ ! ™ e) + A e, e) +Alel ! ™ é) = (p,¢)

C

—o(c"(n" = [y Ty) + €[y ]+, €) = B(™ (W = [w)l4) +ec Wi+, ©), (127)

(&€l a) +Dy(Ve™, Vi) = (p",a) — kB(u™ —u™ ! u” @) —kB(e ! u™, a)

—kB(u" e @)+ (e, V@) 4 ((yel + eV, a), (128)

(V-el 1) =0, (129)
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resto de las variables.

Con la ayuda de los operadores de interpolacién P,, P, P., Py, Py y P, definidos en la
Subseccién 3.2.1, descomponemos los errores totales e, el, e, el', e} y €5 como la suma de

we ~c >

errores de interpolacion y errores completamente discretos de la siguiente manera:

= (" B+ (B ) = O 4 E (130)
er = (W'=P,w")+ (P,w"—wi") =6+ &, (131)
el = ("—P.")+ (P =) =01+ &N, (132)
eg = (s"—Pgs")+ (Ps™ —s)) = 00"+ &, (133)
= (" P+ (Pa” ) = 6+ ED, (134)
O = (T Par) (B —afl) = 67 4 &N, (135)

donde, en general, 6" y £ denotan los errores de interpolacién y discretos (para la variable a),
respectivamente. Entonces, teniendo en cuenta (124)-(129), (130)-(135) y la definicién de los ope-

radores de interpolacion dada en el Subseccion 3.2.1, se obtiene

(8.1, )+ Da(VE, Vi) + Ay~ &) = (pg1,7) — (8,6;",7) + Du(6",7) — A(u !, 67,71
A o ) (s s ), V)
0 (& + 68y V) + (& + 0 (1 = [y ) —an w1 ].), )

_.ul(nm(nm—nmil—l-nmil—[n?il]++a|(wm—wmil—|—wmil—[Whmil]+)),fl), (136)
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(&Em, W)+ Dy (VER VW) +A(u) " EX W) = (pl),w) — (86)), W) + Dy (65, w) — A(uy " 67 1w)
—A(u" —um L Em L gml ym 5) o (W (s — s EPTL g Vin)
+x2((En+ 6 )sy " V) + (& + 65) (1 — aa[my '] — Wy~ ']4), W)

— (W (W —wm W fap (" = T 1 ),W), (137)

(5155n75) —I—DC(Vng,Vf) +A(u;’:717§cmaé) = (pénvé) - (5t9g175)+Dc<96¢75) _A(ugilﬂeén E)
—A(" —u" T G g " e) — (8 + 0 (g ]+ + BIWh]4),€)

—("(an™ —afnyT +pw" = Blwy]+),0), (138)

(8, w) +Du(VEY, Vi) = (py — &6y, ) —kB(u” — "' u™ @) —kB(&)' ™' + 6, u", )

—kB(uy ! &+ 6 8) + (&7 V) + (r(E) + 6)") + A (&) + 6))) V9, ), (139)

(8:&5" ,8) +Dc(V- &,V -5) + De(rot (&), rot(s)) = (ps",5) — (6,65",8) + Dc(65",8)
H((" =" (G 0w (E 00 s (an™ A+ Bw) (¢ =),V -8)

+((an™ + Bw™) (E1 7+ 6 ) + (a (&) + 67 + B(EN + 61))cl ",V -5), (141)

1. Estimacion de error para n
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Tomando 7 = &/ en (136) y usando (19) se obtiene

1 — m m

SOlIET 172+ H5z€ 172+ DullVE! 72 = (P, &) + (DuB)' — 8,6, &) — A(wy~", 67, E)
—AQ" —u" T G o G 4 (G + 67 (1= [y s —an w4, 6
—pu (" (0" =" e g b a (W W T = w),

(" =" EMT 9 VEM) 4 ((EF + 6M)si ! VEM) flk. (142)
k=1

Los términos del lado derecho de (142) se acotan de la siguiente manera: Primero, usando las

desigualdades de Holder y Young y (104);, se tiene que

b < (18 5z + IVER L0 |y + (18" (0~ )2+ Dall 012) €712
D,
< VeI + 18I+ (1 5 ) I Iy + CIR D 80 B+ DRI
&I+ &R + A /tmluann<z>||%,,1ydr

1 [im
+CR2HD [A—t/ [EXIG) ||n’"||§,,,+1]. (143)

Im—1

Por otra parte, de (15), las desigualdades de Holder y Young, (8), (101), (104); y (106) se obtiene
=A@ 67,80 AP, 6. &)
<& 267 w6 N + 1Pt [ 16512 165 o
<Dﬂvm2 1 my|2 Cm2 m—12
< 1o V&' llzz + 518" M7 + Clln™ [+ 1S 172

+CR D [t (144)

Wzl 31
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Usando las desigualdades de Holder y Young, (8), (100) y (104); 2 4, se sigue
L+Is+1 < (=" o+ 16 o+ 165 ) ™ | e 16l

gt ([ ="M+ 1 2+ 165 ) ™ s I L
+prar (W =" 218 1160 ) ™3 16
o (8" =" 2+ 168 o + 1168 ) ™| = [ V& 2
< 1O||V€n I+ 5 e Iz +CllEs " & &L & Iz I 15

O — w22

U B g+ 2D 2

FCE W+ DY ) (145)

Is < (I8 N2 + 16512 N E ez + pa (UG 1.2 + 1851 2) Uy ™l s + an llwy =l o) 1€ .2

D,
—O!!Viim\le+—\!€m\!Lz+C(1+Hn e IR Z UG 17 + B 03, 1)-(146)

Finalmente, de (8), (104), (106), la desigualdad de interpolacion tridimensional (11) y la hipétesis

inductiva (108), podemos limitar
Iy = i (&rsy " VEM — (6,768, VE!) + 116, Pss™ ! V&)
1/10 9/10 — — _
< (NEP S NEM I NSE o + 1EP 12 16l + [1Pss™ 1= 1 6112) [ VEX 2

D m m m— r m— m
—O||V€n 172 +ClET 1T +Clln" 2 N18 172 + CH s Rl |- (147)
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Por lo tanto, de (142)-(147), se concluye que

L sEmP + 2 s + 2 ver iz, < e [ L " () 12, e + 0”2
2 t n 112 2 toSn ]2 2 n llj2 = th Hrl+1 n Hr1+1

At n—1
tm
+CA /

m—

l||<9zzn(f)l|équdf +Cl" G 188 N7+ CR D ™ | g [
HCIE & & & I ™ e + CE D G A D ISR, L) ™ e
FC[u" —u" " " w0 CHRE VIS
O G gy AR ) 0™ |+ Clln™ 21681

FC(L I 1Zs + Iwh = 76 UG I + 120D ™2, )- (148)

2. Estimacion de error para w

Tomando w = & en (137) y procediendo de forma anédloga a la estimacion de error para n,

se tiene que

Im

1
10O + 1" ]

1 , At » Dy 5 .
) 8t||€vrvnHL2+?||5t§m|Lz+7||V§$||L2 < Ch3(r )[E/t

m

I

+CAf/tmluanwaw%mdt+cuwmu,i,r2+ln&:rluiﬁChz“ﬁ”mum%nmlﬂlzzxmuw’"\lbﬁl
+C[Ert &t Em = Em TRl 2 4+ CORUED w2+ 2D 2 [
FC [ — w2 ) 2 R 2 w2,
+CRD =t Y2 g+ 2D 2 ) W2+ Cllw |2 lIE 2,

FC(U Iy e+ w176 UG 172 + B2 W™ ). (149)

3. Estimacion de error para c
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Considerando ¢ = £/ en (138) y usando (19), tenemos
15 mj|2 gSmZ DVmZ_m_Sem D.O™ EMY_ A mflemm
2 l‘“éc HL2+ 2 H t&c HL2+ CH 5c HL2 - (pc tYc +De c 760) (uh » Ye Jéc)
—AQ" —u" T R G e M ) — (& 6 (el ]+ Bwi ]+ ), )

—("(an™ — aln} ]+ + Bw" — Bwi]+), & ZLk (150)

Ahora, usando las desigualdades de Holder y Young y (104)3, se sigue que

Ly < (& N+ IV ) loe arry + (T =Pe)Sc™ [l 2+ Del |6 1 12) 16" |2

D,
< IVE s+ 5 N+ (14 ) IR+ O (I8 B+ DEE” e
D,
< DIV + 16 + A [ 1300l
m—1
et [ /t 19 a1 | (151)

Asi mismo, de la definicién de la forma trilineal (15), las desigualdades de Holder y Young, (8),

(100), (101), (104)1 2,3 y (106) se tiene
(ém ]79énvé )—A(Pullm 17627176 )
<16 2182 1 o s N EX N + Pt~ | ooy s 16271 2 I E2 L

< —HVE I+ 5 e 172+ Clle 20188 IF + D = a1 e s (152)
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I;Lk < (Jhu"—w" "l + & 2+ 165 )™ [l = 12
HUE 2 + 116"l 22) (el [l s + BlIwy ll o) I 22
(0|83 |2 + a1 6"l 2+ BlIG 12 + BIIO 2™ 123116 | s
< %HVéc’”Hiz + %Héé"l!iz +C([lu” ="+ 2D ) €1

— 2 2 2
FCIER M7 ™ 3+ CUIEN 172 + B e )l 176 + w7 1)

FC(IET 172+ B 02y UGN 1T +H D " By ) |7 (153)

Asi, de (150)-(153), se concluye que

1 , At » D¢ 2 fm 2 2 12
55:H<Sc'”HLz+3\!@65”!\Lz+7‘\|VSZ”HLzSCAt/t 1Ghsc (O[T ydt + Clle™ (|72l Gu™ II72
m—1
1 [im _ _
ORI [ [ 0O 2yt + ™ ]+ CP D2 By s
m—1
+C(u" — w2, + 2 2 IHER ) MR + €2

2 2 | 2t 2 2
O 72+ R 2, o+ 6017+ PP ™ 5y €I

FCUIEN 172+ B e i) Iy 176 + W 1 76)- (154)

4. Estimacion de error para u

Tomando @ = & en (139), & = 2 en (140), usando (18) y sumando las expresiones resul-

tantes, tenemos
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1 At _
5 OlIE 12 + S 10E 17 + Dul VENZ = (o3 — 865", &) — kB(uy ™, 6, &)

B —u Y EI g ) 4 (y(E - 6) - A(EN + 67)V4,EN) — Y SKISS)
i=1

Los términos S; son acotados de la siguiente manera: Primero, usando las desigualdades de Holder
y Young, la desigualdad de Poincaré (7) y la estimacion de interpolacién (100), se sigue que

S < HV§1T\|L2HPITHZH1)/+ 184" | 2| (1 = Py) Sru™ || 2
ChZ(r—H)

< FHV% 172+ - !Ip?\!%Hl), 8™ 87" o1 s
ll u
Dy tm Ch2(r+l) Im
S?Hvéu 17, + CAt / ||attu(z)||§H1),dt+A—t / 100w, Q|| i1, et (156)

Im—1 m—1

Ademas, considerando la definicion de la forma trilineal (14), las desigualdades de Holder, Young

y Poincaré, (8), (100)-(101) y (104); 2, se tiene que
Sy =kB(&) ", 64, &") — kB(Pyu™ ', 67, &)

< K(IET M 2168 w3 1 &1+ 1P empy 3116 221G 1)

U

< S IVENE +Cll™, w165 1172

+C/’l2 (r+1) ||[um 1, m— (157)

1 2
ezt 10" " 5t
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S3+ S < k([ —u" o+ & 2+ 165 2 ) ™| = G L
F VIS 22 + V1163 2 + A 2 + 16571 22) VOl 318"l 1
< %HV&THiz +C([u =" A R | ) 0 e
& Iz " 72+ CUET 172 + IE17) V175

FCEHD 0|3+ R w20 VO 7. (158)

Por lo tanto, de (155)-(158), se concluye que
hZ(r+l)

5r||i§u HLz+ 16.ErZ, + ||V€u \|L2<C/ Atl| S (0) [Fy + —

Im—1

10, A )
+C\|[u’”,7r”’]\|§,zxmHé&”’lHiz+Ch2(’“)H[u’"’ [ [ .
(w2, + R 2 g G2 07

FCE TN A 16172+ H VW |y +IET ) IV (159)

5. Estimacion de error para s

Considerando § = £/" en (141), se sigue que

1 m||2 At m||2 m||2 my |2 m m m gm

5 OllSs 2 + S 18 & 112 +Del[V - &2 + Dellrot(Ss") 72 = (ps" — 665" + D", &)
(U (8" ="+ (G 6T " o (o™ B (¢ =), V- E)
H((E+H6y) sy (a6 +6)) + PG +61))ey L V&)

+((an™ 4+ Bw™)(EMT 0, V- ED ZRk (160)
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Entonces, usando las desigualdades de Holder y Young, la norma equivalente en H] (Q) descrita
en (6), asi como (8), (100)-(101) y (104)-(106), se controlan los términos del lado derecho en (160)
como sigue

< &2z + 1V - 6" Ml 2 + [[rot( &) ) 108 | arryr + (I = Ps) &8™ || 12 + De | 65" [ )11 65"l 2

< 8 21 & + ot & +C (14 ) o2

+CR0D 572 +D%||s'"|r§,r4+l}

< SIEMIE + IV &+ ot &+ e [ 19us(e) By

Im—1

D) [At/ 19r5(1)]2 1t + Hs’"Hf{W}, (161)
Im—1

D _ _
Ry+Rs < chV-55’"!\iz+C(h2(’4“)HSm LR el o (AR | TR |7

+C([[[e” = 8" =" T+ & T I ™ ™ w7, (162)

Ry = (s - & 4+ 65 (Ps™ ' =& 1), V&M +alc) &+ 0 (Pec™ ' =&, V- &)
+B () EN + 6 (Pec™ =&, V-
< sy o llEatllzs + 168 =l & 2 + 11681 2 [Pss™ M| = + el ross 16371 s
Bl o1&l + ol 03| =[1EX | 2 + x| 67 | 2 [IPec™ || =
B0 =187 2 + BU O | 2| Pec™ =) |1V - &I 2
<—||V &' ||Lz+ 2| VEM T2+ ClEN 72 + Cllu™ [ 1€ 1IILer—||Vf§’"||LzJrCIIé‘.’"HLz
ACR DS o [0, )| B g+ CRE D Y2 012 0+ Clln™ R 1€ 12

m m— r m— m D m m
W 3R lIES 17 + CR D [ R flw [+ IVER I +CIEN I, (163)
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donde, en la dltima desigualdad de (163), se usé la desigualdad de interpolacion tridimensional

(11) y la hipétesis inductiva (108). Por lo tanto, de (160)-(163), se concluye que

1 At D D
5 BIEMIE + S UBENE + 2V -2 + S ot &M < g &I,

tm 2 m gmi||2 Dll my|2 D" my||2 DW m||2
+CAt tmilHazzS(t)H(Hl)/df+CH[~’§u 6 e+ IVl + IV G Iz + = IVET I

[t + 8™ [t | +CRF D™ 2 [ 0™ w™) | 7

1 ftn
o] = / 19rs(0)

tm—1
FCR DN [l = 8" =) | " w7

FCUE & 72 " " w7+ CHR D™ o | 0, ) 1 e+ ClU™ 3 16172

FCE D 0|2+ R w2 ) e+ CUIn™ [ + W ) IES 72 (164)

1

6. Estimacion de los términos || [0 —n™~ 1w —wn=1 ¢ —cm=1 gm — w1 g — g1 o

Observe que la siguiente estimacion se tiene
- 1 1 1 1 1712
m m— m m— m m— m m— m nm—
ArY | [ = = = e |
m=1

S C(Al)4 H [aﬂn7 a[[W, attC, a[,u, (9;;5] ||i2(L2) + C(Al)2 H [aﬂ/l, a[W, atC, a[u, (9;5] ||i2(L2) (165)

En efecto, note que

1 tm 1/2
HprranLz _ ||5,nm _ (aln)mHL2 _ HA_t(nm _nm—l) — (8tn)mHLz < C(At>1/2</ 1 ||attn(t)||]2}dt> ,

m—

donde la tltima desigualdad se obtiene de manera andloga a (143) con la norma espacial L? en
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lugar de (H')'. Por tanto, se deduce que

.
Aty " — n"! ||%2 < C(AZ)4||an”||iz(L2) +C(AI)2||at"||iz(L2)-
m=1
De manera similar, se obtiene la estimacién para w,c,u y s dada en (165).

Entonces, se puede demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.5. Asuma la hipotesis (108) y las siguientes regularidades para las soluciones del

problema continuo:

;

[n,w] € (L(H?)NL2(H" ) x (L=(H?) N L (H™ 1)),
c € L*(H*)NL*>(H? '),
s € L>(H*)NL*(H™H),
(166)

uc L*(H*)NL*(H™),

[On, dw, dyc, ] € L2(HN 1) x L2(HN ) x L2(HHY) x L2(H™* 1) x L2(H'1),

[0y, Opw, Oyre, Oput] € L*(L?) x L*(L?) x L*(L?) x L*(L?) x L*(L?).

Existe una constante C > 0 (que depende de los datos del problema (96)) tal que si AtC < % las

siguientes estimativas para los errores discretos se satisfacen

||[€rrzn>€v’:17 :17612,176;”]‘|IW(L2)012(H1) < C(T) (At+méx{hrl+l7hr2+1>hr3+1>hr4+lahr+l}>7(167)

182 e oy + 168 sy < CCT) (At +mioe {1 = Ly ), (168)
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donde la constante C(T) > 0 es independiente de m,At y h.

Demostracion. Primero probaremos (167). Sumando las desigualdades (148), (149), (154), (159)
y (164), multiplicando la expresion resultante por Az, sumando desde m = 1 hasta m = r, usando

(165) y Lema 3.4 (recordando que [E0,E0 0 E0 £91=1[0,0,0,0,0)), se obtiene

r

H[én?éw» gwéu?és ||L2 Z Vgn Jvéwavéc 7V§u 7V és 7r0t(€s )]H[zﬁ

m:

< C((A1)? + (M) + CoIAHD) 4 R+ g 2 g g2lrs) g2+

+C3A Z & &, &, & Bl + Catr (&7, 60, 82 &8 Gl (169)

m=1

Por lo tanto, si At es suficientemente pequefio tal que —C4At > 0, aplicando el Lema 1.11 a (169),

se concluye (167).

Ahora probaremos (168). Restando (140) en el tiempo t =t,,_1 de (140) en el tiempo ¢t =1,

y multiplicando la expresién resultante por 1/Az, se tiene que

(7,V-§EM) =0, Vi eIl (170)

Entonces, tomando @ = &&/" en (139), # = & en (170) y sumando las expresiones resultantes,

tenemos

D AtD
= SIET I+

gu HHI + ”&éu H[} - (pu em 6f€u )
—kB(u™ — u’"”’u’”, &E) —kB(Ey "+ 04 ™, 8.E) —kB(u L & + 6, &6

H(V(E +6,) + A (&) +6,))V9,8.8,") = (f, 88") < (||5t€u 17+ 1A172)- - (171
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Ahora acotaremos || f||;2. Primero, note que, para todo ¢ € L?, se tiene

(P —8:65", ) —kB(u" —u"" " u", @) + (V& +67") +A(E) +61)) V9, )|
<V~ (VIE 122 + ANISH 2 + 711612 + A6 2) [ @1l 2)

+C(llpall 2 + 11865 2 +Kllu™ — w1 2 [ Vu™ [ =) | @]l 2, (172)

kB(ES "+ 60w, )| < kCUIE g + 1160 ) o™ [ =awrsllell 2 (173)

k|B(uy ™! &+ 60, 9)| = kB(Puu" &1 + 61, 0) — BEI 6+ 65, 9)]
< K(CIPu™ oy 3 (108" + 1R ) @2+ CUER ™ [0 108" | = @] 2
+CIVEM A IE sllll 2+ CUVES A G sl @.2)
< K(CIPu"™ ™ o3 (163 + IS ) @122+ CUER™ 1 1637l =1 1 0l 2

1/2 1/2 - —1y1/2 —11/2
I s I 10 Il + ClER sl &0 I 1 & e @1l 2), (174)

donde, en (174), se usé la desigualdad de interpolacién tridimensional (9). Entonces, de (172)-

(174) se deduce
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12 = sup{l(f,0) : @ € L*(Q), [l <1}
< C(llpill2 +116:65'l| 2 + k™ —u" 1| || V™| =
(& 168 L) 1™ | o3 + G0 1 1168w
P 100 1 + 1€ ) + &0 g |G N N

—111/2 —1y1/2
& sl N &M e + C1ET 22 + IER 2 + 1612 + 16211 2) V9 1) (175)

Por tanto de (171) y (175), se sigue
D e B+ S18E0 N < 31713 < CClpg R+ 118,62+ —u 2|V -
1+ 188 ) I s N 1621 s
B ey 16110 + €130 + € &0+ 160 00)
CIETI 18 W+ N I3 1€ 13)

O N7+ &N 172 + 16771172 + 163 172) [V 9 = (176)

Por otra parte, aplicando el Lema 11 de (Guillén-Gonzdlez and Redondo-Neble, 2013) en (139)-

(140), se tiene que

& Ex e s < CUIGETIZ + 111 7)s (177)

y entonces, sumando (176) con (177)x & (para 0 < & < 1), se concluye que
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D0 GG+ 3 I8 + e lIE &0 < ClealBER 12 + 103 132 + 18,6711
= Ve (G 18 I gy G 1 N6 s
P s 682 + 1 IZ0)) + 0 (G W + G )
O (& I + 180 I € 30)

FC(IE N7 + &N 172 + 1677172 + 163 172) [V 9 7= (178)

Consideramos &, suficientemente pequefio para absorber el término Cé&;||5EN Hiz en el lado dere-

cho, y & suficientemente pequefio con respecto a &. Ademas, note que

1Ea = 15 + & IE 16 N7 < €. (179)

En efecto, denotando Ay g, := max{A"1H1 g2l g3l pratl prdll de la estimativa (167) se tiene

en particular que || &) H%{l <C(T) (At + ihﬁm), lo cual implica que

_ _ ) 1 2
&0 g+ & IR 18013 < O(T) (A + Thhg)

Por lo tanto, concluimos (179) bajo la condicién

h*
mix 180
(Ar)2 = ¢ (180)

Por otra parte, de (167) también tenemos que ||!§l’1”||i2 <C(T) ((At)2 + 12 ) para cada m. Enton-

max

ces, usando la desigualdad inversa ||| 1 < h~1||EM||;2 obtenemos

_ _ 1 2
&0+ 180 I &R I3 < O (A0 4 Ry )
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Entonces, concluimos (179) bajo la condicién

(Ar)*
W4

<C. (181)

Por lo tanto, si At y h son menores o iguales que 1, concluimos (179) porque para cualquier eleccion
de [At,h], ya sea (180) o (181) se satisface. Asi, multiplicando (178) por A¢, sumando desde m =
1 hasta m = s, acotando los términos ||pl’l"\|i2 y H5t61’l"||i2 como en (156), usando (100), (101),

(104)1 2, (165), (167), (179) y usando dentro de la cuenta que 51? =0, concluimos (168).

Como consecuencia del Teorema 3.5, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.6. Bajo las hipotesis del Teorema 3.5, se tienen las siguientes estimaciones para los
errores totales:

e et et el mezy < CCT) (At max{ars st st et prety),

len' s ew. e’ en el pany < C(T) (At + méax{h" ,hrz,hr3,hr4,hr}),

ey =y < C(T) (At —i—méx{h”l-i-l,hi’z-i-l’hr3+17hr4+17hr}>,

donde la constante C(T) > 0 es independiente de m,At y h.

3.5. Verificacion de la hipoétesis inductiva (108)
Para finalizar este capitulo, verificamos la validez de (108). La idea es obtener (108) usan-
do (167) recursivamente. Primero, note que ||Pec” 1|, 1053 < ||c||Lw(L10/3) := Cp para todo m > 1,

de 1o cual deducimos que ||c9|,10/3 = ||Pecol| 103 < Co < Co+ 1 := K. Ademds, || || 105 <
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1EM M| 103 + |Pec™ | 102, y entonces, es suficiente para probar que ||E7 ||, 103 < 1 para todo

(An)'/2 .
< C, entonces, usando la desigualdad

m > 2. Para esto, consideramos dos casos: Primero, si s <

inversa ||E |, 103 < h73/3||EM| 12, recordando que gy 1= max {1 2t gl pratl prely =

h* (para algtin k > 2), y del cdlculo de la norma I°(L?) en (167), se tiene que

1 1 _
1€ 105 < leeln <, Ilchuoxs)m(Aﬂrhmax) < C(T.K)(C(Ar)' 2+ K1), (182)

(Az)1/2
W3/

h

En otro caso, si no esta acotado, entonces

) 6/5 .
e < % < C; por tanto, del calculo de la norma

I>(H") en (167), se obtiene

1
16 1105 < C(T, \|C?,||L10/3)E((Af)2 +hgx) < C(T,K) (A1 + Chiyngy). (183)

En cualquier caso, asumiendo los parametros Az y & lo suficientemente pequefos (sin ninguna
restriccién adicional relacionando a los pardmetros discretos [At, 4]), concluimos que ||E} || 103 < 1,
lo cual implica que ||c} ;103 < K. De forma andloga, usando ||c} ||, 103 < K, podemos obtener
1E2|1053 < 1, y por lo tanto, ||c7||;105 < K. Usando un argumento recursivo se concluye que

chlfl || 105 < K, para todo m > 1. Andlogamente, se verifica la hipétesis inductiva sobre SZ’*I
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4. Simulaciones numéricas

En este capitulo, se presentan tres experimentos numéricos: el primero es usado para veri-
ficar que el esquema numérico (107) proporciona una buena aproximacion de los fendmenos de
quimiotaxis y competencia entre especies en fluidos; en el segundo se hace una exploracién numé-
rica con el objetivo de comprobar la influencia de los pardmetros discretos Af y i sobre el minimo
de las densidades discretas de los organismos n;' y wy'; y el tercero se considera para verificar
numéricamente las estimaciones de error probadas en el andlisis tedrico. Todas las simulaciones
se realizaron utilizando el software Freefem++. Se consideraron los espacios de elementos finitos
para las variables n,w,c,s,u y w generados por Py, P, P, P|,P; — burbuja,P|-continuo, respecti-
vamente.
4.1. Experimento 1. Dinamicas poblacionales en fluidos con difusion cruzada

El objetivo de este experimento es comparar la dindmica espacio-temporal de los organis-
mos de ambas especies cuando se varian los pardmetros a; y a, los cuales cuantifican la fuerza
de la competicion interespecies. Este experimento estd motivado por los resultados presentados en
(Jin and Xiang, 2019). Se ha considerado el dominio ctibico Q = [0, 1], y las condiciones iniciales

(ver Figura 2):



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS 97

S
o
I

™

I
—_

(120exp(=3(r+)? — 12(3= 0.5 =3(z+1)%)),

wy = i <Sexp(—5(x—|—r,-)2 —10(y—0.5)> = 12(z — 1)2)),
i=1

co = i (1806xp(—2(x—2.5)2— 1.5(y—6,~)2—2(z—1',~)2)>,
i=1

uy = 0,

donde r} =02, =05, 13=12,00=15,00=18,03=25,17=05,7n=08y
73 = 1.5. Consideramos los pardmetros 1 = 12, yp =15, D, =6, D,, =8, D, =1, Dy = 1,
=051 =03, 0=6,k=1,=8,y=1,A =1y ¢(x,y,z) = —9.8z. Ademds, las soluciones

numéricas se calculan en espacio con una malla 10 x 10 x 10 y un paso de tiempo Ar = 0.001.

(i) n) (i) w) (iii) ¢

Figura 2. Condiciones iniciales en el Experimento 1.

Para el primer caso, consideramos a; = 0.25 y a; = 0.3. La evolucién del campo de velo-
cidades se presenta en la Figura 3, mientras que la evolucién de nj’, w}' y ¢’ se puede observar en
la Figura 4. Para los tiempos iniciales, se observa que ambas especies de organismos comienzan

a dirigir su movimiento en la direccién de mayor concentracién de la sustancia quimica y ambas
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especies terminan aglomerdandose en la parte baja del dominio, lo que ocurre porque los términos
de difusion cruzada (o términos de quimiotaxis) son los dominantes. Sin embargo, a medida que
avanza el tiempo, la sustancia quimica es consumida por las especies, lo que hace que la difusién
cruzada pierda fuerza, y la auto-difusién de las especies comience a dominar, y por lo tanto co-
mienzan a distribuirse homogéneamente sobre el dominio. Ademds, como ambos pardmetros a; y
a son menores que 1, ninguna especie termina dominando a la otra, y por lo tanto ninguna especie
tiende a la extincién. De hecho, en las Figuras 4 y 7 se puede observar que, para tiempos grandes,
la densidad total de cada especie de organismos tiende a los estados constantes proporcionados
en (Jin and Xiang, 2019). Finalmente, el movimiento de las especies provoca algunos cambios en
el campo de velocidades y, para tiempos grandes, u;’ tiende a 0, lo cual estd de acuerdo con los

resultados probados en (Jin and Xiang, 2019).
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—0015

L ool

Velocity Magnitude

0005

33605

7
x
N
0005 > 8
. oo |
5 N — f“
d)yr=15x10"2 e)t=5x10"" f)r=15x10""

Figura 3. Evolucion en tiempo del campo de velocidades w}', para a; = 0.25y ap = 0.3.
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Tiempo n'
3
A
r=102
:
B
r=25%x10"2
|-
B
t=5%x10"2
5
B
t=15x10"2
3
(—18

Figura 4. Evolucion en tiempo de n}, w)' y ¢}', paraa; = 0.25y ap = 0.3.

Para el segundo caso, consideramos a; =2 y ap = 0.3, y la evolucién en tiempo para 7},

wil, ity wy' se presenta en las Figuras 5 y 6. Observamos un comportamiento similiar al caso
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anterior, con la diferencia que, en este caso, el pardmetro a; > 1y ap < 1, y por lo tanto la especie
w domina a la especie n, y esta dltima termina extinguiéndose. De hecho, en las Figuras 6 y 8 se
puede observar que, para tiempos grandes, la densidad total de la especie w tiende a 1, mientras
que la densidad total de la especie n tiende a 0, lo cual estd de acuerdo con los resultados probados

en (Jin and Xiang, 2019).

T
s g

o
¢ 8

‘ _
x 107!

d)r=15x10"2 )t =5x10"!

fyr=15

Figura 5. Evolucién en tiempo del campo de velocidades uj, paraa; =2y ap = 0.3.
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t=5x%x10"2

f=15%x10"2

t=18

Figura 6. Evolucion en tiempo de n)', w}' y ¢}, paraa; =2y a; = 0.3.
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Time

Figura 7. Evolucién en tiempo de la densidad total de n 'y w, y de la concentracion total de ¢, para
a; =0.25,a, =0.3.
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Time

Figura 8. Evolucion en tiempo de la densidad total de n y w, y de la concentracion total de ¢, para
ar=2,ay=0.3.

Finalmente, consideramos a; = 0.25 y a = 2. En este caso, la dindmica de los organismos y

de la sustancia quimica es muy similar a la descrita en el segundo caso, con la diferencia que la es-

pecie n domina a la especie w, la cual tiende a la extincion (ver Figuras 9 y 10). El comportamiento

del campo de velocidades es similar al mostrado en el segundo caso.
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Tiempo

r=25x%x10"2

t=5x10"2

t=15%x10"2

t=18

Figura 9. Evolucién en tiempo de nj, w)' y ¢}', paraa; = 0.25y ap = 2.
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Figura 10. Evolucion en tiempo de la densidad total de n y w, y de la concentracion total de c,
paraa; = 0.25, ap = 2.
4.2. Experimento 2. Exploracion numérica

El objetivo de este experimento es ver numéricamente como influye el tamafio de la malla
h'y el paso de tiempo At en los valores minimos que toman las densidades de las especies 7} y
w)'. Para este experimento se considera el dominio ctibico Q = [0,1] x [0,1] x [0, 1] y las mismas
condiciones iniciales y valores de los pardmetros del experimento 1; pero en este caso, considera-
mos a; = 0.25, a; = 0.3 y pardmetros de quimiotaxis y de competicién mds exigentes: y; = 160,

X2 =102, uy =50y up = 60.

Con el objetivo de ver la influencia del pardmetro espacial 4 en el minimo de las densidades
de organismos, fijamos el paso de tiempo A = 0.0001 y consideramos mallas cada vez mas finas
(h=1/10, h = 1/25 y h = 1/38). En este caso, observamos que 7}’ y w}' son negativas para
algin x € Q en algunos tiempos #, > 0, pero a medida que 7 — 0 estos valores se acercan mds a
0 (ver Figura 11). Por otra parte, con el objetivo de ver la influencia del pardmetro temporal Ar

en el minimo de las densidades de organismos, fijamos una cuadricula de 10x10x 10 en espacio
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y consideramos pasos de tiempo decrecientes At = 0.0001 y Ar = 0.00001. En este caso no esta

clara la influencia del paso de tiempo en la positividad de las variables discretas (ver Figura 12).

0.5 041
] ob o e T
-05F
g 0.1 —h=110
E:.: 1 =
c —h=1/10 < h=1/25
= st -h=1/25 o =z o2 - h=1/38
- h=1/38
2r -0.02 1
/ 03
25 . 4
| | | 0.025 D.I?ZS 0.027 | 04 | | | | |
’30 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 o 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
, Time m ,Tif‘ne m
a) Valores minimos para nj, b) Valores minimos para wj

Figura 11. Evolucion del minimo de las densidades de organismos 7}’ y w}', fijando Az y variando
h

Ec -1} — At=0.0001 g =01
= 2 — At=0,0001
S isf At=0.00001 £ .. - At=0.00001 ]
oL
D3F -
251
5 . . . . . 04 | . . . .
] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 1] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
, Time m , Time m
a) Valores minimos para ;) b) Valores minimos para w}

Figura 12. Evolucioén del minimo de las densidades de organismos n}' y wy', fijando 4 y variando
At
4.3. Experimento 3. Tasas de convergencia

Para este experimento se considera como dominio Q = [0, 1] x [0, 1] y la siguiente solucién

exacta

n=e"(cos(2mx) +cos(2my) +3), w=e '(cos(2my) — cos(27x) +6),



ANALISIS MATEMATICO DE UN MODELO POBLACIONAL EN FLUIDOS

c = e ' (sin(2my) + cos(2mx) — 27wy +9), © = Ve =2me ' (—sin(27x),cos(2my) — 1),

u=c¢"(sin(2ny)(—cos(2mx+ ) — 1), sin(27x)(cos(2my + 7) + 1)),

T = e ' (sin(2my) + cos(27x)),

y todos los pardmetros en (107) iguales a 1. Note queu =0y 3—5 = 3—3

en Qy [o ® = 0. Ademds, se utiliza una particion uniforme con k + 1 nodos en cada direccion.

ow

1%

107

=0sobre dQ,V-u=0

Los resultados numéricos de las tasas de convergencia en espacio se presentan en las Tablas

1-6 para Ar = 8.33 x 107 con respecto al tiempo 7 = 1. Obtenemos tasas de convergencia 6ptimas

en espacio para los errores totales €)', e

W’eC7

el e, es decir, se obtiene la convergencia de segundo

e

orden en norma [*(L?), convergencia de primer orden en norma /?>(H') y convergencia de primer

orden para ¢/ en norma [*(H").

Tasas de convergencia en espacio para n.

kxk | [[n(tm) —nyll=2y | Orden | |In(tm) —n'll 2@y | Orden
10x 10 | 5.677008 x 102 - 7.642456 x 107! -
16 x16 | 2.227926 x 1072 | 1.9901 | 4.715734 x 10~ | 1.0273
2222 | 1.179489 x 1072 | 1.9971 | 3.417503 x 10" | 1.0111
28x28 | 7.277616 x 1073 | 2.0022 | 2.681382x 10~ | 1.0059
34 %34 | 4.929015x 1073 | 2.0070 | 2.206667 x 10~' | 1.0036
Tabla 1
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kxk | [[wtm) = will=2y | Orden | |lw(tm) —wi'll2@1) | Orden
10x 10 | 6.639095 x 102 - 8.345002 x 107! -
16x16 | 2.607234x 1072 | 1.9887 | 4.898759 x 10~ | 1.1334
22x22 | 1.379666 x 1072 | 1.9986 | 3.489831x 107! | 1.0649
28x28 | 8.509213 x 1073 | 2.0040 | 2.716992x 10~! | 1.0380
34%x34 | 5.761554x 1073 | 2.0084 | 2.226744x 10~ | 1.0249
Tabla 2
Tasas de convergencia en espacio para w.
kxk | |le(tm) —cill=q2) | Order | [[c(tm) —cj'llp@) | Order
10x 10 | 3.573118 x 1072 - 7.429560 x 10! -
16 x 16 | 1.403060 x 1072 | 1.9889 | 4.666742x 10~ | 0.9894
22x22 | 7.432849x 1073 | 1.9951 | 3.399509 x 10~! | 0.9949
28 %28 | 4.591755x 1073 | 1.9972 | 2.672989 x 10~ | 0.9970
34 %34 | 3.115226x 1073 | 1.9982 | 2.202143 x 10~! | 0.9980
Tabla 3
Tasas de convergencia en espacio para c.
kxk | fwy(tm) = ()i llj=(2) | Orden | |lwy(#m) — (wi)jll 21y | Orden
10x 10 5.462052 x 1072 - 9.994213 x 107! -
16 x 16 2.147830 x 1072 1.9859 6.264182 x 107! 0.9939
22 %22 1.135494 x 1072 2.0015 4.556049 x 107! 0.9998
28 x 28 6.996890 x 1073 2.0077 3.578633 x 107! 1.0013
34 x 34 4733978 x 1073 2.0123 2.946102 x 10! 1.0018
Tabla 4

Tasas de convergencia en espacio para u; en normas débiles.

kxk | [ua(tm) = ()7 lli=r2) | Orden | [[ua(tn) —(u2)y 2y | Orden

10 x 10 5.455275 x 1072 - 9.994666 x 10! -

16 x 16 2.145280 x 1072 1.9858 6.264266 x 10~ 0.9940

22x22 1.134125 x 1072 2.0016 4.556055 x 107! 0.9998

28 x 28 6.988373 x 1073 2.0078 3.578626 x 107! 1.0013

34 x 34 4.728202 x 103 2.0123 2.946094 x 107! 1.0018
Tabla 5

Tasas de convergencia en espacio para uy en normas débiles.
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kxk | [Jwi(tm) = )y =1y | Orden | [Jua(tm) — (w2)!||=(y1y | Orden
10x 10 2.335301 - 2.335301 -
16 x 16 1.480473 0.9697 1.480473 0.9697
22 x22 1.081356 0.9865 1.081356 0.9865
28 x 28 8.512129 x 107! 0.9923 8.512129 x 10~! 0.9923
34 x 34 7.016738 x 107! 0.9950 7.016738 x 107! 0.9950
Tabla 6

Tasas de convergencia en espacio para u; y Uy en normas fuertes.

Por otro lado, los resultados de las tasas de convergencia en tiempo se muestran en las Ta-
blas 7-9 para h = 1/160 (es decir, k = 160 nodos en espacio en cada direccién), con respecto al
tiempo final T = 5. Se obtiene la convergencia de primer orden en el tiempo para todas las varia-

bles en normas [*(L?) y I>(H'), lo que concuerda con el andlisis tedrico realizado.

At [w(tm) = will =22y | Orden | [[n(tm) —njll 21y | Orden
1.04 x 107! 1.9737 x 107! - 3.3887 x 107! -
8.92 x 1072 1.6237 x 107! 1.2660 | 2.7748 x 107! 1.2965
7.81 x 1072 1.3762 x 107! 1.2385 2.3649 x 107! 1.1972
6.94 x 1072 1.1925 x 107! 1.2168 | 2.0741 x 107! 1.1137
6.25 x 1072 1.0509 x 107! 1.1991 1.8573 x 107! 1.0479

Tabla 7

Tasas de convergencia en tiempo para w'y n.

Ar ([ (tm) = ()il j=z2) | Orden | |[ua(tm) — ()" [lj(z2) | Orden
1.04x 107! 3.6109 x 102 - 3.6056 x 102 -
8.92x 1072 3.1504 x 102 0.8850 3.1441 x 1072 0.8886
7.81 x 1072 2.7871 x 1072 0.9175 2.7801 x 102 0.9214
6.94 x 1072 2.4934 x 1072 0.9455 2.4859 x 1072 0.9495
6.25 x 1072 2.2511 x 1072 0.9703 2.2434 x 1072 0.9743

Tabla 8

Tasas de convergencia en tiempo para u; y .
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At llc(tm) — cll2@y | Orden
1.04 x 107! 6.6504 x 107! -
8.92x107% | 5.7032x 107! 0.9968
7.81x1072 | 4.9963 x 107" | 0.9910
6.94x 1072 | 4.4483 x 107! 0.9863
6.25x 1072 | 4.0110x10°" | 0.9821

Tabla 9

Tasas de convergencia en tiempo para c.

5. Conclusiones
= Se realiz6 un estudio tedrico y numérico de un modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes que
considera dos especies de organismos con una dindmica competitiva descrita por términos

de competencia del tipo Lotka-Volterra.

= Se probd la existencia de soluciones débiles para el modelo de interés. Ademads, se prob6 un
criterio de regularidad para las soluciones débiles de este modelo, mostrando condiciones

bajo las cuales una solucién débil es fuerte.

= Se diseiid un esquema completamente discreto para la aproximacion de las soluciones débi-
les del modelo bajo estudio, usando los métodos de diferencias finitas en tiempo y elementos

finitos en espacio, considerando un sistema de EDP equivalente.

= Se probo el buen planteamiento del esquema numérico y algunas estimaciones uniformes pa-
ra las variables discretas (independientes de los pardmetros discretos). Asi mismo, se realizé
el correspondiente andlisis de convergencia hacia soluciones regulares del problema conti-

nuo bajo estudio, probando estimaciones de error ptimas en tiempo y en espacio.
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= Se presentaron los resultados de dos experimentos numéricos realizados para validar el buen
comportamiento del esquema numérico estudiado. El primer experimento valida que el es-
quema proporciona una buena aproximacion de los fendmenos de competicion interespecies
y quimiotaxis en un fluido viscoso incompresible; mientras que el segundo experimento,

corrobora numéricamente las tasas de convergencia probadas tedricamente.
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6. Trabajos futuros
Algunos trabajos futuros que podrian plantearse para dar continuidad a este trabajo de in-

vestigacion son los siguientes:

= Disefiar esquemas numéricos en donde, para la discretizacion espacial, se use una combi-
nacioén de los métodos de elementos finitos y volimenes finitos; esto, con el fin de tener
propiedades de positividad para las variables discretas asociadas al modelo bajo estudio,

teniendo en cuenta su caracter biolégico.

» Estudiar, tanto tedrica como numéricamente, problemas de control 6ptimo con ecuaciones

de estado dadas por el sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes con competicion interespecies.

= Estudiar teérica y numéricamente modelos relacionados con el abordado en este trabajo; por

ejemplo, considerando términos de consumo no lineales de la sefial quimica.
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