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RESUMEN

TÍTULO: EXISTENCIA GLOBAL Y COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE SO-

LUCIONES PARA UN SISTEMA DE QUIMIOTAXIS-NAVIER-STOKES EN EL

CONTEXTO FRACCIONARIO.1

AUTOR: MIGUEL ÁNGEL FONTECHA MEDINA.2

PALABRAS CLAVES: QUIMIOTAXIS NAVIER-STOKES, ESPACIOS DE BESOV

MORREY, DERIVADA FRACCIONARIA DE CAPUTO, DISIPACIÓN FRACCIO-

NARIA.

DESCRIPCIÓN:

El presente trabajo está dirigido al estudio de un modelo de quimiotaxis-Navier-

Stokes fraccionario, en todo el espacio RN , N ě 2, con una variación tempo-

ral fraccionaria en el sentido de Caputo, una autodifusión fraccionaria para las

variables físicas y un mecanismo de disipación fraccionaria para el proceso de

quimioatracción.

Se inicia con una breve introducción, en la cual se presentan algunos elementos

que motivan el planteamiento del problema y se exponen algunos resultados que

han sido obtenidos previamente para el modelo clásico (sin régimen fracciona-

rio). En el primer Capítulo, se introducen algunas definiciones y resultados preli-

minares que se usan en el desarrollo del trabajo; se presenta la definición de los

espacios de Morrey y de Besov-Morrey, se mencionan algunas de sus propieda-

des y también se presentan algunas nociones relevantes del cálculo fraccionario.

Al final del capítulo, se hace una deducción de la formulación integral para un

problema de Cauchy abstracto con derivada temporal de orden fraccionario en

el sentido de Caputo. En el Capítulo 2, se presenta una descripción del modelo,

se define el marco funcional para los datos iniciales y las variables involucradas

1Trabajo de grado.
2Escuela de Matemáticas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.

Director: Élder Jesús Villamizar Roa, Ph.D. en Matemáticas.
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y, además, se introduce la formulación integral del modelo de Cauchy asocia-

do. Luego, se derivan algunas estimativas de decaimiento en tiempo para los

operadores de Mittag-Leffler y posteriormente, se calculan algunas estimativas

bilineales, las cuales son necesarias para demostrar los principales resultados

de este trabajo.

Finalmente, en el Capítulo 3, a partir de las estimativas calculadas previamente,

se prueba un nuevo resultado de existencia y unicidad de soluciones mild glo-

bales con datos iniciales pequeños en espacios de Besov-Morrey. Así mismo, se

prueba un resultado de estabilidad asintótica para las soluciones globales obte-

nidas.
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ABSTRACT

TITLE: GLOBAL EXISTENCE AND ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS

FOR A CHEMOTAXIS-NAVIER-STOKES SYSTEM IN THE FRACTIONAL CON-

TEXT.3

AUTOR: MIGUEL ÁNGEL FONTECHA MEDINA.4

KEYWORDS: CHEMOTAXIS-NAVIER-STOKES, BESOV-MORREY SPACES, CAPU-

TO FRACTIONAL DERIVATIVE, FRACTIONAL DISSIPATION.

DESCRIPTION:

This work is concerned to the study of a fractional chemotaxis-Navier-Stokes mo-

del in the whole space RN , N ě 2, with a time-fractional variation in the Caputo

sense, a fractional self-diffusion for the physical variables and a fractional dissi-

pation mechanism for the chemoattraction process.

It begins with a brief introduction, showing some elements that motivate the ap-

proach of the problem, as well as recalling some results that have been previously

obtained for the classical model (no fractional regime). In the first Chapter, some

definitions and preliminary results that are used in the development of the work

are introduced; in particular, the definitions and some properties of Morrey and

Besov-Morrey spaces are given; in addition, some relevant notions of fractional

calculus are reviewed. At the end of the chapter, a deduction of the integral formu-

lation for an abstract Cauchy problem with a temporal derivative of fractional order

in the sense of Caputo is carried out. In Chapter 2, a description of the model is

presented; moreover, the functional framework for the initial data and the varia-

bles involved is established. In addition, the integral formulation of the associated

Cauchy model is given. Then, some time decay estimates for the Mittag-Leffler

operators are derived, and subsequently, some bilinear estimates, which are ne-

3Degree work.
4Escuela de Matemáticas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.

Director: Élder Jesús Villamizar Roa, Ph.D. in Mathematics.
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cessary to demonstrate the main results of this work, are proved.

Finally, in Chapter 3, based on the previously obtained estimates, a result of exis-

tence and uniqueness of global mild solutions for the proposed system is proved.

Likewise, an asymptotic stability result for the global solutions is obtained.
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INTRODUCCIÓN

La quimiotaxis corresponde al mecanismo biológico del movimiento de los orga-

nismos vivos en respuesta a un estímulo químico, que se puede dar hacia una

mayor concentración de la sustancia química (atractiva) o hacia regiones de me-

nor concentración (repulsiva). Algunos estudios experimentales, como los repor-

tados en [28] y [44], han indicado que la interacción entre las células y los fluidos

afecta considerablemente la dinámica. Algunos ejemplos de este tipo de compor-

tamiento se han mostrado en llamativos experimentos que revelan la formación

espontánea de agregados en forma de pluma en poblaciones Bacilus subtilis sus-

pendidos en gotas de agua sésiles [46]. Este tipo de interacción quimiotaxis-fluido

se puede modelar mediante el siguiente sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes:

$
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’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

nt ` u ¨ ∇n “ Dn∆n ´ χ∇ ¨ pn∇cq,

ct ` u ¨ ∇c “ Dc∆c ´ ρnc,

ut ` pu ¨ ∇qu “ Du∆u ´ ∇π ´ n∇ϕ,

∇ ¨ u “ 0,

(0.0.1)

donde n “ npx, tq ě 0, c “ cpx, tq ě 0, πpx, tq y upx, tq denotan respectivamente, la

densidad celular, la concentración de la señal química, la presión, y la velocidad

del fluido en la posición x P Ω Ď RN , N “ 2, 3, y tiempo t ą 0. En este mode-

lo se asume que la señal química es consumida con una tasa ρ proporcional a

la cantidad de células. Tanto las células como la sustancia química son trans-

portadas por un fluido viscoso incompresible que, a su vez, es impulsado por

la fuerza inducida por la gravitación ´n∇ϕ, modelando los efectos debido a las
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variaciones de densidad provocadas por la agregación celular. Los parámetros

adicionales χ,Dn, Dc y Du son constantes positivas representando la sensibilidad

quimiotáctica, el coeficiente de difusión celular, el coeficiente de difusión química

y la viscosidad del fluido, respectivamente.

Teniendo en cuenta que el comportamiento de la mayoría de los sistemas bio-

lógicos tienen propiedades de memoria, que se ignoran cuando se supone una

derivada del tiempo de orden entero, una consideración natural es sustituir el

primer orden en la derivada del tiempo en (0.0.1) por una derivada temporal en

un marco fraccionario, introduciendo un retraso no local en el tiempo para la po-

blación en movimiento. Por otra parte, el sistema (0.0.1) asume que la difusión

celular no se ve afectada por el comportamiento espacial no local de los orga-

nismos. Sin embargo, observaciones recientes indican que en ciertos casos de

movimiento quimiotáctico, los organismos desarrollan estrategias de búsqueda

alternativas, particularmente cuando los quimioatrayentes, alimentos u otros ob-

jetivos son escasos o raros. Esto significa que las trayectorias de la población

de organismos están mejor descritos por los llamados vuelos de Lévy que por

el movimiento browniano (ver [21] y [31]). El mecanismo de vuelos de Lévy se

ha sugerido en varios contextos biológicos, incluidas las dinámicas célulares, la

ecología y un gran número de poblaciones de peces y mamíferos (c.f. [22] y re-

ferencias allí para una discusión más profunda). Por lo tanto, motivados por las

observaciones anteriores, proponemos y analizamos teóricamente el siguiente

sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes en un entorno fraccionario RN ˆ p0,8q,

N ě 2:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

cDβ
t n ` u ¨ ∇n “ ´Dn p´∆q

α{2 n ´ χ∇ ¨ pn∇pp´∆q´θ{2cqq,

cDβ
t c ` u ¨ ∇c “ ´Dc p´∆q

α{2 c ´ ρnc,

cDβ
t u ` pu ¨ ∇qu “ ´Du p´∆q

α{2 u ´ ∇π ´ n∇ϕ,

∇ ¨ u “ 0,

(0.0.2)

donde cDβ
t es la derivada fraccionaria de Caputo de orden β P p0, 1s, α P p0, 2s y
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θ P r0, Nq (ver definición en el Capítulo 1).

En los años recientes, el análisis de existencia, unicidad, regularidad, y el com-

portamiento asintótico de las soluciones de modelos de quimiotaxis-Navier-Stokes

han atraído la atención de un buen número de autores, debido a la importan-

cia en el contexto biológico y también, debido a sus desafíos teóricos. Para

revisar resultados sobre la existencia, unicidad, regularidad y comportamiento

asintótico de soluciones para (0.0.1) en el caso de dominios acotados referimos

[7, 16, 35, 29, 42, 18, 47, 45, 46] y referencias allí citadas. Por otra parte, si el

planteamiento del sistema de ecuaciones se da en todo el espacio RN , N “ 2, 3,

la existencia local y global en el tiempo de soluciones para (0.0.1) se ha ana-

lizado en [11, 12, 13, 32, 51], y algunas referencias allí citadas. En particular,

en [32] los autores obtuvieron una clase de soluciones globales pequeñas en

el marco de los espacios Lp-débiles que incluyen términos no lineales de doble

atracción en la ecuación de densidad. Un resultado de buena postura local en

3D para los datos iniciales en la clase de espacios de Besov no homogéneos

Bs
p,r ˆ Bs`1

p,r ˆ Bs`1
p,r donde 1 ă p ă 8, 1 ď r ď 8, y s ą 3{p ` 1, fue probado

en [51] y, en [13] los autores obtuvieron un resultado de existencia de soluciones

locales en el tiempo para datos iniciales grandes, así como de una existencia glo-

bal en el tiempo para datos iniciales pequeños y alguna condición de pequeñez

en el término gravitacional, en espacios de Besov críticos homogéneos. Más tar-

de, en [11] los autores demostraron un criterio de extensión para las soluciones

locales en el tiempo. Incluso en el caso 3D, en [12] la existencia de soluciones

globales para datos iniciales pequeños en el espacio de Besov crítico homogé-

neo 9B
´2`3{p
p,1 ˆ 9B

3{p
p,1 ˆ 9B

´1`3{p
p,1 con 1 ď p ă 3 fue probada. Más recientemente, en

[19, 23], los autores obtuvieron resultados de existencia y comportamiento asin-

tótico de soluciones globales pequeñas en diferentes clases de espacios tipo

Besov-Morrey.

Los resultados anteriores están relacionados con el modelo no fraccionario (0.0.1).

El objetivo de este trabajo es analizar la existencia y estabilidad de soluciones

globales para el sistema fraccionario completo (0.0.2). Hasta donde se sabe, el

14



sistema fraccionario (0.0.2) no ha sido analizado previamente. Sin embargo, las

ecuaciones de Navier-Stokes fraccionarias en el tiempo (con difusión entera),

que corresponde a un submodelo de (0.0.2), ya se han estudiado en [10] en el

marco de los espacios Lp. Como se señala en [10], el interés en el análisis de las

ecuaciones de Navier-Stokes se reflejó en [40] considerando soluciones suaves

y estableciendo varios resultados sobre la regularidad de sus soluciones. Pos-

teriormente, en [50], el autor demostró la conjetura de Shinbrot, que afirmaba

que cualquier solución débil de las ecuaciones de Navier-Stokes tiene cualquier

derivada fraccionaria de orden menor o igual a 1/2. Algunos resultados sobre el

sistema Navier-Stokes con difusión fraccionaria se obtuvieron en [25]. Por otro la-

do, el sistema de Keller-Segel fraccionario, incluso en el caso en el que el término

de consumo nc se reemplaza por n ´ c, tampoco se ha estudiado ampliamente.

De hecho, solo se conocen las referencias [1, 2] donde los autores estudiaron

la existencia global y el comportamiento a largo plazo de las soluciones para el

sistema Keller-Segel fraccionario en el tiempo, es decir, asumiendo α “ 2, θ “ 0

y β P p0, 1q, y considerando el régimen de producción-degradación n ´ c en la

ecuación de la concentración. En [1], los autores analizaron la existencia global

y el comportamiento a largo plazo de las soluciones considerando datos iniciales

pequeños en el espacio Besov-Morrey N´b
r,λ,8 ˆ 9B8,8 con N ě 2, 0 ď λ ď N ´ 2,

b “ 2 ´ N´λ
r

y N´λ
2

ă r ă N ´ λ. Vale la pena observar que el espacio de

existencia en [1] se basa en normas auxiliares a la Kato, como en [49]. Algunas

propiedades de regularidad de la solución para (0.0.2), asumiendo α “ 2, θ “ 0

y β P p0, 1q, y dato inicial en LN X LN{2 X L8 ˆ 9B8,8 se obtuvieron en [2].

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se plantea y se analiza un

modelo de quimiotaxis Navier-Stokes-fraccionario en todo el espacio RN , N ě 2,

con una variación fraccionaria de tiempo en el sentido de Caputo, una autodi-

fusión fraccionaria para las variables físicas y un mecanismo de disipación frac-

cionaria para el proceso de quimio-atracción. Se prueban nuevos resultados de

existencia y unicidad de soluciones mild globales con pequeños datos iniciales

en una clase más grande de espacios críticos del tipo Besov-Morrey. Estos resul-

tados amplían la buena postura en el clásico (no régimen fraccionario) obtenidos
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por Postigo y Ferreira [23]. También se demuestra la estabilidad asintótica a largo

plazo de las soluciones.

El contenido de esta tesis se ha organizado de la siguiente manera: en el primer

capítulo, se introducen algunos conceptos y resultados relevantes que serán uti-

lizados en el desarrollo del trabajo. Se inicia introduciendo la definición de los es-

pacios de Morrey y de Besov-Morrey. En la segunda sección, la cual se ha dividi-

do en varias subsecciones, se presentan algunas nociones relevantes del cálculo

fraccionario, las cuales serán usadas a lo largo del texto; se inicia introduciendo

dos funciones que juegan un rol importante en esta rama del análisis, como lo

son la función Gamma y la función Beta, así como algunas de sus propiedades.

Luego, se habla de los operadores integro-diferenciales del cálculo fraccionario,

destacando, por supuesto, el operador derivada fraccionaria de Caputo. En lo

que sigue, se introducen los operadores de Mittag-Leffler y se enuncian algunas

de sus propiedades. Para terminar este capítulo, se presenta la deducción de la

formulación integral de un problema de Cauchy abstracto con derivada temporal

fraccionaria en el sentido de Caputo.

En el Capítulo 2, se presenta el marco funcional de los datos iniciales y de varia-

bles involucradas en el sistema (0.0.2), así como algunas estimativas lineales y

no lineales que serán usadas más adelante para demostrar los principales resul-

tados de esta tesis. Se inicia presentando, de una manera breve, la descripción

del modelo. En la segunda sección se muestra la invarianza por scaling de cada

una de las incógnitas, unas hipótesis sobre los parámetros involucrados y luego,

el respectivo marco funcional para la solución del sistema planteado. Luego, se

introduce la formulación integral del problema y se denota de una manera con-

veniente cada uno de sus términos, con el fin de facilitar los cálculos de las dife-

rentes estimativas. En la siguiente sección, se presentan las estimativas lineales

de decaimiento en tiempo de los operadores de Mittag-Leffler en los espacios de

Besov-Morrey. Para culminar este capítulo, se desarrollan las estimativas bilinea-

les asociadas a la formulación integral ya presentada.

En el Capítulo 3 se enuncian los principales resultados de esta tesis. Se inicia
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demostrando, mediante un argumento de punto fijo, un teorema de existencia

de solución para el sistema (0.0.2) con datos iniciales pequeños en espacios de

Besov-Morrey. Posteriormente, se demuestra un teorema de estabilidad asintó-

tica para la clase de soluciones dadas por el teorema de existencia. Para llevar

a cabo la demostración de estos teoremas, se aplican las diferentes estimativas

calculadas en el Capítulo 2 de este trabajo. Finalmente, es importante mencio-

nar que los resultados presentados en esta tesis están consignados en el preprint

[27].
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Capítulo

1

PRELIMINARES

En este capítulo se presentan algunas definiciones y resultados preliminares que

facilitarán la lectura del contenido del presente trabajo; se inicia con la definición

de los espacios de Morrey y de Besov-Morrey, y a continuación se mencionan

algunas de sus propiedades. Posteriormente, se presentan las nociones más

relevantes del cálculo fraccionario, las cuales serán usadas a lo largo de esta

disertación; en particular, se enuncian la definición y propiedades de la función

Gamma y la función Beta, además de recordar la definición y propiedades de

los operadores integro-diferenciales asociados al cálculo fraccionario. Finalmen-

te, se hará una breve deducción de la formulación integral de un problema de

Cauchy abstracto con derivada de orden fraccionario en el sentido de Caputo.

Los resultados preliminares presentados en este capítulo pueden ser encontra-

dos principalmente en [9].

1.1 ESPACIOS DE MORREY Y DE BESOV-MORREY

Con el objetivo de aclarar y facilitar la comprensión de este trabajo, se inicia esta

sección, estableciendo la notación usada a lo largo del mismo. Sea X un espacio

de Banach y 0 ď T ď 8.
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Se define Ckp0, T ;Xq “ tf : r0, T s Ñ X, k veces diferenciableu. Se consi-

dera la norma }f}Ck “
ÿ

|α|ďk

sup
tPr0,T s

}Dαfptq}. Así,
`

Ckp0, T ;Xq, }f}Ck

˘

es un

espacio de Banach.

Como es habitual, se denotan los espacios Lpp0, T ;Xq, 1 ď p ď 8, con

norma usual, por ejemplo,

Lp
p0, T ;Xq “

"

f : r0, T s Ñ X; f medible,
ż T

0

}fptq}
p
X dt ă 8

*

con norma

}f}Lpp0,T ;Xq
“

ˆ
ż T

0

}fptq}
p
X dt

˙

1
p

, 1 ď p ă 8.

El espacio de Sobolev W k,pp0, T ;Xq, 1 ď p ď 8 está dado por

W k,p
“
␣

f : r0, T s Ñ X : f P Lp
p0, T ;Xq y fk

P Lp
p0, T ;Xq

(

,

donde fk es la k-ésima derivada débil de f .

El espacio Cp0, T ;Xq corresponde al conjunto de funciones continuas f :

r0, T s Ñ X con

}f}
pCp0,T q;Xq

:“ max
tPr0,T s

}fptq} ă 8.

El espacio BCwp0, T ;Xq representa la clase de funciones f : r0, T s Ñ X

débilmente continuas y acotadas.

Además, se denota por S la clase de Schwartz y por S 1 al espacio de distribu-

ciones temperadas. Para f P S 1, f̂pξq “ Fpfqpξq y f̌pξq “ F´1pfqpξq representan

la transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier de f , respectiva-

mente.

Por otra parte, para dar un contexto del marco funcional en el cual se estudia

el sistema (0.0.2), se recuerdan, brevemente, algunos resultados preliminares

acerca de los espacios de Morrey y de Besov-Morrey. Para mayores detalles ver

[38].
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Definición 1.1. Para 1 ď p1 ď p ď 8 el espacio de Morrey Mp
p1

“ Mp
p1

pRNq se

define como el conjunto de todas las funciones medibles u : RN Ñ R tales que

}u}Mp
p1

“ sup
x0PRN

sup
Rą0

R
N
p

´ N
p1 }u}Lp1 pBpx0,Rqq

ă 8,

donde Bpx0, Rq es la bola cerrada en RN con centro x0 y radio R. El espacio Mp
p1
,

dotado con la norma } ¨ }Mp
p1
, es un espacio de Banach. Para 1 ă p ă 8 se tiene

que Mp
p “ Lp. En el caso p “ p1 “ 8, se tiene que M8

8 “ L8.

Ahora, se recuerda la desigualdad de Hölder en el marco de los espacios de

Morrey.

Lema 1.2. (Desigualdad de Hölder) Sean 1 ď p1 ď p ď 8, 1 ď q1 ď q ď 8 y

1 ď r1 ď r ď 8. Si
1

r
“

1

p
`

1

q
y

1

r1
“

1

p1
`

1

q1
, entonces

}fg}Mr
r1

ď }f}Mp
p1

}g}Mq
q1
, (1.1.1)

para toda f P Mp
p1

y g P Mq
q1

.

A continuación, se introducen los espacios homogéneos de Besov-Morrey.

Sean u P S 1 y las funciones ψj construidas de la siguiente manera: Sea φ0 una

función suave con soporte en la bola Bp0, 1q tal que φ0 ” 1 para 0 ă |ξ| ă 2
3
. Sea

φjpξq “ φ0

ˆ

ξ

2j

˙

, tal que φj tiene soporte en la bola Bp0, 2jq.

Se define ψj “ φj`1 ´ φj. Note que ψjpξq “ ψ0

ˆ

ξ

2j

˙

, luego ψjpξq P C8
0 pRNq.

Definición 1.3. El espacio homogéneo de Besov-Morrey N b
p,p1,r

“ N b
p,p1,r

pRNq es

definido como el conjunto de toda u P S 1{P tal que ψ̌j ˚ u P Mp
p1

para toda j, y

}u}N b
p,p1,r

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

˜

ÿ

jPZ

´

2bj
›

›ψ̌j ˚ u
›

›

Mp
p1

¯r

¸
1
r

ă 8, para 1 ď p1 ď p ď 8, 1 ď r ă 8, b P R,

sup
jPZ

´

2bj
›

›ψ̌j ˚ u
›

›

Mp
p1

¯

ă 8, para 1 ď p1 ď p ď 8, r “ 8, b P R,

donde P denota el conjunto de polinomios con N variables. El espacio N b
p,p1,r

es

un espacio de Banach con la norma } ¨ }N b
p,p1,r

.
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1.2 NOCIONES RELEVANTES DEL CÁLCULO

FRACCIONARIO

El cálculo fraccionario ha sido tema de interés para muchos matemáticos im-

portantes como Leibniz, L’hopital, Euler, Fourier, Abel, Liouville, Riemman, entre

otros. En épocas más recientes, en particular durante los últimos cuarenta años,

este tipo de herramienta del análisis ha sido retomada y extendida a varios con-

textos del análisis matemático y las ecuaciones diferenciales, encontrando un alto

potencial en diversas áreas de las ciencias aplicadas, entre las que se pueden

mencionar algunos trabajos en dinámicas de poblaciones, dinámicas no determi-

nísticas [48], electromagnetismo [20], teoría de viscoelasticidad [15, 17, 8], entre

otros. En esta sección se presentan algunas nociones importantes de esta rama

del análisis que serán de utilidad a lo largo de este trabajo.

1.2.1. La función Gamma y la función Beta

A continuación se presentan las definiciones de dos funciones muy importantes

en el cálculo fraccionario, como lo son la función Gamma y la función Beta. Así

mismo, se destacan algunas de sus propiedades, las cuales serán aplicadas en

las estimativas del Capítulo 2 de esta tesis. Los detalles presentados en esta

subsección pueden ser encontrados en [9, 14].

Definición 1.4. Sea DpΓq :“ tz P C, Repzq ą 0u. La función Gamma de Euler es

definida por la integral

Γpzq “

ż 8

0

τ z´1e´τdτ, z P DpΓq.

La función Gamma verifica, entre otras, las siguientes propiedades:

i) Γp0q “ 1, Γ
`

1
2

˘

“
?
π.

ii) Γpz ` 1q “ zΓpzq.
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iii) Para N P N, ΓpN ` 1q “ N !

La función Gamma permite generalizar la noción de factorial a cualquier núme-

ro real positivo. Como se verá más adelante, los diferentes operadores integro-

diferenciales en el sentido fraccionario se definen en términos de esta función.

Una representación alternativa del recíproco de la función Gamma está dada por

la fórmula,
1

Γpzq
“

1

2πi

ż

Ha

σ´zeσds, z P DpΓq, (1.2.1)

la cual es también conocida como fórmula de representación de Hankel. En

(1.2.1) Ha denota un camino de Hankel, es decir un camino conformado por dos

rayos arg σ “ ˘ϕ extendiéndose hasta el infinito, y el arco circular arc σ “ ϵ eiθ,

|θ| ď ϕ con ϕ P
`

π
2
, π
˘

y radio ϵ ą 0. La deducción de esta representación puede

ser encontrada en [9, 39].

Por otra parte, a partir de la definición de los nuevos operadores en el contexto

fraccionario, surgen ciertas integrales con una estructura particular, las cuales

son encontradas de una manera natural en diferentes estimativas del cálculo

fraccionario, a saber, la función beta, la cual se define a continuación.

Definición 1.5. Sea Dpbq :“ tpz1, z2q P C2 : Repz1q ą 0, Repz2q ą 0u. La función

Beta es definida por la integral

bpz1, z2q “

ż 1

0

τ z1´1
p1 ´ τq

z2´1dτ, z1, z2 P Dpbq.

Una propiedad conocida de la función Beta es la de simetría, esto es, dados

z1, z2 P Dpbq, se verifica que bpz1, z2q “ bpz2, z1q. Además, esta función guarda

una relación con la función Gamma, como se muestra en el siguiente teorema.

La prueba de este teorema puede ser encontrada en [9].

Teorema 1.6. Sean z1, z2 ě 0. Entonces

bpz1, z2q “
Γpz1qΓpz2q

Γpz1 ` z2q
,
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y por lo tanto,
ż t

0

τ z1´1
pt ´ τq

z2´1dτ “ tz1`z2´1bpz1, z2q. (1.2.2)

1.2.2. La integral de Riemman-Liouville, la derivada de Riemman-

Liouville y la derivada de Caputo

El objetivo de esta sección es presentar la definición de algunos operadores

íntegro-diferenciales del cálculo fraccionario. Se inicia con una introducción infor-

mal del operador integral en este nuevo contexto. Sea X un espacio de Banach,

T P p0,8q. Considere la aplicación I : L1p0, T ;Xq Ñ C pr0, T s;Xq, dada por

Ifptq “

ż t

0

fpsqds.

Note que, por el Teorema de Fubini, se tiene que

pI2fqptq “ IpIfqptq “

ż t

0

ż s

0

fprqdrds “

ż t

0

pt ´ sq

1!
fprqdr.

De nuevo, si se repite el proceso anterior,

pI3fqptq “ IpIpIfqqptq “

ż t

0

ż s

0

ż r

0

fpξqdξdrds “

ż t

0

pt ´ sq2

2!
fpsqds.

Este resultado se puede generalizar para cualquier N P N, obteniendo así, una

fórmula para calcular la N -ésima integral de una función f , la cual es conocida

en la literatura como fórmula de Cauchy :

pINfqptq “
1

pN ´ 1q!

ż t

0

pt ´ sqN´1fpsqds. (1.2.3)

Note que la fórmula (1.2.3) puede extenderse a cualquier número real positivo,

generalizando el factorial mediante la función Gamma. Lo anterior permite in-

troducir una definición del operador integral de orden fraccionario. Esta nueva

noción de integral fraccionaria, se define a continuación.

Definición 1.7. Sea X un espacio de Banach, y f P L1p0, T ;Xq, T ą 0. La
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integral fraccionaria de Riemman-Liouville de orden β P p0, 1q de f está dada por

Iβt fptq :“
1

Γpβq

ż t

0

pt ´ sqβ´1fpsq ds, t P r0, T s. (1.2.4)

Ejemplo 1.8. Sean β P p0, 1q, γ P p´1,8q y k una constante. Considere la función

fptq “ ktγ. Entonces

Iβt fptq “ k
Γpγ ` 1q

Γpβ ` γ ` 1q
tβ`γ. (1.2.5)

Demostración. En efecto, de (1.2.4) y las propiedades de la función Beta, se

tiene que

Iβt fptq “
1

Γpβq

ż t

0

pt ´ sqβ´1ksγ ds

“
k

Γpβq
tβ`γ

ż 1

0

p1 ´ sqβ´1sγ ds ppor(1.2.2)q

“
k

Γpβq
tβ`γ bpβ, γ ` 1q

“
k

Γpβq
tβ`γ ΓpβqΓpγ ` 1q

Γpβ ` γ ` 1q

“ k
Γpγ ` 1q

Γpβ ` γ ` 1q
tβ`γ.

■

Ejemplo 1.9. [14, Ejemplo 2.2] Sea fptq “ eλt, para algun λ ą 0.

Note que para N P N, se tiene que INt fptq “ λ´Neλt.

Ahora, para β P p0, 1q, usando la expansión en serie de la función exponen-

cial, el resultado del ejemplo anterior y una de las propiedades de la función

Gamma, se obtiene

24



Iβt fptq “ Iβt

«

8
ÿ

k“0

pλtqk

k!

ff

“

8
ÿ

k“0

λk

k!
Iβt rtks

“

8
ÿ

k“0

λk

k!

Γpk ` 1q

Γpk ` β ` 1q
tβ`k

ppor(1.2.5)q

“

8
ÿ

k“0

λk

k!

k!

Γpk ` β ` 1q
tβ`k

“ λ´β
8
ÿ

k“0

pλtqk`β

Γpk ` β ` 1q
. (1.2.6)

Observación 1.10. Note que la serie resultante en (1.2.6) no es el mismo eλt.

Esto muestra que el operador integral fraccionario de Riemman-Liouville no re-

produce funciones exponenciales como sí lo hacen las integrales de orden ente-

ro.

Definición 1.11. Sean T P p0,8q y dos funciones medibles f : r0, T s Ñ R y

g : r0, T s Ñ R. La convolución entre f y g cse define como

f ˚ g ptq :“

ż t

0

fpt ´ sq gpsq ds, para todo t P r0, T s

Observación 1.12. Sea β ą 0. Considere la función gβ : R Ñ r0,8q definida por

gβptq “

$

’

’

&

’

’

%

1

Γpβq
tβ´1, t ą 0

0, t ď 0,

donde Γ es la función Gamma. Se tiene que:

Si β1, β2 ą 0, entonces pgβ1 ˚ gβ2qptq “ gβ1`β2ptq, t ą 0.

Note que para β P p0, 1q y f P L1p0, T ;Xq, la integral Iβt en (1.2.4) se puede

escribir como la convolución
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Iβt fptq “ pgβ ˚ fqptq “

ż t

0

gβpt ´ sqfpsqds, c.t.p en r0, T s.

Para completar el operador integral fraccionario de Riemman Liouville, se

define I0fptq :“ fptq.

Ahora, se introduce el respectivo operador derivada fraccionario.

Definición 1.13. Sea β P p0, 1q, T ą 0 y f P L1p0, T ;Xq con f˚g1´β P W 1,1p0, T ;Xq.

Se define la derivada fraccionaria de Riemman-Liouville de orden β, la cual es

denotada como Dβ
t fptq por

Dβ
t fptq “ D1

t I
1´β
t fptq “ D1

t pg1´β ˚ fqptq, c.t.p en r0, T s,

donde D1
t “ d

dt
es el operador derivada clásico.

Observación 1.14. Explicitamente, la derivada de Riemman Liouville se define

como

Dβ
t fptq “

d

dt

„

1

Γp1 ´ βq

ż t

0

pt ´ sq´βfpsqds

ȷ

, c.t.p en r0, T s. (1.2.7)

Ejemplo 1.15. Sean β P p0, 1q, γ P p´1,8q y k una constante. Considere la

función fptq “ ktγ. Entonces

Dβ
t fptq “ k

Γpγ ` 1q

Γp1 ´ β ` γq
tγ´β.

Demostración. En efecto, de (1.2.7) y de las propiedades de las funciones Gam-

ma y Beta, se tiene que
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Dβ
t fptq “

d

dt

„

1

Γp1 ´ βq

ż t

0

p1 ´ sq´βksγds

ȷ

“
d

dt

„

kt1´β`γ

Γp1 ´ βq

ż 1

0

p1 ´ sq´βsγds

ȷ

ppor(1.2.2)q

“ p1 ´ β ` γq
ktγ´β

Γp1 ´ βq
bp1 ´ β, γ ` 1q

“ k p1 ´ β ` γq
tγ´β

Γp1 ´ βq

Γp1 ´ βqΓpγ ` 1q

Γp1 ´ β ` γ ` 1q

“ k p1 ´ β ` γq tγ´β Γpγ ` 1q

Γp1 ´ β ` γ ` 1q

“ k p1 ´ β ` γq tγ´β Γpγ ` 1q

p1 ´ β ` γqΓp1 ´ β ` γq

“ k
Γpγ ` 1q

Γp1 ´ β ` γq
tγ´β.

■

Observación 1.16. Del ejemplo 1.15, se deduce que la derivada de Riemman

Liouville de una función constante pγ “ 0q es dada por

Dβ
t k “ k

t´β

Γp1 ´ βq
.

Así, por ejemplo, si se escoge β “ 1
2

y k “ 1, se obtiene que

D
1
2
t p1q “ 1 ¨

t´
1
2

Γp1 ´ 1
2
q

“
1

?
t Γp1

2
q

“
1

?
πt
, t ą 0.

De lo anterior, se concluye que la derivada de Riemman-Liouville de una cons-

tante k ‰ 0, no es cero.

El tratamiento de las ecuaciones diferenciales fraccionarias trae consigo la inclu-

sión de las condiciones iniciales, lo cual genera un inconveniente si se considera

la derivada de Riemman-Liouville. En consecuencia, es natural pensar en un

concepto de derivada fraccionaria que permita analizar problemas de valor inicial

con derivadas de orden entero, a saber, la derivada fraccionaria de Caputo. Es-

te nuevo operador derivada, permitió incorporar de una mejor manera el cálculo
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fraccionario en la modelización de varios fenómenos físicos.

Definición 1.17. Sea β P p0, 1q, T ą 0 y f P Cpr0, T s;Xq con f˚g1´β P W 1,1p0, T ;Xq.

Se define la derivada fraccionaria de Caputo de orden β, la cual es denotada por
cDβ

t fptq, como
cDβ

t fptq :“ Dβ
t rfptq ´ fp0qs, c.t.p en r0, T s.

Observación 1.18. De manera equivalente,

cDβ
t fptq : “

d

dt

!

I1´β
t rfptq ´ fp0qs

)

“
d

dt

"

1

Γp1 ´ βq

ż t

0

pt ´ sq´β
rfpsq ´ fp0qs ds

*

.

Proposición 1.19. Sea β P p0, 1q y suponga que f P C1pr0, T s;Xq. Entonces

cDβ
t fptq “ I1´β

t f 1
ptq, para todo t P r0, T s.

Observación 1.20. Se resalta lo siguiente:

De la definición de la derivada de Caputo, es claro que si fptq “ k, k es una

constante, entonces cDβ
t fptq “ 0. Es decir, la derivada de Caputo supera el

inconveniente de la derivada de Riemman-Liouville de que la derivada de

una constante no nula no sea cero.

La derivada de Riemman-Liouville y la derivada de Caputo son operadores

no locales; contrario a lo que ocurre en el caso entero, estas derivadas

dependen de los valores que tome la función a lo largo de un intervalo.

Para terminar, en la siguiente proposición, se enuncian algunas propiedades que

relacionan los operadores fraccionarios definidos en esta sección.

Proposición 1.21. [9, Proposición 2.35] Sean β1, β2, T ě 0, con f P L1p0, T ;Xq y

hptq P Cpr0, T s;Xq. Entonces

i) Iβ1
t I

β2
t fptq “ Iβ1`β2

t fptq.
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ii) Dβ1
t I

β1
t fptq “ fptq.

iii) Si g1´β1 ˚ f P W 1,1p0, T ;Xq, entonces

Iβ1
t D

β1
t fptq “ fptq ´

1

Γpβ1q
tβ1´1

´

I1´β1
t fpsq

¯

|s“0.

iv) cDβ1
t I

β1
t hptq “ hptq.

v) Si g1´β1 ˚ h P W 1,1p0, T ;Xq, entonces

Iβ1
t

cDβ1
t hptq “ hptq ´ hp0q.

1.2.3. Operadores lineales, el semigrupo del calor fracciona-

rio y la transformada de Laplace

En esta sección se presentan algunas propiedades de operadores lineales y se-

migrupos; para más detalles ver [9]. En adelante, X es un espacio de Banach y

λ P C.

Definición 1.22. Sea B : DpBq Ă X Ñ X un operador lineal. El conjunto

ρpBq “
␣

λ P C : pλI ´ Bq
´1 : RpλI ´ Bq Ă X Ñ X es inyectiva, acotada y

RpλI ´ Bq “ Xu

es llamado el conjunto resolvente de B. El complemento σpBq “ Cz ρpBq es

llamado el espectrum de B. Para λ P ρpBq el operador pλI ´ Bq´1 es llamado el

resolvente.

Definición 1.23. Sea X un espacio de Banach. Una familia de operadores linea-

les acotados tSptqutě0 se denomina un semigrupo de clase C0 si se verifican las

siguientes propiedades:

i) Sp0q “ I, donde I es el operador identidad en X.
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ii) Spt ` sq “ SptqSpsq, para todo s, t ě 0.

iii) Para cada f en X, se tiene que Sptqf Ñ f , cuando t Ñ 0`.

Definición 1.24. Sea tSptqutě0 un C0-semigrupo en X. El generador infinitesimal

del semigrupo es el operador lineal A : DpAq Ñ X, donde

DpAq “

"

f P X : ĺım
tÑ0`

Sptqf ´ f

t
existe

*

y

Af “ ĺım
tÑ0`

Sptqf ´ f

t
, f P DpAq.

Definición 1.25. Sea A : DpAq Ă X Ñ X un operador cerrado y densamente

definido. Se dice que el operador A es un operador sectorial positivo si existen

constantes N ě 1 y ϕ P
`

0, π
2

˘

tales que

Sϕ “ tλ P C : ϕ ď |argpλq| ď πu Ă ρpAq,

y
›

›pλ ´ Aq
´1
›

›

LpXq
ď
N

|λ|
, @λ P Sϕz t0u .

Teorema 1.26. Si A : DpAq Ă X Ñ X es un operador sectorial positivo, entonces

´A genera un C0-semigrupo tSptq : t ě 0u,

Sptq “

ż

H0

eλtpλ ` Aq
´1dλ,

donde H0 es el cambio de trayectoria de cualquier camino de Hankel contenida

en ρp´Aq. Además para cualquier u P X y t P r0,8q, la función t Ñ Sptqu es

analítica y
d

dt
Sptqu “ ´ASptqu, para t ą 0.

Potencias fraccionarias:

Definición 1.27. Sea A un operador sectorial positivo en X y β ą 0. Se define

A´β
“

1

Γpβq

ż 8

0

τβ´1Spτqdτ,
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donde tSptq : t ě 0u es el C0-semigrupo generado por ´A.

Observación 1.28. Para complementar la definición anterior, se considera que

A0 “ IX .

Proposición 1.29. Sea A un operador sectorial positivo en X. Entonces para

cualquier β ě 0 el operador A´β P LpXq y es inyectivo. Además, si β y δ son

números reales no negativos, entonces A´βA´δ “ A´pβ`δq.

De lo anterior, podemos definir la potencia fraccionaria de A para cualquier β ě 0,

como

Aβ : DpAβ
q Ă X Ñ X,

donde DpAβq :“ RpA´βq y Aβ :“ pA´βq´1.

El operador Laplaciano fraccionario

A continuación se presentan algunas generalidades del operador Laplaciano

fraccionario; estos y otros detalles pueden ser consultados en [41] y [34].

Sea v una función en la clase de Schwartz S “ SpRNq. La transformada de Fou-

rier de v, denotada por v̂ está también en S. Para el Laplaciano ´∆ en RN , se

tiene

p̂´∆qvpξq “ |ξ|
2v̂pξq, para todo ξ P RN

El Laplaciano fraccionario p´∆qs, 0 ă s ă 1, se define de una manera natural

como
̂p´∆qsvpξq “ |ξ|

2sv̂pξq.

Definición 1.30. Para v P S, 0 ă α ă 2 se tiene que

“

p´∆q
α{2v

‰̂pξq “ |ξ|
αv̂pξq, para todo ξ P RN .

Ahora, se estudia la solución de la ecuación del calor homogénea de orden frac-

cionario en su variable espacial. Considere el problema:
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Btvpx, tq ` p´∆qα{2vpx, tq “ 0, px, tq P RN ˆ p0, T q

vpx, 0q “ v0pxq, x P RN .

(1.2.8)

Si se aplica la transformada de Fourier en (1.2.8), formalmente se obtiene el

siguiente problema de valor inicial
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Btv̂pξ, tq ` |ξ|αv̂pξ, tq “ 0, pξ, tq P RN ˆ p0, T q

v̂pξ, 0q “ v̂0pξq, ξ P RN .
(1.2.9)

La solución de (1.2.9) es dada por v̂pξ, tq “ e´t|ξ|α v̂0pξq. Por otra parte, sea el

núcleo del calor fraccionario

Kαpx, tq “ p2πq
´N{2

ż

RN

eix¨ξe´t|ξ|αdξ.

Note que v̂pξ, tq “ K̂αpξ, tqv̂0pξq y así,

vpx, tq “ Kα
t ˚ v0pxq. (1.2.10)

La solución (1.2.10) define una familia de operadores a un parámetro tSαptqutě0,

dado por Sαptqv0pxq “ Kα
t ˚ v0pxq, conocido en la literatura como semigrupo del

calor fraccionario.

Observación 1.31. Note que para u P S, se tiene que

̂Sαptqupxqpξq “ ̂Kα
t ˚ upxqpξq “ K̂α

t pξqûpξq “ e´t|ξ|αûpξq. (1.2.11)

Por lo tanto, aplicando transformada inversa de Fourier en (1.2.11), el semigrupo

del calor fraccionario está dado por

Sαptqupxq “ F´1
pe´t|ξ|αûpξqqpxq. (1.2.12)
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Observación 1.32. Para resaltar:

Además de la definición en transformada de Fourier del operador Lapla-

ciano fraccionario, es común encontrar otras formas de definir este opera-

dor, más específicamente, este operador se estudia como un operador de

convolución y como un operador integral singular (ver [41, 34]).

Como se muestra al inicio del Capítulo 4 en [34], la ecuación del calor frac-

cionaria puede ser deducida a partir de un modelo estocástico que describe

el movimiento aleatorio de una partícula cuya trayectoria presenta movi-

mientos aleatorios con saltos arbitrariamente largos (este tipo de compor-

tamiento se puede dar en ciertos animales como los tiburones y en otras

especies) y estas trayectorias se describen mejor, mediante los llamados

vuelos de Lévy. Lo anterior, justifica que en el estudio de la dinámica de

las especies que presentan este comportamiento en su desplazamiento, se

debe asumir una difusión ya no de orden entero, sino una difusión anómala

(con operador Laplaciano fraccionario).

Figura 1: Difusión normal vs difusión anómala (Vuelo de Lévy)

Fuente: Sin autor. LevyFlight [imagen]. En: WIKIPEDIA la enciclopedia li-

bre. San Francisco, USA. [Consultado 26 de noviembre de 2021]. Disponi-

ble en: https://es.wikipedia.org/wiki/Vuelo_de_Lévy.
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Transformada de Laplace:

Definición 1.33. Se dice que una función f : r0,8s Ñ X es de tipo exponencial,

si existe t0, M ą 0 y γ P R tales que }fptq} ď Meγt para todo t ą t0. Note que

la función fptq no debe crecer más rápido que una cierta función exponencial

cuando t Ñ 8.

Proposición 1.34. Sea f : r0,8q Ñ X una función localmente integrable de tipo

exponencial. Entonces existe γ ą 0 tal que

ż 8

0

e´λtfptq dt

es convergente para Repλq ą γ.

Teniendo en cuenta la Proposición anterior, considere la función

f̃ : Dpf̃ q Ă C Ñ B dada por

f̃pλq “

ż 8

0

e´λtfptq dt.

La función f̃ es llamada la transformada de Laplace de fptq. El operador transfor-

mada de Laplace es un operador biyectivo y continuo. La transformada inversa

es denotada por L ´1.

Definición 1.35. Sean DpL q “ tf : L1
locpr0,8q, Bq : f es de tipo exponencialu y

F pC, Bq es el espacio de funciones definidas de un subconjunto de C en B. La

aplicación lineal L : DpL q Ñ F pC, Bq es llamada el operador transformada de

Laplace y se define por

L tfptqupλq :“ pf̃ qpλq.

Ejemplo 1.36. Sea z P C tal que Re z ą ´1, y f : r0,8q Ñ r0,8q dada por

fptq “ tz, entonces, para Re λ ą 0, se sigue que

L ttzu pλq “

ż 8

0

e´λttz dt “
Γpz ` 1q

λz`1
. (1.2.13)

34



1.2.4. Los operadores de Mittag-Leffler

Unos operadores a destacar en el cálculo fraccionario son los llamados operado-

res de Mittag-Leffler, los cuales se definen a continuación. Considere β P p0, 1q, y

suponga que A : DpAq Ă X Ñ X es un operador sectorial positivo, entonces

Eβp´tβAq “

ż 8

0

MβpτqSpτtβqdτ, (1.2.14)

Eβ,βp´tβAq “

ż 8

0

βτMβpτqSpτtβqdτ, (1.2.15)

donde tSptq : t ě 0u es el C0- semigrupo generado por ´A y Mβ : C Ñ C es la

conocida función de Mainardi, la cual se define como

Mβpzq “

8
ÿ

N“0

p´zqN

N ! Γp´βn ` p1 ´ βqq
.

Observación 1.37. La función de Mainardi también se puede representar me-

diante la formulación integral (ver [36, 37])

Mβpzq “
1

2πi

ż

Ha

eσ´zσβ dσ

σ1´β
, (1.2.16)

donde Ha y σ son como en (1.2.1).

Proposición 1.38. [9, Proposición 2.43] Considere β P p0, 1q y suponga que

A : DpAq Ă X Ñ X es un operador sectorial positivo. Entonces para todo u P X,

se sigue que

L
␣

Eβp´tβAqu
(

pλq “ λβ´1
pλβ ` Aq

´1u,

y

L
␣

tβ´1Eβ,βp´tβAqu
(

pλq “ pλβ ` Aq
´1u.

1.2.5. Deducción de la formulación integral

En esta sección se presenta la deducción de la formulación integral de un pro-

blema abstracto de Cauchy fraccionario, la cual se usa para establecer la formu-
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lación integral del sistema (0.0.2). Esta deducción se puede encontrar escencial-

mente en [9].

Considere el problema de Cauchy

$

&

%

cDβ
t uptq “ ´Auptq ` fpt, uptqq, t ě 0

up0q “ u0 P X,
(1.2.17)

donde X es un espacio de Banach, β P p0, 1q, A : DpAq Ă X Ñ X un operador

sectorial positivo, cDβ
t es la derivada fraccionaria de Caputo y f : r0,8q ˆX Ñ X

una función continua. Suponga que u : r0,8q Ñ X es una función continua

que satisface (1.2.17). Entonces, aplicando Iβt a ambos lados de la ecuación

diferencial, se obtiene

uptq “ up0q `
1

Γpβq

ż t

0

pt´ sqβ´1
p´Aupsqq ds`

1

Γpβq

ż t

0

pt´ sqβ´1fps, upsqqds, t ě 0,

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados se obtiene

ũpλq “
u0
λ

`
1

λβ
p´Aũpλqq `

1

λβ
f̃puqpλq,

donde ũpλq “ L tuptqu pλq y f̃puqpλq “ L tf pt, uptqqu pλq.

Suponga que λβ P ρp´Aq. Una manipulación algebráica lleva a

ũpλq “ λβ´1
pλβ ` Aq

´1u0 ` pλβ ` Aq
´1 f̃puqpλq.

Aplicando la transformada inversa de Laplace, se deduce la expresión

uptq “ L ´1
tλβ´1

pλβ ` Aq
´1u0uptq

`

ż t

0

L ´1
tpλα ` Aq

´1
upt ´ sq L ´1

tpf̃puqqpλqupsq ds.

Finalmente, de las propiedades de la transformada inversa de Laplace y la pro-
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posición 1.38, se sigue que

uptq “ Eβp´tβAqu0 `

ż t

0

pt ´ sqβ´1Eβ,βp´pt ´ sqβAqfps, upsqqds, t ě 0.
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Capítulo

2

MARCO FUNCIONAL Y ESTIMATIVAS

El objetivo de este capítulo es demostrar algunas estimativas que serán necesa-

rias para demostrar los principales resultados de esta tesis. Se inicia recordando

el modelo a estudiar y su relación de escala o scaling, y a partir de esa relación,

se enuncian los espacios de tipo Besov-Morrey y Morrey que definirán la clase

de datos iniciales y de las soluciones. Posteriormente, se presenta la formula-

ción integral para la solución del sistema (0.0.2) vía el principio de Duhamel en el

contexto fraccionario, y se analizan algunas estimativas de decaimiento temporal

para los operadores de Mittag-Leffler. Finalmente, se obtienen estimativas bili-

neales correspondientes a la formulación integral en las normas de los espacios

solución, presentados al inicio de este capítulo.
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2.1 EL MODELO

El modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes-fraccionario que se propone analizar en

esta tesis, está dado por el siguiente sistema:
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%

cDβ
t n ` u ¨ ∇n “ ´Dn p´∆q

α{2 n ´ χ∇ ¨ pn∇pp´∆q´θ{2cqq,

cDβ
t c ` u ¨ ∇c “ ´Dc p´∆q

α{2 c ´ ρnc,

cDβ
t u ` pu ¨ ∇qu “ ´Du p´∆q

α{2 u ´ ∇π ´ n∇ϕ,

∇ ¨ u “ 0,

(2.1.1)

donde n “ npx, tq ě 0, c “ cpx, tq ě 0, πpx, tq y upx, tq denotan, respectivamente,

la densidad celular, la concentración de la señal química, la presión, y la velo-

cidad del fluido en la posición x P Ω Ď RN , N “ 2, 3, y tiempo t ą 0. En este

modelo se asume que la señal química es consumida con una tasa ρ propor-

cional a la cantidad de células. Tanto las células como la sustancia química son

transportadas por un fluido viscoso incompresible que, a su vez, es impulsado

por la fuerza inducida por la gravitación, ´n∇ϕ, modelando los efectos debido a

las variaciones de densidad provocadas por la agregación celular. En (2.1.1) cDβ
t

es la derivada fraccionaria de Caputo de orden β P p0, 1s, p´∆qα{2, α P p0, 2s, de-

nota el operador Laplaciano fraccionario de orden α{2. Además, ∇
`

p´∆q´θ{2c
˘

,

θ P r0, Nq, también es un término no local, el cual puede ser representado por

Kpxq ˚ c, Kpxq „ x
|x|N´θ . El caso β “ 1, α “ 2 y θ “ 0 formalmente corresponde

al sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes (0.0.1). Por simplicidad en la notación, y

sin pérdida de generalidad, se asume que el valor de los parámetros físicos es

1, esto es, Dn “ χ “ Dc “ Du “ ρ “ 1.

2.2 ESPACIOS SOLUCIÓN

Note que el sistema (2.1.1) tiene una propiedad de scaling. En efecto, no es

difícil ver que si rn, c, us es una solución clásica para (2.1.1), entonces rnλ, cλ, uλs
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definida por

nλpx, tq “ λαnpλx, λα{βtq, cλpx, tq “ λα`θ´2cpλx, λα{βtq, uλpx, tq “ λα´1upλx, λα{βtq,

(2.2.1)

es también solución de (2.1.1). En este caso, la aplicación

rn, c, us Þ Ñ́ rnλ, cλ, uλs,

es llamada el scaling de (2.1.1), y las soluciones invariantes por este scaling se

denominan soluciones auto similares. Observe que si rn, c, us es una solución

auto similar, el dato inicial rn0, c0, u0s debe ser invariante por el scaling, y, por lo

tanto, se debe satisfacer

n0pxq “ λαn0pλxq, c0pxq “ λα`θ´2c0pλxq, u0px, tq “ λα´1u0pλxq.

Teniendo en cuenta esta relación de escala se considera la siguiente clase de

espacios críticos para los datos iniciales:

$

&

%

n0 P N
N
q

´α

q,q1,8pRNq, c0 P L
N

α`θ´2 pRNq con ∇pp´∆q´θ{2qc0 P N
N
r

´α`1
r,r1,8 pRNq,

u0 P N
N
p

´α`1

p,p1,8 pRNq.

(2.2.2)

Así mismo, se considera que la fuente externa ϕ es tal que

tβ´
2β
α ∇ϕp¨q P BCwpp0,8q;MN

N1
q, (2.2.3)

donde los exponentes p, p1, q, q1, r, r1 y N1 son tomados verificando las siguiente

hipótesis:

Hipótesis 2.1. Asuma que N ě 2, α ą
3

2
, α ` θ ě 2, β ą

α

α ` 1 ´ θ
y p ą r. Para

N “ 3, suponga que los exponentes p, q y r satisfacen las condiciones piq, piiq o

piiiq abajo

(i)
N

2pα ´ 1q
ă q ă N ,

N

α ´ 1
ă p ă

qN

N ` p1 ´ αqq
,

N

α ´ 1
ă r ă

qN

N ` p1 ´ αqq
;
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(ii) q “ N ,
N

α ´ 1
ă p ă

N

2 ´ α
,

N

α ´ 1
ă r ă

N

2 ´ α
;

(iii)
βN

2βα ´ β ´ α
ă q ă

2βN

βα ` β ´ βθ ´ α
,

N

α ´ 1
ă p ă

βqN

p2βα ´ β ´ αqq ´ βN
,

qN

N ` qpα ` θ ´ 2q
ď r ă

βqN

p2βα ´ β ´ αqq ´ βN
.

Si N “ 2 asuma que p, q y r satisfacen la condición piiiq anterior. Además, su-

ponga que p1, q1, r1 y N1 satisfacen las siguientes condiciones:

(A) 1 ď p1 ď p, 1 ď q1 ď q, 1 ď r1 ď r, 1 ď N1 ď N ;

(B)
1

p1
`

1

q1
ď 1,

1

r1
`

1

q1
ď 1,

1

p1
`
α ` θ ´ 2

N
ď 1,

1

q1
`
α ` θ ´ 2

N
ď 1,

1

N1

`
1

q1
ď 1,

(C)
p

p1
ď

q

q1
“

r

r1
;

(D) p1

ˆ

1

N1

`
1

q1

˙

ď p

ˆ

1

N
`

1

q

˙

.

Observación 2.2. La Hipótesis 2.1 proviene del decaimiento en tiempo y las

estimaciones no lineales que aparecen en las Secciones 2.5 y 2.6, las cuales

son necesarias para usar un argumento de punto fijo. Si los parámetros β, α y θ

son fijados como en la Hipótesis 2.1, entonces es posible hallar índices p1, q1, r1

y N1 suficientemente cercanos a p, q, r y N , respectivamente, tal que la Hipótesis

2.1 es no vacía. Además, si se consideran β “ 1, α “ 2 y θ “ 0, se obtienen las

hipótesis establecidas en [23] para el sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes no

fraccionario (0.0.1).
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Se definen los espacios funcionales

X1 :“
!

n : t´
βN
αq

`βnp¨q P BCwpp0,8q;Mq
q1

q

)

,

X2 :“
!

c : c P BCw

´

p0,8q;L
N

α`θ´2

¯

con t´
βN
αr

´
β
α

`β∇pp´∆q´θ{2cp¨qq P BCw

`

p0,8q;Mr
r1

˘

)

,

X3 :“
!

u : t´
βN
αp

´
β
α

`β
P BCw

`

p0,8q,Mp
p1

˘

)

,

(2.2.4)

los cuales, dotados con las siguientes normas, son espacios de Banach

}n}X1
:“ sup

tą0
t´

βN
αq

`β
}nptq}Mq

q1
,

}c}X2
:“ sup

tą0
}cptq}

L
N

α`θ´2
` sup

tą0
t´

βN
αr

´
β
α

`β
›

›∇pp´∆q
´θ{2cptqq

›

›

Mr
r1

,

}u}X3
:“ sup

tą0
t´

βN
αp

´
β
α

`β
}uptq}Mp

p1
.

Ahora, se introduce el espacio producto X

X :“ trn, c, us : n P X1, c P X2, u P X3u (2.2.5)

con la norma

}rn, c, us}X :“ }n}X1
` }c}X2

` }u}X3
,

y

I :“ trn0, c0, u0s : n0, c0 y u0 son como en (2.2.2)u

con la norma

}rn0, c0, u0s}I :“ }n0}
N

N
q ´α

q,q1,8

` }c0}
L

N
α`θ´2

`
›

›∇pp´∆q
´θ{2c0q

›

›

N
N
r ´α`1

r,r1,8

` }u0}
N

N
p ´α`1

p,p1,8

.

(2.2.6)
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2.3 EL PROYECTOR DE LERAY

Para analizar el problema de Cauchy asociado al sistema (2.1.1), se usa el ca-

mino estándar de eliminar la presión de la ecuación del momento de las ecua-

ciones de Navier-Stokes, para trabajar solamente con la velocidad. La presión

se recupera a posteriori. Para ello, se debe tener en cuenta la descomposición

de Helmholtz-Hodge y del proyector de Leray. Dado un campo vectorial diferen-

ciable, v : RN Ñ RN , la descomposición Helmholtz-Hodge establece que existe

una única descomposición de v como v “ v1 ` v2, donde v1 es un campo de

divergencia nula y v2 “ ∇ψ para alguna función ψ : RN Ñ R (ver por ejemplo

[3]). Como la descomposición es única, se puede definir el operador proyector de

Leray como Pv “ v ´ ∇ψ. Dado que div pv ´ ∇ψq “ 0, entonces div v “ ∆ψ y

así, aplicando el laplaciano inverso, se tiene que

Pv “ v ´ ∇p∆´1
pdiv vqq. (2.3.1)

Si se aplica la transformada de Fourier en cada componente del campo (2.3.1),

se obtiene la expresión

pPvq̂j pξq “ v̂jpξq ´

N
ÿ

k“1

ξj
|ξ|2

pξkv̂kpξqq. (2.3.2)

con lo cual

pPvq̂ pξq “

´

P̂pξq

¯

v̂pξq,

donde Ppξq es la matriz con entradas

´

P̂pξq

¯

j,k
“ δj,k ´

ξjξk
|ξ|2

,

y la cual verifica que

max
1ďjďk

sup
ξPRnzt0u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

P̂pξq

¯

j,k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1.
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Si se consideran los operadores pseudo diferenciales Rj pj “ 1, ..., nq, llamados

transformadas de Riesz, definidos en términos de la transformada de Fourier

como

R̂jfpξq “
iξj
|ξ|
f̂pξq,

se obtiene que

pPvqj “ vj `

3
ÿ

k“1

RjRkvk, j “ 1, ..., n,

cuya transformada de Fourier es justamente (2.3.2).

2.4 FORMULACIÓN INTEGRAL

Usando el principio de Duhamel, aplicando el proyector de Leray en la ecuación

de la velocidad y reemplazando el operador A en la deducción presentada en la

subsección 1.2.5 por el operador Laplaciano fraccionario, el sistema (2.1.1) es

formalmente equivalente a la siguiente formulación integral:
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nptq “ Eβp´tβp´∆qα{2qn0 ´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τqβp´∆qα{2qpu ¨ ∇nq dτ

´

ż t

0

pt ´ τq
β´1∇Eβ,βp´pt ´ τqβp´∆qα{2qpn∇pp´∆q´θ{2cqq dτ,

cptq “ Eβp´tβp´∆qα{2qc0 ´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τqβp´∆qα{2qpu ¨ ∇c ` ncq dτ,

uptq “ Eβp´tβp´∆qα{2qu0 ´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qPpu ¨ ∇uq dτ

´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qPpn∇ϕqq dτ,

(2.4.1)

donde tEβp´tβp´∆qα{2qutě0 y tEβ,βp´tβp´∆qα{2qutě0 denotan las familias de Mittag-

Leffler definidas en (1.2.14) y (1.2.15), respectivamente. En (2.4.1) n0, c0, u0, con

∇ ¨ u0 “ 0 en S 1, son distribuciones representando los datos iniciales. Una tripla

rn, c, us satisfaciendo (2.4.1) es llamada una solución mild de (2.1.1).
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A partir de esta formulación integral, se probarán un conjunto de estimativas

lineales y bilineales en las normas de los espacios solución, las cuales permi-

tirán aplicar un argumento de punto fijo para demostrar la existencia y estabili-

dad de las soluciones para el sistema (2.1.1). Para cada tripla de datos iniciales

rn0, c0, u0s y fuerza ϕ, consideramos la aplicación F prn, c, usq “ rN , C,Us, definida

por
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’
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%

N ptq “ Eβp´tβp´∆qα{2qn0 ´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τqβp´∆qα{2qpu ¨ ∇nqpτq dτ

´

ż t

0

pt ´ τq
β´1∇Eβ,βp´pt ´ τqβp´∆qα{2qpn∇pp´∆q´θ{2cqqpτq dτ,

:“ Eβp´tβp´∆qα{2qn0 ` B1
3,1ptq ` B1

1,2ptq,

Cptq “ Eβp´tβp´∆qα{2qc0 ´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τqβp´∆qα{2qpu ¨ ∇cqpτq dτ

´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τqβp´∆qα{2qpncq dτ,

:“ Eβp´tβp´∆qα{2qc0 ` B2
3,2ptq ` B2

1,2ptq,

Uptq “ Eβp´tβp´∆qα{2qu0 ´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qPpu ¨ ∇uqpτq dτ

´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qPpn∇ϕqpτq dτ

:“ Eβp´tβp´∆qα{2qu0 ` B3
3,3ptq ` L3ptq, 0 ă t ă 8.

(2.4.2)

En (2.4.2) se usa convenientemente la notación Bj
i,kptq donde los subíndices i, k

hacen referencia a las incógnitas que aparecen en el término Bj (1 para n, 2 para

c y 3 para u).
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2.5 ESTIMATIVAS LINEALES PARA LOS OPERADORES DE

MITTAG-LEFFLER

Para iniciar esta sección se presenta una proposición que establece una equi-

valencia de la norma de Besov-Morrey con la norma Morrey del semigrupo del

calor fraccionario. La prueba de esta proposición se basa en la demostración de

la Proposición 2.22 en [38].

Proposición 2.3. Si b ă 0, entonces

}u}N b
p,p1,8

– sup
tą0

t´
b
α }Sαptqu}Mp

p1
. (2.5.1)

La demostración de esta proposición es dividida en los siguientes dos Lemas; pa-

ra facilitar la comprensión de la misma, recuerde que los espacios de Besov Mo-

rrey se definen a partir de una partición de la unidad de Littlewood-Paley tψjujPZ.

Anexo a lo anterior, ψjpDq es el multiplicador de Fourier, con símbolo ψjpξq, donde

tφ0pξq, ψjpξqu es una partición de la unidad de Littlewood-Paley dependiente de

una descomposición diádica de RN . Más exactamente, el multiplicador de Fourier

ψjpDq se define como

ψjpDqupxq “ F´1
pψjpξqûpξqqpxq “

ż

RN

ψjpξqûpξqeix¨ξdξ, u P S.

Note que ψjpDqupxq “ ψ̌j ˚ upxq.

Lema 2.4. Si u P N b
p,p1,8

, entonces ψjpDqu P Mp
p1

, para todo j P Z y existe una

constante C ą 0 tal que

sup
jPZ

!

2bj }ψjpDqu}Mp
p1

)

ď C sup
tą0

t´
b
α }Sαptqu}Mp

p1

Demostración. Sea t “ p2αq´j. Dado que la función ψjpξq tiene soporte en el ani-

llo Dj “
␣

ξ P RN | 2j´1 ă |ξ| ă 2j`1
(

, observando que et|ξ|α alcanza su máximo

sobre Dj y teniendo en cuenta la definición de la norma Morrey, se tiene que
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}ψjpDqu}Mp
p1

“
›

›F´1
pψjpξqûpξqq

›

›

Mp
p1

“
›

›F´1
pe´t|ξ|αet|ξ|αψjpξqûpξqq

›

›

Mp
p1

ď C̃
›

›F´1
pe´t|ξ|αψjpξqûpξqq

›

›

Mp
p1

. (2.5.2)

Note que t´
b
α “ rp2αq´js

´ b
α “ p2´jαq´ b

α “ 2bj. Así, multiplicando por 2bj ą 0

a ambos lados de la desigualdad (2.5.2), teniendo en cuenta que ψjpξq tiene

soporte en el anillo Dj “
␣

ξ P RN | 2j´1 ă |ξ| ă 2j`1
(

, que hace que ψ̌j P L1,

usando la desigualdad de Young para convoluciones en espacios de Morrey (ver

[19]) y aplicando (1.2.12), se obtiene que

2bj }ψjpDqu}Mp
p1

ď t´
b
α C̃

›

›F´1
pe´t|ξ|αψjpξqûpξqq

›

›

Mp
p1

ď C̃t´
b
α

›

›ψ̌j

›

›

L1

›

›F´1
pe´t|ξ|αûpξqq

›

›

Mp
p1

ď Ct´
b
α

›

›F´1
pe´t|ξ|αûpξqq

›

›

Mp
p1

ď Ct´
b
α }Sαptqu}Mp

p1
.

Entonces

sup
jPZ

!

2bj }ψjpDqu}Mp
p1

)

ď C sup
tą0

t´
b
α }Sαptqu}Mp

p1
.

■

Lema 2.5. Si u P S 1, es tal que sup
jPZ

!

2bj }ψjpDqu}Mp
p1

)

ă 8, entonces

sup
tą0

t´
b
α }Sαptqu}Mp

p1
ď C sup

jPZ

!

2bj }ψjpDqu}Mp
p1

)

. (2.5.3)

Demostración. Primero se verificará esta desigualdad para el caso t “ 1. En el

Lema 2.24 de [38] se demostró que

sup
jPZ

!

2bj }ψjpDqu}Mp
p1

)

« sup
jPZ

!

2bj }φjpDqu}Mp
p1

)

. (2.5.4)
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Entonces, teniendo en cuenta la equivalencia (2.5.4), basta demostrar que

}Sαp1qu}Mp
p1

ď C sup
jPZ

!

2bj }φjpDqu}Mp
p1

)

.

En el lado izquierdo se aplica una partición de Littlewood-Paley a u de modo que

sea más conveniente reemplazar el supremo por una suma sobre j en el lado

derecho. Se fija ρ y δ ě 0, tales que ρ´ δ ą ´b. Entonces, siguiendo [38] se tiene

que

ÿ

jě0

2´jρ
}ψjpDqu}Mp

p1
ď 2

˜

ÿ

jě0

2´jδ

¸

sup
rPZ

!

2br }φrpDqu}Mp
p1

)

. (2.5.5)

Ahora, note que en S 1,

ÿ

jě0

2´jρφjpDq “ cφ0pDq `
ÿ

jě0

2´jρ
j
ÿ

r“0

ψrpDq

“ cφ0pDq `
ÿ

jě0

ψrpDq

j
ÿ

r“0

2´jρ. (2.5.6)

Dado que si ϕr es una función suave con soporte compacto, que es idéntica-

mente uno en el anillo Dr, entonces la norma de e´|ξ|αϕrpξq no excede Cρ2
´rρ

para todo ρ ě 0, donde Cρ no depende de r. Por lo tanto, observando que

f “

˜

φ0 `
ÿ

jě0

ψj

¸

f , recordando la definición de tSαp1qu, y (2.5.6), se tiene que

}Sαp1qu}Mp
p1

ď }Sαp1qφ0pDqu}Mp
p1

`
ÿ

jě0

}Sαp1qψjpDqu}Mp
p1

ď }Sαp1qφ0pDqu}Mp
p1

` Cρ

ÿ

jě0

2´jρ
}ψjpDqu}Mp

p1

ď Cρ

ÿ

jě0

2´jρ
}φjpDqu}Mp

p1
, @ρ ě 0,

y así, teniendo en cuenta (2.5.5), se concluye (2.5.3) para t “ 1. Ahora, se proba-

rá que por la homogeneidad de la norma, si (2.5.3) se tiene para t “ 1, entonces

se verifica (2.5.3). En efecto, sea ω “ C sup
jPZ

!

2bj }φjpDqu}Mp
p1

)

y veamos que
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sup
tą0

t´
b
α }Sαptqu}Mp

p1
ď ω.

Sea upx, tq “ Sαptqfpxq la solución de ut ` p´∆q
α{2 u “ 0 con dato inicial upx, 0q “

fpxq. Se sabe que la función uλpx, tq “ λkupλx, λαtq también es solución de ut `

p´∆q
α{2 u “ 0 con dato inicial

uλpx, 0q “ λkupλx, 0q “ λkfpλxq “ fpxq,

y además, upx, tq “ uλpx, tq, para todo λ ą 0. Así,

}uλpx, 1q}Mp
p1

“
›

›λkupλx, λαq
›

›

Mp
p1

“ }upx, 1q}Mp
p1

ď ω, (2.5.7)

y usando el scaling de }¨}Mp
p1

, se tiene que

}uλpx, 1q}Mp
p1

“ λk }upλx, λαq}Mp
p1

“ λk }Sαpλαqfpλxq}Mp
p1

“ λkλ´N
p }Sαpλαqfpxq}Mp

p1
.

(2.5.8)

Así, de (2.5.7) y (2.5.8), se obtiene

}Sαpλαqfpxq}Mp
p1

“ λ´kλ´N
p ω, @λ ą 0.

Tomando t “ λα ą 0, se tiene que λ “ t
1
α y, por lo tanto,

t´
b
α }Sαptqfpxq}Mp

p1
ď t´

b
α t´

k
α t´

N
αpω,

en particular, cuando k “ ´b ´ N
p

, se sigue la desigualdad requerida. ■

Ahora, se recordarán algunas estimativas de decaimiento en tiempo del semigru-

po del calor fraccionario tSαptqutě0 en los espacios de Morrey (ver [24, Lemma

2.2], [26, Lemma 3.2] ).
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Lema 2.6. Sea k un multi-índice, 1 ď p1 ď p ă 8 y 1 ď q1 ď q ă 8. Si p ě q y
p
p1

ě
q
q1

, entonces existe una constante positiva C ą 0 tal que

}Sαptqf}Mp
p1

ď Ct´
N
α p 1

q
´ 1

pq }f}Mq
q1
, (2.5.9)

›

›∇kSαptqf
›

›

Mp
p1

ď Ct´
N
α p 1

q
´ 1

pq´
|k|

α }f}Mq
q1
, (2.5.10)

}Sαptqf}L8 ď C }f}L8 , (2.5.11)

para toda f P S 1.

El siguiente Lema es necesario para obtener estimativas de decaimiento en tiem-

po para los operadores de Mittag–Leffler en los espacios de Besov-Morrey.

Lema 2.7. Si β P p0, 1q y ´1 ă l ă 8, entonces

ż 8

0

τ lMβpτq dτ “
Γpl ` 1q

Γpβl ` 1q
.

Demostración. Usando la representación integral de la función de Mainardi en

(1.2.16), se obtiene

ż 8

0

τ lMβpτq dτ “

ż 8

0

τ l
„

1

2πi

ż

Ha

e
σ´τσβ dσ

σ1´β

ȷ

dτ

“
1

2πi

ż

Ha

eσ
„
ż 8

0

e´τσβ

τ ldτ

ȷ

dσ

σ1´β

“
1

2πi

ż

Ha

eσ
„

Γpl ` 1q

pσβql`1

ȷ

dσ

σ1´β
ppor (1.2.13)q

“
Γpl ` 1q

2πi

ż

Ha

eσ

σβl`1
dσ

“ Γpl ` 1q
1

2πi

ż

Ha

σ´pβl`1qeσdσ

“ Γpl ` 1q
1

Γpβl ` 1q
ppor (1.2.1)q

“
Γpl ` 1q

Γpβl ` 1q
.

■
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Lema 2.8. Considere β P p0, 1q y p1, p, q1, q como en el Lema 2.6 tal que

p

p1
ě

q

q1
, 1 ă q ď p ă 8, y

pN

αp ` N
ă q.

Entonces, para cualquier f P Mq
q1

, existe una constante C1 ą 0 tal que

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď C1t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq }f}Mq
q1
,

y
›

›Eβ,βp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď C1t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq }f}Mq
q1
.

Demostración. Usando (1.2.14), (2.5.9) y el Lema 2.7 se obtiene

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď

ż 8

0

Mβpτq
›

›Sαpτtβqf
›

›

Mp
p1

dτ

ď

ż 8

0

Mβpτq C
`

τtβ
˘´N

α p 1
q

´ 1
pq

}f}Mq
q1
dτ

ď C

ż 8

0

Mβpτq τ´N
α p 1

q
´ 1

pqt´
βN
α p 1

q
´ 1

pq }f}Mq
q1
dτ

ď Ct´
βN
α p 1

q
´ 1

pq

ˆ
ż 8

0

τ´N
α p 1

q
´ 1

pqMβpτq dτ

˙

}f}Mq
q1

ď C1t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq }f}Mq
q1
, t ą 0.

Por otra parte, usando (1.2.15), (2.5.9) y el Lema 2.7 se tiene que

›

›Eβ,βp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď

ż 8

0

βτMβpτq
›

›Sαpτtβqf
›

›

Mp
p1

dτ

ď

ż 8

0

βτMβpτq C
`

τtβ
˘´N

α p 1
q

´ 1
pq

}f}Mq
q1
dτ

ď βC

ż 8

0

Mβpτq τ 1´N
α p 1

q
´ 1

pqt´
βN
α p 1

q
´ 1

pq }f}Mq
q1
dτ

ď βCt´
βN
α p 1

q
´ 1

pq

ˆ
ż 8

0

τ 1´N
α p 1

q
´ 1

pqMβpτq dτ

˙

}f}Mq
q1

ď C1t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq }f}Mq
q1
, t ą 0.

Note que si l1 :“ ´
N

α

ˆ

1

q
´

1

p

˙

entonces por hipótesis l1 ą ´1, y por lo tanto,

51



del Lema 2.7, la constante C1 “ C1pp, q,N, βq es tal que

C1 ě C max
"

Γpl1 ` 1q

Γpβl1 ` 1q
,

β Γpl1 ` 2q

Γpβpl1 ` 1q ` 1q

*

ą 0.

■

Lema 2.9. Sea k un multi-índice, β P p0, 1q y p1, p, q1, q como en el Lema 2.6 tal

que
p

p1
ě

q

q1
y

pN

pα ´ |k|q p ` N
ă q ď p ă 8.

Entonces, para cualquier f P Mq
q1

, existe una constante C2 ą 0 tal que

›

›∇kEβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď C2 t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α }f}Mq
q1
, (2.5.12)

y
›

›∇kEβ,βp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď C2 t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α }f}Mq
q1
. (2.5.13)

Demostración. De la regla de Leibniz, se tiene que

∇kEβp´tβp´∆q
α{2

qf “

ż 8

0

Mβpτq∇kSαpτtβqf dτ,

y

∇kEβ,βp´tβp´∆q
α{2

qf “

ż 8

0

βτMβpτq∇kSαpτtβqf dτ.

Argumentando como en la prueba del Lema 2.8, usando (2.5.10) y el Lema 2.7,

se puede obtener

52



›

›∇kEβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď

ż 8

0

Mβpτq
›

›∇kSαpτtβqf
›

›

Mp
p1

dτ

ď

ż 8

0

Mβpτq C
`

τtβ
˘´N

α p 1
q

´ 1
pq´

|k|

α }f}Mq
q1
dτ

ď C

ż 8

0

Mβpτq τ´N
α p 1

q
´ 1

pq´
|k|

α t´
βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α }f}Mq
q1
dτ

ď Ct´
βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α

ˆ
ż 8

0

τ´N
α p 1

q
´ 1

pq´
|k|

α Mβpτq dτ

˙

}f}Mq
q1

ď C2t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α }f}Mq
q1
, t ą 0.

Por otra parte, por (2.5.10) y el Lema 2.7, se obtiene

›

›∇kEβ,βp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mp
p1

ď

ż 8

0

βτMβpτq
›

›∇kSαpτtβqf
›

›

Mp
p1

dτ

ď

ż 8

0

βτMβpτq C
`

τtβ
˘´N

α p 1
q

´ 1
pq´

|k|

α }f}Mq
q1
dτ

ď βC

ż 8

0

Mβpτq τ´N
α p 1

q
´ 1

pq´
|k|

α
`1t´

βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α }f}Mq
q1
dτ

ď βCt´
βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α

ˆ
ż 8

0

τ 1´N
α p 1

q
´ 1

pq´
|k|

α Mβpτq dτ

˙

}f}Mq
q1

ď C2t
´

βN
α p 1

q
´ 1

pq´
β|k|

α }f}Mq
q1
, t ą 0.

Note que si l2 :“ ´
|k|

α
´
N

α

ˆ

1

q
´

1

p

˙

entonces por hipótesis l2 ą ´1 y por lo

tanto, la constante C2 “ C2pp, q,N, βq (por el Lema 2.7) es tal que

C2 ě C max
"

Γpl2 ` 1q

Γpl2 ` 1q
,

β Γpl2 ` 2q

Γpβpl2 ` 1q ` 1q

*

ą 0.

■
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Lema 2.10. Sea k un multi-índice, 1 ď q1 ď q ă 8, 1 ď r1 ď r ă 8 y b
α

ą ´1,

entonces existe una constante C3 ą 0 tal que

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mq
q1

ď C3t
βb
α }f}N b

q,q1,8

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

L8 ď C3 }f}L8

›

›∇kEβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mr
r1

ď C3t
βb
α

›

›∇kf
›

›

N b
r,r1,8

.

Demostración. Usando la equivalencia (2.5.4) y el Lema 2.7, se obtiene

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mq
q1

ď

ż 8

0

Mβpτq
›

›Sαpτtβqf
›

›

Mq
q1

dτ

ď

ż 8

0

Mβpτq
`

τtβ
˘

b
α pτtβq

´ b
α

›

›Spτtβqf
›

›

Mq
q1

dτ

ď

ż 8

0

Mβpτq τ
b
α t

βb
α }f}N b

q,q1,8
dτ

“ t
βb
α

ˆ
ż 8

0

Mβpτq τ
b
α dτ

˙

}f}N b
q,q1,8

“ t
βb
α

Γp b
α

` 1q

Γpβ b
α

` 1q
}f}N b

q,q1,8

ď C3t
βb
α }f}N b

q,q1,8
.

Por otra parte, usando (2.5.11) se obtiene

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

L8 ď

ż 8

0

Mβpτq
›

›Sαpτtβqf
›

›

L8 dτ

ď

ż 8

0

Mβpτq C }f}L8 dτ

“ C

ˆ
ż 8

0

Mβpτq dτ

˙

}f}L8

ď C3 }f}L8 .
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Además, usando la equivalencia (2.5.4) y el Lema 2.7, se tiene que

›

›∇kEβp´tβp´∆q
α{2

qf
›

›

Mr
r1

ď

ż 8

0

Mβpτq
›

›∇kSαpτtβqf
›

›

Mr
r1

dτ

ď

ż 8

0

Mβpτq
`

τtβ
˘

b
α pτtβq

´ b
α

›

›Sαpτtβq∇kf
›

›

Mr
r1

dτ

ď

ż 8

0

Mβpτq τ
b
α t

βb
α

›

›∇kf
›

›

N b
r,r1,8

dτ

“ t
βb
α

ˆ
ż 8

0

Mβpτq τ
b
α dτ

˙

›

›∇kf
›

›

N b
r,r1,8

“ t
βb
α

Γp b
α

` 1q

Γpβ b
α

` 1q

›

›∇kf
›

›

N b
r,r1,8

ď C3t
βb
α

›

›∇kf
›

›

N b
r,r1,8

,

y así, se concluye la prueba del Lema. ■

2.6 ESTIMATIVAS BILINEALES

Aprovechando la notación usada en (2.4.2), se calcularán las siguientes estima-

tivas bilineales en las normas de los espacios solución que fueron presentados

en la Sección 2.2 de esta tesis. Estas estimativas serán una herramienta funda-

mental para probar los resultados de existencia y estabilidad de soluciones para

el sistema (2.1.1).

Lema 2.11. Bajo las hipótesis del Teorema 3.2 existen constantes positivas K1 y

K2 tales que
›

›B1
3,1pu, nq

›

›

X1
ď K1 }u}X3

}n}X1
,

y
›

›B1
1,2pn, cq

›

›

X1
ď K2 }n}X1

}c}X2
,

para todo rn, c, us P X .

Demostración. De las condiciones piq, piiq y piiiq en la Hipótesis 2.1, se tiene que

β ´
β

α
´
βN

αp
ą 0, 1 ´ 2β `

β

α
`
βN

αp
`
βN

αq
ą 0.
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Tomando s1 “
p1q1
p1 ` q1

, de pAq, pBq y pCq en la Hipótesis 2.1, se sigue que

1 ď s1 ď
pq

p ` q
ď q y

q

q1
ě

pq

p ` q

1

s1
,

y del Lema 2.9, se obtiene

›

›B1
3,1pu, nqptq

›

›

Mq
q1

“

›

›

›

›

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpu ¨ ∇nqpτq dτ

›

›

›

›

Mq
q1

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇ ¨ Eβ,βp´pt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qpunqpτq

›

›

Mq
q1

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α p 1

q
` 1

p
´ 1

q q´
β
α }punqpτq}

M
pq
p`q
s1

dτ ppor (2.5.13)q

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αp

´
β
α }upτq}Mp

p1
}npτq}Mq

q1
dτ ppor (1.1.1)q

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αp

´
β
α τ

βN
αp

`
β
α

´βτ
βN
αq

´βdτ }u}X3
}n}X1

“ C2 t
βN
αq

´β b

ˆ

β ´
β

α
´
βN

αp
, 1 ´ 2β `

β

α
`
βN

αp
`
βN

αq

˙

}u}X3
}n}X1

“ K1 t
βN
αq

´β
}u}X3

}n}X1
, (2.6.1)

para todo t ą 0, donde K1 “ K1pN, β, p, p1, q, q1, q y bp¨, ¨q denota la función beta.

Además, de la Hipótesis 2.1, se tiene

β ´
β

α
´
βN

αr
ą 0, 1 ´ 2β `

β

α
`
βN

αq
`
βN

αr
ą 0.

Tomando s2 “
r1q1
r1 ` q1

se sigue que

1 ď s2 ď
rq

r ` q
ď q y

q

q1
ě

rq

r ` q

1

s2
,

y aplicando el Lema 2.9 se obtiene
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›

›B1
1,2pn, cqptq

›

›

Mq
q1

“

›

›

›

›

ż t

0

pt ´ τq
β´1∇Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpn∇pp´∆q

´θ{2cqqpτq dτ

›

›

›

›

Mq
q1

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇Eβ,βp´pt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qpn∇pp´∆q

´θ{2cqqpτq
›

›

Mq
q1

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α p 1

q
` 1

r
´ 1

q q´
β
α

›

›pn∇pp´∆q
´θ{2cqqpτq

›

›

M
rq
r`q
s2

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αr

´
β
α }npτq}Mq

q1

›

›∇pp´∆q
´θ{2cqpτq

›

›

Mr
r1

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αr

´
β
α τ

βN
αq

´βτ
βN
αr

`
β
α

´βdτ }n}X1
}c}X2

“ C2 t
βN
αq

´β b

ˆ

β ´
β

α
´
βN

αr
, 1 ´ 2β `

β

α
`
βN

αq
`
βN

αr

˙

}n}X1
}c}X2

“ K2 t
βN
αq

´β
}n}X1

}c}X2
, (2.6.2)

para todo t ą 0, donde K2 “ K2pN, β, q, q1, r, r1q. Así, de (2.6.1) y (2.6.2), se

concluye la prueba del Lema. ■

Lema 2.12. Bajo la hipótesis del Teorema 3.2 existen constantes positivasK3, K4, K5

y K6 tales que
›

›B2
3,2pu, cq

›

›

X2
ď pK3 ` K4q }u}X3

}c}X2
,

y
›

›B2
1,2pn, cq

›

›

X2
ď pK5 ` K6q }n}X1

}c}X2
,

para todo rn, c, us P X .

Demostración. De las condiciones piq, piiq y piiiq en la Hipótesis 2.1, se tiene que

β ´
β

α
´
βN

αp
ą 0, 1 ´ β `

β

α
`
βN

αp
ą 0 y

βN

αr
´
βN

αp
ą 0.

Tomando s3 “
p1N

N ` p1pα ` θ ´ 2q
, de pAq, pBq y pCq en la Hipótesis 2.1, se obtiene

1 ď s3 ď
pN

N ` ppα ` θ ´ 2q
ď

N

α ` θ ´ 2
y 1 ě

pN

N ` ppα ` θ ´ 2q

1

s3
,
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y

1 ď s3 ď
pN

N ` ppα ` θ ´ 2q
ď r y

r

r1
ě

pN

N ` ppα ` θ ´ 2q

1

s3
.

Por lo tanto, aplicando el Lema 2.9, se tienen las siguientes estimativas para B2
3,2

y ∇pp´∆q´θ{2B2
3,2q:

›

›B2
3,2pu, cqptq

›

›

L
N

α`θ´2

“

›

›

›

›

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpu ¨ ∇cqpτqdτ

›

›

›

›

L
N

α`θ´2

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇ ¨ Eβ,βp´pt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qpucqpτq

›

›

L
N

α`θ´2
dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α pα`θ´2

N
` 1

p
´α`θ´2

N q´
β
α }pucqpτq}

M
pN

N`ppα`θ´2q
s3

dτ ppor (2.5.13)q

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αp

´
β
α }upτq}Mp

p1
}cpτq}

L
N

α`θ´2
dτ ppor (1.1.1)q

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αp

´
β
α τ

βN
αp

`
β
α

´βdτ }u}X3
}c}X2

“ C2 b

ˆ

β ´
β

α
´
βN

αp
, 1 ´ β `

β

α
`
βN

αp

˙

}u}X3
}c}X2

“ K3 }u}X3
}c}X2

, (2.6.3)

y

›

›∇pp´∆q
´θ{2

pB2
3,2pu, cqqptq

›

›

Mr
r1

“

›

›

›

›

∇p´∆q
´θ{2

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpu ¨ ∇cqpτq dτ

›

›

›

›

Mr
r1

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇2´θ
¨ Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpucqpτq

›

›

Mr
r1

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α p 1

p
`α`θ´2

N
´ 1

r q´
βp2´θq

α }pucqpτq}
M

pN
N`ppα`θ´2q
s3

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
βN
αr

´
βN
αp

´1
}upτq}Mp

p1
}cpτq}

L
N

α`θ´2
dτ ppor (1.1.1)q

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
βN
αr

´
βN
αp

´1τ
βN
αp

`
β
α

´βdτ }u}X3
}c}X2

“ C2 t
βN
αr

`
β
α

´β b

ˆ

βN

αr
´
βN

αp
, 1 ´ β `

β

α
`
βN

αp

˙

}u}X3
}c}X2

“ K4 t
βN
αr

`
β
α

´β
}u}X3

}c}X2
. (2.6.4)
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Análogamente, de las condiciones piq, piiq y piiiq en la Hipótesis 2.1, se tiene que

β ´
βN

αq
ą 0, 1 ´ β `

βN

αq
ą 0, y

β

α
´
βN

αq
`
βN

αr
ą 0.

Tomando s4 “
q1N

N ` q1pα ` θ ´ 2q
, de pAq, pBq y pCq en la Hipótesis 2.1, se obtiene

1 ď s4 ď
qN

N ` qpα ` θ ´ 2q
ď

N

α ` θ ´ 2
y 1 ě

qN

N ` qpα ` θ ´ 2q

1

s4
,

y

1 ď s4 ď
qN

N ` qpα ` θ ´ 2q
ď r y

r

r1
ě

qN

N ` qpα ` θ ´ 2q

1

s4
.

Por lo tanto, usando el Lema 2.8 se pueden estimar B2
1,2 y ∇pp´∆q´θ{2B2

1,2q como

sigue:

›

›B2
1,2pn, cqptq

›

›

L
N

α`θ´2

“

›

›

›

›

´

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpncqpτqdτ

›

›

›

›

L
N

α`θ´2

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›Eβ,βp´pt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qpncqpτq

›

›

L
N

α`θ´2
dτ

ď C1

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α pα`θ´2

N
` 1

q
´α`θ´2

N q }pncqpτq}
M

qN
N`qpα`θ´2q
s4

dτ

ď C1

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αq }npτq}Mq

q1
}cpτq}

L
N

α`θ´2
dτ ppor (1.1.1)q

ď C1

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αq τ

βN
αq

´βdτ }n}X3
}c}X2

“ C1 b

ˆ

β ´
βN

αq
, 1 ´ β `

βN

αq

˙

}n}X3
}c}X2

“ K5 }n}X3
}c}X2

, (2.6.5)
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y

›

›∇pp´∆q
´θ{2

pB2
1,2pn, cqqptq

›

›

Mr
r1

“

›

›

›

›

∇p´∆q
´θ{2

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpncqpτq dτ

›

›

›

›

Mr
r1

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇1´θ
¨ Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpncqpτq

›

›

Mr
r1

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α p 1

q
`α`θ´2

N
´ 1

r q´
βp1´θq

α }pncqpτq}
M

qN
N`qpα`θ´2q
s4

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
βN
αr

´
βN
αq

`
β
α

´1
}npτq}Mq

q1
}cpτq}

L
N

α`θ´2
dτ ppor (1.1.1)q

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
βN
αr

´
βN
αq

`
β
α

´1τ
βN
αq

´βdτ }n}X3
}c}X2

“ C2 t
βN
αr

`
β
α

´β b

ˆ

β

α
´
βN

αq
`
βN

αr
, 1 ´ β `

βN

αq

˙

}n}X3
}c}X2

“ K6 t
βN
αr

`
β
α

´β
}n}X3

}c}X2
, (2.6.6)

para t ą 0, dondeK3 “ K3pN, β, p, p1q,K4 “ K4pN, β, p, p1, r, r1q,K5 “ K5pN, β, q, q1q,

K6 “ K6pN, β, q, q1, r, r1q. Así, de (2.6.3)-(2.6.6), se concluye la prueba del Le-

ma. ■

Lema 2.13. Bajo las hipótesis del Teorema 3.2 existe una constante positiva K7

tal que para toda u P X3,

›

›B3
3,3pu, uq

›

›

X3
ď K7 }u}

2
X3
.

Demostración. De las condiciones piq, piiq y piiiq en la Hipótesis 2.1, se tiene que

β ´
β

α
´
βN

αp
ą 0, 1 ´ 2β `

2β

α
`

2βN

αp
ą 0,

y dado que el operador de proyección P es acotado en Mp
p1

, se obtiene
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›

›B3
3,3pu, uqptq

›

›

Mp
p1

“

›

›

›

›

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qqPpu ¨ ∇uqpτqdτ

›

›

›

›

Mp
p1

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›P∇ ¨ Eβ,βppt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qqpu b uqpτq

›

›

Mp
p1

dτ

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇ ¨ Eβ,βppt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qqpu b uqpτq

›

›

Mp
p1

dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α p 2

p
´ 1

pq´
β
α }pu b uqpτq}

M
p
2
p1
2

dτ ppor (2.5.13)q

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αp

´
β
α }upτq}Mp

p1
}upτq}Mp

p1
dτ ppor (1.1.1)q

“ C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αp

´
β
α }upτq}

2
Mp

p1
dτ

ď C2

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αp

´
β
α τ

2βN
αp

`
2β
α

´2βdτ }upτq}
2
X3

“ C2 t
βN
αp

`
β
α

´β b

ˆ

β ´
β

α
´
βN

αp
, 1 ´ 2β `

2β

α
`

2βN

αp

˙

}upτq}
2
X3

“ K7 t
βN
αp

`
β
α

´β
}u}

2
X3
, (2.6.7)

para todo t ą 0, donde K7 “ K7pN, β, p, p1q. ■

Lema 2.14. Existe una constante γ ą 0 tal que para toda n P X1,

}L3pnqptq}X3
ď γ }n}X1

.

Demostración. De las condiciones piq, piiq y piiiq en la Hipótesis 2.1, se tiene que

β ´
β

α
´
βN

αq
`
βN

αp
ą 0, 1 ´ 2β `

2β

α
`
βN

αq
ą 0.

Tomando s5 “
N1q1
N1 ` q1

, de pAq, pBq y pCq en la Hipótesis 2.1, se obtiene

1 ď s5 ď
Nq

N ` q
ď p y

p

p1
ě

Nq

N ` q

1

s5
.
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Por lo tanto, L3pnq puede ser estimado como sigue:

}L3pnqptq}Mp
p1

“

›

›

›

›

ż t

0

pt ´ τq
β´1Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qPpn∇ϕqpτq dτ

›

›

›

›

Mp
p1

ď

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›PEβ,βppt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qqpn∇ϕqpτq

›

›

Mp
p1

dτ

ď C1

ż t

0

pt ´ τq
β´1

pt ´ τq
´

βN
α p 1

q
` 1

N
´ 1

pq }pn∇ϕqpτq}
M

Nq
N`q
s5

dτ ppor (2.8)q

ď C1

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αq

´
β
α

`
βN
αp }∇ϕpτq}MN

N1

}npτq}Mq
q1
dτ ppor (1.1.1)q

ď Cϕ

ż t

0

pt ´ τq
β´1´

βN
αq

´
β
α

`
βN
αp τ´β`

2β
α τ

βN
αq

´βdτ }npτq}X1
ppor (2.2.3)q

“ď Cϕ t
βN
αq

`
β
α

´β b

ˆ

β ´
β

α
´
βN

αq
`
βN

αp
, 1 ´ 2β `

2β

α
`
βN

αq

˙

}npτq}X1

“ γ t
βN
αq

`
β
α

´β
}n}X1

, (2.6.8)

para todo t ą 0, donde γ “ γpN, β,N1, p, p1, q, q1, ϕq. ■
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Capítulo

3

EXISTENCIA GLOBAL Y ESTABILIDAD

En este capítulo, se presentan nuevos resultados de existencia y estabilidad para

un sistema de quimiotaxis Navier-Stokes fraccionario, los cuales serán demostra-

dos a partir de las estimativas obtenidas en el capítulo anterior. En primer lugar,

usando un argumento de punto fijo, se prueba un teorema de existencia y unici-

dad de soluciones globales con una condición de pequeñez sobre los datos ini-

ciales, los cuales serán tomados en espacios de Besov-Morrey. Posteriormente,

se demuestra un resultado de estabilidad asintótica para la clase de soluciones

dadas por el teorema de existencia.

3.1 UN RESULTADO DE EXISTENCIA GLOBAL DE

SOLUCIONES

En esta sección se enuncia y se demuestra el teorema que garantiza la existencia

de una solución global en el tiempo para un sistema de quimiotaxis Navier-Stokes

fraccionario, con datos iniciales en espacios de Besov-Morrey. Aprovechando la

ventaja de usar la notación (2.4.2), se introduce el siguiente Lema, el cual ayu-

dará a probar la existencia de solución mediante un argumento de punto fijo. La

prueba de este Lema puede ser encontrada en [23].

Lema 3.1. Para 1 ď i ď 3, sea Xi un espacio de Banach con la norma } ¨ }Xi
.
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Considere el espacio de Banach X “ X1 ˆ X2 ˆ X3 dotado con la norma

}x}X “ }x1}X1
` }x2}X2

` }x3}X3
,

donde x “ rx1, x2, x3s P X . Para 1 ď i, k, j ď 3 asuma que Bj
i,k : Xi ˆ Xk Ñ Xj

es una aplicación bilineal continua, esto es, existe una constante positiva Cj
i,k tal

que

›

›Bj
i,kpxi, xkq

›

›

Xj
ď Cj

i,k }xi}Xi
}xk}Xk

, para todo pxi, xkq P Xi ˆ Xk.

Suponga también que L3 : X1 Ñ X3 es una aplicación lineal continua tal que

}L3}X1ÑX3
ď γ. Considere las constantes

K1 :“ 1 ` γ y K2 :“ γ
3
ÿ

i,k“1

C1
i,k `

3
ÿ

j,i,k“1

Cj
i,k,

y sea 0 ă ϵ ă
1

4K1K2

y Bϵ “ tx P X : }x}X ď 2K1ϵu. Además, sean y “ ry1, y2, y3s,

y Bpxq “ rB1pxq,B2pxq,B3pxqs, donde

B1pxq “

3
ÿ

i,k“1

B1
i,kpxi, xkq,

B2pxq “

3
ÿ

i,k“1

B2
i,kpxi, xkq,

B3pxq “

3
ÿ

i,k“1

B3
i,kpxi, xkq ` pL3 ˝ py1 ` B1qqpxq.

Si }y}X ď ϵ, entonces existe una única solución x P Bϵ para x “ y ` Bpxq.

Teorema 3.2. Sea N ě 2, los exponentes p, p1, q, q1, r, r1 y N1 como en la Hipó-

tesis 2.1. Suponga que el dato inicial rn0, c0, u0s P I y la fuerza f P MN
N1

pRNq.

Existen constantes positivas ϵ, δpϵq y K1 tal que el sistema (2.1.1) tiene una única

solución blanda global rn, c, us P X satisfaciendo }rn, c, us}X ď 2K1ϵ desde que

}rn0, c0, u0s}I ď δ. Además, la aplicación dato-solución es localmente Lipschitz-

continua.
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Demostración. Considere X1, X2, X3 como en (2.2.4) y sea

y “
“

Eβp´tβp´∆q
α{2

qn0, Eβp´tβp´∆q
α{2

qc0, Eβp´tβp´∆q
α{2

qu0
‰

.

Para X “ X1ˆX2ˆX3 y x “ rn, c, us P X , se denota Bpxq “ rB1pxq, B2pxq, B3pxqs,

donde

B1pxq “ B1
3,1pu, nqpxq ` B1

1,2pn, cqpxq,

B2pxq “ B2
3,2pu, cqpxq ` B2

1,2pn, cqpxq,

B3pxq “ B3
3,3pu, uqpxq ` L3 ˝

`

Eβp´tβp´∆qα{2qn0 ` B1

˘

pxq.

(3.1.1)

Note que de los Lemas 2.11, 2.12 y 2.13 los operadores Bk
i,j en (3.1.1) son apli-

caciones bilineales continuas; también, del Lema 2.14 se sigue que L3 es un

mapeo lineal continuo. Ahora, sea

K1 “ 1 ` γ and K2 “ γpK1 ` K2q `

7
ÿ

i“1

Ki, (3.1.2)

donde K1, K2, ¨ ¨ ¨ , K7 y γ son las constantes dadas en los lemas anteriores. En-

tonces, calculando la norma X de y, se obtiene

}y}X “
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qn0

›

›

X1
`
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qc0
›

›

X2
`
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qu0
›

›

X3

“ sup
tą0

t´
βN
αq

`β
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qn0

›

›

Mq
q1

` sup
tą0

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qc0
›

›

L
N

α`θ´2

` sup
tą0

t´
βN
αr

´
β
α

`β
›

›∇p´∆q
´θ{2Eβp´tβp´∆q

α{2
qc0

›

›

Mr
r1

` sup
tą0

t´
βN
αp

´
β
α

`β
›

›Eβp´tβp ´ ∆q
α{2

qu0
›

›

Mp
p1

.

Recordando que los datos iniciales satisfacen (2.2.2), aplicando el Lema 2.10 y

teniendo en cuenta la definición de la norma X en (2.2.6), se obtiene
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}y}X ď sup
tą0

t´
βN
αq

`β C0 t
βN
q ´βα

α }n0}
N

N
q ´α

q,q1,8

` C0 }c0}
L

N
α`θ´2

` sup
tą0

t´
βN
αr

´
β
α

`β C0 t
βN
r ´βα`β

α

›

›∇pp´∆q
´θ{2c0q

›

›

N
N
r ´α`1

r,r1,8

` sup
tą0

t´
βN
αp

´
β
α

`β C0 t
βN
p ´βα`β

α }u0}
N

N
p ´α`1

p,p1,8

“ C0 sup
tą0

t´
βN
αq

`β t
βN
αq

´β
}n0}

N
N
q ´α

q,q1,8

` C0 }c0}
L

N
α`θ´2

` C0 sup
tą0

t´
βN
αr

´
β
α

`β t
βN
αr

`
β
α

´β
›

›∇pp´∆q
´θ{2c0q

›

›

N
N
r ´α`1

r,r1,8

` C0 sup
tą0

t´
βN
αp

´
β
α

`β t
βN
αp

`
β
α

´β
}u0}

N
N
p ´α`1

p,p1,8

ď C0
ˆ

}n0}
N

N
q ´α

q,q1,8

` }c0}
L

N
α`θ´2

`
›

›∇pp´∆q
´θ{2c0q

›

›

N
N
r ´α`1

r,r1,8

` }u0}
N

N
p ´α`1

p,p1,8

˙

ď C0 }pn0, c0, u0q}I . (3.1.3)

Entonces }y}X ď ϵ desde que }pn0, c0, u0q}I ď δ, donde δ “ ϵ
C0 . Por lo tanto, del

Lema 3.1 se tiene que, si 0 ă ϵ ă
1

4K1K2

, existe una única solución x P X para

la ecuación x “ y ` Bpxq, y así, existe una única solución rn, c, us para el sistema

(2.4.2) tal que }rn, c, us}X ď 2K1ϵ. ■
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3.2 UN RESULTADO DE ESTABILIDAD DE SOLUCIONES

Teorema 3.3. Bajo las hipótesis del Teorema 3.2, asuma que rn, c, us y rñ, c̃, ũs

son dos soluciones dadas por el Teorema 3.2 correspondientes al dato inicial

rn0, c0, u0s y rñ0, c̃0, ũ0s, respectivamente. Entonces

lim
tÑ8

´

t´
βN
αq

`β
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpn0 ´ ñ0q
›

›

Mq
q1

`
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpc0 ´ c̃0q
›

›

L
N

α`θ´2

` t´
βN
αr

´
β
α

`β
›

›∇p´∆q
´θ{2Eβp´tβp´∆q

α{2
qpc0 ´ c̃0q

›

›

Mr
r1

` t´
βN
αp

´
β
α

`β
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpu0 ´ ũ0q
›

›

Mp
p1

¯

“ 0, (3.2.1)

si, y solo si,

lim
tÑ8

t´
βN
αq

`β
}np¨, tq ´ ñp¨, tq}Mq

q1
“ lim

tÑ8
}cp¨, tq ´ c̃p¨, tq}

L
N

α`θ´2

“ lim
tÑ8

t´
βN
αr

´
β
α

`β
›

›∇p´∆q
´θ{2

pcp¨, tq ´ c̃p¨, tqq
›

›

Mr
r1

“ lim
tÑ8

t´
βN
αp

´
β
α

`β
}up¨, tq ´ ũp¨, tq}Mp

p1
“ 0. (3.2.2)

Demostración. Primero veamos que (3.2.1) implica (3.2.2). Sean rn, c, us y rñ, c̃, ũs

dos soluciones dadas por el Teorema 3.2 y sean

lq “ ´
βN

αq
` β, µr “ ´

βN

αr
´
β

α
` β and µp “ ´

βN

αp
´
β

α
` β.

Tomando la diferencia n ´ ñ y calculando en la norma } ¨ }X1
, se obtiene

tlq }nptq ´ ñptq}Mq
q1

ď tlq
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpn0 ´ ñ0q
›

›

Mq
q1

` tlq
ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›Eβ,βp´pt ´ τq
β
p´∆q

α{2
q pu ¨ ∇n ´ ũ ¨ ∇ñq

›

›

Mq
q1

dτ

` tlq
ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇Eβ,βp´pt ´ τq
β
p´∆q

α{2
q
`

n∇pp´∆q
´θ{2cq ´ ñ∇pp´∆q

´θ{2c̃q
˘
›

›

Mq
q1

dτ

:“ tlq
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpn0 ´ ñ0q
›

›

Mq
q1

` J1ptq ` J2ptq. (3.2.3)
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Usando que u ¨ ∇n ´ ũ ¨ ∇ñ “ pu ´ ũq ¨ ∇n ` ũ ¨ ∇pn ´ ñq y trabajando como en

(2.6.1), la integral J1 es acotada como sigue:

J1ptq

ď C̃1 t
lq

ż t

0

pt ´ τq
µp´1

´

}pu ´ ũqpτq}Mp
p1

}npτq}Mq
q1

` }ũpτq}Mp
p1

}pn ´ ñqpτq}Mq
q1

¯

dτ

ď C̃1 t
lq

ż t

0

pt ´ τq
µp´1τ´µp´lqτµp }pu ´ ũqpτq}Mp

p1
}n}X1

dτ

` C̃1 t
lq

ż t

0

pt ´ τq
µp´1τ´µp´lqτ lq }ũ}X4

}pn ´ ñqpτq}Mq
q1
dτ

ď C̃1

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp´lqptzq

µp }pu ´ ũqptzq}Mp
p1

}n}X1
dz

` C̃1

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp´lqptzq

lq }ũ}X4
}pn ´ ñqptzq}Mq

q1
dz ptomando τ “ tzq

ď C̃1

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp´lq

´

ptzq
µp }pu ´ ũqptzq}Mp

p1
}n}X1

` ptzq
lq }ũ}X4

}pn ´ ñqptzq}Mq
q1

¯

dz. (3.2.4)

Trabajando de manera análoga en la última desigualdad, pero teniendo en cuenta

el razonamiento usado en (2.6.2) se tiene que

J2ptq

ď C̃2 t
lq

ż t

0

pt ´ τq
µr´1τ´lq´µrτ lq }pn ´ ñqpτq}Mq

q1
}cpτq}X2

dτ

` C̃2 t
lq

ż t

0

pt ´ τq
µr´1τ´lq´µrτµr }ñpτq}X1

›

›∇pp´∆q
´θ{2

pc ´ c̃qqpτq
›

›

Mr
r1

dτ

ď C̃2

ż 1

0

p1 ´ zq
µr´1z´lq´µrptzq

lq }pn ´ ñqptzq}Mq
q1

}c}X2
dz

` C̃2

ż 1

0

p1 ´ zq
µr´1z´lq´µrptzq

µr }ñ}X1

›

›∇pp´∆q
´θ{2

pc ´ c̃qqptzq
›

›

Mr
r1

dz

ď C̃2

ż 1

0

p1 ´ zq
µr´1z´lq´µr

´

ptzq
lq }pn ´ ñqptzq}Mq

q1
}c}X2

`ptzq
µr
›

›∇pp´∆q
´θ{2

pc ´ c̃qqptzq
›

›

Mr
r1

}ñ}X1

¯

dz.

(3.2.5)
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Por otra parte,

}pc ´ c̃qptq}
L

N
α`θ´2

ď
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpc0 ´ c̃0q
›

›

L
N

α`θ´2

`

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›Eβ,βp´pt ´ τq
β
p´∆q

α{2
q pu ¨ ∇c ´ nc ´ ũ ¨ ∇c̃ ´ ñc̃q pτq

›

›

L
N

α`θ´2
dτ

:“
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpc0 ´ c̃0q
›

›

L
N

α`θ´2
` J3ptq, (3.2.6)

tµr
›

›∇p´∆q
´θ{2

pc ´ c̃qptq
›

›

Mr
r1

ď tµr
›

›∇p´∆q
´θ{2Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpc0 ´ c̃0q

›

›

Mr
r1

` tµr

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›∇p´∆q
´θ{2Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
q pu ¨ ∇c ´ nc ´ ũ ¨ ∇c̃ ´ ñc̃q pτq

›

›

Mr
r1

dτ

:“ tµr
›

›∇p´∆q
´θ{2Eβ,βp´pt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpc0 ´ c̃0q

›

›

Mr
r1

` J4ptq, (3.2.7)

y

tµp }pu ´ ũqptq}Mp
p1

ď tµp
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpu0 ´ ũ0q
›

›

Mp
p1

` tµp

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›Eβ,βppt ´ τq
β
p´∆q

α{2
qPpu ¨ ∇u ´ ũ ¨ ∇ũqpτq

›

›

Mp
p1

dτ

` tµp

ż t

0

pt ´ τq
β´1

›

›

›
Eβ,βppt ´ τq

β
p´∆q

α{2
qpn∇ϕ ´ ñ∇ϕ̃qpτq

›

›

›

Mp
p1

dτ

:“ tµp
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpu0 ´ ũ0q
›

›

Mp
p1

` J5ptq ` J6ptq. (3.2.8)

Por otra parte, de las estimativas (2.6.3), (2.6.4), (2.6.5), (2.6.6), (2.6.7) y (2.6.8)

se tiene
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J3ptq ď C̃3

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp

´

ptzq
µp }pu ´ ũqptzq}Mp

p1
}c}X2

` }ũ}X4
}pc ´ c̃qptzq}

L
N

α`θ´2

¯

dz

` C̃4

ż 1

0

p1 ´ zq
lq´1z´lq

´

ptzq
lq }pn ´ ñqptzq}Mq

q1
}c}X2

` }ñ}X4
}pc ´ c̃qptzq}

L
N

α`θ´2

¯

dz,

(3.2.9)

J4ptq

ď C̃5

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp´µr

´

ptzq
µp }pu ´ ũqptzq}Mp

p1
}c}X2

` }ũ}X4
ptzq

µr
›

›∇p´∆q
´θ{2

pc ´ c̃qptzq
›

›

Mr
r1

¯

dz

` C̃6

ż 1

0

p1 ´ zq
lq´µr´1z´lq

´

ptzq
µp }pu ´ ũqptzq}Mp

p1
}c}X2

` }ũ}X4
}pc ´ c̃qptzq}

L
N

α`θ´2

¯

dz, (3.2.10)

J5ptq

ď C̃7

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´2µp

´

ptzq
µp }pu ´ ũqptzq}Mp

p1
}u}X4

` }ũ}X4
ptzq

µp }pu ´ ũqptzq}Mp
p1

¯

dz,

(3.2.11)

y

J6ptq ď γ̃

ż 1

0

p1 ´ zq
lq´µp´1z´lqptzq

lq }pn ´ ñqptzq}Mq
q1
dz. (3.2.12)
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Ahora, se definen

A1 :“ lim sup
tÑ8

tlq }np¨, tq ´ ñp¨, tq}Mq
q1
,

A2 :“ lim sup
tÑ8

}cp¨, tq ´ c̃p¨, tq}
L

N
α`θ´2

,

A3 :“ lim sup
tÑ8

tµr
›

›∇p´∆q
´θ{2

pcp¨, tq ´ c̃p¨, tqq
›

›

Mr
r1

,

A4 :“ lim sup
tÑ8

tµp }up¨, tq ´ ũp¨, tq}Mp
p1
.

Dado que }rn, c, us}X , }rñ, c̃, ũs} ď 2K1ϵ, se tiene que A1, A2, A3, A4 ă 8. To-

mando que lim sup
tÑ8

en (3.2.3),(3.2.6), (3.2.7), (3.2.8), y usando (3.2.4), (3.2.5) y

(3.2.9)-(3.2.12), se obtiene

A1 ď 0 ` C̃1 2K1ϵ

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp´lq dz pA4 ` A1q

` C̃2 2K1ϵ

ż 1

0

p1 ´ zq
µr´1z´lq´µr dz pA1 ` A3q

ď 2K1ϵ rK1pA1 ` A4q ` K2pA1 ` A3qs ,

A2 ď 0 ` C̃32K1ϵ

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp dz pA4 ` A2q

` C̃4 2K1ϵ

ż 1

0

p1 ´ zq
µr´1z´lq dz pA1 ` A2q

ď 2K1ϵ rK3pA2 ` A4q ` K4pA1 ` A2qs ,

A3 ď 0 ` C̃5 2K1ϵ

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´µp´µr dz pA4 ` A3q

` C̃6 2K1ϵ

ż 1

0

p1 ´ zq
lq´µr´1z´lq dz pA1 ` A2q

ď 2K1ϵ rK5pA3 ` A4q ` K6pA1 ` A2qs ,

A4 ď 0 ` C̃72K1ϵ

ż 1

0

p1 ´ zq
µp´1z´2µp dz pA4 ` A4q ` γ̃

ż 1

0

p1 ´ zq
lq´µp´1z´lq dz A1

ď 2K1ϵ rK7 2A4s ` γA1,

donde K1, K2, K3, K4, K5, K6, K7 y γ son como en los Lemas 2.11, 2.12, 2.13 y

2.14, respectivamente. Recordando que K1 “ 1` γ y K2 “ γpK1 `K2q `
ř7

i“1Ki
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(ver (3.1.2)) y sumando todas las Ai’s, se llega a

A1 ` A2 ` A3 ` A4

ď 2K1ϵ rA1pK1 ` K2 ` K4 ` K6qs ` A2pK3 ` K4 ` K6q

`A3pK2 ` K5q ` A4pK1 ` K3 ` K5 ` 2K7q ` γA1s

ď 2K1ϵ rA1pK1 ` K2 ` K4 ` K6q ` γpK1 ` K2q ` A2pK3 ` K4 ` K6q

`A3pK2 ` K5 ` γK2q ` A4pK1 ` K3 ` 2K7 ` γK1qs

ď 2K1ϵ rA1 ppK1 ` K2 ` K4 ` K6q ` γpK1 ` K2qq ` A2pK3 ` K4 ` K6q

`A3pK2 ` K5 ` γK2q ` A4pK1 ` K3 ` 2K7 ` γK1qs

ď 2K1ϵpA1 ` A2 ` A3 ` A4q

ˆ rpk1 ` k2 ` K3 ` K4 ` K5 ` K6 ` 2K7q ` γpK1 ` K2qs .

Note que K1 ` K2 ` K3 ` K4 ` K5 ` K6 ` 2K7 ` γpK1 ` K2q ď 2K2, y entonces

A1 ` A2 ` A3 ` A4 ď 4K1K2ϵ pA1 ` A2 ` A3 ` A4q,

pero observando que 4K1K2ϵ ă 1, se concluye

A1 “ A2 “ A3 “ A4 “ 0.

Ahora se demostrará que (3.2.2) implica (3.2.1). Teniendo en cuenta las estima-

tivas (3.2.3), (3.2.6)-(3.2.8) y la hipótesis A1 “ A2 “ A3 “ A4 “ 0, se obtiene

que

lim sup
tÑ8

tlq
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpn0 ´ ñ0q
›

›

Mq
q1

ď A1 ` lim sup
tÑ8

pJ1ptq ` J2ptqq

ď A1 ` 2K1ϵK1pA1 ` A4q

` 2K1ϵK2pA1 ` A3q

“ 0 ` 0 ` 0 “ 0,
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lim sup
tÑ8

›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpc0 ´ c̃0q
›

›

L
N

α`θ´2
ď A2 ` lim sup

tÑ8

J3ptq

ď A2 ` 2K1ϵK3pA2 ` A4q

` 2K1ϵK4pA1 ` A2q

“ 0 ` 0 ` 0 “ 0,

lim sup
tÑ8

tµr
›

›∇p´∆q
´θ{2Eβp´tβp´∆q

α{2
qpc0 ´ c̃0q

›

›

Mr
r1

ď A3 ` lim sup
tÑ8

J4ptq

ď A3 ` 2K1ϵK5pA3 ` A4q

` 2K1ϵK6pA1 ` A2q

ď 0 ` 0 ` 0 “ 0,

y

lim sup
tÑ8

tµp
›

›Eβp´tβp´∆q
α{2

qpu0 ´ ũ0q
›

›

Mp
p1

ď A4 ` lim sup
tÑ8

pJ5ptq ` J6ptqq

ď A4 ` 2K1ϵK72A4 ` γA1

ď 0 ` 0 ` 0 “ 0,

y por lo tanto, la prueba está finalizada. ■
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