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RESUMEN

TITULO: EXISTENCIA GLOBAL Y COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE SO-
LUCIONES PARA UN SISTEMA DE QUIMIOTAXIS-NAVIER-STOKES EN EL
CONTEXTO FRACCIONARIO.!

AUTOR: MIGUEL ANGEL FONTECHA MEDINA 2

PALABRAS CLAVES: QUIMIOTAXIS NAVIER-STOKES, ESPACIOS DE BESOV
MORREY, DERIVADA FRACCIONARIA DE CAPUTO, DISIPACION FRACCIO-
NARIA.

DESCRIPCION:

El presente trabajo esta dirigido al estudio de un modelo de quimiotaxis-Navier-
Stokes fraccionario, en todo el espacio RY, N > 2, con una variaciéon tempo-
ral fraccionaria en el sentido de Caputo, una autodifusion fraccionaria para las
variables fisicas y un mecanismo de disipacién fraccionaria para el proceso de

quimioatraccion.

Se inicia con una breve introduccién, en la cual se presentan algunos elementos
que motivan el planteamiento del problema y se exponen algunos resultados que
han sido obtenidos previamente para el modelo clasico (sin régimen fracciona-
rio). En el primer Capitulo, se introducen algunas definiciones y resultados preli-
minares que se usan en el desarrollo del trabajo; se presenta la definicion de los
espacios de Morrey y de Besov-Morrey, se mencionan algunas de sus propieda-
des y también se presentan algunas nociones relevantes del calculo fraccionario.
Al final del capitulo, se hace una deduccién de la formulacién integral para un
problema de Cauchy abstracto con derivada temporal de orden fraccionario en
el sentido de Caputo. En el Capitulo 2, se presenta una descripcién del modelo,

se define el marco funcional para los datos iniciales y las variables involucradas

Trabajo de grado.
2Escue,la de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.
Director: Elder JesuUs Villamizar Roa, Ph.D. en Matematicas.



y, ademas, se introduce la formulacion integral del modelo de Cauchy asocia-
do. Luego, se derivan algunas estimativas de decaimiento en tiempo para los
operadores de Mittag-Leffler y posteriormente, se calculan algunas estimativas
bilineales, las cuales son necesarias para demostrar los principales resultados

de este trabajo.

Finalmente, en el Capitulo 3, a partir de las estimativas calculadas previamente,
se prueba un nuevo resultado de existencia y unicidad de soluciones mild glo-
bales con datos iniciales pequeios en espacios de Besov-Morrey. Asi mismo, se
prueba un resultado de estabilidad asintética para las soluciones globales obte-

nidas.



ABSTRACT

TITLE: GLOBAL EXISTENCE AND ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS
FOR A CHEMOTAXIS-NAVIER-STOKES SYSTEM IN THE FRACTIONAL CON-
TEXT.3

AUTOR: MIGUEL ANGEL FONTECHA MEDINA.*

KEYWORDS: CHEMOTAXIS-NAVIER-STOKES, BESOV-MORREY SPACES, CAPU-
TO FRACTIONAL DERIVATIVE, FRACTIONAL DISSIPATION.

DESCRIPTION:

This work is concerned to the study of a fractional chemotaxis-Navier-Stokes mo-
del in the whole space R, N > 2, with a time-fractional variation in the Caputo
sense, a fractional self-diffusion for the physical variables and a fractional dissi-

pation mechanism for the chemoattraction process.

It begins with a brief introduction, showing some elements that motivate the ap-
proach of the problem, as well as recalling some results that have been previously
obtained for the classical model (no fractional regime). In the first Chapter, some
definitions and preliminary results that are used in the development of the work
are introduced; in particular, the definitions and some properties of Morrey and
Besov-Morrey spaces are given; in addition, some relevant notions of fractional
calculus are reviewed. At the end of the chapter, a deduction of the integral formu-
lation for an abstract Cauchy problem with a temporal derivative of fractional order
in the sense of Caputo is carried out. In Chapter 2, a description of the model is
presented; moreover, the functional framework for the initial data and the varia-
bles involved is established. In addition, the integral formulation of the associated
Cauchy model is given. Then, some time decay estimates for the Mittag-Leffler

operators are derived, and subsequently, some bilinear estimates, which are ne-

3Degree work.
4Escue,la de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander.
Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D. in Mathematics.
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cessary to demonstrate the main results of this work, are proved.

Finally, in Chapter 3, based on the previously obtained estimates, a result of exis-
tence and uniqueness of global mild solutions for the proposed system is proved.

Likewise, an asymptotic stability result for the global solutions is obtained.
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INTRODUCCION

La quimiotaxis corresponde al mecanismo biolégico del movimiento de los orga-
nismos vivos en respuesta a un estimulo quimico, que se puede dar hacia una
mayor concentracion de la sustancia quimica (atractiva) o hacia regiones de me-
nor concentracién (repulsiva). Algunos estudios experimentales, como los repor-
tados en [28] y [44], han indicado que la interaccion entre las células y los fluidos
afecta considerablemente la dinamica. Algunos ejemplos de este tipo de compor-
tamiento se han mostrado en llamativos experimentos que revelan la formacién
espontanea de agregados en forma de pluma en poblaciones Bacilus subtilis sus-
pendidos en gotas de agua sésiles [46]. Este tipo de interaccion quimiotaxis-fluido

se puede modelar mediante el siguiente sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes:

( ng+u-Vn=D,An —xV - (nVc),

¢ +u-Ve= D.Ac— pnc,
4 (0.0.1)
u + (u-V)u = D,Au— V1 —nVae,

V-u=0,

\

donde n = n(z,t) =0, c = ¢(x,t) = 0, m(x,t) y u(x,t) denotan respectivamente, la
densidad celular, la concentracion de la senal quimica, la presién, y la velocidad
del fluido en la posicion z € Q < RY, N = 2,3, y tiempo ¢t > 0. En este mode-
lo se asume que la sefal quimica es consumida con una tasa p proporcional a
la cantidad de células. Tanto las células como la sustancia quimica son trans-
portadas por un fluido viscoso incompresible que, a su vez, es impulsado por

la fuerza inducida por la gravitacion —nV¢, modelando los efectos debido a las

12



variaciones de densidad provocadas por la agregacién celular. Los parametros
adicionales x, D,,, D.y D, son constantes positivas representando la sensibilidad
quimiotactica, el coeficiente de difusion celular, el coeficiente de difusion quimica

y la viscosidad del fluido, respectivamente.

Teniendo en cuenta que el comportamiento de la mayoria de los sistemas bio-
l6gicos tienen propiedades de memoria, que se ignoran cuando se supone una
derivada del tiempo de orden entero, una consideracién natural es sustituir el
primer orden en la derivada del tiempo en (0.0.1) por una derivada temporal en
un marco fraccionario, introduciendo un retraso no local en el tiempo para la po-
blacién en movimiento. Por otra parte, el sistema (0.0.1) asume que la difusién
celular no se ve afectada por el comportamiento espacial no local de los orga-
nismos. Sin embargo, observaciones recientes indican que en ciertos casos de
movimiento quimiotactico, los organismos desarrollan estrategias de busqueda
alternativas, particularmente cuando los quimioatrayentes, alimentos u otros ob-
jetivos son escasos o raros. Esto significa que las trayectorias de la poblacion
de organismos estan mejor descritos por los llamados vuelos de Lévy que por
el movimiento browniano (ver [21] y [31]). El mecanismo de vuelos de Lévy se
ha sugerido en varios contextos bioldgicos, incluidas las dinamicas célulares, la
ecologia y un gran numero de poblaciones de peces y mamiferos (c.f. [22] y re-
ferencias alli para una discusién mas profunda). Por lo tanto, motivados por las
observaciones anteriores, proponemos y analizamos teéricamente el siguiente
sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes en un entorno fraccionario RY x (0, «),

N = 2:
[ Dln+u-Vn=—D,(~A)2n— V- 0V((~A)2)),
“Dle+u-Ve=—D.(=A)*"? ¢ — pne,

3 (0.0.2)
“Diu+ (u-V)u=—D, (—A)**u — Vi —nVe,

| V-u=0,

donde “D/ es la derivada fraccionaria de Caputo de orden 3 € (0,1], a € (0,2] y
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0 € [0, N) (ver definicion en el Capitulo 1).

En los afos recientes, el andlisis de existencia, unicidad, regularidad, y el com-
portamiento asintotico de las soluciones de modelos de quimiotaxis-Navier-Stokes
han atraido la atencion de un buen nimero de autores, debido a la importan-
cia en el contexto biolégico y también, debido a sus desafios teoricos. Para
revisar resultados sobre la existencia, unicidad, regularidad y comportamiento
asintético de soluciones para (0.0.1) en el caso de dominios acotados referimos
[7, 16, 35, 29, 42, 18, 47, 45, 46] y referencias alli citadas. Por otra parte, si el
planteamiento del sistema de ecuaciones se da en todo el espacio RY, N = 2, 3,
la existencia local y global en el tiempo de soluciones para (0.0.1) se ha ana-
lizado en [11, 12, 13, 32, 51], y algunas referencias alli citadas. En particular,
en [32] los autores obtuvieron una clase de soluciones globales pequefas en
el marco de los espacios LP-débiles que incluyen términos no lineales de doble
atraccion en la ecuacion de densidad. Un resultado de buena postura local en
3D para los datos iniciales en la clase de espacios de Besov no homogéneos
Bs,. x Bst! x Bstl donde 1 < p < 0,1 <r < o,y s > 3/p+ 1, fue probado
en [51]y, en [13] los autores obtuvieron un resultado de existencia de soluciones
locales en el tiempo para datos iniciales grandes, asi como de una existencia glo-
bal en el tiempo para datos iniciales pequerios y alguna condicion de pequefiez
en el término gravitacional, en espacios de Besov criticos homogéneos. Mas tar-
de, en [11] los autores demostraron un criterio de extension para las soluciones
locales en el tiempo. Incluso en el caso 3D, en [12] la existencia de soluciones
globales para datos iniciales pequeros en el espacio de Besov critico homogé-
neo B, ;™" x B! x B, 17" con 1 < p < 3 fue probada. Més recientemente, en
[19, 23], los autores obtuvieron resultados de existencia y comportamiento asin-
tético de soluciones globales pequerias en diferentes clases de espacios tipo

Besov-Morrey.

Los resultados anteriores estan relacionados con el modelo no fraccionario (0.0.1).
El objetivo de este trabajo es analizar la existencia y estabilidad de soluciones

globales para el sistema fraccionario completo (0.0.2). Hasta donde se sabe, el

14



sistema fraccionario (0.0.2) no ha sido analizado previamente. Sin embargo, las
ecuaciones de Navier-Stokes fraccionarias en el tiempo (con difusién entera),
que corresponde a un submodelo de (0.0.2), ya se han estudiado en [10] en el
marco de los espacios L?. Como se senala en [10], el interés en el andlisis de las
ecuaciones de Navier-Stokes se reflejo en [40] considerando soluciones suaves
y estableciendo varios resultados sobre la regularidad de sus soluciones. Pos-
teriormente, en [50], el autor demostré la conjetura de Shinbrot, que afirmaba
gue cualquier solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes tiene cualquier
derivada fraccionaria de orden menor o igual a 1/2. Algunos resultados sobre el
sistema Navier-Stokes con difusion fraccionaria se obtuvieron en [25]. Por otro la-
do, el sistema de Keller-Segel fraccionario, incluso en el caso en el que el término
de consumo nc se reemplaza por n — ¢, tampoco se ha estudiado ampliamente.
De hecho, solo se conocen las referencias [1, 2] donde los autores estudiaron
la existencia global y el comportamiento a largo plazo de las soluciones para el
sistema Keller-Segel fraccionario en el tiempo, es decir, asumiendo o = 2, § = 0
y 8 € (0,1), y considerando el régimen de produccion-degradacion n — ¢ en la
ecuacion de la concentracién. En [1], los autores analizaron la existencia global
y el comportamiento a largo plazo de las soluciones considerando datos iniciales
pequefos en el espacio Besov-Morrey NV x BOO,OO con N =>20< A< N -2

7,\,00

b =2- 2y N2 < < N — ) Vale la pena observar que el espacio de

existencia en [1] se basa en normas auxiliares a la Kato, como en [49]. Algunas
propiedades de regularidad de la solucién para (0.0.2), asumiendo o = 2, § = 0

y 8 € (0,1), y dato inicial en LY ~ LN/2 A L* x B, ,, se obtuvieron en [2].

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se plantea y se analiza un
modelo de quimiotaxis Navier-Stokes-fraccionario en todo el espacio RV, N > 2,
con una variacion fraccionaria de tiempo en el sentido de Caputo, una autodi-
fusion fraccionaria para las variables fisicas y un mecanismo de disipacién frac-
cionaria para el proceso de quimio-atraccion. Se prueban nuevos resultados de
existencia y unicidad de soluciones mild globales con pequefios datos iniciales
en una clase mas grande de espacios criticos del tipo Besov-Morrey. Estos resul-

tados amplian la buena postura en el clasico (no régimen fraccionario) obtenidos
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por Postigo y Ferreira [23]. También se demuestra la estabilidad asintética a largo

plazo de las soluciones.

El contenido de esta tesis se ha organizado de la siguiente manera: en el primer
capitulo, se introducen algunos conceptos y resultados relevantes que seran uti-
lizados en el desarrollo del trabajo. Se inicia introduciendo la definicion de los es-
pacios de Morrey y de Besov-Morrey. En la segunda seccion, la cual se ha dividi-
do en varias subsecciones, se presentan algunas nociones relevantes del calculo
fraccionario, las cuales seran usadas a lo largo del texto; se inicia introduciendo
dos funciones que juegan un rol importante en esta rama del analisis, como lo
son la funcién Gamma y la funcién Beta, asi como algunas de sus propiedades.
Luego, se habla de los operadores integro-diferenciales del célculo fraccionario,
destacando, por supuesto, el operador derivada fraccionaria de Caputo. En lo
que sigue, se introducen los operadores de Mittag-Leffler y se enuncian algunas
de sus propiedades. Para terminar este capitulo, se presenta la deduccion de la
formulacién integral de un problema de Cauchy abstracto con derivada temporal

fraccionaria en el sentido de Caputo.

En el Capitulo 2, se presenta el marco funcional de los datos iniciales y de varia-
bles involucradas en el sistema (0.0.2), asi como algunas estimativas lineales y
no lineales que seran usadas mas adelante para demostrar los principales resul-
tados de esta tesis. Se inicia presentando, de una manera breve, la descripcion
del modelo. En la segunda seccién se muestra la invarianza por scaling de cada
una de las incégnitas, unas hipotesis sobre los parametros involucrados y luego,
el respectivo marco funcional para la solucién del sistema planteado. Luego, se
introduce la formulacion integral del problema y se denota de una manera con-
veniente cada uno de sus términos, con el fin de facilitar los célculos de las dife-
rentes estimativas. En la siguiente seccidn, se presentan las estimativas lineales
de decaimiento en tiempo de los operadores de Mittag-Leffler en los espacios de
Besov-Morrey. Para culminar este capitulo, se desarrollan las estimativas bilinea-

les asociadas a la formulacion integral ya presentada.

En el Capitulo 3 se enuncian los principales resultados de esta tesis. Se inicia
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demostrando, mediante un argumento de punto fijo, un teorema de existencia
de solucion para el sistema (0.0.2) con datos iniciales pequerios en espacios de
Besov-Morrey. Posteriormente, se demuestra un teorema de estabilidad asinto-
tica para la clase de soluciones dadas por el teorema de existencia. Para llevar
a cabo la demostracion de estos teoremas, se aplican las diferentes estimativas
calculadas en el Capitulo 2 de este trabajo. Finalmente, es importante mencio-
nar que los resultados presentados en esta tesis estan consignados en el preprint
[27].
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Capitulo

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados preliminares que
facilitaran la lectura del contenido del presente trabajo; se inicia con la definicion
de los espacios de Morrey y de Besov-Morrey, y a continuacién se mencionan
algunas de sus propiedades. Posteriormente, se presentan las nociones mas
relevantes del céalculo fraccionario, las cuales seran usadas a lo largo de esta
disertacion; en particular, se enuncian la definicion y propiedades de la funcién
Gamma y la funcién Beta, ademas de recordar la definicion y propiedades de
los operadores integro-diferenciales asociados al céalculo fraccionario. Finalmen-
te, se hara una breve deduccién de la formulacion integral de un problema de
Cauchy abstracto con derivada de orden fraccionario en el sentido de Caputo.
Los resultados preliminares presentados en este capitulo pueden ser encontra-

dos principalmente en [9].

1.1 ESPACIOS DE MORREY Y DE BESOV-MORREY

Con el objetivo de aclarar y facilitar la comprension de este trabajo, se inicia esta
seccion, estableciendo la notacidén usada a lo largo del mismo. Sea X un espacio

de Banachy 0 < T < .

18



= Se define C¥(0,T; X) = {f:[0,T] — X, k veces diferenciable}. Se consi-
dera la norma |f[c = > sup [D*f(t)]. Asi, (C*(0,T;X),|f]cx) es un

espacio de Banach.

= Como es habitual, se denotan los espacios L?(0,7;X), 1 < p < o, con

norma usual, por ejemplo,
T
LP(0,T;X) = {f [0, T] — X; f medible, J If (@))% dt < oo}
0

con norma

, .
T (j |f<t>||§zdt) <pew
0

= El espacio de Sobolev W*?(0,T; X), 1 < p < o« esta dado por
WP ={f:[0,T] > X : feLP(0,T;X)y f*e LP(0,T;X)},

donde f* es la k-ésima derivada débil de f.

» El espacio C(0,T; X) corresponde al conjunto de funciones continuas f :
[0,T] — X con

= max t)|| < oo.
Il ey = max (0]

» El espacio BC,,(0,7T; X) representa la clase de funciones f : [0,T] —» X

débilmente continuas y acotadas.

Ademas, se denota por S la clase de Schwartz y por S’ al espacio de distribu-
ciones temperadas. Para f € &', f(€) = F(f)(€) y f(€) = F1(f)(¢) representan
la transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier de f, respectiva-

mente.

Por otra parte, para dar un contexto del marco funcional en el cual se estudia
el sistema (0.0.2), se recuerdan, brevemente, algunos resultados preliminares
acerca de los espacios de Morrey y de Besov-Morrey. Para mayores detalles ver
[38].
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Definicion 1.1. Paral < p; < p < « el espacio de Morrey M? = M? (RV) se

define como el conjunto de todas las funciones medibles v : RN — R tales que

N_N
lul gy, = xﬁgﬂgv sup RY o [l o (0. <

donde B(zy, R) es la bola cerrada enRY con centro x, y radio R. El espacio M
dotado con lanormal| - | . . s un espacio de Banach. Paral < p < « se tiene

que M?» = L*. En el caso p = p, = w0, se tiene que M7 = L*”.

Ahora, se recuerda la desigualdad de Hélder en el marco de los espacios de

Morrey.

Lema 1.2. (Desigualdad de Hélder) Sean1 <p; <p<w,l<q@ <g< w0y
11 1 1 1 1

I1<m<r<w. Si-=-+4+-y—=—+ —, entonces
rp q T P11 q1

£9lne; < 1FLuie, 9] 0as, (1.1.1)
paratoda fe Mp yge Mi.

A continuacion, se introducen los espacios homogéneos de Besov-Morrey.

Sean u € &'y las funciones ¢; construidas de la siguiente manera: Sea ¢, una
funcién suave con soporte en la bola B(0,1) tal que ¢, = 1 para 0 < |¢| < 2. Sea

©0; (&) = wo (é) tal que ¢; tiene soporte en la bola B(0, 27).

92
Se define v, = ;.1 — 3. Note que 4(€) = o  5; ). luego () & CF (RY),
Definicion 1.3. E/ espacio homogéneo de Besov-Morrey N? | . = N (RY) es

definido como el conjunto de todau e S'/P tal que ; = u € M?P paratodaj, y

1

. - T T
(Z(Qbawj*uHMp ) > <o, paral <p;<p<w, 1<r<ow, beR,
HUHNg’pM = jeZ P1
Sug <2bj H% *UHM§1> < o, paral < py <p< oo, r=0w, beR,
je

donde P denota el conjunto de polinomios con N variables. El espacio /\/]f’pl,r es

un espacio de Banach con la norma | - |

p,p1,T
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1.2 NOCIONES RELEVANTES DEL CALCULO
FRACCIONARIO

El célculo fraccionario ha sido tema de interés para muchos matematicos im-
portantes como Leibniz, Lhopital, Euler, Fourier, Abel, Liouville, Riemman, entre
otros. En épocas mas recientes, en particular durante los ultimos cuarenta anos,
este tipo de herramienta del analisis ha sido retomada y extendida a varios con-
textos del analisis matematico y las ecuaciones diferenciales, encontrando un alto
potencial en diversas areas de las ciencias aplicadas, entre las que se pueden
mencionar algunos trabajos en dinamicas de poblaciones, dindmicas no determi-
nisticas [48], electromagnetismo [20], teoria de viscoelasticidad [15, 17, 8], entre
otros. En esta seccion se presentan algunas nociones importantes de esta rama

del andlisis que seran de utilidad a lo largo de este trabajo.

1.2.1. Lafuncién Gamma y la funcion Beta

A continuacién se presentan las definiciones de dos funciones muy importantes
en el calculo fraccionario, como lo son la funcion Gamma y la funcion Beta. Asi
mismo, se destacan algunas de sus propiedades, las cuales seran aplicadas en
las estimativas del Capitulo 2 de esta tesis. Los detalles presentados en esta

subseccidén pueden ser encontrados en [9, 14].

Definicion 1.4. Sea D(T") := {z € C, Re(z) > 0}. La funcion Gamma de Euler es

definida por la integral
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iy Para N e N,T'(N +1) = N!

La funcibn Gamma permite generalizar la nocion de factorial a cualquier nime-
ro real positivo. Como se verd mas adelante, los diferentes operadores integro-
diferenciales en el sentido fraccionario se definen en términos de esta funcién.
Una representacion alternativa del reciproco de la funcion Gamma esta dada por
la formula,

1 1

- —zg0 1.2.1
TG~ 2 Hao e’ds, ze€ D(I), ( )

la cual es también conocida como férmula de representacion de Hankel. En
(1.2.1) Ha denota un camino de Hankel, es decir un camino conformado por dos
rayos arg o = +¢ extendiéndose hasta el infinito, y el arco circular arc o = € ¢,
0] < pcon¢e (g, 7r) y radio € > 0. La deduccion de esta representacion puede
ser encontrada en [9, 39].

Por otra parte, a partir de la definicién de los nuevos operadores en el contexto
fraccionario, surgen ciertas integrales con una estructura particular, las cuales
son encontradas de una manera natural en diferentes estimativas del calculo

fraccionario, a saber, la funcidn beta, la cual se define a continuacion.

Definicion 1.5. Sea D(b) := {(z1,22) € C?: Re(z1) > 0, Re(z9) > 0}. La funcién

Beta es definida por la integral

1

b(21,29) = f 71— 1)2 7, 2, 20 € D(b).
0

Una propiedad conocida de la funcion Beta es la de simetria, esto es, dados

21,22 € D(b), se verifica que b(z1,z2) = b(29, 21). Ademas, esta funcidén guarda

una relacién con la funcion Gamma, como se muestra en el siguiente teorema.

La prueba de este teorema puede ser encontrada en [9].
Teorema 1.6. Sean z, z, > 0. Entonces

['(21)(22)

b _
(21, 22) [(2 + 22)’
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y por lo tanto,
t
J Tzlfl(t _ 7_)22*1d7. _ tz1+z271b<z1’ 22>. (1 22)

0
1.2.2. Laintegral de Riemman-Liouville, la derivada de Riemman-

Liouville y la derivada de Caputo

El objetivo de esta seccion es presentar la definicion de algunos operadores
integro-diferenciales del célculo fraccionario. Se inicia con una introduccién infor-
mal del operador integral en este nuevo contexto. Sea X un espacio de Banach,
T € (0,0). Considere la aplicacién I : L'(0,T; X) — C ([0, T]; X), dada por

t
17(6) = | fs)ds.
0
Note que, por el Teorema de Fubini, se tiene que

pi = 1no = [ [ foyiras = [ 5 pan

De nuevo, si se repite el proceso anterior,

(Bf)(t) = I(I(If))(t) = fot L L f(&)dedrds = Lt (t —2!8)2

f(s)ds.

Este resultado se puede generalizar para cualquier N € N, obteniendo asi, una
formula para calcular la N-ésima integral de una funcién f, la cual es conocida
en la literatura como formula de Cauchy:

(1Y F) () — ﬁ L (t— )N f(s)ds. (1.2.3)

Note que la férmula (1.2.3) puede extenderse a cualquier niumero real positivo,
generalizando el factorial mediante la funcion Gamma. Lo anterior permite in-
troducir una definicién del operador integral de orden fraccionario. Esta nueva

nocion de integral fraccionaria, se define a continuacion.
Definicion 1.7. Sea X un espacio de Banach, y f € L'(0,T;X), T > 0. La
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integral fraccionaria de Riemman-Liouville de orden (5 € (0,1) de f esta dada por

IPF(t) = ﬁfo(t — ) f(s)ds, te[0,T]. (1.2.4)

Ejemplo 1.8. Sean € (0,1), v € (—1, ) y k una constante. Considere la funcion
f(t) = kt". Entonces

B _ L(y+1) +
““”‘kﬁFITIBW . (1.2.5)

Demostracion. En efecto, de (1.2.4) y las propiedades de la funcién Beta, se

tiene que

I H(t) - ﬁ L (t— 8)P ks ds

_ K B+ ' _ )1y

- Lu s)"1s ds (por(1.2.2))
_ k B+

— F(ﬂ)t b(B,v+ 1)

E g DTG+ 1)
TG TB+y+1)
— k F(7 + 1) t5+W

rg+y+1)

Ejemplo 1.9. [714, Ejemplo 2.2] Sea f(t) = ¢, para algun \ > 0.

= Note que para N € N, se tiene que IN f(t) = A~ Ne.

» Ahora, para 5 € (0, 1), usando la expansion en serie de la funcion exponen-
cial, el resultado del ejemplo anterior y una de las propiedades de la funcion

Gamma, se obtiene
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Observacion 1.10. Note que la serie resultante en (1.2.6) no es el mismo e,
Esto muestra que el operador integral fraccionario de Riemman-Liouville no re-
produce funciones exponenciales como si lo hacen las integrales de orden ente-

ro.

Definicion 1.11. Sean T € (0,) y dos funciones medibles f : [0,7] — R y

g : 10, 7] — R. La convolucién entre f y g cse define como

frg(t):= Ltf(t —s) g(s)ds, paratodote [0,7]

Observacion 1.12. Sea 5 > 0. Considere la funcion gs : R — [0, ) definida por

donde T es la funcion Gamma. Se tiene que:

m Sify, B2 > 0, entonces (gs, * gs,)(t) = gp,+p,(t), t > 0.

» Note que parafe (0,1) y f € L(0,T; X), la integral I en (1.2.4) se puede

escribir como la convolucion
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t

IEF() = (g5 + )(8) = j gs(t — $)f(s)ds. ctpen [0,T].

» Para completar el operador integral fraccionario de Riemman Liouville, se
define I°f(t) := f(t).

Ahora, se introduce el respectivo operador derivada fraccionario.

Definicion 1.13. Sea € (0,1),T >0y f e L'(0,T; X) con f=g1_5 € WH(0,T; X).
Se define la derivada fraccionaria de Riemman-Liouville de orden (3, la cual es

denotada como D) f(t) por
D} f(t) = D{1 7P f(t) = Di(g1-5 = f)(t), ctpen]o,T],

donde D} = 4 es el operador derivada clasico.

Observacion 1.14. Explicitamente, la derivada de Riemman Liouville se define

como

d

DL = 5 |

T mf (t - 3)_ﬁf(8)ds] , ctpen[0,T]. (1.2.7)

0

Ejemplo 1.15. Sean 5 € (0,1), v € (—1,%) y k una constante. Considere la

funcion f(t) = kt”. Entonces

3 _ Fiv+1) 5
D/ f(t) kz—F(l_ﬁert .

Demostracion. En efecto, de (1.2.7) y de las propiedades de las funciones Gam-

ma y Beta, se tiene que
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D) = | ey [ = o) hsras]

~dt [T(1-5) )y
1-+y 1
_ % [ﬁ L (1 _s)—ﬁsvds] (por(1.2.2))
=8
- (1= 2) gyt = A+
7 T =BTy +1)
:ka*ﬁ*wr(l—ﬁ)F(1—5+v+1>
- C(y+1)
=k =B+t 5F(1—6+7+1)
B o L(y+1)
=k =B+t 5(1—,6’+7)P(1—5+7)
_ C(vy+1) o
r1-8+~v)

|
Observacion 1.16. Del ejemplo 1.15, se deduce que la derivada de Riemman
Liouville de una funcion constante (v = 0) es dada por

8

) T T —
S Vrwy)

Asi, por ejemplo, si se escoge § = ; y k = 1, se obtiene que

De lo anterior, se concluye que la derivada de Riemman-Liouville de una cons-

tante k # 0, no es cero.

El tratamiento de las ecuaciones diferenciales fraccionarias trae consigo la inclu-
sion de las condiciones iniciales, lo cual genera un inconveniente si se considera
la derivada de Riemman-Liouville. En consecuencia, es natural pensar en un
concepto de derivada fraccionaria que permita analizar problemas de valor inicial
con derivadas de orden entero, a saber, la derivada fraccionaria de Caputo. Es-

te nuevo operador derivada, permitié incorporar de una mejor manera el calculo
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fraccionario en la modelizacién de varios fendmenos fisicos.

Definicion 1.17. Sea € (0,1),T >0y f € C([0,T]; X) con f+g;_g € WH(0,T; X).
Se define la derivada fraccionaria de Caputo de orden (3, la cual es denotada por
D! f(t), como

Dy f(t) == D{[f(t) - f(0)], ctpen][0,T].

Observacion 1.18. De manera equivalente,

D) : = AR - FO)]}

{r [e=9 715 - son as}.

SR

Proposicion 1.19. Sea 3 € (0,1) y suponga que f € C*([0,T]; X). Entonces
“DPf(t) = I} f'(¢), paratodote [0,T].
Observacion 1.20. Se resalta lo siguiente:

» De la definicion de la derivada de Caputo, es claro que si f(t) = k, k es una
constante, entonces “D! f(t) = 0. Es decir, la derivada de Caputo supera el
inconveniente de la derivada de Riemman-Liouville de que la derivada de

una constante no nula no sea cero.

» [ a derivada de Riemman-Liouville y la derivada de Caputo son operadores
no locales; contrario a lo que ocurre en el caso entero, estas derivadas

dependen de los valores que tome la funcion a lo largo de un intervalo.

Para terminar, en la siguiente proposicién, se enuncian algunas propiedades que

relacionan los operadores fraccionarios definidos en esta seccion.

Proposicion 1.21. [9, Proposicion 2.35] Sean B3y, 5., T = 0, con f € L'(0,T; X) y
h(t) e C([0,T]; X). Entonces

) IR = 1 ().
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i) DI f(t) = ().

iii) Sigi_p, = fe WH(0,T; X), entonces

I'D] f(t) = f(t) —

i (0 6) L

iv) DI IP h(t) = h(t).

v) Sigi_p, +heWH(0,T; X), entonces

17D h(t) = h(t) — h(0).

1.2.3. Operadores lineales, el semigrupo del calor fracciona-

rio y la transformada de Laplace

En esta seccion se presentan algunas propiedades de operadores lineales y se-
migrupos; para mas detalles ver [9]. En adelante, X es un espacio de Banach y
A e C.

Definicion 1.22. Sea B : D(B) < X — X un operador lineal. El conjunto

p(B)={AeC: (A —-B)™': R(\I - B) c X — X es inyectiva, acotada y
RO\ — B) = X}

es llamado el conjunto resolvente de B. El complemento o(B) = C\ p(B) es
llamado el espectrum de B. Para \ € p(B) el operador (\I — B)~! es llamado el

resolvente.

Definicién 1.23. Sea X un espacio de Banach. Una familia de operadores linea-
les acotados {S(t)},., se denomina un semigrupo de clase C, si se verifican las

siguientes propiedades:

i) S(0) = I, donde I es el operador identidad en X .
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i) S(t+s)=S(t)S(s), para todo s,t = 0.
iiiy Para cada f en X, se tiene que S(t)f — f, cuandot — 0*.

Definicion 1.24. Sea {S(t)},., un Cy-semigrupo en X . El generador infinitesimal
del semigrupo es el operador lineal A : D(A) — X, donde
D(A) = {feX: lim %

t—0+

existe}

Af = lfm % fe D(A).

t—0+
Definicion 1.25. Sea A : D(A) ¢ X — X un operador cerrado y densamente
definido. Se dice que el operador A es un operador sectorial positivo si existen
constantes N > 1 y ¢ € (0, %) tales que

12

Sy = {AeC: o< [arg(N)]| < 7} = p(A),

N
<, VAe S¢\{0}

5= 4 ey < 7y

Teorema 1.26. Si A : D(A) ¢ X — X es un operador sectorial positivo, entonces

—A genera un Cy-semigrupo {S(t) : t = 0},
S(t) = J M+ A)7la),
HO

donde H( es el cambio de trayectoria de cualquier camino de Hankel contenida
en p(—A). Ademas para cualquier v € X yt € [0,), la funciont — S(t)u es

. d
analitica y ES(t)u = —AS(t)u, parat > 0.

Potencias fraccionarias:

Definicion 1.27. Sea A un operador sectorial positivo en X y 3 > 0. Se define

_BZL OO7'5_1 T)aT
47 =g ), S
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donde {S(t) : t = 0} es el Cy-semigrupo generado por —A.

Observacion 1.28. Para complementar la definicion anterior, se considera que
AY = Ix.

Proposicion 1.29. Sea A un operador sectorial positivo en X. Entonces para
cualquier 3 = 0 el operador A=% € L(X) y es inyectivo. Ademas, si 3 y § son

numeros reales no negativos, entonces AP A=0 = A=(+9),

De lo anterior, podemos definir la potencia fraccionaria de A para cualquier 5 = 0,
como
A% DA% c X — X,

donde D(A?) := R(A—F)y AP .= (A-F)".

El operador Laplaciano fraccionario

A continuacién se presentan algunas generalidades del operador Laplaciano
fraccionario; estos y otros detalles pueden ser consultados en [41] y [34].
Sea v una funcién en la clase de Schwartz S = S(R”). La transformada de Fou-
rier de v, denotada por 7 esta también en S. Para el Laplaciano —A en RY, se
tiene

(—A)u() = [¢[*0(€). paratodo ¢ € RY

El Laplaciano fraccionario (—A)*, 0 < s < 1, se define de una manera natural

como

(ZA)0(E) = [€*B(&).

Definiciéon 1.30. Parave S, 0 < a < 2 se tiene que

[(=A)**0] (&) = [¢]*0(¢), paratodo & € RY.

Ahora, se estudia la solucién de la ecuacion del calor homogénea de orden frac-

cionario en su variable espacial. Considere el problema:
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oz, t) + (=A)u(z,t) =0, (x,t) e RN x (0,7)
(1.2.8)
v(x,0) = vo(x), reRY,
Si se aplica la transformada de Fourier en (1.2.8), formalmente se obtiene el
siguiente problema de valor inicial

O0(&,t) + [€]*D(E,t) = 0, (&,t) e RN x (0,7)

1.2.9
3(E,0) = (), RV, (12.9)

La solucion de (1.2.9) es dada por 9(¢,t) = e HE"5y(¢). Por otra parte, sea el

nucleo del calor fraccionario

K,(z,t) = (QW)_N/QJ e e e ge.

RN

Note que G(&, t) = Ko (&, )% (&) y asf,
v(z,t) = K = vo(x). (1.2.10)

La solucion (1.2.10) define una familia de operadores a un parametro {S,()},,.
dado por S, (t)vg(x) = K = vo(x), conocido en la literatura como semigrupo del

calor fraccionatrio.

Observacion 1.31. Note que parau € S, se tiene que

—_—

Sa(tyu(z)(€) = Kf = u(z)(€) = Kp(€)a(€) = e " a(¢). (1.2.11)

Por lo tanto, aplicando transformada inversa de Fourier en (1.2.11), el semigrupo

del calor fraccionario esta dado por

So(tyu(x) = F~He 1 0(6)) (2). (1.2.12)
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Observacion 1.32. Para resaltar:

= Ademas de la definicion en transformada de Fourier del operador Lapla-
ciano fraccionario, es comun encontrar otras formas de definir este opera-
dor, mas especificamente, este operador se estudia como un operador de

convolucion y como un operador integral singular (ver [41, 34]).

m  Como se muestra al inicio del Capitulo 4 en [34], la ecuacion del calor frac-
cionaria puede ser deducida a partir de un modelo estocastico que describe
el movimiento aleatorio de una particula cuya trayectoria presenta movi-
mientos aleatorios con saltos arbitrariamente largos (este tipo de compor-
tamiento se puede dar en ciertos animales como los tiburones y en otras
especies) y estas trayectorias se describen mejor, mediante los llamados
vuelos de Lévy. Lo anterior, justifica que en el estudio de la dinamica de
las especies que presentan este comportamiento en su desplazamiento, se
debe asumir una difusion ya no de orden entero, sino una difusion anémala

(con operador Laplaciano fraccionario).

Figura 1: Difusion normal vs difusion anomala (Vuelo de Lévy)

10

-100

. 200

Fuente: Sin autor. LevyFlight [imagen]. En: WIKIPEDIA la enciclopedia Ii-
bre. San Francisco, USA. [Consultado 26 de noviembre de 2021]. Disponi-
ble en: https.//es.wikipedia.org/wiki/Vuelo_de _Lévy.
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Transformada de Laplace:

Definicion 1.33. Se dice que una funcion f : [0, 0] — X es de tipo exponencial,
si existe ty, M > 0 y v € R tales que ||f(t)|| < Me" para todo t > t,. Note que
la funcién f(t) no debe crecer mas rapido que una cierta funcion exponencial

cuandot — oo.

Proposicion 1.34. Sea f : [0,00) — X una funcién localmente integrable de tipo

exponencial. Entonces existe v > 0 tal que

JOO e Mf(t) dt

0

es convergente para Re(\) > .

Teniendo en cuenta la Proposicién anterior, considere la funcion
f:D(f) < C— Bdada por

o= [ T )

0

La funcién fes llamada la transformada de Laplace de f(t). El operador transfor-
mada de Laplace es un operador biyectivo y continuo. La transformada inversa

es denotada por £ 1.

Definicion 1.35. Sean D(¥) = {f: L},.([0,20), B) : f es de tipo exponencial} y
Z (C, B) es el espacio de funciones definidas de un subconjunto de C en B. La
aplicacion lineal £ : D(¢) — .7 (C, B) es llamada el operador transformada de

Laplace y se define por

L@ = (V).

Ejemplo 1.36. Sea z € C talque Re z > —1, y f : [0,0) — [0,0) dada por

f(t) = t*, entonces, para Re \ > 0, se sigue que

LAY = F e N df — % (1.2.13)

0
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1.2.4. Los operadores de Mittag-Leffler

Unos operadores a destacar en el célculo fraccionario son los llamados operado-
res de Mittag-Leffler, los cuales se definen a continuacion. Considere 5 € (0,1),y

suponga que A : D(A) ¢ X — X es un operador sectorial positivo, entonces

Ey(—tPA) = LOO M 5(7)S(t%)dr, (1.2.14)

E@g(—tﬁA) = LOO BTMg(T)S(Ttﬁ)dT, (1.2.15)

donde {S(t) : t = 0} es el Cy- semigrupo generado por —Ay Mz : C — Cesla

conocida funcion de Mainardi, la cual se define como

0 (—Z)N
Mj(z) = NZO NIT(=Bn+ (1-73))

Observacion 1.37. La funcion de Mainardi también se puede representar me-

diante la formulacion integral (ver [36, 37])

M) = [ et 0 (1.2.16)

270 Jpa ol=8’
donde Ha y o son como en (1.2.1).

Proposicion 1.38. [9, Proposicion 2.43] Considere § € (0,1) y suponga que
A: D(A) c X — X es un operador sectorial positivo. Entonces para todo u € X,
se sigue que

ZLA{Es(—t°A)u} (\) = N1V + A) M,

LT Eg 5(—tP A)u} (N) = (M + A)

1.2.5. Deduccion de la formulacion integral

En esta seccién se presenta la deduccion de la formulacion integral de un pro-

blema abstracto de Cauchy fraccionario, la cual se usa para establecer la formu-

35



lacién integral del sistema (0.0.2). Esta deduccion se puede encontrar escencial-

mente en [9].
Considere el problema de Cauchy

(1.2.17)

“Dlu(t) = —Au(t) + f(t,u(t)), t=0
u(0) = ug € X,

donde X es un espacio de Banach, g € (0,1), A: D(A) € X — X un operador
sectorial positivo, “D/ es la derivada fraccionaria de Caputo y f : [0,0) x X — X
una funcion continua. Suponga que u : [0,00) — X es una funcién continua
que satisface (1.2.17). Entonces, aplicando If a ambos lados de la ecuacion

diferencial, se obtiene

u(t) =u Lt—sﬁ’l—us S Lt—sﬁ’lsus s =
(1) = u(0)+ 5 | (=9 CAus) ds+ s [ =y s utsis, 120

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados se obtiene

- Up 1 - 1 —
u(A) =+ (= AuN) + 5 f W) (A),

donde u(A) = Z {u(®)} (A) y f(w)(A) = Z{f (t,u®))} (A).
Suponga que )\’ € p(—A). Una manipulacién algebraica lleva a

AN = MNP+ A) g + (M + A7 fu)(N).

Aplicando la transformada inversa de Laplace, se deduce la expresién

u(t) = L7HNTLN + A) Lot

i J LT+ A) = 5) L7HF ()N} (s) ds.

Finalmente, de las propiedades de la transformada inversa de Laplace y la pro-
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posicion 1.38, se sigue que
t

u(t) = Eg(—t° A)ug + L (t —8) By p(—(t — s)PA) f(s,u(s))ds, t=0.
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Capitulo

MARCO FUNCIONAL Y ESTIMATIVAS

El objetivo de este capitulo es demostrar algunas estimativas que seran necesa-
rias para demostrar los principales resultados de esta tesis. Se inicia recordando
el modelo a estudiar y su relacién de escala o scaling, y a partir de esa relacién,
se enuncian los espacios de tipo Besov-Morrey y Morrey que definiran la clase
de datos iniciales y de las soluciones. Posteriormente, se presenta la formula-
cion integral para la solucion del sistema (0.0.2) via el principio de Duhamel en el
contexto fraccionario, y se analizan algunas estimativas de decaimiento temporal
para los operadores de Mittag-Leffler. Finalmente, se obtienen estimativas bili-
neales correspondientes a la formulacién integral en las normas de los espacios

solucién, presentados al inicio de este capitulo.
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2.1 EL MODELO

El modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes-fraccionario que se propone analizar en

esta tesis, esta dado por el siguiente sistema:

-

“Dln+u-Vn=—D,(—A)"*n—xV - (nV((—A)"2¢)),

“Dlc+u-Ve=—D.(—A)*c — pne,
) (2.1.1)
“Dlu+ (u-V)u=—Dy (=A)**u—Vr —nVe,

V-u=0,

\

donde n = n(z,t) = 0, ¢ = ¢(z,t) = 0, w(x,t) y u(x,t) denotan, respectivamente,
la densidad celular, la concentracién de la sefal quimica, la presion, y la velo-
cidad del fluido en la posicién z € Q < RV, N = 2,3, y tiempo ¢t > 0. En este
modelo se asume que la senal quimica es consumida con una tasa p propor-
cional a la cantidad de células. Tanto las células como la sustancia quimica son
transportadas por un fluido viscoso incompresible que, a su vez, es impulsado
por la fuerza inducida por la gravitacion, —nV¢, modelando los efectos debido a
las variaciones de densidad provocadas por la agregacion celular. En (2.1.1) <D/
es la derivada fraccionaria de Caputo de orden 3 € (0,1], (—=A)¥2, a € (0, 2], de-
nota el operador Laplaciano fraccionario de orden «/2. Ademas, V ((—A)~%2¢),
0 € [0, N), también es un término no local, el cual puede ser representado por
K(z) ¢, K(x) ~ m+_9 Elcaso § =1, a = 2y 8 = 0 formalmente corresponde
al sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes (0.0.1). Por simplicidad en la notacion, y
sin pérdida de generalidad, se asume que el valor de los parametros fisicos es

1,estoes, D, =x=D.=D, =p=1.

2.2 ESPACIOS SOLUCION

Note que el sistema (2.1.1) tiene una propiedad de scaling. En efecto, no es

dificil ver que si [n, ¢, u] es una solucion clasica para (2.1.1), entonces [n,, ¢y, u,]
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definida por

Az, t) = Xn(Ae, X700, (@, t) = X0 2e(har, NP, un (1) = X u(a, 3P,
(2.2.1)

es también solucién de (2.1.1). En este caso, la aplicacion
[TL, ¢, U] [n)w Cx, U)\],

es llamada el scaling de (2.1.1), y las soluciones invariantes por este scaling se
denominan soluciones auto similares. Observe que si [n,c,u| es una solucién
auto similar, el dato inicial [no, co, ug] debe ser invariante por el scaling, y, por lo

tanto, se debe satisfacer
no(z) = Xno(Az), co(z) = X 2co(\x), uo(z,t) = A tug( ).

Teniendo en cuenta esta relacién de escala se considera la siguiente clase de

espacios criticos para los datos iniciales:

N_ o N_o
ng € '/\/’q:Z(IhOO(RN)? Co € L&+]\6]_2 (RN) con v((_A)ia/Q)CO € MTTLOOJA(RN)?
N _a+1
Ug € prphoo (RN)
(2.2.2)

Asi mismo, se considera que la fuente externa ¢ es tal que
=S Ve() € BC((0,0); MY,), (2.2.3)

donde los exponentes p, p1,q,q1,r,r1 Yy N1 son tomados verificando las siguiente

hipétesis:
T 3
Hipotesis 2.1. Asuma que N > 2, a > e +60=>2,0> % yp>r. Para
a —
N = 3, suponga que los exponentes p, q y r satisfacen las condiciones (i), (ii) 0
(1i1) abajo

N N N N
<qg< N, ——<p< q q

i ) . ) A
) a—1 N+ (1—-a)g a—1<T<N—|—(1—a)q

2(a—1)
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(”) q:N’ C¥_1<p<2_a, a_1<7'<2_&,_

) BN 26N al Jat

(i) 25a—5—a<Q<5@+5—59_o‘7 a—1 -7~ (28a— B —a)g— BN’
N r< PaN

N—I—q(oz—l—ﬁ—Q)< (2Ba— B —a)g— BN’

Si N = 2 asuma que p, q y r satisfacen la condicion (iii) anterior. Ademas, su-

ponga que pi, q1,m1 ¥ N1 satisfacen las siguientes condiciones:

(A) 1<p<p, 1<q <gq, 1<r <r, 1< N <N,
1 1 1 1 1 6—2 1 6—2
(B) - _<17 - _<17 - o+ <17 - ot <17
PG T G D1 N q N
1 1
— 4+ <1,
N @
o P.a_T
D1 q1 r1

Observacion 2.2. La Hipdtesis 2.1 proviene del decaimiento en tiempo y las
estimaciones no lineales que aparecen en las Secciones 2.5 y 2.6, las cuales
son necesarias para usar un argumento de punto fijo. Si los parametros (3, o y 0
son fijados como en la Hipotesis 2.1, entonces es posible hallar indices p1, ¢, r
y N, suficientemente cercanos ap, q,r y N, respectivamente, tal que la Hipotesis
2.1 es no vacia. Ademas, si se consideran f =1, « = 2 y 0 = 0, se obtienen las
hipdtesis establecidas en [23] para el sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes no

fraccionario (0.0.1).
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Se definen los espacios funcionales
: AL
Xyi= {n 75 () € BO((0,0) M4,

X5 = {CICEBOU) ((ano);L$> (2.2.4)

con ¢~ ~a V(= A)2c()) € BC,, ((0,%); Mm} ’
X5 = {U . t7%7§+5 S BCw ((Oa Oo)ale)} ?

los cuales, dotados con las siguientes normas, son espacios de Banach

_BN
HnHX1 = Stug)t aq *F ”n(t)”/\/(gl )
>

. —88_bLip _A)0/2
lelx, :=sup lle(®)], -, +supt [V(=2)7 )]y, -

_BN_B
Jully, :=sup t™ o« Ju(t)] o -
t>0 P1

Ahora, se introduce el espacio producto X

X :={[n,c,u] :ne Xy, ce Xy, ue X3} (2.2.5)
con la norma
I[n, e, ullly = lInlx, +llclx, + luly,
y
7 := {[no, co, uo] : no, o y up SON cOMo en (2.2.2)}
con la norma
[0, o, uollz == Imoll a0 + lleoll v + [V ((=A)2c)| _xois + ol x oy -
q,91,%0 Le M"T'LOO p{)myoo
(2.2.6)
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2.3 EL PROYECTOR DE LERAY

Para analizar el problema de Cauchy asociado al sistema (2.1.1), se usa el ca-
mino estandar de eliminar la presién de la ecuacién del momento de las ecua-
ciones de Navier-Stokes, para trabajar solamente con la velocidad. La presion
se recupera a posteriori. Para ello, se debe tener en cuenta la descomposicion
de Helmholtz-Hodge y del proyector de Leray. Dado un campo vectorial diferen-
ciable, v : RY — R", la descomposicién Helmholtz-Hodge establece que existe
una unica descomposicion de v como v = v; + vy, donde v; €s un campo de
divergencia nula y v, = V¢ para alguna funcién » : RV — R (ver por ejemplo
[3]). Como la descomposicién es Unica, se puede definir el operador proyector de
Leray como Pv = v — V#. Dado que div (v — V) = 0, entonces divv = Ay y

asi, aplicando el laplaciano inverso, se tiene que
Pv = v — V(A7 (div v)). (2.3.1)

Si se aplica la transformada de Fourier en cada componente del campo (2.3.1),

se obtiene la expresion

(Pv); (¢ Z 2— KOk (€ (2.3.2)
con lo cual
®or(€) = (P(e)) e).

donde P(¢) es la matriz con entradas

y la cual verifica que

max  sup
ISisk gern\ {0}
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Si se consideran los operadores pseudo diferenciales R; (j = 1,...,n), llamados
transformadas de Riesz, definidos en términos de la transformada de Fourier

como

R 7€) = %ﬂs),

se obtiene que

3
(Pv); = v; + 2 RjRyvy, j=1,..,n,

k=1

cuya transformada de Fourier es justamente (2.3.2).

2.4 FORMULACION INTEGRAL

Usando el principio de Duhamel, aplicando el proyector de Leray en la ecuacion
de la velocidad y reemplazando el operador A en la deduccidn presentada en la
subseccién 1.2.5 por el operador Laplaciano fraccionario, el sistema (2.1.1) es

formalmente equivalente a la siguiente formulacion integral:

( t

n(t) = Eg(—t?(—A)**)ny — L (t — 1) Eg5(—(t — 7)P(=A)*2)(u - Vn) dr

- f (t = 7V VEp(—(t — 1) (—A)) (nV ((~A) %)) dr,

$ c(t) = Eg(—t9(—=A)?)cy — L (t —7)° ' Eg5(—(t — 7)?(—A)*?)(u - Ve + ne) dr,

u(t) = Eg(—t?(=A)*?)ug — f (t =7 Eg5(—(t — 7)P(=A)*)P(u - Vu) dr

0

- f (t — 1) By p(—(t — 1) (—A)2)B(nV$)) dr,

\ 0

(2.4.1)
donde {Es(—t°(—A)*?)}i=0 ¥ {Es s(—t?(—A)*/?)},50 denotan las familias de Mittag-
Leffler definidas en (1.2.14) y (1.2.15), respectivamente. En (2.4.1) ng, co, ug, CcON
V -up = 0 en &', son distribuciones representando los datos iniciales. Una tripla

[n, ¢, u] satisfaciendo (2.4.1) es llamada una solucion mild de (2.1.1).
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A partir de esta formulacion integral, se probaran un conjunto de estimativas
lineales y bilineales en las normas de los espacios solucién, las cuales permi-
tiran aplicar un argumento de punto fijo para demostrar la existencia y estabili-
dad de las soluciones para el sistema (2.1.1). Para cada tripla de datos iniciales
[0, co, ug] y fuerza ¢, consideramos la aplicacion F ([n, ¢, u]) = [N, C,U], definida

por

N(t) = Eg(—t(=2)"%)no — L (t =) Egp(—(t — 7)°(=A)**)(u- Vn)(7) dr

- f (t — 1)V IV Ej(—(t — 1) (—A)) (0¥ ((~A)920))(r) dr.

= Eg(—t7(=2)*2)no + By, (t) + Bi (1),

Ct) = Es(—tP(=L)")co — L (t =) Bpp(—(t = 7)°(=2)**)(u - Vo)(r) dr

< - f (t — 1) B g(—(t — 7)P(~A)2)(ne) dr,

1= Eg(—t7(=A)"%)co + B35 (t) + BYo(t),

Ut) = Eg(—t"(=2)")uy — JO (t=7)" " Epp(—(t = 7)°(=A)*)P(u- Vu)(r) dr

- f (t — 1) By 5(—(t — 1) (—A)2)B(0V)(r) dr

0

L = E[g(—tﬁ(—A)a/Q)Uo + Bg,i’)(t) + Lg(t), 0<t< 0.

(2.4.2)
En (2.4.2) se usa convenientemente la notacion B{,k(t) donde los subindices i, k
hacen referencia a las incégnitas que aparecen en el término B’ (1 para n, 2 para

cy 3 para u).
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2.5 ESTIMATIVAS LINEALES PARA LOS OPERADORES DE
MITTAG-LEFFLER

Para iniciar esta seccidén se presenta una proposicién que establece una equi-
valencia de la norma de Besov-Morrey con la norma Morrey del semigrupo del
calor fraccionario. La prueba de esta proposicion se basa en la demostracion de

la Proposicidén 2.22 en [38].

Proposiciéon 2.3. Si b < 0, entonces

lulg,, . = sup [ Salt)ul g, - (2.5.1)

La demostracion de esta proposicién es dividida en los siguientes dos Lemas; pa-
ra facilitar la comprensién de la misma, recuerde que los espacios de Besov Mo-
rrey se definen a partir de una particion de la unidad de Littlewood-Paley {1} ..
Anexo a lo anterior, ;(D) es el multiplicador de Fourier, con simbolo (), donde
{vo(€),;(€)} es una particion de la unidad de Littlewood-Paley dependiente de
una descomposicién diadica de RYY. Mas exactamente, el multiplicador de Fourier

1;(D) se define como

Bi(D)uta) = F U@ = [ 0O de, ues

Note que ;(D)u(x) = ;  u(z).

Lema 2.4. Siue N?

P,p1,0”

constante C' > 0 tal que

entonces y;(D)u € M?

b, paratodo j € 7 y existe una

. _b
sup {27 |;(D)ul | < C SUP 7 | Sa(t)ul ug,

JEZ

Demostracion. Seat = (2*)~7. Dado que la funcién «;(£) tiene soporte en el ani-
llo D; = {¢e RN | 2271 < |¢] < 2771}, observando que €'fI* alcanza su maximo

sobre D; y teniendo en cuenta la definicion de la norma Morrey, se tiene que
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5 (D)l = |F 7 @5 €FEN) g,
= H]:—l(6—t\£|“et\£|“¢j(5)a(§))HMgl

< O|F e 0y (©aE)) vy - (2.5.2)

Note que ¢« = [(2“)—3']_5 — (279%)~a = 2% Asi, multiplicando por 2% > 0
a ambos lados de la desigualdad (2.5.2), teniendo en cuenta que v;(¢) tiene
soporte en el anillo D; = {£eRY | 277! < |¢| < 27¥1}, que hace que ¢; € L',
usando la desigualdad de Young para convoluciones en espacios de Morrey (ver

[19]) y aplicando (1.2.12), se obtiene que

27|45 (D)l gy, <72 C |F (05 (€))) | gy
Gyl 7€) g,

< Ct & [F e a(e))

<Ot =

_b
< Ot % [ Sa(t)ul ppy -

Entonces
; _b
sup {27 [45(D)ul | < € SUPEH [ Sa(t)ul g,
JEL t>0
|
Lema 2.5. Siue S, es tal que sup {2”j |1V (D)ul } < oo, entonces
jeZ P1
SUP 1% | S (t)uf vy, < C sUP {ij [45(D)ul gy } . (2.5.3)

t>0 JEZL

Demostracion. Primero se verificara esta desigualdad para el caso ¢t = 1. En el

Lema 2.24 de [38] se demostré que

sup {27 [45(D)ul vy, | ~ sup {2 [ 5(D)ul gy - (2.5.4)

JEZ JEL
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Entonces, teniendo en cuenta la equivalencia (2.5.4), basta demostrar que

ISa(1)ul v, < € sUp {2 [o5(D)ul gy}
JEZ

En el lado izquierdo se aplica una particion de Littlewood-Paley a © de modo que
sea mas conveniente reemplazar el supremo por una suma sobre j en el lado
derecho. Sefijapy d > 0, tales que p — § > —b. Entonces, siguiendo [38] se tiene

que

2227 oy (D)l < 2 (Z 2j5> sup {27 i, (D)ul g5, } - (2.5.5)

§=0 §=0 el

Ahora, note que en &',

> 2794p,(D) = cpo(D) + 3. 279 > (D)

j=0 j=0
J
= cpo(D) + Y (D) Y 277, (2.5.6)
7=0 r=0

Dado que si ¢, es una funcién suave con soporte compacto, que es idéntica-
mente uno en el anillo D,, entonces la norma de e~¥¢,(¢) no excede C,27"°

para todo p > 0, donde C, no depende de r. Por lo tanto, observando que

f= (gpo - 2 %) f, recordando la definicién de {S,(1)}, y (2.5.6), se tiene que

§=0

|Sa(Lul pg, < 1Sa(L)po(D)ul g, + X [Sa(Les(D)ul e

§=0

< 1Sa(Deo(D)ul pgy, +Cp D279 [y (D)u] gy

§=0

<Cp ) 27 s (D)ul g, V=0,

Jj=0

y asi, teniendo en cuenta (2.5.5), se concluye (2.5.3) parat = 1. Ahora, se proba-
ra que por la homogeneidad de la norma, si (2.5.3) se tiene para t = 1, entonces

se verifica (2.5.3). En efecto, sea w = C sup {2‘” i (D)ul e } y veamos que
jez P1
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_b
supt e HSa(t)uHM51 < w.
t>0

Sea u(x,t) = Sa(t)f(x) la solucién de u; + (—A)**u = 0 con dato inicial u(z, 0) =
f(x). Se sabe que la funcién u,(z,t) = Nu(\z, \*t) también es solucién de u; +

(=A)*?u = 0 con dato inicial
ux(z,0) = Nu(Az,0) = N f(Ax) = f(z),
y ademas, u(z,t) = uy(z,t), para todo A > 0. Asi,
[ua(z, 1)HMg1 = H)\ku()\x, )\a)HMgl = |u(z, 1)HM§1 < w, (2.5.7)
y usando el scaling de H-HMgl, se tiene que

Jun(. )y = A Julha, X g = X [SaA) FO0) gy = NATS [SalA) £ (@) |,

(2.5.8)
Asi, de (2.5.7) y (2.5.8), se obtiene
[SaA) f (@)l pgy = AN Pw, YA >0,
Tomando ¢ = \* > 0, se tiene que \ = ta y, por lo tanto,
0 Salt)f (@) agp, < £t 0,
en particular, cuando k£ = —b — % se sigue la desigualdad requerida. [ |

Ahora, se recordaran algunas estimativas de decaimiento en tiempo del semigru-
po del calor fraccionario {S,(t)},., en los espacios de Morrey (ver [24, Lemma
2.2], [26, Lemma 3.2] ).
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Lema 2.6. Sea k un multi-indice, 1 < py <p<woyl<q¢g <g<wo.Sip=qy

— > L, entonces existe una constante positiva C > 0 tal que

1Sul®)f sy, < CE G0 £ (2.5.9)
_N(1_1\_Ikl

[V Sa(t) gy, < CE &G0 | fl g (2.5.10)

1Sa () f1 e < C1f] e (2.5.11)

paratoda f € S'.

El siguiente Lema es necesario para obtener estimativas de decaimiento en tiem-

po para los operadores de Mittag—Leffler en los espacios de Besov-Morrey.

Lema2.7. Sige(0,1) y—1 <[ < oo, entonces

* I'(l+1)
L T Mg(7) dr = —F(ﬁH— 1

Demostracion. Usando la representacion integral de la funcién de Mainardi en
(1.2.16), se obtiene

J ' Mg(7) dr = J Tt l—f e 10 ] dr
0 0 21 Jgq ol=F

1 o * —roB 1 do

_% Hae |:J;) e Td]gl—ﬂ

= 1 o F(l + 1) dO’

"2 ) [ (0P)+1 ] —=p (Por (1.2.13))
ril+1) e

T o L a1 4o

1
=TI+ 1)2—7TZ JH o~ P e dor

=I({+1) (por (1.2.1))

1
I'(pL+1)
I+ 1)
DB+ 1)
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Lema 2.8. Considere 5 € (0,1) y p1,p,q1,q como en el Lema 2.6 tal que

P _q pN
—>=—, l<qg<p<ow, y
P Q1 ap+ N

<q.

Entonces, para cualquier f € M} , existe una constante C, > 0 tal que

N (1

|Bs(—47(=2)") f] < Cit = G0 | £ gy,

BN (1 _ 1

[Bs (17 (=2)") f < Crt™ % G0 | g
Demostracion. Usando (1.2.14), (2.5.9) y el Lema 2.7 se obtiene

|Es(—t"(=D)") f iy < | Ma(r) [Sal(rt”)f] 1y dT
P1 0 p1

0

VAN
S
—~
2
Q
—~
9
~
s
~
|
°|
g’\
=
=
<
_
ISH
)

BN
<Cit™ @ @) e o t >0,

Por otra parte, usando (1.2.15), (2.5.9) y el Lema 2.7 se tiene que

|Bss(—t A1) |y, < | BMAT) a0

N(1

< L BrMy(r) C (rt?) =3 1] dr

, 1 1 T
Note que si [} := —— <— - —) entonces por hipotesis [; > —1, y por lo tanto,
@ \qg P
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del Lema 2.7, la constante C, = Ci(p, ¢, N, 5) es tal que

01>Cmax{F<l1+1) BT +2) }>0.

LB+ 1) T(B(+1)+1)
[ |

Lema 2.9. Sea k un multi-indice, 5 € (0,1) y p1,p,q1,q como en el Lema 2.6 tal

que
P_a pN
P Q1 (a—[k)p+ N

Entonces, para cualquier f € M} , existe una constante C; > 0 tal que

<qg<p<oo.

B 11 Blk

HVkEB(—tﬁ(_A)am)fHMgl <Oyt w G)- % 1D, (2.5.12)

BN (1_1 Blk

[VEBs a(—t"(=2)) f] 1y < Co e G5 g (2.5.13)
Demostracion. De la regla de Leibniz, se tiene que

VABs (A1) - " MoV Su(rt?)f dr.

VFEgg(—t*(—A)*?) f = Jw BTMg(T)VESa(rt?) f dr.

Argumentando como en la prueba del Lema 2.8, usando (2.5.10) y el Lema 2.7,

se puede obtener
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[VEEs (7 (=2)*) f] g,

< f M (7) [V S0(rt)f |y d7

_N(1 L]
J Mg € (rt?) =G g
_N(1_1\_Ilkl _BN(1_1\_Blk
< Mﬂ(T)T a(q p) at a(q p) a ”fHMq dr

<or 2 ([ b e U1
. 1
Cgt_T(%_%) “‘

Flag + 1> 0.
Por otra parte, por (2.5.10) y el Lema 2.7, se obtiene
[V B (=" (=8)") | 1.
< J BTM 5(T) HV'“SQ(Tt'B)fHMP dr
0 1
© SN (11y_ K
< f BrMpg(r) C (rtf) =ta /e Hf||Mg1 dr
0

o]
<BC | My(r) rE G G ar
0

< Cot™ e \ap)” e ||f|\Mq , t>0.
. k N /1 1 T
Note que si [ := —u - — <— — — | entonces por hipotesis I, > —1 y por lo
a o \qg p

tanto, la constante Cy = Cs(p, ¢, N, B) (por el Lema 2.7) es tal que

F(lg + 1) ﬁ F(lg + 2)
¢ =0 max{r(52 T T8 +1) + 1)} > 0.
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Lema 2.10. Sea k un multi-indice, 1 < ¢ < g <o, 1<r <r<owy?l?> -1,

entonces existe una constante C5 > 0 tal que

[B5(~t7(=2)) ] g, < Cat ™ [ £l

4,91,%

|Es(—t7(=2))f] .. < C3 | £l

[VF B (17 (= 2))f] . < Cat ™ [VHS

b .
N’r,'rl,oo

Demostracion. Usando la equivalencia (2.5.4) y el Lema 2.7, se obtiene

o0
| Es(—t7(=2)) f] g, < [ My (7) [ Sa(rt")f] g dr
@© b
< Ms(7) (Ttﬂ)“ (7't'8)_g HS(TtB)fHMq dr
JO q1
* b Bb
< [ Mulr) E4E 1, dr
Jo L
A b
% (| M) dr ) UL,
0
o T(2+1)
=ta —9& 7
F(ﬁg + 1) ||fHN;Q1,oo
Bb
< Cste [ fllae, -

Por otra parte, usando (2.5.11) se obtiene

B0 e < [ M) |50t e

< f Mp(7) C|f],. dr

~o ([ M ar) 151,

< Cs [ f]lper -
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Ademas, usando la equivalencia (2.5.4) y el Lema 2.7, se tiene que

o0
HV’“Eﬁ(—t’B(—A)O‘/Q)J”HM;1 <| 5(7) [ V*Sa Ttﬁ)wal dr

(&
=)

M 5(
o0
< Y ) (Tt7) "o | Sy (rtP)VF f .
0 o M
00]
< [‘ Mg(T) Tata HV flye dr
\)0 T,71,00
—ta < ) Te dT) HV’“ Tl
7,71 ,00
_ L2 +1) L
- (Bb +1) HV f Ny
< Cyt |VFf Moo
y asi, se concluye la prueba del Lema. [ |

2.6 ESTIMATIVAS BILINEALES

Aprovechando la notacién usada en (2.4.2), se calcularan las siguientes estima-
tivas bilineales en las normas de los espacios solucién que fueron presentados
en la Seccidn 2.2 de esta tesis. Estas estimativas seran una herramienta funda-
mental para probar los resultados de existencia y estabilidad de soluciones para

el sistema (2.1.1).

Lema 2.11. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.2 existen constantes positivas K, y

K, tales que

1B (w, )], < Kifulg, [nlx, .

HB%Q(TL’C)HXI < Ko ””HXl HCHX2 )

para todo [n,c,u] € X.

Demostracion. De las condiciones (i), (i) y (¢i7) en la Hipotesis 2.1, se tiene que

g8 BN o g BN BN
0! ap ap aq

0.
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Tomando s; = ppflq ,de (A), (B)y (C) en la Hipbtesis 2.1, se sigue que
1 1

1
1<31<&<qyg>ﬂ_

p+gq @ ptasi

y del Lema 2.9, se obtiene

130, m) (1)

| €= 1P Bas(—t = V(-0 Tr)ir) dr

0

M
s f (t =7 |V Baa(—(t = 1) (=2)*)(un)(7)] g dr

< sz (t— 1)t — )= Groma)-a I(un)()] s, dr (por (2.5.13))

0 1

t N
< Ca [ (67" EE Julr) g, (), dr (Por (11.1)

0

t
<Co [ (0- SRS S Il
0

BN _ B8 BN g BN BN
o %(ﬁ————, 1-28+ 2 BN LN b il
a ap a ap aq
BN _
— K 65 g Il (26.1)

para todo ¢ > 0, donde K; = K;(N, 3,p,p1,4,q1,) ¥ b(-,-) denota la funcién beta.

Ademas, de la Hipotesis 2.1, se tiene

N N N
B—é—ﬁ—>0, 1—26+§+5—+ﬁ—>0.
(8% ar (0% aq ar
Tomando s, = — ' se sigue que
m+q
rq q rg 1
1 <359 < <qy — = —
r+q q1 r+q Ss

y aplicando el Lema 2.9 se obtiene
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HB%,Q (n7 C) (t) HMgl

JO (t =)' VEsp(—(t = 7)°(=A)"*)(nV ((~=2)""e))(7) dr

q
My,

< L (t =) [VEg s(—(t = 1) (=2)") (nV ((=2)"2))(7)] yyg dT

<G| t=n)ftt—r) o Grii)-a H(nV((—A)_eﬂc))(T)HMTTq dr
JO 52
' g—1-8N_35 —0/2
< (Y ) (t—7) ar "« |\n(7’)||Mg1 HV((—A) C)(T>HM;1 dr
t p-1-28_2 2%-p SN, S p
<SGy | (t=7)7 e Tar e PrarTa T n]y, ey,
JO
BN _ 5 BN p BN BN
ey (p-2 - 00 12 B B0 B gy,
(6] ar [0 aq ar
S8
= Ky toa 7 nly, ey, , (2.6.2)

para todo ¢t > 0, donde K, = Ky(N,fB,q,q,7,7m1). Asi, de (2.6.1) y (2.6.2), se

concluye la prueba del Lema. [ |

Lema 2.12. Bajo la hipdtesis del Teorema 3.2 existen constantes positivas K3, K4, K5
y K¢ tales que
1832w, 0], < (K3 + Ka)|ulx, lel, .

|Bia(n, o), < (K5 + Ks) nlly, lely, ;

para todo [n,c,u] € X.

Demostracion. De las condiciones (i), (ii) y (¢i7) en la Hipotesis 2.1, se tiene que

N N N N
B—E—ﬁ—>Q 1—5+é+é—>0 y é——é—>0
« ap « ap ar ap
Tomando s3 = Y ,de (A), (B)y (C) enlaHipbdtesis 2.1, se obtiene
N +p(a+0-2)
l<s pN N y 1 pN 1

<
)

3 <
N+4+pla+0-2)  a+60-—2
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pN r pN 1

— > —_
N +pla+60— 2) yr1 N +pla+60—2)s;

1<83

Por lo tanto, aplicando el Lema 2.9, se tienen las siguientes estimativas para 53 ,
y V((=A)"2B5,):

B35 (u. ) (O], v,
t
_ f (t =) Bap(—(t — 1) (—A)P)(u - Ve)(r)dr|
0 )
t
< | €= Basl—tt = VA1)
rt N/{a+0-2 , 1 a+6—2
<O | (=) Yt =) & R0 (we)(r)| v dr (por (2.5.13))
Jo Msl\;+p(oz+9—2)
* B_1_BN_B
<O | (=) fulm) gy, e, dr (pOF (1.1.1))
Jo
rt
<G| (=" et Jul g, el x,
0
B BN B BN >
=Cyb|f————,1— —+— u c
: <ﬂ 1= a+ 2 Bl e,
= Ky Julg, ]y, (2.6.3)

[V (=)= (B3, ) (1),

t

_ me-m [[¢=m Bas—tt =Py Vo) dr

0 M
t
< J (t —7) V| VE - Epp(—(t — )P () (ue)(7)| ,, dr
0 =
t B _BN(1,a+6-2_ 1\_p(2-6)
O [ rp =y G ey ()] e
JO MSS P
t N _oN
< Oy O(t—r) ar Hu( )||M§1 ||c(¢) e dr (por (1.1.1))
t
<O [ (4= BB Bdr uly el
JO
B s, 6 g5 (BN BN g BN
~ ot (BB s 2 B el
@f B_
= Ky torta=0 Jul . e, - (2.6.4)
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Analogamente, de las condiciones (i), (ii) y (ii7) en la Hipbtesis 2.1, se tiene que

BN BN BN BN

B—"—>0, 1-B8+5—>0, v =-—+—>0o.
aq aq «Q aq ar
Tomando s, = (al ,de (A), (B)y (C) enlaHipotesis 2.1, se obtiene
N+aq(a+60-2)
qN N qgN 1
1<sy < < 1> =,
o N+qgla+0-2) a+0-2 Y N+qgla+0—-2)s,
y
1< s qN r qN 1

<ry
)

4 S — = —.
N+qgla+6—-2 r1 N+qgla+0—2)s,

Por lo tanto, usando el Lema 2.8 se pueden estimar B, y V((—A)~%25%,) como

sigue:

|Bis(n,0)®)]

'— [[¢= 0 Bost—tt = P2y ) e

< | €= Bas— =) AR ], g

a+0-2

_N _
Loato—2

t N(at+6-2 1 _ at6-2
<G [ (= - FEFEE ()] e

0 M;Z+Q(0‘+9_2)

< C’lf (t— 7)571*% H?”L(T)HMgl le(T)| _~_dr (por(1.1.1))

0 L oat6-2

t _{_BN BN _
<0 f (t— 75 S P dr el x,
0

- _ BN B BN
—an (5= 2 15 2 gl

= K5 HnHX3 HCHX2 ) (2.6.5)
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[V((=2)"2(B 5 (m. ) (0)] .

= [T [ (= ) Baal-(t - P -1 ) dr

0

Mz,
t
< | = T Bl = AR 00 )y,
! _ _BN (1, at+6-2_1)\_B1=06)
<02J(t7)5 Yt —7) s (e ) - H H(nc)(T)HMm ar dr
0 1 q(a
! BN BN 5
<Co [ (=B (o), e,y dr (por (11.1)
t
<Gy [ (0= EE Sl el
0
B_BN BN BN
— Oyt PPN g 28
S R P
BN _ B _
= Kgtorta%n|y, llely, , (2.6.6)

parat > O’ donde K3 = K3(N7B7p,p1), K4 = K4(N7 57197]71, r, Tl)a K5 = K5<N7 B? q, Q1)s
K¢ = K¢(N,B,q,q1,7,7m1). Asi, de (2.6.3)-(2.6.6), se concluye la prueba del Le-
ma. [

Lema 2.13. Bajo las hipotesis del Teorema 3.2 existe una constante positiva K-

tal que para toda u € X3,
1B w)| ., < Krlul, -

Demostracion. De las condiciones (i), (i) y (ii7) en la Hipotesis 2.1, se tiene que

@_é—ﬁ—Nﬂ), 1—-28+ %+25—N>0,
ap ap

y dado que el operador de proyeccidon P es acotado en M2 , se obtiene

p1?
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|85 3(u,
t

J

rt

) (t =) [PV Byp((t — 1) (=2)"?))(u®

Ol

(t =) Epp(—(t = 7)°(=A)"*)P(u- Vu

rt

Jo (t =)V Esp((t = 7)°(-A))(u®u

<O | =7t =7 "G jueu(r)
JO
rt
B— _BN_B
<Gy | (t=1)" " u(r) | g, (7 g,
JO
t 51 BN 5 9
=Gy | (t =777 Julr) |3y, dr
Jo !
t
<G [ (=P B (o,
0

M

)(T)dT

P
My,

w)(7) HMQI dr
O, O

dr (por (2.5.13))

M“S N3

(por (1.1.1))

N 2 20N
= Gyt ey (B R T ﬁ—) Ju(7) g
Q ap o ap
= Ko o5 (2.6.7)
para todo ¢t > 0, donde K; = K;(N, 3, p,p1). [ |

Lema 2.14. Existe una constante v > 0 tal que para todan € X,

[Zs(n) (D) x, < 7 lnlx, -

Demostracion. De las condiciones (i), (ii) y (iii) en la

Niq:
+q

Tomando s5 = ,de (A4), (B)y (C) en la Hipéte

1
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Hipétesis 2.1, se tiene que

2 N
1—25+—B+ﬂ—>0.
«Q aq

sis 2.1, se obtiene

Nqg 1
= —.
P N+gss




Por lo tanto, L3(n) puede ser estimado como sigue:

La(m)(0) s

- f (t— 1) By p(—(t — 7)) (—A)2)B(0V)(r) dr

0

P
Mp,

< | €= BBt = (=AY, i
<G [ (=)= D (09| e dr (por (28)
0 Mgy™e

t _|_BN_B_ BN
<G [ (=) S VA Ly, (), dr (por (1.1.1)

t
<C, J (t — )P et e A LS B dr n(r) |, (por (22.3))
0

N N
] e R R - L I
o aq ap aq
BN _ B _
— ytadta B H”HXI : (2.6.8)
parat0d0t>05 dondeﬁy:7(N7B7N17p7p17Qaq17¢)' u
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Capitulo

EXISTENCIA GLOBAL Y ESTABILIDAD

En este capitulo, se presentan nuevos resultados de existencia y estabilidad para
un sistema de quimiotaxis Navier-Stokes fraccionario, los cuales seran demostra-
dos a partir de las estimativas obtenidas en el capitulo anterior. En primer lugar,
usando un argumento de punto fijo, se prueba un teorema de existencia y unici-
dad de soluciones globales con una condiciéon de pequeriez sobre los datos ini-
ciales, los cuales seran tomados en espacios de Besov-Morrey. Posteriormente,
se demuestra un resultado de estabilidad asintética para la clase de soluciones

dadas por el teorema de existencia.

3.1 UN RESULTADO DE EXISTENCIA GLOBAL DE
SOLUCIONES

En esta seccidn se enuncia y se demuestra el teorema que garantiza la existencia
de una solucién global en el tiempo para un sistema de quimiotaxis Navier-Stokes
fraccionario, con datos iniciales en espacios de Besov-Morrey. Aprovechando la
ventaja de usar la notacion (2.4.2), se introduce el siguiente Lema, el cual ayu-
dara a probar la existencia de solucion mediante un argumento de punto fijo. La

prueba de este Lema puede ser encontrada en [23].

Lema 3.1. Paral < i < 3, sea X; un espacio de Banach con la norma | - || .
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Considere el espacio de Banach X = X; x X, x X3 dotado con la norma

[#]2 = lzilx, + [22]x, + 23] x,

donde x = [x1,22,25] € X. Paral < i, k,j < 3 asuma que B!, : X; x X; — X;
es una aplicacion bilineal continua, esto es, existe una constante positiva C?, tal

que
Hszk(xuxk)HXJ < C’fk HxZHXL kaHXk , paratodo (z;,xy) € X; x Xg.

Suponga también que Ls : X1 — X3 es una aplicacion lineal continua tal que

|Ls| x, . x, < ~- Considere las constantes

Ki=1+~y Ky :’YZ e+ Z Oy

i,k=1 Jyi,k=1

yseal <e< yAB.={reX:|x|y <2Kie}. Ademas, seany = [y1, Y2, ys],

4K ICy
y B(x) = [By(z), Bo(z), Bs(x)], donde

3

Bi(x) = Y Bly(wiz),
i,k=1
3

Z IL'Z,l’k

i,k=1
3

Z w(@i o) + (Lg o (y1 + By))(x).

i,k=1
Silly|, < €, entonces existe una unica solucion x € B, para x =y + B(z).

Teorema 3.2. Sea N > 2, los exponentes p,p1,q,q1,r,m1 ¥ N1 como en la Hipo-
tesis 2.1. Suponga que el dato inicial [n, co,uo] € I y la fuerza f € MY (RY).
Existen constantes positivas ¢, 6(¢) y K, tal que el sistema (2.1.1) tiene una unica
solucion blanda global [n,c,u] € X satisfaciendo ([n,c,ul|, < 2Kie desde que
[[10, co, wol||; < 6. Ademas, la aplicacion dato-solucion es localmente Lipschitz-

continua.
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Demostracion. Considere X, X5, X3 como en (2.2.4) y sea
y = [Es(—t°(=A)P)ng, Eg(—t(=A)*?)co, Eg(—t°(=A)"?)uo].

ParaX = Xi x Xox X3y x = [n,c,u] € X, sedenota B(z) = [Bi(z), Ba(x), Bs(x)],

donde

Bi(w) = By (u,n)(x) + Biy(n, c)(z),
By(z) = B3, (u, ¢)(z) + Bi5(n, c)(x), (3.1.1)
Bs(z) = B3 5(u,u)(z) + Lz o (Es(—t°(=A)**)ng + By) ().

Note que de los Lemas 2.11, 2.12 y 2.13 los operadores B en (3.1.1) son apli-

caciones bilineales continuas; también, del Lema 2.14 se sigue que L3 es un

mapeo lineal continuo. Ahora, sea
7

=1

donde K, K,,--- , K7y v son las constantes dadas en los lemas anteriores. En-

tonces, calculando la norma X’ de y, se obtiene

[yl = [Ea(=t"(=2)")no| ., + [Bs(—t°(=2)*2)co| , + [Ea(=t7(=2)*)ug|

—sup t i t’ |Eg(—t° (—A)*?)ng HMq +sup | Es(—t7(—A)*?)co

t>0 La+0 2

+sup ¢ V(= A) P Ey(—t7 (—A)?)

t>0

+supt e +’3HE 2= A)?)
t>0

COH/\Agl

“0HM£1 '

Recordando que los datos iniciales satisfacen (2.2.2), aplicando el Lema 2.10 y

teniendo en cuenta la definicién de la norma X’ en (2.2.6), se obtiene
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N

—Ba
[ylx < supt eyt gl . +Co leoll,

+0 2
44100
N
tsuptTa et ot e HV A Pe)| woa
t>0 N'r‘,rl,oo
BN— +8
Lsupt e et eyt uo| xs
t>0 p?pl,oo
= Cosup s g w4+ Gy
t>0 qqloo
_BN_B BN | B _ _
+Cosup t™er ot o ((=A)Peg)| v,
t>0 NT',TI,(E
_BN_B BN B _
+Cosup t™er ot e T g | xo
t>0 pploo
< V((-A)~?
G ('”mg;; iz + VAT )]+ ol 3
< Co ||(no, co, uo)|l7 - (3.1.3)

Entonces [y[, < € desde que |(no, co, uo)|; < 6, donde 6 = 7. Por lo tanto, del

Lema 3.1 se tiene que, si 0 < e <

1 . i s

, existe una unica solucion = € X para
1K1K P

la ecuacion x = y + B(z), y asi, existe una unica solucion [n, ¢, u] para el sistema

(2.4.2) tal que |[n, ¢, u]||, < 2Ke. |
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3.2 UN RESULTADO DE ESTABILIDAD DE SOLUCIONES

Teorema 3.3. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.2, asuma que [n,c,u] y [n, ¢, U]
son dos soluciones dadas por el Teorema 3.2 correspondientes al dato inicial

[0, co, uo] ¥ [0, Co, Uo |, respectivamente. Entonces

lim < TR HE,B(—tﬁ(—A)O‘/Q)(nO _ %)HMgl + HEB(_tIB(_A)a/Q)<CO _ 50)” N

am Lat+6-2
4 ath HV(—A)_Q/QE,B(—tﬁ(—A)a/Q)(CO - 50)H/w
4 4B By (2 (- 8)) (w0 — )], ) = 0 32.1)

si, y solo si,

. _BN . . ~
im £~ i 1) — i) g, = Jim [l 1) — (1)

t—0 La+]g—2
. _BN_ B _ ~
= tano]o ar —a T8 HV(_A> 9/2(0(,715) _C("t))HM;l
im0 oty — 2 )] —
~ limt Ju(t) — i By = O. (3.2.2)

Demostracion. Primero veamos que (3.2.1) implica (3.2.2). Sean [n, ¢, u] y [n, ¢, u]

dos soluciones dadas por el Teorema 3.2 y sean

lqz—B—NJrB, urz—@—é+ﬂ and Mpz—ﬁ—N—éJrﬁ.
aq ar e} ap o

Tomando la diferencia n — 7 y calculando en la norma || - | ., se obtiene

1 (t) — (6)] g

< 1 | Bt (=) (0 = )

t
+ th L (t =) B p(=(t = )P (=2)) (u- Vn— @ Vi) | o dr

+ th Jt(t — 1)t
[VEs5(—(t = 7)"(=2)"2) (nV((=2)""c) = aV((~=A)""0)) | yyg dT

= th HEB(—t’B(—A)a/Q)(nO - fbo)HMgl + Jl(t> + Jg(t). (323)
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Usandoque u-Vn —a-Vn = (u—1a)-Vn+a-V(n—n)y trabajando como en

(2.6.1), laintegral J; es acotada como sigue:

Ji(t)
t
<Cpth J (t — )t

(H(u =) ()| ez, [0 gy, + 10(7) [ ap, I (0 = ﬁ)(T)HMg) dr

t
<Cith [ (@t (- 2)(r)l g, ol dr
0

t
+C) th J (¢t =7y tr Tt d] ol (n = 2)(7)| g, dr
0

1
<01L<1—aﬁf%ﬂw%@aWw—axmﬂMawwmdz

1
+ C f (1— 2yt r )l ) (n — 7)(t2)] pgq, d= (tomando 7 = tz)
0

1
< Cl f (1 _ Z)lip—lz—ﬂp_lq
0

(2 N = D)t Ik, + (€)' [, N0 = 7)(22) g, ) . (824

Trabajando de manera anéloga en la ultima desigualdad, pero teniendo en cuenta

el razonamiento usado en (2.6.2) se tiene que

Jo(t)
¢
< 62 tha J (t— T)MT_IT_ZQ_WTZQ |(n—n) (T)H/vtg HC<T)HX2 dr
0 1
t
+ Cy tla JO (t — 1)~ 1 —lg—fir fir |7 (T Hxl HV 9/2(C — 5))(7-)”/\421 dr

1
<Cy f (1= 2=tz (t2) [ (n — ) (t2) | g, lelx, d2
0 1

; f(l—zwrllqM@aWWnX!v (—A) 2 (e — ) (t2)

Jl_zﬂrl —lg—pr
0

(@25 1 = 2)(E2) | gy, el +(22)

HM;l dz

V((=2)"2 (e = 2)(t2)] . 1ilx, ) =
(3.2.5)
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Por otra parte,

[e =), 2,

< | Es(—"(=2)"%)(eo — @)

N
L ot+6-2

+ fo (t— 7')6_1 HEBVB(_@ — T)B(—A)O‘/2) (u-Ve—nc—a-Veé—ne) (T)H dr

N
[at6—2

1= |Es(—t?(=A)*"?)(co — Go)| _n_ + J5(t), (3.2.6)

Lat+t6-2

thr |V (—=A) P (c - 5)(1t)HM;1
<t [V(=A) P Es (= (t — 1) (=2)*%)(co — 60)”/\4:1
+ thr Lt(t — 7)1
|V (=A) 2 Eg 5(—(t — 7)°(—=A)*?) (u- Ve —nc — @ VE — 1ié) (T)HM;I dr

=t [V(=A) "2 Eg5(—(t — 7)P (= A)*?)(co — éO)HM1 + Ju(t), (3.2.7)

7 | (u = @) () pgp,
< 7 | Ep(—t7(=2)"2)(uo — o) vy

Tt f (t =) [ Bap((t = 1) (D) PP Vu— - VA)(7)] T

t
+tﬂpJ (t—T)/H‘
0

1=t | Eg(—t7(—A)*?) (ug — @0>HM;1 + J5(t) + Jo(t). (3.2.8)

dr

Es5((t —7)° (=) (nVe — Vo) (7) e

Por otra parte, de las estimativas (2.6.3), (2.6.4), (2.6.5), (2.6.6), (2.6.7) y (2.6.8)

se tiene
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1
Js(t) < Cs f (1 — z)rr=tymw
0

(k) 1 (n = ) (t2) g, el + il Ne = )], s, ) d=

1
+ Cy J (1 —z)laty
0

((t2>lq [(n = 2)(t2)] g, lelx, + 17l x, (e =€) (tZ)IILa;g_Q) dz,

(3.2.9)

Ja(t)
5 1
< 05 J (1 _ Z)Np_lz_ﬂp_ﬂr
0
((tz)“” [(u = @) (t2)] p, el + [alx, (E2) [V (=2)""2(c ~ 5)(752)\!/\4;1) dz
1
+ éﬁf (1 — g)lapr=ly
0

(02 [ = @) (t2) g, lell, + Il I = 2], s, ) d2, (3.2.10)

J5(t)
ot
< Oy f (1 — z)twty 20w
0

(12 [ = @) (t2) g, Tl + ], (B2 [ (u = B)(E2)] agy, ) =

(3.2.11)

Jo(t) <A Ll(l — z)lamrel Tl (g2) || (n — fz)(tz)HMgl dz. (3.2.12)
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Ahora, se definen

N | l o
Ay = lim sup £ |[n(- ) = ()] g

t—00

Ay = limsup [c(-,t) — é&(-, 1)

t—00

_N .,
Lat+t0-2

Az :=lim sup t*r V(—A)fe/z(c('vt) - E(Wt))H/w '

t—00

Ay = lim sup t** |u(-,t) — @('7t)\|Mgl .

t—00

Dado que |[n,c,ul|y, [, ¢ al| < 2K se tiene que Ay, Ay, A3, Ay < oo. To-
mando que lim sup en (3.2.3),(3.2.6), (3.2.7), (3.2.8), y usando (3.2.4), (3.2.5) y

t—00

(3.2.9)-(3.2.12), se obtiene

1
A <0+C QICleJ (1 — )tz =le gy (Ay 4+ A))
0
1

+Cy QIClef (1-— z)“”_lz_lq_“* dz (A + A3z)
0
< 2IC1€ [Kl(Al + A4) + KQ(Al + Ag)] s
1
Ay <0+ 632K1€J (1 —2)F»= i dy (Ay + Ay)

0
1

+C, 2/Clef (1— 2127l dz (A + Ay)
0
< 2]C1€ [K3(A2 + A4) + K4(A1 + Ag)] s
1

Ag <0+ C~'5 2K1€f (1 — Z)‘upilzi‘upi‘w dz <A4 + Ag)
0
1

+ é()' 2K1€f (1 — Z)lq_'ur_lz_lq dz (Al + AQ)
0
< 2K € [K5(A3 + A4) + K@(Al + Az)] ,

1 1

(1 —2)F»= =20 dy (Ay + Ay) + ?J (1 — z)lamm=tymle gy A

0

Ay <0+ (572/c16f

0

< 2IC1€ [K7 2A4] + "}/Al,

donde K, Ky, K3, K4, K5, K¢, K7 y -y son como en los Lemas 2.11, 2.12, 2.13 y
2.14, respectivamente. Recordando que K1 = 1+~vy Ko = v(K; + K3) + ZLI K;

71



(ver (3.1.2)) y sumando todas las A;’s, se llega a

Ay + Ay + A + Ay

< 2K e [A1 (K + Ky + Ky + Kg)| + As(K5 + Ky + Kp)
+A3(Ky + K5) + Ay(Kq + K3 + K5 4+ 2K7) + vA ]

< 2Kq1e[A1(Kq + Ko + Ky + Kg) + (K7 + Ka) + As(K3 + Ky + Kg)
+A3(Ky + K5 +vKsy) + Ay(Ky + K3 + 2K + vKy)]

< 2Kq1e[A; (K + Ko+ Ky + Kg) +7(Ky + Ky)) + Ay(K3 + Ky + Kg)
+A3(Ky + Ky +vKy) + Ay(Ky + K3 + 2K + vKy)]

< 2K1€(Ay + As + Az + Ay)
X [(ky + ko + K3+ Ky + K5 + Ko + 2K7) +y(K; + K»)].

Note que K + Ky + K3 + K4 + K5 + Kg + 2K7 + v(K; + K3) < 2K,, y entonces
Al 4+ Ay + A + Ay <AK1Kqe (A1 + A + A3 + Ay),
pero observando que 4K, Kq¢ < 1, se concluye
A=Ay =A3=A,=0.

Ahora se demostrara que (3.2.2) implica (3.2.1). Teniendo en cuenta las estima-
tivas (3.2.3), (3.2.6)-(3.2.8) y la hipétesis A; = A, = A3 = A, = 0, se obtiene
que

lim sup ¢ | E5(—t°(—A)*?)(no — 7o

t—00

<A+ lim sup (Jl(t> + Jg(t))

t—00

< A1 + 2]C16K1(A1 + A4)

e,

+ 2IC16K2(A1 + Ag)

—04+0+0=0,
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lim sup [ Es(—t?(—2)*?)(co — co)|, x, < Az +limsup Ji(t)
t—00

a+60—2 {00

< A2 + 2]C16K3<A2 + A4)
+ 2’C1€K4(A1 + AQ)

—04+0+0=0,

lim sup t*~

t—00

V(=A)"2Es(—t?(=A)?)(co — 50)HM:1 < Az + lim sup Jy(t)

t—00

< Az + 2’C1€K5(A3 + A4)
+ 2’C16K6(A1 + Ag)

<0+0+0=0,

< Ay +limsup(Js(t) + Js(t))

t—00

< A4 + 2IC1€K72A4 + ’)/Al

lim sup t"7 | E5(—t° (—A)*?)(ug — i

t—00

e,

<0+0+0=0,

y por lo tanto, la prueba esta finalizada.
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