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Resumen
Titulo: Conocimiento especializado en Calculo Diferencial y su ensefianza: El caso de los
estudiantes de Licenciatura en Matematicas UIS *
Autor: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar y Johan Smith Salazar
Giraldo™

Palabras Clave: MTSK, Calculo Diferencial, ensefianza, conocimiento especializado,
formacion inicial.

Descripcion:

Esta investigacion tuvo como objetivo disefar un instrumento que caracterice el conocimiento
especializado de las tematicas: funcion, limite y derivadas, y su ensefianza a partir de situaciones
y capsulas de aprendizaje para fortalecer falencias en la formacion de los estudiantes de
licenciatura en matematicas de la Universidad Industrial de Santander tomando como referente
teorico el modelo MTSK. La problematica central radica en la desconexion observada entre el
conocimiento disciplinar y el didactico durante la formacion inicial, evidenciando una ensefianza
mecénica y tradicional del Célculo Diferencial. El trabajo de investigacion se desarrolld
mediante la metodologia del Seminario Aleman y con un enfoque cualitativo. Este proceso
reflexivo permitid la construccidon colectiva mediante roles rotativos de relator, correlator y
protocolante, en los cuales se tuvo una participacion de nueve sesiones que documentan la
evolucion del estudio. Con el fin de lograr este proposito, se  construyo
un instrumento compuesto por nueve items basados en situaciones problema que integra el
analisis de distractores y la creacion de capsulas de aprendizaje orientadas a mitigar falencias
conceptuales y didacticas. Los resultados revelan la necesidad de articular con mayor fuerza el
conocimiento disciplinar con el didactico, destacando que el instrumento permite identificar no
solo la compresion de objetos matematicos sino también la interpretacion de registros de
representacion, el analisis de procedimientos y la reflexion sobre estrategias de ensefianza.

* Trabajo de Grado.
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en Matematicas. Directora: Jenny

Patricia Acevedo Rincon. Doctora en Educacion.
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Abstract
Title: Specialized knowledge in Differential Calculus and its teaching: The case of the UIS
Mathematics Bachelor's students”
Author(s): Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar y Johan Smith Salazar
Giraldo™
Key Words: MTSK, Differential Calculus, teaching, specialized knowledge, initial education.

Description:

This research aimed to design an instrument to characterize the specialized knowledge of the
topics of functions, limits, and derivatives, and their teaching through problem situation and
learning capsules to address weaknesses in the training of Mathematics Education students at the
Industrial University of Santander, using the MTSK model as a theoretical framework. The
central problem lies in the observed disconnect between disciplinary and didactic knowledge
during initial training, revealing a mechanical and traditional approach to teaching differential
calculus. The research was conducted using the German Seminar methodology and a qualitative
approach. This reflective process facilitated collective construction through rotating roles of
rapporteur, correlator, and recorder, with participation in nine sessions that document the
evolution of the study. To achieve this objective, an instrument was developed consisting of nine
items based on problem situations that integrate distractor analysis and the creation of learning
modules designed to mitigate conceptual and pedagogical deficiencies. The results reveal the
need to more strongly link disciplinary and didactic knowledge, highlighting that the instrument
allows the identification not only of the understanding of mathematical objects but also the
interpretation of representation records, the analysis of procedures, and reflection on teaching
strategies.

" Thesis
“Faculty of Sciences. School of Mathematics. Bachelor's Degree in Mathematics. Director:

Jenny Patricia Acevedo Rincon. Doctor of Education.



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 12

Introduccion

En el ambito educativo suele asumirse que un buen profesor es aquel que domina
plenamente los contenidos de su asignatura. Sin embargo, como sefiala Shulman (1986), el
conocimiento disciplinar y el pedagdgico no deben entenderse como dominios separados, sino
como componentes integrados del saber ensefar. Esto implica que una buena calidad de la
ensefianza no solo depende de que el docente tenga total dominio de los conocimientos, sino de
la habilidad que posee para acoplar dichos dominios con unas estrategias de ensefianza las cuales
sean significativas y accesibles para los estudiantes, lo cual influird positivamente en el
aprendizaje de los estudiantes De esta manera, surge la necesidad de contar con un instrumento
que permita caracterizar a los docentes y analizar si relacionan efectivamente estos dos
componentes en su practica.

En la Universidad Industrial de Santander, el curso de Calculo Diferencial se considera
un espacio donde los estudiantes suelen enfrentar desafios de aprendizaje, que podrian estar
relacionados con la manera en que se implementan las estrategias de ensefianza. Esta situacion
evidencia la importancia de explorar como los docentes articulan sus conocimientos disciplinario
y pedagogico para facilitar la comprension de los contenidos. Por lo anterior, esta investigacion
se organiza en cinco capitulos. En el primero se presentara el planteamiento del problema y su
justificacion, en la cual se gener6 el cuestionamiento sobre las dificultades para abordar la
enseflanza en cursos de Calculo Diferencial en la Universidad Industrial de Santander con
estudiantes de los Gltimos semestres de la Licenciatura en Matematicas.

Posteriormente, en un segundo capitulo, se propone fundamentar la investigacion bajo el

modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) que constituye una herramienta
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tedrica y metodologica pertinente para el desarrollo del estudio, pues permite evaluar de manera
integral tanto el conocimiento matematico como el conocimiento didéactico del profesor.

En un tercer capitulo, como metodologia empleada por el estudio se plantea la
elaboracion de un instrumento en el marco de un seminario de investigacion con enfoque
cualitativo, cuyo propodsito es caracterizar el conocimiento especializado de los estudiantes de
ultimos semestres frente a los conocimientos disciplinares correspondientes al Calculo
Diferencial y su ensefianza. Para dicho instrumento se disefiaran capsulas o items orientados a
valorar diversos aspectos del desempefio docente en formacion. Por ultimo, en los capitulos
cuatro y cinco se presentaran las respectivas actas y los items construidos y validados,
finalizando la investigacion con conclusiones derivadas de los resultados para proponer nuevos

caminos de investigacion.
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1. El problema de Investigacion

El presente capitulo aborda el problema de investigacion que da origen al estudio, en ¢l
se expone el contexto en el que surge la problematica, los factores y la relevancia de indagar en
torno a ella. Con este andlisis se busca delimitar con claridad la situacién objeto de estudio y
sentar las bases para la formulacion de los objetivos y el desarrollo metodoldgico de la
investigacion.
1.1. Planteamiento del problema

El Célculo Diferencial es un punto de partida en la formacidon universitaria para
asignaturas como Calculo Integral, Calculo en Varias Variables y Ecuaciones Diferenciales, ya
que en este punto se permite modelar diversos fenomenos de cambio de diferentes disciplinas
(Cantoral y Reséndiz, 2003). Sin embargo, las investigaciones en Educaciéon Matematica
destacan que los estudiantes presentan grandes dificultades en la comprension de los conceptos
centrales del Calculo Diferencial (Artigue, 1995; Fiallo y Parada, 2014). Esto ha generado que
los estudiantes asuman el cdlculo como unos procedimientos mecanicos sin establecer
conexiones entre conceptos y sus aplicaciones. Artigue (1998) sefiala que las falencias en la
ensefanza del célculo se centran en la poca didactica que permite reconocer estas dificultades
epistemologicas y cognitivas que enfrentas los estudiantes. En consecuencia, estos tienden a
mecanizar los procedimientos sin reconocer un significado profundo, como se prioriza en las
practicas de ensefianza tradicional (Artigue, 1995).

Las concepciones con las que llegan los estudiantes a la universidad suelen ser a veces
correctas, parciales o incorrectas, estas influyen directamente en cémo afrontan el calculo

diferencial en la universidad (Guarin, 2018). Desde los Lineamientos Curriculares de
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Matematicas del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998) y los principios y estandares
del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) enfatizan en la necesidad de
desarrollar procesos de pensamiento matematico (modelacion, la resolucion de problemas, el
razonamiento, la comunicacion y la ejercitacion de procedimientos). Sin embargo, Cantoral y
Reséndiz (2003) sefiala que en la practica escolar suele privilegiarse la ensefianza de
procedimientos numéricos y algebraicos, dejando en segundo plano la construccion de
significados conceptuales. Estas dindmicas escolares que, posiblemente obedezcan a la falta de
desarrollo de procesos en edades tempranas, que se mantienen y en su transicion hacia la
escolaridad de Basica Secundaria a la Media, y posteriormente, a la vida universitaria (Sanchez,
2023).

En ese sentido, la ensenanza y el aprendizaje del Calculo Diferencial ha tenido muchas
dificultades en la comprension conceptual y también en los procedimientos. Segin Barringer,
Pohlman y Robinson (2010) mencionan que el desarrollar pensamiento memoristico podria
influir en la compresion de los conceptos matematicos y en la capacidad de resolver problemas.
Frente a esto, Cantoral y Reséndiz (2003) sefiala que los estudiantes tienen la idea del calculo
diferencial como un conjunto de reglas operativas, pero sin la articulacién del pensamiento
variacional ni con el potencial para la modelacion de fenomenos de la vida diaria.

En particular, la Escuela de Matematicas de la Universidad Industrial de Santander (UIS)
presenta en el curriculo de la Licenciatura en Matematicas la asignatura Calculo Diferencial
como asignatura bésica, evidenciando que es un fundamento esencial en la formacion inicial de
los Licenciados en Matematicas de la UIS, ya que en este punto el proceso de modelacion,

razonamiento y resolucion de problemas se nutre de mas informacion y también se fortalece el
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pensamiento variacional en el andlisis riguroso de funciones (Artigue, 1995). Segun los
Lineamientos Curriculares en Matematicas del MEN (1998), la modelacion se entiende como la
creacion de representaciones mentales, graficas o simbdlicas que le permitan al estudiante
formular conjeturas y avanzar en razonamientos y demostraciones. También presenta el proceso
de formulacion y resolucion de problemas, involucra plantear, analizar y resolver situaciones
problemas, verificando, interpretando y generalizando resultados. El razonamiento lo define
como la evaluacion de argumentos y demostracion, que evoluciona desde el uso de relaciones
intuitivas hasta la construccion de demostraciones formales. Por otra parte, el pensamiento
variacional plantea que el estudiante comprenda y represente fenémenos de cambio mediante
funciones, variables, modelos y sistemas analiticos. A partir de este conjunto de procesos
esenciales en la formacion matematica escolar y a su vez son las bases para abordar el Célculo
Diferencial en la Educacién Superior (Cantoral y Reséndiz, 2003).

Por lo anterior, en este seminario de investigacion, surge la siguiente pregunta de
investigacion:

(Qué caracteristicas del conocimiento didactico y matematico pueden caracterizarse
mediante el disefio de un instrumento que evalua los conceptos en Caélculo Diferencial y su
ensefanza para la formacion de futuros profesores de matematicas de la UIS?

1.2. Justificacion

En los inicios de la formacion docente encontramos que existe una relacion que pasa, en
muchas ocasiones, de desapercibida. Es la relacion que existe entre las competencias
matematicas o saber que tiene el docente sobre su area y los saberes pedagogicos o practicas que

implementa en el ejercicio de la ensefianza. Frente a esto Moura (2011) expresa que “saberes
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especificos y saberes pedagdgicos deberan constituir, necesariamente, las dos caras de una
misma moneda” (p. 56). Esto nos advierte que ambos deben recorrer el mismo camino para que
tanto el docente, en su papel de guia del conocimiento, como los estudiantes, receptores y
participes activos, se apropien correctamente de los saberes que se comparten.

Es asi como, una vez reconocida esta correspondencia entre el saber matematico y los
procesos de accion que se llevan en el aula, se hace ineludible comprender como se desarrollan
y llevan a cabo estos procesos de formacion en los futuros docentes de la Licenciatura en
Matematicas de la UIS, para tratar de minimizar los obstaculos que encuentran los docentes en
el camino a su profesionalizacion. Algunas investigaciones (Moura, 2011; Vergara & Mardones,
2014; Tellermo, 2024) abordan este tema e intentan dar claridad del por qué aun en las practicas
de aula se enfatiza el saber matematico sobre el pedagdgico. Lo que implica que “los futuros
docentes tienen un buen conocimiento del contenido (CK), asi como un buen conocimiento
tecnolodgico (TK). Sin embargo, aparecen mas problemas cuando entra en juego la componente
pedagogica y, en particular, las interrelaciones entre ellas” (Arnal & Oller, 2017, p. 152).

Por lo anterior se hace crucial buscar alternativas que generen cambios y propongan
soluciones a dicha desconexion. Profundizando esto en la Educacion Superior, especificamente
en asignaturas de niveles bésicos o iniciales como lo es el Célculo Diferencial. Una de las
asignaturas que lleva un gran peso por ser aquella que abren el camino para la formalizacion y
el acercamiento a una matemadatica mas compleja, y, en algunos casos permite avanzar en la
Educacion Superior. Si bien los cambios requeridos no se pueden hacer como una secuencia
obligatoria de pasos, dado que si se realiza de esta manera se limita tanto la adquisicion de

conocimientos como el desarrollo de los procesos formativos, pero si es posible plantear una



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 18

manera para generar conciencia y critica a la formalizacion de competencias matematicas y
pedagobgicas.

En este contexto, la ensefianza del Célculo, en particular, se enfrenta a esta desconexion
de saberes. A menudo, se aborda de forma tradicional y mecénica, siguiendo una estructura
rigida, pues “los cursos de calculo se inician con enunciados, teoremas y problemas estandar, los
cuales tienen como finalidad ilustrar los conceptos expuestos. El énfasis se da al manejo
algebraico, mas que a lo visual y lo geométrico” (Fonseca & Alfaro, 2018, p. 6). Esto implica
que se esta dando un mayor enfoque al aspecto puramente matematico, pues se promueve en
mayores medidas la manipulacion de férmulas, el aprendizaje de teoremas y la mecanizacion de
procedimientos; dejando a un lado las representaciones, cuyo aporte en el estudiante marca la
diferencia al permitir comprender los conceptos abstractos de manera mas intuitiva y profunda.

Por lo anterior se hace necesario buscar teorias, métodos o modelos que permitan
examinar y comprender las dimensiones que forman el conocimiento del docente, teniendo como
eje principal el dominio matematico y el dominio didéactico del contenido. Es por ello, por lo que
el modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas se perfila como una
opcion sobresaliente para dar respuestas a esta desconexion de saberes. Asi, el futuro profesor
ademas de dominar los conceptos del Calculo Diferencial debera desarrollar un conocimiento
especializado que le permita organizar, seleccionar y representar los temas de forma apropiada,
que, ademas, se anticipe a los obstadculos que se puedan presentar y, que, por tanto, modele
situaciones problema que promuevan habilidades y competencias importantes.

En consecuencia, esta investigacion se justifica en la necesidad de contar con

herramientas que permitan evaluar de manera integral el conocimiento didactico y matematico
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de los futuros docentes, en particular en la asignatura de Calculo Diferencial. Si bien se habla de
la importancia de conectar en los procesos de formacion inicial docente de manera fluida el
dominio del contenido con su ensefianza, ain se presentan vacios en cuanto a instrumentos que
posibiliten valorar dicha conexion de forma sistematica. Por lo tanto, el disefio de un instrumento
enfocado en el modelo MTSK se constituye como un aporte relevante, pues permitira identificar
fortalezas y debilidades de los docentes en formacidon en relacién con el conocimiento
matematico y su didactica. Asimismo, este tipo de herramientas puede contribuir a orientar
procesos formativos mas coherentes que favorezcan el desarrollo de practicas de ensefanza que
trasciendan lo procedimental y promuevan una comprension mas profunda del Calculo
Diferencial. De esta manera, la investigacion no solo aporta al campo de la evaluacion del
conocimiento docente, sino también al fortalecimiento de la formacion inicial de profesores de

matematicas en la Universidad Industrial de Santander.

1.3. Objetivos

El objetivo general de la investigacion es: Disefiar un instrumento que caracterice el
conocimiento especializado de las tematicas: funcion, limites y derivadas, y su ensefianza a partir
de situaciones y céapsulas de aprendizaje para fortalecer falencias en la formacién de los
estudiantes de Licenciatura en Matematicas. Para lo cual se pretende alcanzar los siguientes
objetivos especificos:

e Formular situaciones para el instrumento que permitan identificar el conocimiento sobre las
tematicas: funcion, limites y derivadas y su ensefianza a partir de las categorias del modelo

MTSK.
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Identificar los ejes de formacion didactica y disciplinar de los futuros profesores, frente a las
tematicas: funcion, limites y derivadas, a partir del analisis del instrumento planteado para la
formacion de profesores en Licenciatura en Matematicas.

Estructurar capsulas de aprendizaje orientadas a fortalecer las falencias presentadas por los

futuros profesores en relacion con la ensefianza de las tematicas: funcion, limites y derivadas.
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2. Referentes teoricos y conceptuales

En el marco de esta investigacion es indispensable realizar una exploracion de los
estudios previos, que permiten obtener informacion relevante frente a la problemética planteada
brindando soportes tedricos. Teniendo en cuenta que reportes en las investigaciones educativas
demuestran el creciente interés en temas relacionados con la formacion inicial del docente de
matematicas especialmente en lo referente al conocimiento especializado que se necesita para
ensefiar contenidos complejos en asignaturas como el Célculo Diferencial. La revision se centrd
en investigaciones que emplean el MTSK, dado que este permite comprender y estructurar los
conocimientos que movilizan los docentes, tanto en el plano matematico como en el pedagdgico
consolidandose, asi como una herramienta tedrica y metodoldgica que caracteriza la matematica
y su ensefianza.

Si bien se observan numerosas investigaciones sobre la ensenanza del Calculo y su gran
diversidad de temas, los estudios revisados para este trabajo se enmarcan especificamente en la
ensefanza de conceptos fundamentes y propios del Calculo Diferencial como: funciones, limites
y derivadas. Dichos conceptos se abordaran ya sea desde particularidades o generalidades como
lo es la interpretacion, representacion o tipologia. Dado que estos contenidos resultan siendo
pilares en el aprendizaje de esta asignatura y, al mismo tiempo, son aquellos que representan una
mayor dificultad tanto para los estudiantes que en algin momento los estudiaron como para
aquellos que los estan viendo por primera vez, sin dejar de lado también los retos para quienes

los ensefian.
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2.1. Antecedentes

Investigaciones recientes sobre el modelo MTSK (Slaby et al., 2022; Afanador, 2023;
Advincula et al., 2024) han demostrado su utilidad para comunicar, comprender y estructurar los
conceptos matematicos en los futuros docentes; ademas de identificar dificultades y aciertos en
su proceso didactico. Por consiguiente, el modelo posibilita la progresion en el entendimiento
del conocimiento especializado del docente y en la busqueda de estrategias que favorezcan su
formacion integral.

En esa misma linea, se han disefiado distintos instrumentos para caracterizar el
conocimiento del docente alrededor de temas puntuales de la matemadtica escolar. Por ejemplo,
el Teacher Education Study in Mathematics (TEDS-M) un estudio internacional que analiza entre
algunos aspectos el conocimiento matematico y didactico de los futuros docentes, en términos
de contenido y pedagogia, utilizando como instrumento una encuesta. Sin embargo, son ain
escasos aquellos centrados en el Calculo Diferencial como objeto de estudio en la formacion de
licenciados. En este sentido, se evidencia la necesidad de crear propuestas que integren tanto la
caracterizacion del conocimiento especializado como recursos didécticos innovadores que
apoyen la ensefianza de este campo.

Pese a ello, durante los ultimos afios algunas investigaciones analizan el conocimiento
especializado del profesor de matematicas, particularmente en torno al Calculo Diferencial y su
ensefanza. Estas investigaciones aportan elementos valiosos para comprender las dindmicas de
movilizacion, identificacion y caracterizacion del conocimiento docente, asi como para
fundamentar la pertinencia de disefiar instrumentos que fortalezcan la formacion inicial de los

futuros Licenciados en Matematicas.
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El dominio disciplinar en la ensefianza del Calculo Diferencial e Integral con profesores
universitarios en Brasil que se moviliza en un estudio de aula (Richit et al., 2022), donde un
trabajo con ocho docentes de instituciones de educacion superior y un estudiante de licenciatura
en matematicas, participaron en doce sesiones semanales alrededor del tema “maximos y
minimos”. Los resultados revelaron que el dispositivo de lesson study beneficio al andlisis,
comprension 'y profundizacion de conocimientos especificos de la matemdtica y su
fortalecimiento en las habilidades pedagodgicas y la mision de formar futuros profesores. Es
relevante mencionar que el trabajo colaborativo y reflexivo como estrategia para el desarrollo
profesional docente permite desarrollar situaciones estructuradas que puede contribuir en
caracterizar y fortalecer el conocimiento especializado (Richit et al., 2022). Como instrumentos,
dicha investigacion utiliza observaciones, analisis de sesiones colaborativas y entrevistas,
permitiendo identificar la forma en que los profesores estructuran su enseianza, asi como los
aprendizajes que emergen de la reflexion conjunta, instrumentos de gran alcance para este
proyecto.

En otro contexto, con un docente de educacion secundaria se document6 un estudio de
caso que se focalizo en como se aprende y entiende el limite de una funcion. El objetivo fue
describir el conocimiento especializado que el docente exhibe al conjeturar el desempeiio que
demuestran en tareas relacionadas con el limite los estudiantes. Se encontrd que el profesor
anticipd correctamente ciertas complicaciones en el registro grafico (como la percepcion de la
aproximaciéon de una sucesion), aunque no en el numérico, evidenciando asi el uso del
subdominio Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (KFLM) del

modelo MTSK.
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El estudio concluye que la capacidad de interpretar y anticipar las producciones de los
estudiantes es fundamental para la practica docente, ya que permite disefiar actividades mas
ajustadas a las necesidades reales del aula (De Los Reyes et al., 2025). Los instrumentos
utilizados fueron actividades matematicas especificas sobre limite y una entrevista
semiestructurada, lo que constituye una referencia directa para nuestro proyecto en el marco de
la investigacion, en tanto se busca también generar instrumentos que permitan identificar
fortalezas y falencias en la comprensioén de conceptos centrales del Célculo Diferencial

Por su parte, en Espafia se desarrollado un estudio con dos docentes del area de
matematicas que analizé el conocimiento especializado e interdisciplinario que manifiestan al
implementar una actividad STEAM basada en la funcion logistica con el apoyo de GeoGebra
(Martin et al., 2025). El trabajo tuvo como propdsito identificar la articulacion del conocimiento
matematico y didéctico con otras disciplinas al abordar fendmenos reales como la evolucion de
epidemias. Los resultados muestran que el modelo MTSK es util para entender la complejidad
del conocimiento docente en entornos interdisciplinares, sobre todo en categorias vinculadas con
la contextualizacion y la integracion tecnologica.

Asimismo, se concluy6 la importancia de que los docentes tengan una formacion solida
en conocimientos técnicos y didacticos, ademas de habilidades para integrar distintas disciplinas
y favorecer un pensamiento creativo y flexible en el aula, sin dejar de lado los recursos
tecnoldgicos que permiten a los docentes activar conocimientos especializados relacionados con
la representacion y el analisis de fendmenos complejos (Martin et al., 2025).

El modelo MTSK constituye un marco robusto para analizar el conocimiento

especializado de los profesores de matematicas, tanto en formacion inicial como en ejercicio.
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Estas investigaciones también muestran una clara preferencia metodoldgica por los estudios
cualitativos de caso y en aula, en los cuales los instrumentos mas utilizados son tareas
matematicas contextualizadas, entrevistas semiestructuradas y registros audiovisuales. Ademas,
los hallazgos ponen de relieve la importancia de comprender la anticipacion de dificultades,
interpretacion de respuestas de los estudiantes y movilizacion de distintos tipos de saberes en la
enseflanza del Calculo Diferencial. No obstante, si bien se reconocen avances en la
caracterizacion del conocimiento especializado, ain se requieren instrumentos mas especificos
y directamente aplicados al Calculo Diferencial.

Asimismo, estas investigaciones resaltan la necesidad de promover situaciones de
aprendizaje colaborativas, fortalecer la anticipacion de dificultades en los estudiantes y favorecer
la integracion de recursos tecnoldgicos e interdisciplinares. De ahi que la presente investigacion
se proponga el disefio de un instrumento que no solo caracteriza el conocimiento especializado
en Calculo Diferencial, sino que también se complemente con situaciones y capsulas de
aprendizaje orientadas a fortalecer las falencias detectadas en la formacion inicial de los
Licenciados en Matematicas.

2.2. Modelo del conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK)

El modelo MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge) es un marco teorico
desarrollado por Carrillo et al. (2018), que se basa en el modelo propuesto por Shulman sobre el
conocimiento pedagogico del contenido (PCK), que detalla el conocimiento especializado que
necesitan los profesores de matematicas para ensefiar esta disciplina de forma eficaz. La idea
central es que ensefiar matematicas no requiere solo saber matematicas, sino contar con un

conocimiento especializado propio de los profesores de matematicas. El modelo MTSK (Figura
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1) se plantea en dos grandes dominios: Mathematical Knowledge (MK) y Pedagogical Content
Knowledge (PCK).
Figura 1

Modelo MTSK

Nota. Esquema del modelo MTSK tomado (Carrillo et al., 2018).

El dominio Conocimiento Matemadatico (MK, por sus siglas en inglés), hace referencia al
conocimiento matematico que debe poseer el profesor de matemadticas para ensefiar, Segin
Meléndez et al. (2023) se refiere “conocimiento movilizado a partir de su formacion y
experiencia en el campo de la ensefianza de las matematicas™ (p. 197). Este conocimiento es

diferente al que tiene un matemadtico puro, puesto que, no es suficiente con “saber hacer”
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matematicas, sino que el profesor requiere entenderlas de una forma mas amplia, flexible y
conectada, permitiendo asi explicarlas y justificar los procedimientos que se realizan, ademas del
anticipar las posibles dificultade o interrogantes inesperados de los estudiantes. Dentro de este
dominio se identifican tres subdominios: Knowledge of Topics (KoT), Knowledge of the
Structure of Mathematics (KSM) y, por ultimo, Knowledge of Practices in Mathematics (KPM).

El subdominio KoT comprende los saberes especificos de cada contenido matematico,
este incluye varias categorias como lo son: la fenomenologia, que se refiere a las situaciones
cotidianas o contextos dentro de la matematica donde el tema puede ser aplicado o encontrado.
Las definiciones, propiedades y fundamentos que abarcan el conocimiento formal del tema, pues
un docente debe conocer las definiciones propias del campo de estudio, las propiedades clave,
los teoremas y los fundamentos matematicos que subyacen a esos conceptos, ademas de las
representaciones que va a utilizar para conectar los diferentes conceptos matematicos. Por
ultimo, se tiene el registro histdrico-epistemoldgico, donde el docente conoce el origen y la
evolucion de un tema a lo largo del tiempo, permitiendo asi transitar de lo antiguo a lo moderno.

El KSM es la comprension que ostenta un docente sobre las conexiones y relaciones entre
distintos conceptos matematicos, no se limita al conocimiento de un tema individual, sino que
abarca mas alla, es la vision de como esos temas se conectan para formar un todo coherente. Un
docente que comprende este subdominio es capaz de relacionar un tema actual con temas que
fueron vistos en cursos anteriores y que se conectan con temas que veran en el futuro. Un punto
importante en este subdominio es el hecho que le da al profesor esa capacidad de moverse entre
los diferentes niveles de abstraccion (concreto, pictorico o grafico, simbolico, estructural y

tedrico), logrando con esto simplificar un concepto complejo y llevarlo a algo basico.
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Para finalizar con los subdominios del MK, se encuentra el KPM. Este hace referencia al
conocimiento que tiene el docente sobre las formas de hacer matematicas y de fomentar en sus
estudiantes la construccion activa de este saber. El KPM abarca mas que el hecho de dominar el
contenido KoT o comprender la estructura de los conceptos KSM, pues se centra en los procesos,
métodos y hébitos propios de la practica matemdtica que permiten generar y validar
conocimiento. Se aclara que si bien un profesor debe conocer los algoritmos y procedimientos
basicos (parte del KoT), el KPM resalta la importancia de comprender y transmitir la
justificacion y las implicaciones de dichos algoritmos.

Es asi como el docente reconoce y maneja diversos métodos de prueba matematica (como
la induccion, la reduccion al absurdo, etc.) y sabe como dirigir a sus estudiantes en la
construccion de argumentos logicos y rigurosos propios del nivel en el que se encuentra el
estudiante. Por ultimo, el KPM incluye el dominio del lenguaje y de las notaciones matematicas,
no se trata inicamente de conocer el significado de un simbolo, sino también de comprender por
qué se emplea, como se interpreta y de qué manera ha evolucionado en distintos contextos
matematicos.

Por otra parte, el dominio Conocimiento Didéctico del Contenido (PCK), se describe
como “La combinaciéon de contenido y pedagogia para comprender coOmo se organizan,
representan y adaptan determinados temas, problemas o cuestiones particulares a los diversos
intereses y capacidades de los estudiantes, y se presentan para su instruccién” (Shulman, p. 8).
En general refiere a la integracion tnica de conocimiento que tiene un maestro para transformar
un tema de la asignatura en una forma que lo haga comprensible para los estudiantes. Dentro de

este dominio se identifican tres subdominios: Knowledge of Features of Learning Mathematics
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(KFLM), Knowledge of Mathematics Teaching (KMT) y Knowledge of Mathematics Learning
Standards (KMLS).

El subdominio KFLM se centra en el conocimiento que tiene un profesor sobre el
aprendizaje de las matematicas, implica saber las ideas previas, los errores o dificultades que
suelen cometer y las representaciones que pueden resultar mds accesibles o confusas. Este
dominio se enfoca en la didactica y la psicologia del aprendizaje de las matematicas. Aqui el
docente puede elegir las mejores actividades, preguntas y representaciones para abordar las
dificultades de los estudiantes y ayudarlos a construir un conocimiento sélido.

El subdominio KMT, hace referencia a aquellos métodos y decisiones que un profesor
toma para beneficiar el aprendizaje de las matematicas, enfocando en acciones concretas del
maestro durante la instruccion. Por ejemplo, para organizar las actividades de aprendizaje de una
secuencia logica para construir el conocimiento y llegar a un resultado eficiente. En adicion, el
profesor debe saber cuando y como usar recursos tales como material concreto, softwares
dinamicos, libros o textos que van a servir de apoyo para que el estudiante comprenda.

Por ultimo, el subdominio KMLS hace referencia al conocimiento que posee sobre los
curriculos y documentos oficiales que organizan la ensefianza de las matematicas y su progresion
de los temas. En Colombia el KMLS esta directamente ligado a los Estandares Bésicos de
Competencias en Matematicas, los Derechos Basicos de Aprendizaje y los Lineamientos

Curriculares establecidos por el Ministerio de Educacién Nacional (MEN).
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Tabla 1
Categorias asociadas al MTSK

Subdominios Categorias asociadas al subdominio

Jcomo se hace?

Jcuando puede hacerse?

Procedimientos - -
Jpor qué se hace asi?
Conocimiento de los topicos Caracteristicas del resultado
(KoT) Definiciones, propiedades y sus fundamentos

Registro de representacion

Fenomenologia y aplicaciones

Significados

Conexiones basadas en el incremento de complejidad
Conocimiento de la

Conexiones basadas en la simplificacion
estructura de las

. Conexiones transversales
matematicas (KSM)

Conexiones auxiliares

Conocimiento matematico

Jerarquizacion y planificacion como forma de proceder en la resolucion de

problemas matematicos

Formas de validacion y demostracion
Conocimiento de la practica

Papel de los simbolos y uso del lenguaje formal

matematica (KPM)
Procesos asociados con resolucion de problemas
Practicas particulares del quehacer matematico (por ejemplo, modelacion)
Condiciones necesarias y suficientes para generar definiciones
° Conocimiento de las Teorias de aprendizaje matematico
'E caracteristicas de Fortalezas y debilidades en el aprendizaje matematico
% aprendizaje de las Formas de interaccion del alumno con un contenido matematico
g matematicas (KFLM) Aspectos emocionales del aprendizaje de las matematicas
-;_’ Conocimiento de la Teorias de ensefianza de las matematicas
% ensefianza de las Recursos didacticos (fisicos y digitales)
:§ matematicas (KMT) Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
‘é Conocimiento de los Resultado de aprendizaje esperado
.g estindares de aprendizaje de Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado
8 las matematicas (KMLS) Secuenciacion de los temas

Nota. Adaptado de Carrillo, et al., 2018
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2.3. El calculo diferencial como objeto de estudio y ensefianza

El Calculo Diferencial se constituye en uno de los ejes fundamentales en la formacion
matematica universitaria, tanto para programas de ciencias basicas como para carreras de
ingenieria y Licenciaturas en Matematicas (Botello, 2013). En los trabajos de Newton y Leibniz,
se ha fortalecido como una herramienta de modelacion y analisis de fendémenos en diversas areas
del conocimiento. Mas alla de esto, el Calculo Diferencial mezcla una riqueza conceptual que
representa un desafio pedagdgico en la ensefianza y aprendizaje (Montes, Cadavid y Fernandez,
2021).

Dentro de los conceptos fundamentales del calculo diferencial se destacan las funciones,
el limite y la derivada. El concepto de funcidon es un pilar esencial en el desarrollo del
pensamiento matematico a lo largo de la historia de la humanidad. En su evolucion, este ha sido
interpretado de diversas maneras, adquiriendo al menos seis significados parciales (Parra, Pino-
Fan y Castro, 2019): (i) como correspondencia, (ii) como relacion entre magnitudes variables,
(i11) como representacion grafica, (iv) como expresion analitica, (v) como correspondencia
arbitraria y (vi) como nocion fundamental en la teoria de conjuntos. Reconocer estos distintos
significados permite comprender la riqueza historica y conceptual del término, ademas, resulta
esencial para los estudiantes al enfrentarse a diferentes representaciones y usos de la funcion en
su proceso de aprendizaje.

En la ensefianza del concepto de funcion, es fundamental reflexionar sobre las ideas
centrales que estructuran este concepto. En ese sentido, existen cinco ejes centrales esenciales

que permiten comprender y trabajar con las funciones:
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Nocion de funcion se plantea la unicidad como una caracteristica esencial de toda
funcion, es decir, a cada elemento del dominio le corresponde exactamente un inico
valor en el codominio.

Covariacion y tasa de cambio resalta la importancia de concebir las funciones como
herramientas para describir la relacion entre cantidades que varian mutuamente.
Ademas, enfatiza que la tasa de cambio representa la medida cuantitativa de dicha
covariacion y construye un criterio clave para determinar el tipo de problema que se
desea modelar.

Familias de funciones se centra en reconocer las propiedades particulares de los
distintos tipos de funciones, tales como su dominio y el comportamiento de su tasa de
cambio.

Combinacion y transformacion de funciones hace referencia a las operaciones que se
pueden realizar entre funciones, tales como la suma, resta, multiplicacion, divisiéon y
composicion de funciones. También sefala la necesidad de identificar las condiciones
que deben cumplirse para efectuar de manera correcta cada una de estas operaciones.
Diversas representaciones de las funciones que subraya la relevancia de comprender
que las funciones pueden expresarse de multiples maneras, algébricas, graficas, tabular

y verbal.
Nota. Adaptado de Cooney, Beckman y Lloyd (2010, citados por Quintero, 2020)

Del mismo modo, se enfatiza que cada representacion tiene caracteristicas propias que la
hacen mas o menos adecuada segiin el contexto en que se trabaje. El concepto de limite es
fundamental para el Calculo Diferencial, puesto que permite formalizar el paso de lo finito a lo
infinito y presenta detalladamente nociones como la continuidad, la derivada y la integral (Tall,
1992). En ese sentido, el aprendizaje de limite es esencial para comprender el Calculo
Diferencial, pues implica manejar la nocion de procesos infinitos (Guarin, 2018). Sin embargo,
Hernandez, Prada y Ramirez (2017) plantearon que el limite de una funcion suele ensefarse de

manera algebraica, reduciéndolo a la sustitucion del valor en la expresion. Esto funciona hasta
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que aparecen limites factorizables, donde los estudiantes muestran dificultades por su poca
habilidad en factorizacion. Ademas, propone que podrian evitarse dichos problemas al recurrir a
distintos registros de presentacion semiotica, partiendo de la idea de aproximacioén desde ambos
lados para asegurar la unicidad del limite.

El concepto de derivada es un elemento esencial en la ensefianza del Calculo Diferencial,
porque es la base para comprender nociones de variacion y de cambio en los diferentes
fendomenos. Este concepto abarca multiples dimensiones como la de interpretarse graficamente
como la pendiente de la recta tangente a una curva, analiticamente como el limite del cociente
incrementado y también se presenta en un punto o en intervalos segun la naturaleza del problema
a resolver (Sanchez, Garcia y Llinares, 2008).

Sin embargo, Pineda (2019) evidencié que los estudiantes reducian el concepto de
derivada de funciones a un procedimiento algebraico de aplicacion de reglas, limitando la
comprension significativa de la variacion y el cambio. Este hecho nos conlleva a incorporar la
importancia de diferentes registros de representacion y estrategias didacticas que trasciendan la
mera manipulacion simbolico y permitan al estudiante relacionar la derivada en contextos
graficos, geométricos y de aplicacion (Duval, 1999).

Todo lo descrito aqui sobre los conceptos de funciones, limites y derivadas se constituye
en referencia para el diseno de las situaciones y capsulas de aprendizaje para fortalecer las

falencias en la formacion de los estudiantes de Licenciatura en Matematicas.
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3. Metodologia

La Universidad Industrial de Santander cuenta con varias formas para realizar el trabajo
de grado, y una de ellas es el seminario de investigacion. Esta modalidad, incluida en el Acuerdo
Superior 004 de 2007, se desarrolla como un proceso reflexivo y critico que busca fortalecer en
los estudiantes las habilidades para manejar informacion, comunicarse y llevar a cabo actividades
investigativas. El mencionado acuerdo también sefiala que el seminario pretende impulsar la
creacion de trabajos originales sobre un tema concreto, promover tanto el trabajo en grupo como
el individual y abrir espacios para explorar nuevas ideas o temas de investigacion que sean de
interés para los distintos campos del conocimiento (UIS, 2007).

Con base en ello, la investigacion se desarrolla bajo la modalidad de seminario aleman,
adaptado a un enfoque metodoldgico cualitativo. Esta eleccion se justifica porque dicho formato
favorece la discusion académica, la construccion colectiva del conocimiento y la formacion en
investigacion desde una perspectiva participativa.

Este capitulo se organiza en cuatro apartados principales. En el primero se abordan las
generalidades, caracteristicas del seminario aleman. El segundo presenta los roles y sus funciones
asignadas a los participantes del seminario. En el tercero se describe la estructura del seminario,
la organizacion de las sesiones. Finalmente, el cuarto apartado muestra el contenido trabajado en
el seminario.

3.1. El seminario aleman

El seminario aleman surge hacia finales del siglo XVIII, como una alternativa a las clases

tradicionales. Su propdsito central fue ofrecer un espacio académico en el que los estudiantes y

profesores pudieran interactuar de manera mas activa, generando un ambiente de formacion
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investigativa basado en el didlogo y la cooperacion. A diferencia de la transmision de
informacion, esta modalidad se fundamenta en la construccion colectiva del conocimiento a
partir de la lectura, el analisis critico y la discusion de un tema especifico.

Entre sus objetivos principales se encuentran fomentar la capacidad investigativa de los
participantes, fortalecer el pensamiento critico y desarrollar habilidades comunicativas que
permitan argumentar y sustentar ideas frente a un grupo.

Las caracteristicas principales del seminario aleman son la participacion de todos los
integrantes, la organizacion en roles establecidos como relator, correlator y protocolante y la
centralidad de la discusion como motor del aprendizaje. De esta manera, el estudiante asume un
papel protagonico, mientras que el director del trabajo de grado actia como orientador del
proceso. Entre sus ventajas se destacan la posibilidad de aprender a partir de multiples
perspectivas y la preparacion para la practica investigativa. Por otra parte, algunas desventajas
pueden encontrarse en la necesidad de un alto nivel de compromiso por parte de los participantes
y en la dificultad de coordinar adecuadamente las intervenciones cuando el grupo es numeroso.
3.2. Desempeiio de roles

Durante el seminario Alemdn se asignan distintos roles que orientan la dindmica
investigativa y se distribuyen responsabilidades de manera equitativa; para garantizar que todos
los participantes adquieran experiencias diversas, y estos rotan estos papeles a lo largo de las

sesiones.
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Tabla 2

Aporte de los roles en la formacion integral de los participantes

Rol Aporte

Relator El rol de relator favorece el desarrollo de habilidades tales como:
e Buscar, elegir y organizar la informacion que se necesita.
e Explicarse bien frente a los demés y saber hablar en publico.
e Resumir lo més importante y dar su propia opinion.
e Aceptar las criticas del grupo y aprender de ellas, lo que ayuda a crecer como

persona y estudiante.

Correlator  El correlator permite mejorar en:
e Escuchar con atencion y concentrarse en lo que se dice.
e Dar opiniones con respeto y sentido critico.
e Evaluar como se explica el tema, si se entiende bien y si logra convencer o

motivar al grupo.

Protocolante  El protocolante desarrolla habilidades como:
e Identificar lo més importante de lo hablado en la sesion.
e Escribir los momentos mas relevantes y las ideas principales.

e Dejar un registro o memoria del trabajo hecho durante el seminario.

Participantes Los participantes del seminario aprenden a:
e Revisar qué tanto conocen sobre el tema.
e Dialogar, compartir ideas, trabajar con otros y respetar las opiniones distintas.

e Saber cuando y como participar, organizar lo que van a decir y escuchar con

interés lo que opinan los demas.

Nota. Adaptado de Bravo salinas (1997, citado de UIS 2007).

El primer rol corresponde al relator, cuya funcion es presentar los avances construidos y
defender los items elaborados con su respectiva capsula de aprendizaje disenada para enriquecer
el proceso, argumentando sus fundamentos teoricos y su pertinencia didactica. El segundo rol es

el del correlator, quien actiia como contraparte critica, analizando la coherencia de la propuesta,
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sefialando sus limitaciones y aportando sugerencias que contribuyan a su mejoramiento. Por
ultimo, el protocolante asume la tarea de sistematizar cada sesion, elaborando un registro escrito
en el que se consignan la exposicion, los comentarios de los asistentes y los acuerdos alcanzados.

La interaccidn entre estos roles no solo organiza el trabajo, sino que también fortalece la
formacion investigativa al promover la argumentacion, la critica constructiva y la capacidad de
sintesis, competencias indispensables en el ejercicio académico.

El seminario de investigacion plantea el rol de participantes, este rol no se tendra en
cuenta para la reparticion con los integrantes del seminario.

3.3. Organizacion del seminario

El seminario se desarrollara en un total de nueve sesiones, cada una con una duracion
aproximada de una hora. La planificacion de estos encuentros busca asegurar un ritmo de trabajo
constante y un proceso de construccion progresiva, en el que cada sesion contribuya de manera
significativa al avance del proyecto y al fortalecimiento de las competencias investigativas de
los participantes.

Para garantizar el orden y la buena realizacion del proceso, cada sesion se organiza en
seis momentos sucesivos: apertura de la sesion, lectura del protocolo, relatoria, correlatoria,
discusion y conclusion. Esta estructura no solo delimita las fases de inicio, desarrollo y cierre del
trabajo, sino que también distribuye de manera equitativa las responsabilidades entre los roles
anteriormente mencionados.

Cada momento cumple un proposito especifico. La apertura permite verificar la
asistencia, revisar el plan de trabajo y recordar los roles para la sesion actual y la siguiente. La

lectura del protocolo otorga continuidad al proceso mediante la presentacion del registro anterior
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y la resolucion de dudas. La relatoria, a cargo del estudiante responsable, expone los avances los
materiales de apoyo construidos. Seguidamente, la correlatoria somete esos avances a un analisis
critico que busca resaltar fortalezas y sefialar aspectos por mejorar. Posteriormente, la discusion
abre un espacio de intercambio colectivo que enriquece las propuestas con la participacion de

todos los integrantes. Finalmente, la conclusion consolida los aprendizajes alcanzados, fija los

acuerdos y deja escrito las tareas para el siguiente encuentro.

Tabla 3

Desarrollo de una sesion del Seminario de Investigacion

Actividad Descripcion Responsable
1 Aperturade Se revisa el plan de trabajo y se pasa lista para verificar Profesor
la sesion la asistencia. (Directora)
Se confirman o asignan los roles de cada participante y se
recuerdan los encargados para la proxima reunion.
2 Lecturadel El protocolante lee el registro anterior. Protocolante
protocolo Se abre un espacio para hacer preguntas o aclarar dudas
sobre el contenido del protocolo.
Los cambios o correcciones que se propongan quedaran
escritos en el préximo documento.
3 Relatoria El relator presenta el tema preparado y entrega su trabajo  Relator
escrito.
4 Correlatoria El correlator complementa y analiza la exposicion del Correlator
relator.
Ademas, guia al grupo para iniciar la discusion.
5 Discusion  Los participantes hacen preguntas, aportes o comentarios  Todos los
sobre el tema tratado. participantes

Se valora el dominio del tema y la claridad del relator.
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6 Conclusion Se evalua como se desarroll6 la sesion. Participantes
Se elabora un resumen del trabajo y se redacta el nuevo Directora
protocolo. Protocolante
Finalmente, se aprueba el contenido del protocolo y la

sintesis del encuentro.

Nota. Adaptado de Bravo Salinas (1997, citado de UIS 2007).

Con el fin de asegurar una participacion equitativa y la rotacion de responsabilidades, se
estableci6 un plan detallado que asigna a cada estudiante los diferentes roles de relator, correlator
y protocolante a lo largo de las nueve sesiones programadas. Esta distribucion busca que todos
los integrantes experimenten cada funcidn, desarrollen competencias diversas y contribuyan de
manera igualada al proceso investigativo. Se muestra la organizacion de las sesiones (Tabla 4),
indicando quién asume cada rol en cada encuentro y precisando el tema correspondiente. Esta
planificacion permite anticipar las responsabilidades de los participantes, garantizar la
continuidad metodolédgica y promover un trabajo colaborativo estructurado.

Tabla 4

Organizacion de las sesiones del seminario

Sesion  Relator Protocolante Correlator Tema
_ . Anamaria o
1 Diego Santiago Johan Salazar Limites (item 1)
Rodriguez
Anamaria . ' .
2 Johan Salazar Diego Santiago Derivadas (item 1)
Rodriguez
) ) Anamaria )
3 Johan Salazar Diego Santiago Funciones (item 1)

Rodriguez
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. ' Anamaria
4 Diego Santiago Johan Salazar Limites (item 2)
Rodriguez
Anamaria _ ' _
5 Johan Salazar Diego Santiago Derivadas (item 2)
Rodriguez
) ] Anamaria )
6 Johan Salazar Diego Santiago Funciones (item 2)
Rodriguez
. ' Anamaria
7 Diego Santiago Johan Salazar Limites (item 3)
Rodriguez
Anamaria ' . _
8 Diego Santiago Johan Salazar Derivadas (item 3)
Rodriguez
Anamaria ) ) )
9 Johan Salazar Diego Santiago Funciones (item 3)
Rodriguez

Nota. La directora estara presente en todas las sesiones y tendrd un rol de segundo correlator y
ademas sera la que validara cada item.
3.4. El contenido del seminario

Para garantizar el adecuado desarrollo del seminario, se propone una esquematizacion
general compuesta por tres fases: planeacion, ejecucion y finalizacion. En la fase de planeacion,
se definen el tema central, la revision bibliografica, la seleccion de subtemas y la organizacion
detallada de las sesiones. Los ejes temadticos seleccionados para este proyecto corresponden al
campo del Célculo Diferencial, especificamente Funciones, Limites y Derivadas. Cada uno de
ellos se desglosard en subtemas que serviran de base para las actividades propuestas en el
instrumento.

La estructura planteada tiene como proposito comprender y analizar de qué manera las
capsulas de aprendizaje, disefiadas como parte del instrumento en construccion, permiten valorar

aspectos relacionados con el conocimiento especializado de los futuros licenciados en
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matematicas de la UIS. Al respecto, Alvarez-Gayou (2003) sefiala que los seminarios constituyen
espacios participativos que promueven la discusion, la critica fundamentada y la construccion
colectiva de saberes, lo cual refuerza la pertinencia de la metodologia aqui adoptada.

Figura 2

Esquema metodologico del Seminario de investigacion

PLANIFICACION

Seleccidén Estudio
deltens T bibBogiics

Planeaciéon de _, Seleccién de
las sesiones C:)‘ los subtemas

EJECUCION

Documentadon para & subtema
( y

Redaccién g Desarrollo de
de memorias Cjz la sesién

FINALIZACION

Elaboradén del documento final

Nota. Tomado de UIS (2007, p. 9)
Con base en este enfoque, la propuesta busca la validacion de items que estaran

organizados en seis componentes fundamentales: (i) indicadores, (i1) subdominios y categorias
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del MTSK, (iii) item, (iv) andlisis de distractores, (v) capsulas de aprendizaje y (vi) aclaracion
final, los cuales seran registrados en la ficha propuesta.

En el primer inciso serdn mencionados los propoésitos o lo que se pretende alcanzar con
la realizacion de los items, en el segundo se hard el reconocimiento de los dominios y
subdominios que se utilizaran para la realizacion del item, en el tercero se hara referencia al
ejercicio con el cual el docente en formacion se enfrentard, junto con su respectiva respuesta
correcta. En el cuarto inciso se justificara por qué las otras respuestas no eran correctas y cuales
fueron los posibles distractores que pudieron surgir al momento de responder. En el quinto inciso
se brindard una orientacion y fortalecimiento del tema en cuestion al sujeto evaluado. En el
ultimo inciso se haran comentarios finales relacionados con el item.

Este seminario busca no solo validar la calidad y pertinencia de las capsulas de
aprendizaje, sino también fomentar en los participantes habilidades investigativas esenciales
como la argumentacion, la critica fundamentada y la escritura académica. A través de este
proceso, cada céapsula sera enriquecida con los aportes colectivos y quedarad documentada en
protocolos, lo que permitird consolidar un cuerpo de propuestas coherente y riguroso que

alimente la construccion del instrumento final.
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4. Ejecucion

El presente capitulo detalla el proceso de ejecucion de la investigacion, el cual se
fundamentod en la metodologia del Seminario Aleméan como espacio critico de construccion de
conocimiento. El desarrollo del seminario se llevd a cabo de manera sistematica mediante
sesiones semanales, realizadas los miércoles y viernes del mes de febrero y mes de marzo,
contando con la participacion de los tres investigadores y la directora del proyecto. En cada
encuentro, se asumieron roles especificos tales como relator, correlator y protocolante (tabla 4)
para garantizar una discusion estructurada. Los protocolos aqui anexados constituyen la memoria
analitica de dicho proceso; en ellos se registra el debate, la nutricion de ideas y las correcciones
derivadas del andlisis colectivo, permitiendo evidenciar la evolucion del instrumento de
evaluacion y la maduracion de los conceptos didactico-matematicos abordados en cada sesion.

En este capitulo se encontrard la recopilacion organizada y sisteméatica de los protocolos
correspondientes a lo sucedido durante cada una de las sesiones de trabajo.

4.1. Protocolo No. 01

Fecha: 04 febrero de 2026

Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Diego Alonso Santiago Villar

Protocolante: Anamaria Rodriguez Capera

Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion.
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La presente sesion se enmarca en la metodologia del Seminario Aleman, con el objetivo
primordial de validar y refinar el primer item correspondiente al tema de limites. En este espacio,
se evalua desde una perspectiva pedagdgica el conocimiento especializado de futuros docentes
de matematicas, tomando como base el modelo MTSK (Mathematics Teacher's Specialized
Knowledge). La sesion se fundamenta en una situacion real detectada por el relator durante
tutorias de Calculo, experiencia de la cual surge la necesidad de explicar y profundizar en la
relacidn intrinseca entre los conceptos de limites y continuidad.

La dinamica de la sesion se llevo a cabo siguiendo un orden riguroso para garantizar el
analisis exhaustivo de la propuesta:

e Presentacion y lectura del item: Se inici6 con la exposicion del item y cada uno de sus elementos
constitutivos: tema, indicador, item propiamente dicho, opciones de respuesta, distractores,
capsula de aprendizaje y aclaraciones complementarias. El problema se centra en una funcioén
por partes y la determinacion de un parametro para garantizar su continuidad a través de su
relacion con los limites.

e Analisis y defensa de dominios y subdominios bajo el modelo MTSK: Una vez leido el item, se
procedié a verificar si los dominios y subdominios seleccionados (KOT, KSM y KMT)
guardaban coherencia con la situacion planteada. En esta etapa, el relator defendio la eleccion de
sus categorias, explicando su pertinencia pedagdgica, mientras se realizaban correcciones de
fondo y forma para precisar la clasificacion.

e Debate sobre estrategias pedagogicas y revision de distractores: Se discutio la efectividad de las
representaciones algebraicas frente a las graficas digitales (software de geometria dindmica como
GeoGebra). Posteriormente, se revisaron minuciosamente los distractores para asegurar que
estuvieran bien redactados, tuvieran coherencia con el conflicto cognitivo planteado y
cumplieran con los criterios de sintesis académica.

e Ajustes de redaccion, formalismo y cierre: A lo largo de toda la sesion se realizaron correcciones
continuas de escritura, redaccion y ortografia. El proceso concluyé con una serie de aclaraciones
generales y observaciones finales por parte del director de tesis para consolidar la version final

del item.
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Tema y desarrollo

El eje tematico de la sesion se centrd en la validacion técnica y pedagogica de un item de
evaluacion disenado para medir el Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(MTSK), especificamente en lo que respecta a la articulacion conceptual entre la continuidad y
el limite de funciones.

La fase inicial de la sesion se caracterizé por la presentacion formal del item por parte
del relator. Durante este momento, se realizd una lectura integral de la propuesta sin
intervenciones por parte de los participantes, permitiendo una vision global de la estructura
disefiada. El relator procedi6 a desglosar cada uno de los componentes del item, incluyendo: el
indicador de logro, el planteamiento del problema, la propuesta de subdominios y por ltimo los
distractores y sus respectivas justificaciones pedagogicas.

Tras la exposicion, la sesion transito hacia un debate técnico centrado en la clasificacion
del conocimiento docente. En esta fase, el relator defendid la pertinencia de los subdominios
elegidos, con el proposito de verificar la integridad de la tabla de analisis; es decir, asegurar que
tanto los subdominios como sus descriptores se ajustaran con precision a la naturaleza del item
expuesto. El debate inicid con el analisis del subdominio KOT. Al respecto, se determind que, si
bien las descripciones proporcionadas eran conceptualmente correctas, resultaba imperativo
realizar los siguientes ajustes: incluir el registro de representacion, dado que el item moviliza
simultdneamente registros graficos y algebraicos, ademas ampliar la descripcion del dominio del
contenido pues se requiere no solo el manejo de la continuidad, sino también un conocimiento
profundo de los conceptos de limites. Por ultimo, se omitid la categoria de "significados", por

considerar que estos se encuentran implicitos en las definiciones y propiedades ya enunciadas.
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Tras concluir la revision del primer subdominio, el debate se traslad6 al Conocimiento de
la Estructura Matematica (KSM). El relator sostuvo inicialmente que la categoria predominante
era la de conexiones transversales; no obstante, esta premisa dio lugar a una disertacion técnica
sobre la naturaleza de los vinculos conceptuales movilizados en el item., aqui se aclara que las
conexiones auxiliares son relaciones locales y funcionales entre conceptos matematicos que se
apoyan mutuamente dentro de un mismo bloque conceptual o para dar sentido a un objeto
especifico. Un concepto sirve de soporte para comprender o justificar otro, mientras que las
conexiones transversales son relaciones estructurales y organizadoras, que muestran codmo
distintos conceptos se articulan para construir una idea matematica mas amplia, revelando la
coherencia interna de la disciplina.

Como resultado de la deliberacién, se optd por una clasificacion de conexidn auxiliar,
aqui uno de los participantes aclara que esta queda mejor pues la continuidad se define a partir
del limite. El limite no depende de la continuidad, pero la continuidad si depende del limite. En
este sentido, el limite actia como un concepto de apoyo para construir y justificar la continuidad.
Esto corresponde principalmente a una conexion auxiliar, porque: El limite se usa como
herramienta conceptual para entender otro concepto.

Por otra parte, en las funciones por partes la continuidad se analiza punto a punto,
especialmente en los puntos de cambio. Para ello se requiere: limite lateral izquierdo y limite
lateral derecho, coincidencia de dichos limites y coincidencia con el valor de la funcion en dicho
punto. Aqui no solo se usa un concepto para apoyar a otro, sino que se articulan varios objetos
matematicos (funcidn, limite, continuidad y definicion por partes). Esta relacion permite

comprender como se organiza el comportamiento global de una funcidn a partir de definiciones
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locales. Esto se acerca mds a una conexidn transversal, porque integra varios conceptos
estructurales del analisis y no es solo apoyo, sino articulacion de la estructura matematica.

Para concluir el proceso de validacion de los subdominios, la discusion se centrd en el
Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas (KMT). El relator propuso inicialmente la
categoria de Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos como eje vertebrador del item. No obstante,
tras la intervencidn dialéctica de los participantes, se determind la necesidad de robustecer esta
clasificacion. Se acordo incorporar explicitamente la categoria de recursos didacticos y digitales,
dada la presencia protagonica de software de geometria dindmica (GeoGebra) en el disefo del
item. Esta herramienta no se considera un accesorio, sino un mediador fundamental en la
visualizacion del objeto matematico.

El relator justifico la pertinencia de este subdominio argumentando que la situacion
planteada emerge de una interaccion auténtica en el aula de clase. Se analizaron diversos factores
que podrian obstaculizar la comprensién profunda del concepto de continuidad, como la
dependencia exclusiva de algoritmos algebraicos o la interpretacion errdnea de representaciones
estaticas. El director de tesis enfatizd que el item logra capturar la competencia del docente para
movilizar estrategias multimodales. Se subrayd que el proposito no es solo el uso de graficos,
sino la orquestacion de diversos medios (algebraicos, numéricos y visuales) para garantizar que
la transicion conceptual del limite hacia la continuidad sea integra y no fragmentada. La
direccion reafirmé que la fortaleza del item radica en evaluar el uso adecuado y estratégico de
los recursos por parte del profesor para resolver conflictos cognitivos en los estudiantes.

Con la validacion de los subdominios finalizada, se procedié a una breve deliberacion

metodoldgica previa al analisis de los distractores. El debate se centré en la pertinencia y
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conveniencia de incorporar apoyos visuales dentro del cuerpo del item y su respectiva
justificacion. Se determiné que la inclusion de recursos graficos es conveniente, siempre que
estos actiien como un soporte pedagdgico que aclare las ideas expuestas y no como un elemento
meramente ornamental. Se enfatizO de manera unanime que cualquier recurso visual,
especialmente las capturas de pantalla obtenidas de software de geometria dinamica, debe ser
gestionado bajo un estricto rigor académico. Esto implica el cumplimiento de las normas de
citacion vigentes (APA o similares), otorgando los créditos correspondientes a la autoria del
material o a la herramienta de software empleada. Finalmente, se otorgd autonomia al relator
para decidir en qué puntos especificos del andlisis es necesario integrar capturas de pantalla,
priorizando aquellos momentos donde el apoyo grafico sea determinante para sustentar la validez
conceptual de la respuesta correcta o de los distractores.

Tras agotar el debate sobre los recursos visuales, la sesion procedio al escrutinio detallado
de los distractores. El relator inicio con la lectura del Distractor A. Una vez finalizada la lectura,
el equipo evaluador y el director de tesis intervinieron para realizar ajustes de precision. Estas
correcciones no solo se limitaron a la forma, sino que se enfocaron en robustecer la redaccion
técnica y asegurar el empleo de conectores 16gicos que otorgaran mayor cohesion al texto. El
objetivo primordial fue garantizar que la idea central (la insuficiencia del método meramente
procedimental) quedard expresada con absoluta claridad, evitando ambigiiedades pedagogicas.
Siguiendo el orden metodologico establecido, se procedio a la lectura y analisis del Distractor C.
A diferencia del caso anterior, se determind de manera unanime que tanto la redaccion como la
pertinencia conceptual de esta opcion de respuesta se encontraban alineadas con los objetivos

del item. No se identificaron ambigiiedades ni errores de cohesion que requirieran intervencion.
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Los participantes validaron que la estructura del distractor capturaba de forma precisa el conflicto
cognitivo planteado, sin necesidad de ajustes gramaticales o de 1éxico técnico.

Para concluir el apartado de validacion de las opciones de respuesta, se sometio a analisis
el Distractor D. Este segmento de la sesion fue especialmente enriquecedor, ya que permitid
profundizar en la precision terminoldgica y en la economia del lenguaje académico. Durante el
debate, se determind que, al hacer referencia al uso de herramientas digitales en la justificacion
del distractor, es imperativo especificar el software empleado. En este sentido, se acordd
mencionar explicitamente a GeoGebra, evitando generalizaciones que puedan restar rigor a la
situacion de aprendizaje planteada.

Por otro lado, el director enfatizd la importancia de evitar la "sobre explicacion". Se
identifico una tendencia a reiterar argumentos ya expuestos (la explicacion de la explicacion),
por lo que se procedid a realizar una limpieza editorial. El objetivo fue lograr que el distractor
fuera directo, técnico y que comunicara el conflicto cognitivo sin redundancias innecesarias que
pudieran confundir al lector. Para finalizar se ajust6 la redaccion para que el distractor reflejara
fielmente el error de confiar exclusivamente en la continuidad visual de la grafica, omitiendo la
validacion formal a través del concepto de limite.

Tras la validacion de los distractores, la fase final de la sesidn se dedico a la revision de
las capsulas de aprendizaje y las aclaraciones complementarias, espacio donde el equipo ejecutd
un exhaustivo control de calidad gramatical y de estilo con el fin de optimizar la claridad y
formalidad del contenido pedagogico. Durante este analisis, se enfatizo el imperativo ético y

académico de incluir las citaciones bibliograficas correspondientes en aquellas definiciones o
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elementos tedricos que no fuesen de autoria propia, garantizando asi la trazabilidad de las
fuentes.

Para concluir la jornada, el director de tesis realizd una intervencion estratégica de
balance general, destacando que el ejercicio de someter el item al escrutinio colectivo de cuatro
revisores permitié identificar sutilezas conceptuales y errores de forma que suelen omitirse en
lecturas individuales, valorando este proceso como un "blindaje" académico fundamental frente
a futuras evaluaciones de jurados. Finalmente, se resaltdé que esta primera sesion fue
determinante para que los participantes lograran distinguir con precision cuando la intencion del
item recae sobre el conocimiento especializado del docente y cudndo sobre el desempefio del
estudiante, estableciendo asi un criterio metodoldgico s6lido que servird como eje rector para las
préximas exposiciones y analisis del proyecto.

Conclusiones

Al cierre de la sesion, se puntualizé los siguientes interrogantes y reflexiones clave:

(Como diferenciar el conocimiento procedimental (igualar tramos algebraicamente) del
conocimiento conceptual (entender la definicion formal de continuidad)?

(En qué medida el apoyo gréafico de software como GeoGebra es suficiente para validar
una demostracion matematica sin caer en falacias visuales?

(Como debe responder un docente estratégicamente ante la duda de un estudiante sobre
la utilidad de los limites en el calculo de continuidad?

(Como garantizar que el futuro docente no valide la continuidad Ginicamente a través de
la interpretacion grafica, sino que utilice los limites como la herramienta formal de

demostracion?
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(De qué manera se puede orientar la ensefianza para que el estudiante comprenda que la
igualdad de los tramos en una funcioén por partes es una consecuencia directa de la existencia del
limite y no un proceso mecénico de despeje?

Evaluacion y Proyeccion

La sesion se evalua como un ejercicio de revision colectiva de alta profundidad. La
interaccion entre cuatro revisores permite identificar detalles de forma y fondo que pasan
desapercibidos en lecturas individuales, fortaleciendo la coherencia del item y preparando al
relator para la sustentacion final. Se destaca la defensa que hizo el relator de sus elecciones de
subdominios, lo que permitié aclarar la intencidon pedagdgica del ejercicio. Asimismo, se
registraron correcciones transversales en ortografia, redaccion y estilo para ajustar el documento
a estandares académicos.

Continuidad de la sesion

Con el fin de dar continuidad al desarrollo del seminario, se acordd que, para la proxima
sesion, programada para el miércoles 11 de febrero de 2026, el protocolo correspondiente sera
compartido con antelacion. Esto permitird que todos los participantes lo revisen previamente,
con el propodsito de optimizar el tiempo durante la sesion, destindndolo Unicamente a su
aprobacion. Posteriormente, se iniciard la exposicion y explicacion del siguiente item, a cargo de
la estudiante Anamaria Rodriguez Capera, quien abordard el tema de méximos y minimos.

4.2. Protocolo No. 02

Fecha: 11 febrero de 2026
Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Anamaria Rodriguez Capera
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Protocolante: Johan Smith Salazar Giraldo
Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion

La presente sesion se desarrolld bajo la metodologia del Seminario Aleman, con el
objetivo primordial de validar y refinar el primer item correspondiente al tema de derivadas. En
este espacio, se evalud desde una perspectiva disciplinar el conocimiento especializado de
futuros docentes de matemadticas, tomando como base el modelo MTSK (Mathematics Teacher's
Specialized Knowledge). Se llevd a cabo una revision del protocolo anterior, donde se discutieron
conceptos matematicos como las conexiones auxiliares y transversales, asi como la importancia
de sintetizar la informacion para evitar extensiones innecesarias, ademas, en esta sesion se
abordaron temas relacionados con el uso de derivadas en funciones polindmicas, destacando

errores comunes en el aprendizaje y la necesidad de aclarar conceptos clave.

Durante la sesion se analizd un ejercicio aplicado sobre maximos y minimos de una
funcidn, contextualizado en el costo de fabricacion de un tanque cilindrico, con el proposito de
evaluar no solo el dominio procedimental de la derivada, sino también la justificacion e
interpretacion matematica. Luego de intercambiar ideas, se plantearon ajustes en la formulacién
del enunciado, en las posibles respuestas y en la intencion de evaluar el item, considerando si se
debe cambiar unicamente en el dominio matemdtico o incorporar los elementos propios del

conocimiento didactico del profesor. En conjunto, la sesién permitié consolidar acuerdo,
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clarificar categorias conceptuales y proyectar mejoras concretas para la incorporacion de los

protocolos en el trabajo de grado.

Tema y desarrollo

El eje tematico de la sesion se centrd en la validacion conceptual y metodoldgica de un item
orientado al andlisis de méximos y minimos de una funcion polindmica mediante el uso de la
derivada, en el marco del modelo de Conocimiento Especializado del profesor de Matematicas
(MTSK). La discusion tuvo como propoésito examinar la coherencia del item, la pertinencia de
los subdominios seleccionados y la solidez técnica de los distractores propuestos, asi como su
alineacion con los descriptores del conocimiento matematico (MK) y del conocimiento

pedagbgico del contenido (PCK).

La sesion inici6 con la revision del protocolo previamente elaborado. En esta fase
preliminar se realizaron ajustes de redaccion y precision conceptual, particularmente en la
distincion entre conexiones auxiliares y conexiones transversales. Se retom¢ la definicion
consensuada en encuentros anteriores de las conexiones auxiliares se entienden como relaciones
locales y funcionales entre conceptos que se apoyan dentro de un mismo bloque conceptual,
mientras que las conexiones transversales implican una articulacion estructural mas amplia entre
distintos objetos matematicos. Esta clarificacion permiti6 afinar el andlisis posterior del item.

Posteriormente, el relator presentd formalmente el item, cuyo contexto situacional
describe el disefio de un tanque cilindrico con restricciones de volumen y costos diferenciados,
modelado mediante una funcidn de costo en términos del radio. El indicador de logro planteado

busca que el docente en formacién identifique y analice puntos maximos y minimos utilizando
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la derivada, argumentando su interpretacion en un contexto aplicado. Se expusieron los
subdominios inicialmente propuestos KOT, KPM, KSM, KFML y KMLS junto con el andlisis
de las alternativas de respuesta y sus respectivos distractores.

En relacién con el subdominio KOT (Knowledge of Topics), se determind que el item
moviliza de manera explicita definiciones, propiedades y fundamentos asociados a la derivada,
puntos criticos, criterio de la primera derivada y criterio de la segunda derivada. Asimismo, se
reconocio la necesidad de incorporar categorias adicionales como fenomenologia y aplicaciones,
dado que el problema no se limita a un ejercicio procedimental, sino que modela una situacion
contextualizada de optimizacion.

En cuanto al subdominio KPM (Knowledge of Mathematical Practice), se valido su
presencia a través de la exigencia de argumentacion y justificacion. El item no se limita al calculo
mecanico de la derivada, sino que requiere interpretar el comportamiento de la funcion a partir
del anélisis del signo y la concavidad, lo que implica procesos de validacion y demostracion
matematica. También se incorporo el papel de los simbolos y uso del lenguaje forma, destacando
que la clasificacion de un punto como méaximo o minimo debe estar sustentada en condiciones
necesarias y suficientes, evitando afirmaciones basadas tinicamente en la anulacion de la primera
derivada.

Para finalizar el analisis del dominio MK, se examino el subdominio KSM, identificando
la presencia de las categorias conexiones basadas en el incremento de complejidad y conexiones
transversales. En este sentido, el item exige que el estudiante relacione distintos conceptos del
calculo diferencial para analizar el comportamiento de la funcién de costo, tales como la

interpretacion de la funcion, el célculo de la primera derivada para determinar puntos criticos y
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el uso de la segunda derivada para clasificar los extremos. Esto evidencia una progresion
conceptual, en la que se pasa de comprender la funcién a aplicar herramientas de optimizacion,
lo cual corresponde a conexiones basadas en el incremento de complejidad. No obstante, el
analisis permite establecer que el item se ubica principalmente en la categoria de conexiones
transversales, ya que integra y articula simultaneamente diferentes ideas del calculo diferencial
que deben comprenderse de manera conjunta para justificar la afirmacién correcta.

Un momento clave de la sesion fue la discusion sobre la inclusion del subdominio PCK.
Inicialmente, el ejercicio estaba formulado exclusivamente desde el dominio matematico, es
decir, se centraba en resolver y clasificar el comportamiento del costo. Sin embargo, se analiz6
la posibilidad de reformular el enunciado para situarlo en un contexto donde el profesor analiza
respuestas erradas de estudiantes y propone estrategias de intervencion. Esta modificacion
implicaria transformar la redaccion del item para que el foco evaluativo no recaiga inicamente
en el calculo, sino en la interpretacion de errores frecuentes, tales como, asumir que todo punto
donde la primera derivada se anula corresponde automaticamente a un minimo, interpretar
incorrectamente el signo de la segunda derivada y omitir el andlisis del dominio por la presencia
de términos racionales.

Se defini6 si era posible forzar la inclusiéon del PCK mediante una reestructuracién
profunda del item, dicha transformacion implicaria modificar sustancialmente el enunciado, las
opciones de respuesta y el andlisis posterior. En consecuencia, se optd por mantener el item
predominantemente en el dominio MK, evitando una incorporacion artificial del componente
pedagogico. La sesion también dedicd un espacio al andlisis de los distractores. Se valido que la

alternativa correcta corresponde al minimo del costo cuando el radio es igual a 4, resultado
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obtenido mediante la anulacioén de la primera derivada y la verificacion de la segunda derivada
positiva. En cuanto a los distractores, se fortalecio su justificacion conceptual, destacando que
cada uno representa un error tipico, ademas se realizaron ajustes de redaccion para garantizar
coherencia logica y precision terminologica, evitando ambigiliedades en la explicacion de los
errores.

En la fase final, se revisaron las capsulas de aprendizaje, enfatizando la necesidad de
clarificar el significado de la derivada como razon de cambio, la interpretacion de crecimiento y
decrecimiento, y el sentido geométrico de la segunda derivada en términos de concavidad. Se
enfatizo la importancia de que la argumentacion del docente en formacion no se limite al calculo
algoritmico, sino que evidencie comprension conceptual y capacidad de interpretacion
contextual. Como cierre, la directora resaltd que el proceso de revision colectiva permitié depurar
tanto la coherencia interna del item como su alineacién con los descriptores del MTSK. Se
concluyd que esta sesion fue determinante para consolidar criterios metodologicos claros
respecto a cuando un item evalia estrictamente conocimiento matematico y cuando transita hacia
el analisis pedagdgico del error.

Conclusiones

En conclusion, esta sesion permitid hacer una revision rigurosa del item desde el modelo
MTSK, mejorando la coherencia conceptual y la alineacion con los subdominios del MTSK. Se
logro clarificar la distincion entre conexiones auxiliares y transversales, asi como justificar de
manera fundamentada la presencia de los subdominios KOT y KPM en el andlisis del problema

de optimizacion. Finalmente, el trabajo colaborativo permitié mejorar la formulacion de los
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distractores y fortalecer la intencionalidad evaluativa del ejercicio, sentando bases so6lidas para
la construccion y validacion de futuros items dentro del proyecto.
Evaluacion y Proyeccion

La sesion permiti6 fortalecer la coherencia conceptual y metodoldgica del item,
clarificando la presencia de los subdominios KOT, KPM y KSM mejorando la fundamentacion
de los distractores. Se logré mayor precision en la intencion evaluativa y en la alineacion entre
el enunciado y el marco tedrico adoptado. Se proyecta continuar con la construccion y validacion
de items bajo criterios claros de coherencia teorica, asi como disefar futuras propuestas que
integren, cuando sea pertinente, el analisis pedagdgico de errores estudiantiles para ampliar el
alcance del estudio.

Continuidad de la sesion:

Para la proxima sesion, programada para el miércoles 17 de febrero de 2026, el protocolo
correspondiente serd compartido con antelacion. Esto permitird que todos los participantes lo
revisen previamente, con el propdsito de optimizar el tiempo durante la sesion, destinandolo
unicamente a su aprobacion. Posteriormente, se dard inicio a la exposicion y explicacion del
siguiente item, a cargo del estudiante Johan Smith Salazar Giraldo, quien abordar4 el tema de
funciones.

4.3. Protocolo No. 03

Fecha: 18 febrero de 2026
Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon
Relator: Johan Smith Salazar Giraldo

Protocolante: Diego Alonso Santiago Villar
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Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion

La sesion se desarrolld bajo la metodologia del Seminario Aleman, con el propdsito de
aprobar y ajustar el primer item correspondiente al tema de funciones. Durante el encuentro se
analiz6 el conocimiento especializado de futuros docentes de matematicas desde el modelo
MTSK (Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge), buscando articular los aspectos
disciplinares y didacticos implicados en la evaluacion. Al inicio se realizé una revision breve del
protocolo anterior, en la cual se efectuaron ajustes de redaccion y coherencia para mejorar su
claridad.

Posteriormente, se llevo a cabo la lectura detallada del item y de sus componentes (tema,
indicador, dominios y subdominios, enunciado, opciones de respuesta, analisis de distractores,
capsula de aprendizaje y aclaraciones finales), centrados en determinar si la temperatura puede
considerarse en funcion del tiempo. El relator sustentd la pertinencia de los dominios y
subdominios seleccionados. Finalmente, se discuti6 la posible incorporacion del dominio del
conocimiento pedagdgico del contenido (PCK), con el fin de valorar si era conveniente ampliar
el alcance didéactico del item.

Tema y desarrollo

El eje de la sesion se centrd en la validacion del item orientado a distinguir entre el
concepto de funcion y relacion, asi como en la revision de la coherencia de los dominios y
subdominios seleccionados y de sus descripciones. También se analizo la posibilidad de ampliar

la clasificacion para fortalecer el alcance evaluativo del instrumento.
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La sesion inicid con la revision del protocolo 2, en la cual se realizaron ajustes puntuales
de redaccion. Posteriormente, el relator presenté de manera organizada el item y cada uno de sus
componentes. Al revisar la capsula de aprendizaje, se analiz6 el video inicialmente propuesto y
el equipo consider6 que podria resultar demasiado basico para el nivel académico. Por esta razon,
se sugirid incorporar un recurso audiovisual mas acorde con el nivel académico al que esta
dirigido el instrumento y complementar la cépsula con herramientas de geometria dindmica
(GeoGebra).

Posteriormente se abordo el analisis de los dominios y subdominios. El relator argumentd
que, por la exigencia cognitiva del item, se mantuvo su clasificacion en el dominio MK. Respecto
al subdominio KOT, se justificé su inclusion en la categoria de definiciones, propiedades y
fundamentos, dado que el item busca que los futuros docentes comprendan la definicién formal
de funcion y la propiedad de unicidad (a cada valor de la variable independiente le corresponde
un Unico valor de salida). También se considero la categoria de registros de representacion, ya
que el item exige interpretar la relacion en forma algebraica y grafica mediante la prueba de la
recta vertical.

En el subdominio KSM se mantuvo la categoria de conexiones auxiliares, puesto que el
item requiere relacionar la expresion algebraica con su representacion grafica y con la definicion
formal de funcidn, el subdominio ya corregido quedaria de la siguiente manera. Por su parte, en
el subdominio KPM se incluy6 la categoria de formas de validacion y demostracion, debido a
que el item exige justificar la respuesta mediante razonamiento algebraico y analisis grafico.
Ademas, se consider6 el papel de los simbolos y del lenguaje formal, por el uso del simbolo =+,

la notacion de pares ordenados, el producto cartesiano y la notacion de conjuntos.
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Con base en este analisis se dio por finalizado el proceso de validacion del item, quedando
como compromiso del relator realizar los ajustes acordados. Asimismo, se defini6 el calendario
de trabajo para las siguientes sesiones. Se acordd que, durante el mes de marzo, en lugar de
realizar una sesion semanal, se llevaran a cabo dos sesiones por semana, los miércoles y los
viernes. Esta decision se tomo con el propdsito de destinar el siguiente mes exclusivamente a la
elaboracion del capitulo 4 (conclusiones) y a la culminacion de la investigacion.

Conclusiones

La sesion permitio validar y ajustar el tercer item sobre la diferenciacion entre funcion y
relacion, verificando la coherencia entre la intencion evaluativa, el enunciado y los fundamentos
matematicos involucrados. Se considerd adecuada la clasificacion del item en los subdominios
del modelo MTSK y se decidié mantener su ubicacion unicamente en el dominio matematico
MK.

Ademas, se acordo fortalecer la capsula de aprendizaje mediante recursos audiovisuales
y herramientas de geometria dindmica acordes con el nivel de formacion de los futuros docentes.
Evaluacion y Proyeccion

La sesion se desarrolld de manera organizada y participativa, evidenciando un trabajo
colaborativo que favorecid el analisis critico del item y la toma de decisiones fundamentadas en
el modelo MTSK. La dinamica del Seminario Aleman permitid revisar con rigor los
componentes del item e identificar ajustes necesarios. En general, se cumplieron los objetivos
propuestos. Como proyeccion, el relator realizara los ajustes acordados en la redaccion del item,
la cépsula de aprendizaje y la presentacion de los recursos didécticos. Asimismo, se continuara

con la revision de los demads items y con la organizacion del calendario de trabajo, con el fin de
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avanzar hacia la consolidacion del instrumento y la elaboracion del capitulo de conclusiones del
trabajo de grado.
Continuidad de la sesion

Para la proxima sesion, programada para el miércoles 27 de febrero de 2026, el protocolo
correspondiente serd compartido con antelacion, con el fin de que todos los participantes puedan
revisarlo previamente. Esto permitird optimizar el tiempo de la reunion, destindndolo
exclusivamente a su aprobacion. Posteriormente, se iniciard la exposicion y explicacion del
siguiente item, a cargo del estudiante Diego Alonso Santiago Villar, quien abordara el segundo
item del tema de limites.

4.4. Protocolo No. 04

Fecha: 27 de febrero de 2026

Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Diego Alonso Santiago Villar

Protocolante: Anamaria Rodriguez Capera

Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion

La presente sesion se desarrolla bajo la metodologia del Seminario Aleman, cuyo
proposito fundamental es la validacion y el refinamiento del segundo item correspondiente a la
unidad tematica de Limites. El andlisis del item se articula desde las dimensiones pedagdgica

(PCK) y disciplinar (MK), empleando como marco analitico el modelo de (MTSK). En
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particular, la sesion se centra en la aplicacion técnica de los limites al infinito en un contexto de
modelacién quimica.

La dindmica de la sesion se llevo a cabo de la siguiente manera: Se inici6 con la lectura
integral del item, detallando sus componentes fundamentales: eje tematico, indicador de logro,
enunciado, opciones de respuesta, distractores y capsula de aprendizaje. El problema aborda
especificamente la concentracion de una sustancia dentro de un reactor quimico. Una vez leido
el item, se verifica si los dominios (MK y PCK) y subdominios seleccionados (KOT, KMS,
KPM, KFLM y KMT) tienen coherencia con la situacion planteada. Durante esta fase, el relator
sustentd la pertinencia de dichas categorias, permitiendo realizar ajustes de fondo para precisar
la clasificacion teorica.

Para finalizar se someti6 a debate la redaccion del enunciado y la eficacia de las
respuestas. Se determiné la necesidad de reformular la pregunta y la opcién “a” de la respuesta
para asegurar que el nivel de complejidad y formalismo sea coherente con las exigencias del
ambito universitario, por ende, al ser corregida la respuesta se debe hacer nuevamente la
explicacion de su distractor. La sesion concluyd con una revision de la precision terminologica
y tipografica. El proceso fue validado mediante las observaciones finales del director de tesis,

consolidando asi la version definitiva del item.

Tema y desarrollo
En el primer segmento de la sesion, el relator introduce el segundo item enfocado en el
concepto de limites al infinito. El desarrollo se sustenta en el modelo MTSK, detallando la

movilizacion de dominios como el MK y el PCK con especial énfasis en subdominios como el
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KOT para los fundamentos y procedimientos, y el KFLM para anticipar las dificultades de
aprendizaje de los estudiantes. El item presentado utiliza un contexto de modelacién quimica
para analizar la concentracion de una sustancia en un reactor a lo largo del tiempo, planteando
una situacion donde un estudiante asume errdneamente que, si el tiempo crece indefinidamente,
la concentracion también lo hara, para ello se tiene en cuenta la siguiente funcién que modela lo
descrito.

4t2 + 10
t2+5t+8

C(t) =
A partir de alli, se discuten diferentes estrategias de intervencion docente, desde la
aplicacion de reglas de grados hasta el anélisis estructural y grafico. En este primer segmento de
la sesion, el relator realiza una lectura integral y de corrido de todos los componentes del item
(tema, indicador, enunciado, distractores y capsula) para contextualizar la propuesta antes de
profundizar en su fundamentacion técnica, en este momento también se resalta la eleccion del
video que se tomo para hacer la explicacion en la capsula de aprendizaje, justificando que en este
se explica de manera clara cada paso que se necesita y debe tenerse en cuenta para resolver un
problema de este tipo. Tras esta exposicion general, se da paso al analisis detallado de la tabla
de dominios y subdominios, donde se justifica la movilizacion de conocimientos bajo el modelo
MTSK.
En primer lugar, se procedio con el examen del subdominio KOT, en el cual se destacd
la solidez y el nivel de detalle alcanzado por el relator al exponer las categorias asociadas:
procedimientos, definiciones, propiedades, registros de representacion y fenomenologia del

concepto de limites. Durante el debate académico, tanto los asistentes como el director de tesis

coincidieron en que la caracterizacion de este subdominio fue precisa y guardd una coherencia
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integral con el item planteado; por consiguiente, se determind que no se requerian correcciones
de fondo ni modificaciones sustanciales en esta seccion. Esta validacion ratifica que el sustento
disciplinar del item posee el rigor necesario para explicar el comportamiento asintdtico de la
funcion cuando la variable tiende al infinito, consolidando su clasificacion teodrica sin necesidad
de ajustes adicionales.

Posteriormente, se procedid con la validacion del subdominio KSM. En esta instancia, el
relator fundamentd la seleccion de la categoria Conexiones basadas en la simplificacion,
argumentando que el disefo del item exige reconocer el calculo de un limite al infinito como la
herramienta analitica fundamental para simplificar el estudio del comportamiento de una funcion
racional compleja. De este modo, la resolucion del problema permite transitar desde el andlisis
algebraico detallado hacia la comprension simplificada del concepto de asintota horizontal,
evidenciando asi la conexion estructural entre el calculo infinitesimal y la geometria analitica.

Para finalizar en andlisis del MK, se present6 el subdominio KPM, la sesion permitid
validar que el relator posee un conocimiento profundo sobre el modo en que se produce y justifica
el conocimiento matematico en el contexto de los limites. Durante el desarrollo de la discusion,
se resaltod que el item exige un nivel de formalismo y validacion que trasciende la simple intuicion
numérica, obligando al estudiante a emplear métodos algebraicos rigurosos para demostrar el
comportamiento de la funcion. Al igual que en casos anteriores, los asistentes y el director de
tesis consideraron que la eleccion de las categorias enfocadas en las formas de validacion,
demostracion y los procesos asociados a la resolucion de problemas era plenamente coherente

con la situacion planteada.
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Sin embargo, surgié6 como consenso académico la necesidad de incorporar la categoria
"Papel de los simbolos y uso del lenguaje formal". Esta decisién se fundamenta en que cada
componente del item emplea una rigurosidad terminoldgica y simbolica esencial para la
comprension del calculo a nivel superior. La simbologia matematica no es meramente accesoria,
sino que articula toda la situacion: desde la definicion de la funciéon y la asignacion de una
variable independiente (t) con significado contextual, hasta el uso preciso de la notacién de
limites y la representacion de tendencias al infinito en expresiones racionales. Asi, el manejo del
lenguaje formal se convierte en una practica matematica explicita que el item busca evaluar y
que el profesor debe dominar.

Acto seguido, el analisis se desplazo hacia el dominio correspondiente al PCK, iniciando
con el examen del KFLM. Tras la exposiciéon del relator y el posterior intercambio de
perspectivas, se determind por consenso que este apartado no requeria ajustes, dado que las
categorias propuestas reflejaban con precision las caracteristicas del aprendizaje y las posibles
dificultades de los estudiantes frente al concepto de limites.

Finalmente, se procedido a la validacion del subdominio KMT. Tras el andlisis, se
determiné la supresion de la categoria “Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos”, al considerar
que los elementos que la componen no se manifestaban de forma explicita en el item. En su lugar,
se ratificd la categoria de “Recursos didacticos (fisicos y digitales)”, fundamentada en la
integracion de representaciones graficas dindmicas disefiadas mediante el software GeoGebra,
las cuales son fundamentales para la visualizacion del comportamiento de la funcion.

Tras concluir la fase de analisis y validacion de los dominios y subdominios del modelo

MTSK, se procedid a la revision técnica del enunciado con el fin de evaluar su claridad,
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coherencia y precision comunicativa. Durante esta etapa, se identific6 que la formulacion inicial
¢ Cual de las siguientes intervenciones es mas adecuada? presentaba una ambigiiedad relativa.
Aunque una de las opciones de respuesta poseia un sustento matematico superior y era
plenamente correcta, la pregunta permitia interpretaciones subjetivas sobre el grado de
'adecuacion’ de las demds. En consecuencia, se determind reformular el interrogante para
otorgarle un mayor rigor académico y asegurar que el estudiante identifique la respuesta
basdndose en fundamentos disciplinares so6lidos. El enunciado reestructurado se presenta a
continuacion:

“sCual de las siguientes intervenciones satisface el proposito de enserianza de este
enunciado?”

Asimismo, se dio por terminada la sesion con la discusion sobre la pertinencia de la
opcion de respuesta “a” con el fin de verificar si su nivel de formalismo era coherente con las
exigencias académicas de la poblacion a la que se dirige el instrumento. Dado que se buscaba
alcanzar un estdndar universitario mas avanzado, se procedid a su reestructuracion y
optimizacién terminoldgica. Como consecuencia directa de este ajuste en la respuesta fue
necesario modificar también el distractor asociado para mantener el equilibrio y la validez del
item.

Conclusiones

A modo de cierre, la sesion de validacion permitid consolidar el item no solo como un
instrumento de evaluacion procedimental, sino como una herramienta integral que moviliza el
conocimiento especializado del profesor de matematicas. El analisis exhaustivo de los dominios

MK y PCK ratificé que el item posee un sustento desde una vision puramente algoritmica hacia
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una comprension estructural del limite al infinito (vinculada a la estabilidad de sistemas fisicos)
demuestra que el item cumple con el rigor académico requerido para el nivel universitario.
Evaluacion y Proyeccion

El proceso de evaluacion de la sesion destaca el valor fundamental del trabajo
colaborativo, donde la escucha activa y la libre expresion de ideas permitieron una mejora
sustancial del item. La dindmica grupal enriqueci6 el anlisis al integrar distintos puntos de vista,
lo que facilito la identificacion de areas de mejora que podrian pasar inadvertidas de forma
individual, resultando en correcciones mas precisas, pertinentes y veridicas. En este contexto, el
rol del relator fue determinante, demostrando un dominio disciplinar s6lido que garantizd que
las explicaciones y los didlogos generados fueran acertados, claros y fluidos.

Esta sinergia entre el expositor y el grupo de expertos no solo validoé el contenido
matematico, sino que fortaleci6 la coherencia pedagogica del reactivo. Como proyeccion para
futuras sesiones, se busca capitalizar esta experiencia de coevaluacion para que los proximos
items presentados cuenten con estructuras aun mas refinadas desde su planteamiento inicial,
integrando desde el principio las exigencias del modelo MTSK y los estandares de rigor
comunicativo discutidos en este encuentro.

Continuidad de la sesion

Con el fin de dar continuidad al desarrollo del seminario, se acord6 que, para la proxima
sesion, programada para el miércoles 04 de marzo de 2026, el protocolo correspondiente sera
compartido con antelacion. Esto permitird que todos los participantes lo revisen previamente,

con el propdsito de optimizar el tiempo durante la sesion, destinando Uinicamente a su aprobacion.
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Posteriormente, se iniciara la exposicion y explicacion del segundo item de derivadas a cargo de
la estudiante Anamaria Rodriguez Capera.

4.5. Protocolo No. 05

Fecha: 04 marzo de 2026

Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Anamaria Rodriguez Capera

Protocolante: Johan Smith Salazar Giraldo

Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion

Con el proposito de continuar con las sesiones, se desarrolld la actividad bajo la
metodologia del seminario alemén, cuyo objetivo fue revisar y fortalecer un item didactico
relacionado con la definicion de la derivada y su interpretacion geométrica y algoritmica. Este
analisis se realizd considerando tanto la dimension matematica como la pedagogica, tomando
como referente el modelo MTSK (Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge). Para ello, se
estableci6 una dindmica de trabajo que inici®6 con una lectura continua del item sin
interrupciones, seguida de un analisis de los dominios y subdominios del modelo, y finalizé con
una revision critica de la redaccion del enunciado y de la pertinencia de los distractores.

Durante la discusion se presentd el caso de un estudiante (Andrés) que comete errores
tipicos como sustitucion directa, confusion entre rectas secantes y otras rectas de la grafica, y
malinterpretaciones sobre indeterminacion y existencia de la derivada, lo que permiti6 evaluar

en detalle los distractores A, B y C. En compaiiia del grupo se propuso y acordd ajustes
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editoriales para eliminar afirmaciones incorrectas y precisar que la derivada en un punto es el
limite de las pendientes de rectas secantes que tienden a la tangente; ademas se recomendo incluir
recursos graficos y precisar el transito secante-tangente. Se debatid la necesidad de justificar
formalmente por qué el limite define la pendiente de la tangente, el uso adecuado de simbolos y
funciones, y la construccion de definiciones mediante condiciones necesarias y suficientes para
evitar respuestas mecanicas. En conjunto, la sesion permitié consolidar y clarificar categorias
conceptuales y proyectar mejoras concretas para la incorporacion de los protocolos en el trabajo
de grado.
Tema y desarrollo

La sesion se centr6o en el estudio de la definicion de la derivada como cociente
incremental y su significado geométrico, particularmente la interpretacion de la derivada en un
punto como el limite de las pendientes de las rectas secantes que se aproximan a la recta tangente.
Durante la sesion se reviso el item en el que planteaba una situacion de clase sobre una profesora
que les muestra a sus estudiantes la definicion formal de derivada y les solicita interpretarla. A
partir de la respuesta de un estudiante que presenta ideas parcialmente incorrectas como pensar
que la derivada se obtiene por simple sustitucion o que corresponde a la pendiente de cualquier
recta en la grafica, los participantes de la sesién analizaron las posibles retroalimentaciones del
docente y se discutid cual seria la opcidon mas adecuada. En este proceso se revisaron los
distractores del item, identificando los errores conceptuales presentes en cada alternativa y
justificando por qué solo una respuesta permite corregir adecuadamente las ideas del estudiante.

Seguido, se realizd el proceso de revision y ajuste del enunciado, la redaccion de las

respuestas y la coherencia entre la interpretacion analitica y la geométrica de la derivada. Se
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corrigieron algunas imprecisiones relacionadas con el uso de los términos recta secante y recta
tangente, enfatizando que la derivada en un punto corresponde al limite de las pendientes de las
rectas secantes cuando los puntos se aproximan, lo que da lugar a la pendiente de la recta
tangente.

Finalmente, se inici6 con el analisis de los dominios y subdominios del MTSK, asi como
las categorias asociadas y la descripcion de ellas en el item. En primer lugar, se abordé el KOT,
donde se valida la categoria asociada de definiciones, propiedades y fundamentos, la cual
describe que el ejercicio exige comprender la definicion formal de derivada como limite. En este
subdominio también se discutié la importancia de que los estudiantes comprendan conceptos
como limite, diferenciabilidad, recta tangente y razén de cambio, asi como la relacion entre la
expresion algebraica del cociente y su interpretacion geométrica en la grafica de una funcion.
También se considerd que este dominio implica reconocer que la derivada en un punto no es
simplemente un procedimiento de calculo, sino un concepto fundamentado en la idea de
aproximacion mediante rectas secantes que convergen hacia una recta tangente.

En cuanto al subdominio KSM, se valido su presencia a través de conexiones auxiliares,
ya que el ejercicio requiere la articulacion de la definicion de derivada con otros conceptos
previamente estudiados, como el limite, la continuidad y la variacion de una funcion. De esta
manera, el item promueve que el estudiante establezca conexiones conceptuales entre distintos
contenidos del calculo diferencial y comprenda que la derivada surge como una extension del
estudio de los limites.

También se analizo el KPM, donde se valida la categoria de las formas de validaciéon y

demostracion, ademas se sugiere agregar la categoria de condiciones necesarias y suficientes



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 71

para generar definiciones, ya que el ejercicio invita a justificar por qué la derivada se interpreta
como la pendiente de la recta tangente y por qué no puede obtenerse inicamente mediante una
sustitucion directa en el cociente y se plantea introducir otra categoria que es la de simbolos y

uso del lenguaje formal, puesto que la discusion se centrd en la necesidad de comprender que el
. . . . .y . 0 . .
cociente incremental suele generar una indeterminacion del tipo o lo que obliga a aplicar

procesos de simplificacion y posteriormente calcular el limite.

Asimismo, se hizo énfasis en el KFLM, en este aspecto se aprueba la categoria
relacionada con las fortalezas y dificultades que suelen aparecer en el concepto de la derivada,
como la tendencia de algunos estudiantes a pensar que la derivada se obtiene Unicamente
sustituyendo en la expresion o la confusion entre la recta tangente y la recta secante, por ello, el
andlisis del item permite anticipar errores frecuentes y disefiar retroalimentaciones que orienten
al estudiante hacia una comprension mas profunda del concepto. Ademas, se plantea agregar la
categoria sobre las formas de interaccion del alumno con un contenido matematico.

Finalmente, se discutié6 el KMLS, considerando el nivel de desarrollo conceptual o
procedimental, donde se espera que los estudiantes tengan una comprension profunda y no
procedimental, en ese sentido, el docente en formacidon ademas de aplicar el concepto debe ser
capaz de explicarlo y apropiarse de la tematica.

Conclusiones

La discusion permitio reconocer la importancia de que la ensefianza de la derivada no se
limite a procedimientos algebraicos, sino que incluya la comprension conceptual de su definicion
y su interpretacion geométrica. Asimismo, se evidencid que muchos errores de los estudiantes

provienen de interpretaciones parciales del concepto, como asociar la derivada inicamente con



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 72

un procedimiento de calculo o confundir la recta tangente con rectas secantes. El analisis de este
item permiti6 mejorar la claridad del enunciado y de las respuestas, confirmando que las
alternativas realmente permitan identificar las dificultades conceptuales de los estudiantes.
Evaluacion y Proyeccion

La sesion resulto pertinente para el fortalecimiento del analisis didéactico del item, ya que
permitid abordar de manera articulada tanto la dimensién matematica como la pedagdgica del
concepto de derivada. El trabajo colectivo facilité la identificacion de imprecisiones
conceptuales en el enunciado y en los distractores, asi como la revision critica de los errores
frecuentes que suelen presentar los estudiantes al interpretar la definicion formal de derivada. En
particular, la discusion en torno al caso del estudiante permitio reconocer dificultades
recurrentes, como la tendencia a realizar sustituciones directas en el cociente incremental, la

confusidén entre rectas secantes y tangentes, y la interpretacion inadecuada de la forma
. . 0 ., ., S S .
indeterminada p En general, la sesion favorecio la consolidacion de una version mas precisa del

analisis del item y permitié profundizar en la comprension de las categorias del modelo MTSK
aplicadas al estudio del concepto de derivada.

Como proyeccion del trabajo realizado, se plantea continuar con el proceso de revision y
fortalecimiento de los items didacticos que haran parte del trabajo de grado, procurando mantener
la coherencia entre el disefio de las preguntas, los objetivos de aprendizaje y las categorias del
modelo MTSK. En particular, se sugiere profundizar en la construccion de distractores que
reflejen de manera mas explicita las concepciones erroneas de los estudiantes, de modo que el
item no solo evalue procedimientos, sino que también permita identificar el nivel de comprension

conceptual del contenido. De igual manera, se propone incorporar de manera mas sistematica
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representaciones graficas y situaciones de interpretacion que favorezcan la articulacion entre las
perspectivas algebraica y geométrica de la derivada. Esto contribuiré a fortalecer la comprension
del transito entre la recta secante y la recta tangente, aspecto fundamental en la construccion del
significado del concepto.
Continuidad de la sesion

De cara a la sesion prevista para el viernes 06 de marzo de 2026, el protocolo serd
distribuido con anticipacion entre los participantes para que puedan revisarlo previamente. Esto
permitird que, durante el encuentro, el tiempo se utilice principalmente para su validacion. Una
vez realizado este proceso, se dara paso a la presentacion y andlisis del siguiente item,
responsabilidad del estudiante Johan Smith Salazar Giraldo, quien abordara el tema relacionado
con el concepto de funcion.

4.6. Protocolo No. 06

Fecha: 6 de marzo de 2026

Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Johan Smith Salazar Giraldo

Protocolante: Diego Alonso Santiago Villar

Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion
La sesion se desarrolld bajo la metodologia del Seminario Aleman, con el proposito de
revisar y ajustar el segundo item de la unidad de funciones, analizando su estructura, los

distractores y la clasificacion de los dominios, subdominios y categorias desde el modelo MTSK
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(Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge). En un primer momento se realizo la lectura
del protocolo de la sesion anterior. Durante esta revision se efectuaron algunos ajustes de
redaccion y de sentido para mejorar la claridad del documento. Asimismo, se dejé como
compromiso del protocolante completar el apartado de evaluacion y proyeccion, ya que este no
se habia desarrollado en el protocolo anterior.

Posteriormente, se inicio la revision detallada del item, mediante una lectura continua
realizada por el relator. A lo largo de esta lectura se discutieron algunos aspectos relacionados
con la redaccion de los distractores, la capsula de aprendizaje y la pertinencia de los dominios y
subdominios propuestos en el analisis del item.

Tema y desarrollo

La sesion se centrd en la revision del item propuesto, asi como en el andlisis de los
dominios, subdominios y categorias utilizados para su clasificacion dentro del modelo MTSK.
Inicialmente, el relator realizd la lectura completa del item el cual se propuso un caso de estudio
que involucrd una funcidn cuadratica y la identificacion de su valor maximo. Durante este
proceso se identificod que los distractores presentaban un error en el orden en el que estaban
organizados, por lo cual se procedié a reorganizarlos. Ademas, se realizoé un ajuste en uno de
ellos, ya que incluia una afirmacion adicional que no era necesaria para el propdsito del analisis.
En su version inicial, el distractor sefialaba que el futuro licenciado en matematicas confirmaba
que el valor maximo de la funcion era 5 cuando x = 2 y daba por terminado el analisis del
gjercicio. Sin embargo, se considerd mas pertinente simplificar la redaccion, dejando inicamente
la idea de que el estudiante reconoce el resultado correcto, pero no profundiza en la explicacién

del concepto ni en el significado matematico del maximo dentro de la funcion.
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Posteriormente se revisoé la capsula de aprendizaje. En este punto se propuso utilizar una
herramienta de geometria dindmica elaborada en GeoGebra por el relator. Esta herramienta
permite modificar los valores de los coeficientes a, b y ¢ de una funcion cuadratica y observar
de manera dinamica la grafica correspondiente. Durante la discusion se sugirid mejorar la
herramienta para que, ademas de mostrar la grafica, permita visualizar algunos puntos de interés
de la funcion cuadratica, como el vértice y los puntos de corte con los ejes. Asimismo, se
recomendd que la expresion algebraica de la funcion sea visible de forma explicita dentro del
recurso. El relator qued6 encargado de realizar estas modificaciones. Posteriormente se inicio la
lectura y discusion de los dominios, subdominios y categorias propuestas para el andlisis del
item.

En primer lugar, se revisd el subdominio KoT (Knowledge of Topics). En este se
propusieron tres categorias: definiciones, propiedades y fundamentos; Significados; y Registros
de representacion. La primera categoria fue aprobada sin dificultad, ya que el item requiere
reconocer propiedades relacionadas con el médximo de una funcidn cuadratica. En cuanto a la
categoria de Significados, se generd un espacio de discusion, debido a que inicialmente se
justificaba su uso relacionando el punto maximo con el punto mas alto de la grafica. No obstante,
se sefiald que esta categoria se vincula de manera mas adecuada con el concepto de vértice de la
funcion cuadratica y con el significado que este adquiere segun el signo del coeficiente a, es
decir, cuando la parabola abre hacia arriba o hacia abajo. Finalmente, la categoria de Registros
de representacion también fue aprobada, aunque se sugirid complementar su descripcion

indicando de manera explicita los diferentes registros que intervienen en el item.
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Posteriormente se analiz6 el subdominio KSM (Knowledge of the Structure of
Mathematics). En este caso se habia propuesto la categoria Conexiones de simplificacion. Sin
embargo, tras la discusion se concluy6 que en el item no se evidenciaba de manera clara el uso
de este tipo de conexion, por lo que se decidid no incluir este subdominio dentro del analisis
final. En relacién con el subdominio KPM (Knowledge of Practices in Mathematics),
inicialmente no se habia propuesto ninguna categoria. No obstante, durante la discusion se
considerd pertinente incorporarlo mediante la categoria de Papel de los simbolos y uso del
lenguaje formal, ya que el item requiere interpretar y utilizar adecuadamente la notacion
matematica asociada a la funcion cuadratica y a sus elementos.

Seguidamente se revisd el subdominio KMLS (Krnowledge of Mathematics Learning
Standards). En este caso se propuso la categoria de Nivel de desarrollo conceptual o
procedimental esperado, la cual fue aprobada por el grupo. Se argumenté que en el item el
estudiante logra aplicar el procedimiento para encontrar el resultado, pero no otorga sentido al
proceso ni al concepto involucrado, lo cual permite analizar el nivel de comprension esperado
en este tipo de situaciones. Finalmente, se analizé el subdominio KFLM (Knowledge of Features
of Learning Mathematics), en el cual inicialmente se propusieron tres categorias: Fortalezas y
debilidades en el aprendizaje matematico, Formas de interaccion del alumno con un contenido
matematico, y Aspectos emocionales del aprendizaje de las matematicas. Durante la discusion
se decidio eliminar la primera categoria, ya que su uso no resultaba suficientemente claro y podia
generar confusion con la segunda. En consecuencia, se optd por mantener unicamente la
categoria Formas de interaccion del alumno con un contenido matematico. De igual manera, se

reviso la categoria relacionada con los aspectos emocionales, pero se decidié no incluirla, dado
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que en el item no se evidencia una afectacion emocional del estudiante; por el contrario, el
estudiante llega al resultado correcto, aunque sin comprender completamente el concepto
involucrado.

Las correcciones finales pueden consultarse en el item 2 de la seccidén de funciones.
Conclusiones

La sesion permitio revisar y ajustar diferentes elementos del item, particularmente la
redaccion de uno de los distractores y la organizacion de las opciones de respuesta. Asimismo,
se realizaron sugerencias para mejorar la capsula de aprendizaje mediante el uso de herramientas
de geometria dindmica que permitan visualizar de manera mas clara las caracteristicas de la
funcién cuadratica. De igual manera, se llevd a cabo un analisis detallado de los dominios,
subdominios y categorias del modelo MTSK asociados al item, lo cual permitid realizar algunos
ajustes en su clasificacion. Como resultado de la discusion, se redefinieron algunas categorias,
se eliminaron aquellas que no se evidenciaban claramente en el ejercicio y se incorporaron otras
que fortalecen el analisis del conocimiento especializado del futuro docente.
Evaluacion y Proyeccion

La sesion se desarrolld de manera organizada y participativa, permitiendo un analisis
detallado de los distintos componentes del item. La discusion entre los participantes facilito la
identificacion de aspectos que requerian ajustes, especialmente en la redaccion de los distractores
y en la clasificacion de los subdominios del modelo MTSK. Como proyeccion, el relator realizara
las modificaciones acordadas en la capsula de aprendizaje, particularmente en la herramienta de

GeoGebra, con el fin de que esta permita visualizar de manera mas completa los elementos
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relevantes de la funcion cuadratica y en la seccion de dominios, subdominios y categorias

asociadas.

Continuidad de la sesion

Para la proxima sesion, la presentacion del siguiente item estara a cargo del estudiante
Diego Alonso Santiago Villar, quien abordara el tercer item del tema de limites. La sesion se
llevara a cabo el miércoles 11 de marzo de 2026.

4.7. Protocolo No. 07

Fecha: 11 de marzo de 2026

Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Diego Alonso Santiago Villar

Protocolante: Johan Smith Salazar Giraldo

Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion

La reunién tuvo como proposito revisar y ajustar el protocolo nimero 6 y analizar la
clasificacion pedagdgica de items dentro del modelo MTSK. Se ley6 y corrigié el protocolo
existente. A continuacion, se revisaron dominios y subdominios del modelo (KOT, KSM, KPM,
KMLS, KFLM), aprobando y eliminando categorias segin su pertinencia y sefialando la
necesidad de complementar descripciones y registros de representacion. La discusion central fue

la revision pedagdgica de un item sobre limites, proponiendo mover su enfoque hacia la
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modelacién grafica (con applet o imagen) y ajustar enunciados y opciones para que los
estudiantes exploren variaciones de constantes; también se identificaron tres niveles de respuesta
estudiantil y se propuso eliminar la categoria de "fortalezas y debilidades" con las descripciones
de interacciones y niveles de desarrollo. Finalmente se acordaron tareas y la responsabilidad de
modificacion del item.
Tema y desarrollo

La sesion se centrd en la revision del tercer item que corresponde al concepto de limites
trigonométricos, asi como en el analisis y ajuste de los dominios, subdominios y categorias desde
el modelo MTSK. El item tenia como objetivo evaluar la comprension del limite:

- sen(x)
lim =
x—0 X

En la resolucion de la expresion:

sen(3x)
x>0  3x

A partir de la revision del item, de sus distractores y de la capsula de aprendizaje, se
discutieron los subdominios inicialmente propuestos y se realizaron ajustes en algunas categorias
y descripciones para hacerlas més coherentes con la intencion didéctica de la situacion.

Inicialmente, se reviso el subdominio KOT, en el cual se mantuvieron las tres categorias
que inicialmente estaban propuestas, es decir, se mantuvo la categoria de procedimientos,
definiciones, propiedades y sus fundamentos y los registros de representacion. Los participantes
consideraron que estas categorias resultaban pertinentes, ya que el item exige reconocer el limite

notable, transformar algebraicamente la expresion y a partir del ajuste en la capsula de
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aprendizaje, incorporar también una exploracion grafica mediante GeoGebra que permita
relacionar el registro simbdlico con el registro grafico.

Seguidamente, se analizé el subdominio KSM, inicialmente se habian propuesto las
categorias conexiones basadas en la simplificacion y conexiones auxiliares. Durante la discusion,
se concluyd que ambas categorias fueron sélidas y justificadas en el item, dado que el estudiante
debe transformar una expresion particular para conectarla con limite general conocido. También,
se pudo argumentar una relacion entre trigonometria, algebra y limites, se consider6é que dicha
conexion era auxiliar.

A continuacion, se reviso el subdominio KPM, en la discusién se sefialé que, aunque
inicialmente se habia mencionado la posibilidad de incluir formas de validacion y demostracion,
esta categoria no resultaba suficientemente evidente en el item, ya que el estudiante no esta
validando formalmente frente a las respuestas dadas. Por esta razon, se considerd6 mantener
unicamente la categoria papel de los simbolos y uso del lenguaje formal, la cual si se ajusta al
ejercicio.

En ese orden, seguimos revisando el subdominio KFLM, donde inicialmente se habian
considerado las categorias fortalezas y debilidades en el aprendizaje matematico y formas de
interaccion del alumno con un contenido matematico. Sin embargo, durante la discusion se
concluy6 que la descripcion de la categoria de fortalezas y debilidades se ajustaba mejor a la
descripcion de la interaccion del alumno con el contenido matematico, porque lo que realmente
se evidencia en el item es la manera en que los estudiantes interpretan la estructura del limite,
reconocen el limite notable y realizan o no la manipulacién algebraica requerida. En ese sentido,

se decidi6 eliminar la categoria de fortalezas y debilidades.
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Seguidamente, se analizé el subdominio KMT, en este caso, se mantuvieron las
categorias teorias de ensefianza de las matematicas y estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Sin
embargo, se ajusto la descripcion de la primera categoria, ya que se sefialdo que no bastaba con
mencionar de manera general el aprendizaje por descubrimiento. Se propuso, precisar que la
intervencion pedagdgica se apoya en una exploracion guiada, la modelacion y la generalizacion
a partir del uso de un recurso dinamico como GeoGebra, lo cual justifica mejor el disefio del item
y de la capsula de aprendizaje.

Finalmente, se revisd el subdominio KMLS, durante la discusion se considero la
posibilidad de incluir tanto resultado de aprendizaje esperado como el nivel de desarrollo
conceptual o procedimental esperado. Sin embargo, se determind que, aunque las respuestas de
los estudiantes permiten evidenciar distintos niveles de desempefio, la categoria mas pertinente
y solida para el analisis final del item es resultado de aprendizaje esperado, porque el proposito
principal es valorar si el estudiante logra aplicar adecuadamente el limite notable en otro

ejercicio.

Evaluacion y Proyeccion

Esta sesion avanz6 de manera ordenada y con buena participacion, donde se hizo un
analisis detallado de los distintos componentes del item presentado. Se destaca como aspecto
positivo el didlogo critico entre los participantes, ya que permitio revisar la coherencia entre el
proposito del item, la intervencidon pedagodgica esperada y la clasificacion de los dominios,
subdominios y categorias desde el modelo MTSK. Asimismo, se evidenci6 un avance importante
en la comprension de las diferencias entre categorias que inicialmente generaban ambigiiedad,

especialmente en los subdominios KSM, KPM, KFLM y KMLS. Sin embargo, se hizo evidente
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la necesidad de mejorar la organizacion y actualizacion del documento general, puesto que
algunos protocolos aun no han sido incorporados formalmente y persisten apartados
desactualizados que deben ajustarse a la version final del documento.

Como proyeccion para la siguiente sesion, el estudiante Diego Alonso Santiago Villar
realizard las modificaciones acordadas al item 3, especialmente la cdpsula de aprendizaje,
incorporando de manera mas explicita el uso del applet de GeoGebra como recurso para
promover la exploracion, la modelacion y la generalizacion del limite trigonométrico. También
se acordd que todos los integrantes deberan subir y actualizar los protocolos pendientes y
completar los apartados faltantes del documento final antes del viernes, de modo que el trabajo
pueda ser revisado integralmente y se elimine la informacién que ya no corresponde a la version
definitiva.

Continuidad de la sesion

Para la proxima sesion, la presentacion del siguiente item estara a cargo del estudiante
Anamaria Rodriguez Capera, quien abordara el tercer item del tema de derivadas. La sesion se
llevara a cabo el viernes 13 de marzo de 2026.

4.8. Protocolo No. 08

Fecha: 13 de marzo de 2026

Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Anamaria Rodriguez Capera

Protocolante: Diego Alonso Santiago Villar

Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo




CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 83

Introduccion

En la presente sesion de trabajo se llevo a cabo con el propdsito de continuar con la
revision y analisis de los items disefiados para el instrumento de la investigacion. En un primer
momento, se realizd una revision general del documento de la investigacion, con el fin de
verificar que este cumpliera con los lineamientos y exigencias establecidos por la universidad,
especialmente en lo relacionado con la estructura del documento, la organizacion de los
apartados y la coherencia entre las diferentes secciones del trabajo

Posteriormente, la sesion se orient6 al analisis del tercer item correspondiente al tema de
derivadas, el cual aborda el uso de la regla de la cadena dentro de un contexto de identificacion
de errores en el procedimiento realizado por un estudiante al derivar una funcion. A partir de la
lectura del item, se procedi6 a revisar sus diferentes componentes, tales como el enunciado, los
distractores, la capsula de aprendizaje y la aclaracion final, con el objetivo de determinar si estos
presentaban coherencia y claridad en relacion con el propdsito del ejercicio.

Asimismo, se dio inicio al proceso de andlisis del item desde las categorias del modelo
Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK), lo cual permitio discutir y justificar la
presencia o ausencia de los distintos subdominios y categorias asociadas al conocimiento
especializado del profesor de matemadticas. Este analisis se desarrolld6 mediante una discusion
colectiva entre los integrantes del grupo, en la cual se revisaron las categorias inicialmente
propuestas por el relator y se realizaron los ajustes pertinentes con el fin de lograr una
clasificaciéon mas precisa y fundamentada de los elementos presentes en el item.

Tema y desarrollo
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La sesion inici6 con la revision general del documento de investigacion, con el objetivo
de comprobar que la estructura del trabajo se ajustara a los requerimientos institucionales y que
cada apartado estuviera correctamente organizado. Posteriormente, se procedid con la lectura del
item 3, correspondiente al tema de derivadas. Este item tenia como tema principal el uso de la
Regla de la cadena. En el ejercicio se presentaba la resolucion realizada por un estudiante para
derivar la funcién f(x) = In(cos?(x))y se solicitaba que el profesor identificara en cuél de los
pasos propuestos por el estudiante se habia cometido un error. Luego de la lectura del enunciado,
se revisaron los distractores, la capsula de aprendizaje y la aclaracion final, apartados en los
cuales no se considerd necesario realizar modificaciones. Posteriormente se dio paso al andlisis
y discusion del item.

En primer lugar, se analiz6 el subdominio KOT. Inicialmente, el relator habia propuesto
unicamente la categoria procedimientos. Sin embargo, tras la discusion del grupo, se decidio
incluir también las categorias definiciones, fundamentos y propiedades, asi como registros de
representacion. La primera se incorpor6 debido a que en el item se hace uso de la definicion y
de las propiedades asociadas a la regla de la cadena, mientras que la segunda se afiadi6 porque
en el desarrollo del ejercicio se evidencian representaciones tanto verbales como algebraicas. En
relacion con el subdominio KSM, se determind que no se evidenciaba ninguna categoria
asociada, por lo que este subdominio no fue considerado dentro del analisis del item.

Seguidamente, se abord6 el subdominio KPM. En un inicio, el relator habia propuesto
unicamente la categoria papel de los simbolos y uso del lenguaje formal. No obstante, tras la
discusion, el grupo llegd al consenso de incorporar también la categoria jerarquizacion y

planificacion como forma de proceder en la resolucion de problemas matematicos, ya que en la
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aplicacion de la regla de la cadena es necesario seguir un orden ldgico de procesos para obtener
el resultado correcto.

Posteriormente se inici6 el andlisis del dominio PCK, comenzando por el subdominio
KFLM. En este caso se utilizd unicamente la categoria fortalezas y debilidades en el aprendizaje
matematico. Durante la discusion se aceptd esta categoria, realizdindose unicamente algunos
ajustes en la redaccion con el fin de mejorar la justificacion presentada.

En cuanto al subdominio KMT, inicialmente se habia considerado la categoria
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Sin embargo, durante la discusion se concluy6 que el
item no evidencia directamente una estrategia didactica utilizada por el profesor para ensenar el
tema, sino que se centra Unicamente en el analisis del procedimiento realizado por el estudiante.
Se coment6 que esta categoria podria aplicarse si el item planteara una situacion posterior al
examen, en la cual el docente tuviera que disefar una estrategia para evitar que el estudiante
repitiera el error. No obstante, dado que el item no contempla dicha situacion, se decidid no
incluir este subdominio en el analisis final. Finalmente, se reviso el subdominio KMLS, el cual
no habia sido propuesto inicialmente. Tras una nueva revision del item, se decidié incluirlo
mediante la categoria nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado, ya que el profesor
espera que el estudiante sea capaz de realizar de manera adecuada el procedimiento asociado a
la derivacion de la funcion.

Posteriormente se discuti6 si dentro de esta tltima categoria se evidenciaba unicamente
el desarrollo procedimental o también el desarrollo conceptual descrito en el item. Para ello se

intentd analizar la situacion desde una posible representacion grafica que permitiera identificar
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algin componente conceptual. No obstante, se concluy6 que la evidencia presente en el item se
orienta principalmente al desarrollo procedimental.

Conclusiones

Durante la sesion se realizé el analisis completo del item 3 del tema de derivadas, revisando su
correspondencia con las diferentes categorias del modelo Mathematics Teacher's Specialized
Knowledge (MTSK). A partir de la discusion colectiva se ajustaron varias de las categorias
inicialmente propuestas, ampliando el analisis en los subdominios KOT y KPM, asi como
incorporando el subdominio KMLS. Asimismo, se determin6 que los subdominios KSM y KMT
no presentaban evidencia suficiente dentro del item. Con esto se dio por finalizado el analisis
correspondiente al tercer item del tema de derivadas.

Evaluacion y Proyeccion

Se concluy6 la sesion con la revision completa del item analizado. El relator quedd
comprometido a realizar los ajustes correspondientes al item, teniendo en cuenta las correcciones
y sugerencias realizadas durante la reunion.

Continuacion de la sesion
Para la proxima sesion se llevara a cabo el andlisis del item 3 correspondiente al tema de

funciones, el cual estard a cargo del estudiante Johan Smith Salazar Giraldo. Esta sesion se
realizard el 18 de marzo de 2026.

4.9. Protocolo No. 09

Fecha: 18 marzo de 2026
Director y correlator: Jenny Patricia Acevedo Rincon

Relator: Johan Smith Salazar Giraldo
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Protocolante: Anamaria Rodriguez Capera
Participantes: Anamaria Rodriguez Capera, Diego Alonso Santiago Villar, Jenny Patricia

Acevedo Rincon y Johan Smith Salazar Giraldo

Introduccion

La sesion dio inicio con la lectura formal del tema y el indicador de desempefio
correspondientes al tercer y ultimo item de la unidad de Funciones. El foco central del analisis
fue el dominio en funciones compuestas, abordando en primera instancia la estructura y
formulacion del enunciado. Se preciso que las opciones de respuesta del reactivo estdn disefiadas
para reflejar la actuacion docente frente a las producciones de los estudiantes, incluyendo un
analisis detallado de los distractores y la construccion de la cépsula de aprendizaje.

En relacion con dicha capsula, se enfatizd la necesidad de integrar y explicar el método
del cementerio (diagrama de signos), dada su eficacia didactica para simplificar la comprension
de las restricciones del dominio en este tipo de ejercicios. Posteriormente, se abrié un espacio de
didlogo técnico para evaluar la pertinencia de incorporar una simulacion en GeoGebra como
recurso dindmico de apoyo para visualizar la composicion; no obstante, tras debatir su viabilidad,
el grupo determind no incluir recursos externos en esta etapa.

Finalmente, se procedio a la caracterizacion profunda del item a través de las categorias
del modelo MTSK. En este ejercicio, se identificaron y discutieron los subdominios del
Conocimiento de los Temas y el Conocimiento de la Estructura de las Matematicas,
vinculdndolos con el Conocimiento de la Practica Matematica. De igual forma, el andlisis

permitio visibilizar el Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas,
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el Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas y el Conocimiento de los Estandares de
Aprendizaje de las Matematicas que se movilizan al evaluar este contenido especifico.
Tema y desarrollo

La sesion inicid con la intervencion del relator, quien presentd el tercer item de la unidad
de Funciones, disefiado para evaluar el conocimiento docente sobre el dominio de funciones
compuestas. La apertura de la jornada se centro en la lectura del indicador de desempefio, el cual
subraya la capacidad del profesor para identificar, analizar y verificar las restricciones
algebraicas criticas que surgen al componer funciones, especialmente cuando intervienen
expresiones radicales y racionales. Una vez expuesto el indicador se procedi6 a leer el enunciado,
que plantea la situacion en la que un profesor les deja una tarea a sus estudiantes de determinar
la composicion f o g(x) de las funciones f(x) = Vx —2yde g(x) = ﬁel nucleo del item no
reside Unicamente en el calculo procedimental, sino en la evaluacion de una respuesta erronea
proporcionada por un estudiante ficticio. El objetivo es identificar la intervencion docente mas
pertinente para mediar dicho error. En este sentido, el grupo realizé un examen exhaustivo de las
cuatro opciones de respuesta, analizando como cada distractor refleja distintos niveles de
comprension pedagdgica y disciplinar ante los equivocos comunes en el manejo de desigualdades
y dominios restringidos. Luego se procede al dialogo de la capsula de aprendizaje, en esta el
relator comenta el interés de agregar un recurso en GeoGebra para apoyar su explicacion de la
composicion de funciones.

Tras un debate técnico prolongado sobre la pertinencia didactica de este software, el
equipo llegd al consenso de que, para este item en particular, el recurso resultaria meramente

decorativo. Se argumentd que el aprendizaje esperado en este nivel de complejidad es de
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naturaleza eminentemente algebraica y analitica, por lo que se decidié priorizar el rigor del
proceso simbolico sobre la representacion grafica. En su lugar, se acordd que la capsula debe
centrar su fuerza explicativa en el método del cementerio (diagrama de signos). Se justifico esta
eleccion debido a que este método organiza de manera légica y visual la resolucion de las
inecuaciones necesarias para hallar el dominio de la funcién compuesta, facilitando la
comprension de las regiones donde la funcion esta definida y evitando errores de célculo en las
restricciones.

Luego de haber agotado el analisis de la estructura del enunciado, la configuracion de la
capsula de aprendizaje y la ruta procedimental completa para la resolucion del problema, la
sesion transitd hacia su fase constitutiva: la caracterizacion del item a través de los dominios y
subdominios del modelo MTSK. En esta etapa, el equipo identifico y debati6 como cada
componente del reactivo moviliza categorias especificas del conocimiento especializado del
profesor, permitiendo una validacion tedrica profunda de la propuesta pedagogica.

El andlisis del conocimiento especializado inicid con el dominio del Conocimiento
Matematico (MK), centrandose especificamente en el subdominio de los Temas (KoT). Tras la
exposicion detallada por parte del relator, se procedid a la descripcion y validacion de las
categorias asociadas al item: procedimientos, definiciones, propiedades y fundamentos, y
registros de representacion.

El siguiente subdominio que se analizo fue el KSM, El foco del debate se centr6 en la
validacion de la categoria inicialmente propuesta por el relator: conexiones basadas en el
incremento de complejidad. Tras un andlisis critico por parte de los participantes, se cuestiono si

el item realmente exigia una profundizacion en las propiedades intrinsecas del concepto de
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funcién o si, por el contrario, movilizaba una estructura distinta. Los asistentes propusieron
rebatir la clasificacion inicial y situar la relacion dentro de la categoria de conexiones auxiliares.
El argumento central radic6 en que el item no busca “complicar” el objeto matematico “funcion”
para explorar dimensiones mas abstractas o generalizadas del mismo; mas bien, el ejercicio exige
la articulacion funcional de dos topicos distintos: la composicion de funciones y el algebra de
desigualdades. En este contexto, el conocimiento sobre inecuaciones y restricciones actia como
una herramienta o soporte necesario para alcanzar la solucion del problema principal.

Para finalizar con el andlisis de los dominios pertenecientes al Conocimiento Matematico,
se presentd la caracterizacion del subdominio KPM. Tras la exposicion del relator sobre las
categorias asociadas y sus respectivas descripciones, los participantes validaron la propuesta de
manera unanime. El grupo coincidi6 en que las categorias seleccionadas reflejan fielmente las
formas de proceder, argumentar y validar que se movilizan al resolver el item de funciones
compuestas.

Dando continuidad al anélisis, se procedi6 al abordaje del dominio del Conocimiento
Pedagogico del Contenido, iniciando con el subdominio KFLM. En esta fase, el relator justifico
la seleccion de la categoria 'formas de interaccion del alumno con un contenido matematico',
argumentando que el item esta disefiado especificamente para movilizar el conocimiento del
profesor sobre las estrategias, razonamientos y posibles obsticulos que surgen cuando el
estudiante intenta determinar el dominio de una funcidon compuesta. Se aclar6 que se propone

esta categoria puesto que el reactivo exige que el evaluado identifique la logica subyacente al

error del alumno (la confusidon entre composicidn e interseccion), permitiendo asi caracterizar el
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conocimiento que el docente posee sobre como los estudiantes asimilan las restricciones
algebraicas. Los participantes manifestaron su acuerdo con esta eleccion.

Al abordar el subdominio KMT, la discusion se centrd en la pertinencia de la categoria
inicialmente propuesta por el relator. Tras un analisis colectivo, se determino que la categoria de
recursos didacticos no resultaba la més adecuada para este item en particular, especialmente tras
haber concluido que el uso de GeoGebra no aportaba un valor cognitivo diferenciador frente al
proceso analitico requerido. En su lugar, el equipo argument6 que, dada la estrecha relacién con
las formas de interaccion identificadas previamente en el KFLM, la caracterizaciéon debia
orientarse hacia la categoria de estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Esta eleccion se justifica
en la necesidad de analizar como el docente utiliza el método del cementerio como una técnica
instruccional especifica y cdmo disena tareas de mediacion para corregir el error conceptual del
estudiante.

Finalmente, la caracterizacion del item concluyo con el subdominio KMLS, centrando el
analisis en la categoria de nivel de desarrollo procedimental o conceptual esperado. Tras la
revision del item se determind que, si bien la comprension del concepto de funciéon compuesta
es fundamental, la demanda cognitiva del item se inclina hacia un nivel de desarrollo
procedimental. Esta decision se fundamenta en que el éxito de la intervencion docente propuesta
y la resolucién del error del estudiante depende estrictamente de la ejecucion correcta de una
secuencia de pasos algoritmicos: la sustitucion algebraica, el planteamiento de inecuaciones y la
aplicacion técnica del método del cementerio. De este modo, el item exige al estudiante no solo

conocer la definicidon de composicion, sino demostrar competencia en el manejo operativo de las
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restricciones del dominio. Con esta ultima precision, se dio por finalizada la validacién de los
subdominios para el tercer item de la unidad de funciones.
Conclusiones

El andlisis del tercer item de la unidad de funciones permitié consolidar una vision
integral sobre el conocimiento especializado necesario para la ensefianza de la composicion de
funciones. La validacion grupal reafirmé que la identificacion de restricciones en el dominio no
€s un proceso meramente mecanico, sino que requiere una movilizaciéon profunda del KoT
(procedimientos y definiciones) y una articulacion precisa con el algebra de desigualdades (KSM
- Conexiones Auxiliares). Asimismo, el debate técnico permitié concluir que la eficacia de un
recurso didactico como GeoGebra esta vinculada a su pertinencia cognitiva.; en este caso, se
priorizo el rigor del andlisis simbdlico y el uso del método del cementerio como estrategia de
instruccion fundamental (KMT). En definitiva, el item se validé como un instrumento eficaz para
caracterizar como el futuro docente interpreta y media los errores de aprendizaje (KFLM)
asociados a la interpretacion logica de la composicion.

Evaluacion y proyeccion.

La sesion se evalué como altamente productiva, destacandose el nivel de debate técnico
alcanzado por los participantes. El transito desde la revision de la estructura del item hasta la
caracterizacion profunda mediante el modelo MTSK permiti6 unificar criterios sobre la
evaluacion del calculo diferencial. La decision de reclasificar la conexion del KSM de
incremento de complejidad a auxiliar demuestra una madurez en el manejo del marco teorico por
parte del equipo asegurando que el instrumento final sea teéricamente robusto y coherente. Como

fase final de este ciclo de validacion, la proyeccion de trabajo para la siguiente sesion se ha
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definido como un espacio de consolidacion técnica, donde todos los participantes realizaran una
revision exhaustiva de los protocolos y atenderan aquellas dudas o correcciones que quedaron
pendientes en encuentros previos.

Continuidad de la sesion.

Dando continuidad al cronograma, la sesion programada para el proximo 20 de marzo se
ha definido como una jornada de consolidacion y cierre técnico. En este encuentro, que contara
con la participacion de todo el equipo de investigacion, se procedera a la revision del ultimo
protocolo y aportes finales a los items ya presentados, como una segunda lectura. Un objetivo
central de esta sesion sera atender las aclaraciones, dudas y correcciones pendientes que, aunque
fueron identificadas en encuentros previos, quedaron pendientes. Este ejercicio de correccion
técnica permitira realizar los retoques finales al instrumento, asegurando la coherencia interna
de cada item antes de proceder a la redaccion de las conclusiones generales del trabajo. Con esta
validacion exhaustiva, el seminario darad por concluida la fase de recoleccion y refinamiento de

datos, dejando el documento listo para su fase de cierre.
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5. Resultados

El presente apartado expone los resultados definitivos de la investigacion, representados
en el conjunto de items disenados y validados para evaluar el conocimiento especializado del
Célculo Diferencial. A diferencia del proceso de discusion cronologica, los resultados se
organizan aqui de manera categoérica por unidades tematicas: Funciones, Limites y Derivadas.
Esta estructura permite al lector apreciar la coherencia y profundidad con la que se aborda cada
objeto matematico desde el modelo MTSK. Cada item se presenta bajo una estructura técnica
estandarizada que incluye: el tema y su indicador correspondiente; una tabla detallada de los
dominios y subdominios del modelo MTSK que se pretenden evaluar; el enunciado o situacion
problema y las opciones de respuesta con su respectiva clave. Finalmente, se integra un analisis
profundo de los distractores, la capsula de aprendizaje disefiada para la mediacion pedagogica y
las aclaraciones finales.

5.1. Instrumento-Eje funciones

En esta seccion se proponen cuatro situaciones (items) relacionadas con el concepto de
funcion en Calculo Diferencial, disefiadas para profesores de matematicas en formacion y
analizadas bajo el modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK). Estas
situaciones abordan aspectos claves como la definicion de funcion, la interpretacion del concepto
de funcidn cuadratica y el dominio de una funcion compuesta. El andlisis de cada item permite
identificar los subdominios del conocimiento especializado del profesor que se reflejan al

interpretar, justificar y explicar las ideas matematicas o didécticas.
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5.1.1. item 1

Universidad

Industrial de
Santander

Unidad: Funciones

Universidad Industrial de Santander —

Escuela de Matematicas

S
0@

ANIVERSARIO UIS
1948-2026

Facultad de Ciencias

Tema: Concepto de funcion

Indicador: Reconoce y justifica si una relacion representa una funcién dado un problema

dado, utilizando argumentos algebraicos, graficos y conceptuales.

Subdominios y categorias MTSK

. . . | Categoria .. .
Dominio | Subdominio 5 Descripcion en el contexto del item
asociada
Comprender la definicion de funcion y la
.. propiedad de unicidad, indicando que a cada
Definiciones, ,
ropiedades valor de t debe corresponder un unico
prop Y T Reconocer que la relacion T = ++/t
fundamentos . e,
incumple esta condicion al generar dos valores
KOT posibles para una misma entrada.
, Se presenta una situacion contextualizada
Fenomenologia y o . . i
. permitiendo interpretar la relacion matematica
aplicaciones ) j o
a partir de un fendmeno de enfriamiento.
. Interpretacion de la relacion desde lo
Registros de . ,
., algebraico y lo grafico (no pasa la recta
representacion . . .,
MK vertical) para concluir que no es funcion.
Existen conexiones con otros conceptos de la
Conexiones matematica como la raiz cuadrada, las
KSM o1 . 2 .., .
auxiliares relaciones en R* y la condicion de unicidad
que define el concepto de funcion.
Formas de Justificar rigurosamente el resultado mediante
validacion y razonamiento algebraico, andlisis grafico y
demostracion aplicacion de la definicion formal.
KPM Papel de los Uso del simbolo + y notaciéon de conjuntos

simbolos y uso
del lenguaje
formal

para representar rigurosamente la relacion
entre tiempo y temperatura y analizar si
cumple la condicion para ser funcion.
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Enunciado

Los estudiantes de la Universidad Industrial de Santander se encontraban realizando un
experimento sobre la temperatura de un laboratorio, se mide la temperatura T de una
sustancia en grados Celsius en funcidn del tiempo t (en minutos) después de colocarla en un

ambiente frio. Durante las mediciones, el profesor pregunta a los estudiantes:

Segtin la siguiente relacion R = (t,T) € R? / T = ++/t} {Podemos decir que la

temperatura es una funcion del tiempo?

a. Si, porque a cada tiempo t le va a corresponder al menos una temperatura T .

b. Si, porque el grafico de la funcion pasa la prueba de la recta vertical.

¢. No, porque a un mismo valor de tiempo ¢ le corresponden dos valores distintos de temperatura
T.

d. No, solo cumplesit > 0.

Respuesta correcta
Alternativa c

Analisis de distractores

El estudiante que responde a, no tiene en cuenta el criterio fundamental de una funcion, el cual
no solo se basa en tener un valor en el dominio, sino tener uno y soélo uno para cada valor del
codominio.

El estudiante que responde b, no considera la representacion grafica real de la relacion T =
++/t, si se trazara la grafica se observaria que por cada valor t existen dos puntos, uno con T >
0 yotrocon T < 0 que estan alineados verticalmente, por tanto, no pasa la prueba de la recta

vertical.
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El estudiante que responde d, considera que el problema est4 en el dominio y no en la unicidad
de los valores del codominio.

Capsula de aprendizaje

La capsula aborda el concepto de una funcion a partir de una situacion de la vida real vinculada
con la temperatura de una sustancia en funcion del tiempo. Este contexto permite comprender
como una magnitud puede depender de otra, analizando si esa relacion se podria considerar
como una funcién matematica. Recordando que una funcién establece una relacion univoca
entre dos conjuntos, es decir, a cada valor del dominio o entrada le corresponde un tnico valor
en la salida o codominio.

Ademas de reconocer este concepto formal, se busca que el estudiante interprete el concepto
de funcion desde distintas formas de representacion, como graficas, numéricas y algebraicas,
reforzando la comprension de como las funciones modelan fendmenos de la vida real y como
la representacion grafica puede evidenciar visualmente cuando una relacion deja de ser
funcion. Para ello, se recomienda utilizar software de calculadoras graficas para ver la
representacion grafica de dicha relacion y de otras, en este caso se recomienda el software de
GeoGebra.

En cuanto a los conceptos de relacion y funcidn, se sugiere revisar aquellos conceptos de una
manera mas detallada y con ejemplo para notar la diferencia. Para ello, considerar lo presentado
en el siguiente video desde el segundo 20 hasta el minuto 1,25 segundos:

https://www.youtube.com/watch?v=AzTGmJGIpl&

Aclaracion final


https://www.youtube.com/watch?v=AzTGmJGIpI8
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En la situacion que se propone, el objetivo es analizar si la relacion R =
{(t,T) € R? /T = ++/t} puede considerarse una funcién que asigne a cada tiempo t una
unica temperatura T . A partir del comportamiento de la expresion dada, se concluye que esta
relacion no representa una funcidn, ya que para cada valor de t > 0 se obtienen dos valores
posibles de temperatura, uno positivo y otro negativo, es decir, T =/t y T = —/t. Esto
incumple el criterio fundamental de las funciones, segun el cual a cada elemento del dominio
debe corresponderle un tnico valor en el codominio. Asimismo, si se representa graficamente
la relacion, se evidencia que la grafica completa no supera la prueba de la recta vertical, pues
cualquier recta vertical con t > 0 interseca la curva en dos puntos distintos. Por tanto, aunque
la relacion es valida desde el punto de vista algebraico o como correspondencia, no cumple las
condiciones necesarias para ser considerada una funcion. Este analisis refuerza la importancia
de verificar la unicidad en la asignacion de valores y de utilizar distintas representaciones
algebraicas, numéricas y graficas para determinar adecuadamente la naturaleza funcional de

una relacion dada.

5.1.2. item 2
Universidad Industrial de
= —
Universidad Santander ( Z
=k /&
Escuela de Matematicas RNVERSARE IS

Facultad de Ciencias

Unidad: Funciones

Tema: Funcion cuadratica (Méaximos y minimos)



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL

99

Indicador: Reconoce e interpreta el valor médximo de una funcion cuadratica a partir de su

expresion algebraica, identificando el vértice de la parabola y explicando su significado

dentro del comportamiento de la funcién.

Subdominios y categorias MTSK

Dominio | Subdominio | Categoria asociada Descripcion en el contexto del item
La situacion presenta una funcioén
cuadrética especifica y solicita

.. interpretar su valor maximo, lo que
Definiciones, ‘nterp . - 104
) involucra definiciones, comprender
propiedades y )
propiedades fundamentales de estas
fundamentos . . .
funciones, como la existencia de un
vértice y su relacion con el valor
extremo de la funcién.
Es importante tener en cuenta que
KOT _ significa el vértice de una funcion, es
Significados : ,
decir, conocer sus caracteristicas e
MK interpretarlo en la situacién.
Se presenta la funciéon mediante su
expresion algebraica, lo que implica
. reconocer este registro como una forma
Registros de -, »
-, de representar una funcion cuadratica y
representacion o ., e .
analizar informacion matematica a partir
de ella. También se analiza a partir de su
representacion grafica o tabular.
Panel de los Es importante reconocer el papel de los
2P simbolos, como lo son los signos de la
KPM simbolos y uso del . .
. funcion y los detalles que describen la
lenguaje formal ., .
expresion algebraica.
Se evidencia que el estudiante alcanza
Nivel de desarrollo | un nivel procedimental al identificar el
KMLS conceptual o valor maximo, pero aun no logra
procedimental justificar conceptualmente por qué ese
esperado punto corresponde al maximo de la
PCK funcion.
Formas de Se evidencia que los estudiantes pueden
interaccion del reconocer un resultado numérico
KFLM alumno con un correcto sin comprender plenamente el

contenido
matematico

significado del maximo dentro de la
estructura de la funcion.
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Enunciado

En una clase de Célculo I, un profesor esta trabajando con el concepto de funcion y
representacion grafica. Para ello representa la funcion: f(x) = —x? + 4x + 1

El docente solicita a los estudiantes que encuentren el valor maximo de la funcioén y
expliquen por qué el valor encontrado corresponde al punto mas alto de la grafica. Un

estudiante responde:

El valor maximo es 5 cuando x = 2, porque prob¢ varios valores en la funcion y ese fue el

mas grande que encontré, pero no estoy seguro de por qué ocurre €so.

Ante la respuesta presentada por el estudiante, ;Qué responderias para favorecer la
comprension del concepto de maximo en esta funcion?

a. Pedirles a los estudiantes que construyan una tabla de valores de x cercanos a 2 para observar
como cambian los valores de la funciéon y notar que antes de 2 los valores aumentan y después
de 2 comienza a disminuir.

b. Confirmaria que el valor maximo es 5 cuando x = 2y pediria a los estudiantes usar ese
resultado para continuar resolviendo otros ejercicios similares.

c. Explicaria que la funcion es cuadratica y que su grafica es una parabola y como el coeficiente
de x? es negativo, entonces la pardbola abre hacia abajo. Luego, mostraria que en el punto
(2,5) se encuentra el vértice, que es el punto mas alto de la parabola.

d. Recordaria a los estudiantes que en las funciones cuadraticas el valor donde ocurre el maximo

o minimo se puede encontrar usando la expresion x = >o Y se verifica que en este caso ese

valorde xes 2.

Respuesta correcta
Alternativa ¢

Analisis de distractores
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El futuro licenciado en matematicas que considera la respuesta a, valora la exploracion
mediante tablas de valores alrededor de x = 2, lo cual tiene cierto valor didactico porque
permite observar que la funcidn aumenta antes de ese punto y disminuye después. Sin
embargo, su razonamiento se mantiene en un nivel empirico, basado inicamente en probar
numeros. De esta manera, identifica el maximo por comparacion de resultados, pero no explica
la estructura matematica de la funcion cuadratica.

El futuro licenciado en matematicas que considera la respuesta b, se limita a confirmar que el
maximo de la funcién es 5cuando x = 2. Aunque reconoce el resultado correcto, su
intervencion no profundiza en la explicacion del concepto ni en el significado matematico del

maximo dentro de la funcidn.

El futuro licenciado en matematicas que considera la respuesta d, recurre a la férmula x = >

para determinar el valor donde ocurre el maximo de la funcién cuadratica. Aunque esta
estrategia es matematicamente correcta, su enfoque se centra principalmente en la aplicacion
de una regla o procedimiento, sin explicar su significado ni relacionarla con la forma de la
grafica. En ese sentido, se privilegia el uso del algoritmo para obtener el resultado, pero no se
promueve la comprension de por qué ese valor corresponde al vértice de la pardbola ni como
se conecta la expresion algebraica con su representacion grafica.

Capsula de aprendizaje

Una funcién cuadratica tiene la siguiente forma: f(x) = ax? + bx + ¢, cona # 0
La gréafica de este tipo de funcion es una pardbola, cuya apertura depende del signo del
coeficiente a :

e Sia > 0, laparabola abre hacia arriba y la funcion tiene un valor minimo.
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e Sia <0, laparabola abre hacia abajo y la funcidn tiene un valor maximo.

El punto donde ocurre ese maximo o minimo se denomina vértice de la parabola. Para una

funcién cuadratica, la coordenada x del vértice se puede determinar mediante la expresion:x =

-b

2a’

Luego, se calcula la imagen de ese punto x en la funcion y este representa el mayor o menor
valor dependiendo de la orientacién de la pardbola. A continuacion, se presenta un applet en
GeoGebra que permite validar la grafica de cualquier funcion cuadratica:

https://www.geogebra.org/m/phbtpegg

Aclaracion final

La comprension del maximo o minimo de una funcidén cuadratica resulta fundamental en la
formacion de los estudiantes, ya que permite interpretar de qué manera el comportamiento
algebraico de una funcién se refleja en su representacion grafica. En ese sentido, la
retroalimentacion que el docente comunica a los estudiantes debe enfatizar que estos valores
no se determinan Unicamente mediante la prueba de distintos valores numéricos, sino a partir
de la comprension de la estructura de la funcion y de las caracteristicas de su representacion
grafica.

Desde esta perspectiva, es importante reconocer que el vértice de la pardbola corresponde al

punto en el cual la funcidén alcanza su valor extremo, ya sea maximo o minimo, dependiendo
. . . . . b ) )
de la orientacion de la parabola. Asimismo, aunque la expresion x = — — permite determinar
> 2a

la coordenada x del vértice, su uso no debe limitarse a la aplicacion de una formula, sino que
debe interpretarse en relacion con la forma de la grafica y el comportamiento general de la

funcidn cuadratica.


https://www.geogebra.org/m/phbtpegg
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5.1.3.item 3
Universidad Industrial de
— —
Universidad Santander ( 2
Industrial de / ’((6
Santander oo ( [, -,
Escuela de Matematicas ARGVRHSARID OIS

Facultad de Ciencias

Unidad: Funciones
Tema: Funcion compuesta (Dominio)
Indicador: Reconoce y valida el dominio de una funciéon compuesta, articulando el

significado de la composicion de funciones y las restricciones del dominio.

Subdominios y categorias MTSK

Dominio | Subdominio | Categoria asociada | Descripcion en el contexto del item
Se quiere determinar el dominio de una
funcién compuesta, obteniendo

Procedimientos o .
restricciones y la resolucion de la
desigualdad.

.. Se reconoce la definicion formal del

Definiciones, L. )

. dominio en funciones compuestas y las

propiedades y . . .
propiedades de funciones racionales y

fundamentos

KOT radicales que restringen los valores.

Se presentan las funciones mediante sus
expresiones algebraicas, la composicion
de funciones se representa

MK Registros de . T
., algebraicamente implicando reconocer

representacion . .,
este registro como una relacion entre la
salida de una funcion y la entrada de
otra.
La situacion requiere de hacer conexion

. entre el dominio de funciones
Conexiones

KSM o1 elementales hacia funciones
auxiliares

compuestas, de acuerdo con los
procedimientos algebraicos.

Jerarquizacion y El item permite organizar la solucion en

KPM . . . :
planificacion como | pasos, primero es interpretar la




CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 104

forma de proceder
en la resolucion de

composicion, establecer restricciones,
resolver la desigualdad y validar el

problemas dominio obtenido.
matematicos
Papel de los Se identifica el papel del simbolo de

simbolos y uso del
lenguaje formal

composicion, las funciones como
expresiones algebraicas, las
desigualdades, etc.

Formas de
interaccion del

El item permite analizar como el
estudiante desarrolla el ejercicio
mediante la mecanizacion del criterio de

KFLM alumno con un . ., NS
. interseccion de dominios sin
contenido .
y comprender el significado de la
matematico .
composicion.
En el item se exige que el futuro
docente de matematicas proponga una
Estrategia, técnicas, | intervencion basada en preguntas
KMT . . 5,

PCK tareas, ejemplos orientadoras, comparacion de
procedimientos y andlisis guiado del
significado de la composicion.

Se evidencia que el estudiante debe
) articular la comprension conceptual
Nivel de desarrollo Laf Ja comprension cptual,
conceptual o manejo simbolico y justificacion del
KMLS 3 procedimiento, es decir, ademas de
procedimental o
esperado hacer el procedimiento correcto, debe
identificar el dominio a partir de las
desigualdades.
Enunciado

En un curso de Calculo Diferencial, el profesor propone a sus estudiantes la siguiente tarea:

Sean las funciones: f(x) =Vx -2y g(x) = ﬁ

Determine el dominio de la funciéon compuesta (f o g)

Uno de los estudiantes responde:

“El dominio de (f o g) es la interseccion entre el dominio de f y el dominio de g. Entonces:
Dom(f) = [2, ), Dom(g) = R\{1}

Por lo tanto, Dom(f o g) = [2,0)”
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(Cual es la mejor intervencion didactica para abordar el error del estudiante?

a. Larespuesta es incorrecta porque en las funciones compuestas no se puede usar la interseccion
de dominio. Debes memorizar que en estos casos primero se reemplaza una funcion dentro de
la otra y luego se resuelve la desigualdad faltante. Haz nuevamente el procedimiento.

b. El error estd en que aplicaste una regla de manera general sin considerar el significado de la
composicion. Ten en cuenta que, en la composicion de funciones, x € Dom(g) y ademas
g(x) € Dom(f). Te propongo revisar primero los valores que puede tomar la funcion g(x),
representarlos en una tabla o bosquejo grafico y luego analizar los valores que cumplen la

condicion. Después de eso, comparas tu respuesta inicial con el nuevo razonamiento.
. 3 . .
c. El dominio correcto es (1, 5], porque al resolver correctamente se obtiene ese intervalo. El

procedimiento que hiciste estd mal, asi que debes practicar mas ejercicios similares para evitar
equivocarte en el parcial.

d. Elerror que cometiste es algebraico, lo mejor es mostrarte la solucion completa en el tablero:

Luego, resolvemos:

-220

x—1

Tenemos que:

3 o
x=1lyx= 5 son puntos criticos

Luego, si hacemos el andlisis de signos, obtenemos que el dominio es:

pom(f = g) = (1.5

Después de ver varios ejemplos resueltos, entenderas como hacerlo.

Respuesta correcta
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Alternativa b

Analisis de distractores

El futuro docente de matematicas que elige la respuesta a, reconoce que la interseccion de
dominio no es valida, sin embargo, su intervencion se reduce a una correccion procedimental
e intentar que el estudiante memorice una regla o propiedad. Es decir, no aprovecha el error
como una oportunidad de aprendizaje para introducir el significado matematico de la
composicion de funciones.

El futuro docente de matematicas que selecciona la respuesta ¢, aunque presenta el resultado
matematico, no ofrece una explicacion didactica formativa. El error del estudiante se reduce a
una supuesta falta de practica o ejercitacion, sin atender al origen conceptual. Esta respuesta
muestra una mirada centrada en el resultado y no en la interpretacion del aprendizaje del
estudiante.

El futuro docente de matematicas que escoge la respuesta d, desarrolla el procedimiento
correcto, sin embargo, lo hace de forma mecanica sin garantizar que el estudiante comprenda
por qué su razonamiento inicial era insuficiente.

Capsula de aprendizaje

Estudiar el dominio de una funciéon compuesta permite comprender como se articulan dos
funciones cuando la salida de una funcion se convierte en la entrada de otra. Cuando queremos
encontrar el dominio de una funcién compuesta, en este caso f(g(x)), no basta con realizar

la interseccion entre los dominios de f y g. Lo verdaderamente importante es comprender que
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la x debe pertenecer al dominio de la funcién interna g y, ademas, la imagen de g(x) debe ser
un valor sin restricciones en la funcion externa f.

https://www.youtube.com/watch?v=00159wSySeA

Aclaracion final
La resolucion correcta no debe presentarse como una secuencia algebraica, sino como una
oportunidad para enfatizar que el dominio de una funcién compuesta se constituye por la
siguiente relacion:
x € Dom(g) y g(x) € Dom(f)
En ese sentido, la solucion correcta del ejercicio es:
(f ° 9)(x) = f(g(x))
f) =Vx=2yg@)=—=
1
(f o) = |[——= -2
Luego, debemos tener en cuenta que lo que esta dentro de la raiz tiene que ser mayor o igual

a cero, es decir:

De ahi que, los puntos criticos son:

A partir del analisis de signos, tenemos que:


https://www.youtube.com/watch?v=o0l59wSySeA
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Por tanto, el dominio correcto es:

pom(f = g) = (15

5.2 Instrumento — Eje limites

En esta seccion se presentan los resultados correspondientes al analisis de los items relacionados
con el concepto de limite en el contexto del calculo diferencial. Los items fueron disefiados con
el propdsito de explorar distintos aspectos del conocimiento matematico involucrado en la
comprension de este concepto. En particular, se incluyen preguntas asociadas a limites al infinito,
limites trigonométricos y continuidad.

5.2.1. item 1

Universidad Industrial de Santander = o

©

7,
Industrial de Escuela de Matematicas U ’((C:
. =’

Santander

Universidad

ANIVERSARIO UIS
1948 - 2026

Facultad de Ciencias

Unidad: Limites
Tema: Continuidad

Indicador: Identificar la relacion entre el concepto de limites y el concepto de continuidad.

Subdominios y categorias MTSK
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. . . Categorias .o g
Dominios Subdominios g Descripcion en el contexto del item
asociadas
Definiciones, Conocimiento de los conceptos de
propiedades, y | continuidad y limites y sus condiciones
KOT fundamentos formales.
MK Registros de Representacion mediante la expresion
representacion. | algebraica
KSM Conexiones Comprension de la relacion entre limite,
auxiliares. continuidad y funcion por partes.
Estrategias, Seleccion de objetivos, recursos y
técnicas, tareas | estrategias adecuadas para ensefiar
y ejemplos. continuidad.
PCK KMT
Recursos
didécticos Uso de geometrias dindmicas (GeoGebra)
digitales.
Enunciado

El profesor propone analizar la funcion:

Fx) :{x:— 1, s:'xﬂz}

ax + 1, six>2

y pide hallar el valor de a para que sea continua.

Luego un estudiante pregunta: “Profe, ;Qué relacion tiene este tema de continuidad con el tema
de limites?

(Cual de las siguientes estrategias ayuda a que el estudiante comprenda el concepto de
continuidad y su conexion con los limites?

a. Encontrar el valor de a que hace continua la funcién aplicando directamente operaciones
algebraicas y formulas.
b. Representar la funcion en GeoGebra, analizar los limites laterales en x =2 'y verificar

explicitamente las condiciones de continuidad en ese punto.
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c. Identificar los puntos donde la funcién presenta interrupciones y clasificar dichas rupturas como
de salto o de hueco, sin calcular limites.

d. Representar la funcion en GeoGebra y determinar el valor de a para el cual la grafica parece
continuaenx = 2.

Respuesta correcta
Alternativa b

Analisis de distractores

Distractor respuesta a: El profesor se centra en la manipulacion algebraica (igualar expresiones)
y cree que resolver el valor de a ya implica comprender la continuidad. Sin embargo, queda con
el proceso y no con el concepto, dejando a un lado la reflexion del por qué se igualan los tramos.
Distractor respuesta c¢: El docente puede creer que detectar discontinuidades equivale a
comprender la continuidad, cuando en realidad este objetivo se centra en diagnosticar rupturas,
no en explicar el concepto. Ademas, en este caso solo hay un punto candidato a ser discontinuo
(x = 2), por lo que el analisis de “tipos de discontinuidad” no aporta comprension conceptual.
Distractor respuesta d: El uso del software GeoGebra puede dar una ilusién de comprension al
ver la grafica “sin ruptura”, ya que puede parecer condicion suficiente para validar la continuidad
de la funcion. Luego, una representacion no es suficiente, por lo que se requiere la justificacion
conceptual.

Capsula de aprendizaje

En la ensefianza de la continuidad, es importante no quedarse solo en el célculo del valor de a,
sino guiar al estudiante hacia el significado del proceso. El docente debe promover que los
alumnos comprendan que la continuidad no se trata de que la grafica “no se parta”, sino de que

los limites laterales coincidan con el valor de la funcién en el punto. Por eso, las preguntas o
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actividades deben orientarse a que el estudiante explique con sus propias palabras qué implica
igualar las expresiones, entendiendo este procedimiento como la forma de garantizar que los
tramos de la funcion se unan de manera coherente. Ademas, se espera que el estudiante relacione
el limite con la idea de union entre tramos y use la grafica como apoyo conceptual para la
modelacion de la funcidon, no como evidencia suficiente. Asi, el aprendizaje pasa de ser
procedimental, centrado en la aplicacion mecéanica de un método, a ser conceptual, enfocado en
la comprension del sentido matematico del proceso. Sin negar que, para algunas definiciones, el
apoyo grafico es suficiente para ejemplificar el concepto de continuidad en situaciones

introductorias.
Para ello toca tener en cuenta la definicion’™ de continuidad vista como limites

Una funcion f(x) es continua en un puntox = a si y solo si se cumplen las tres

condiciones siguientes:
e f(a) esta definida.
e Existe el limite chl_l;l;ll f(x)
e El valor del limite coincide con el valor de la funcion:

En el caso de funciones definidas por partes, esta condicion se traduce en que los limites laterales

sean iguales y coincidan con el valor de la funcion en el punto de unién:

71 Adaptado de: Zill, D. G., & Wright, W. S. (2011). Calculo: Trascendentes tempranas (4.* ed.). McGraw-

Hill.
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Jim f(x) = lim, f(x) = f(a)

Aclaracion final
Aunque la representacion visual mediante un software como puede ser el siguiente:

https://www.geogebra.org/classic/kmzuvhbj sirve para ejemplificar una situacion puntual para

apoyo visual del concepto.
Este ejercicio se resolveria mediante el siguiente proceso, sin dejar de lado el concepto basico.
Se tiene la funcion

f(x):{z;—l, s:'xiz}

+1, stx>=2
Sabemos que

Jim f(x) = lim f(x) = f(a)
Entonces

lim x2—-1=3y lir;1+ax+1=2a+1
X—

xX—27
3=2a+1
a=1
Por lo tanto, para que la funcion sea continua el limite por derecha y por izquierda deben

coincidir, y, para que eso pase el valor de a debe ser igual a 1.


https://www.geogebra.org/classic/kmzuvhbj
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5.2.2. item 2
Universidad Industrial de Santander —_ —
Universidad X ( 2
Industrial de Escuela de Matematicas ’((C
Santander t [ -

Unidad: Limites

Tema: Limites al infinito

Facultad de Ciencias

-
ANIVERSARIO UIS
1948 - 2026

Indicador: Interpretar el comportamiento de una funcion definida algebraicamente cuando la

variable tiende a infinito, utilizando el concepto de limite para describir su tendencia.

Subdominios y categorias MTSK

Dominios | Subdominios | Categorias asociadas

Descripcion en el contexto del
item

Procedimientos

En el item se requiere aplicar y
analizar procedimientos
matematicos para determinar el
comportamiento de la funcién
cuando la variable tiende al infinito

Definiciones,
propiedades y sus
KOT fundamentos

MK

En el item se usa la propiedad de
las funciones racionales segln la
cual, cuando los grados del
numerador y denominador son
iguales, el limite al infinito
corresponde al cociente de los
coeficientes principales.

Registro de
representacion

En el item se utilizan distintos
registros (algebraico, numérico y
grafico) para analizar la tendencia
de la funcion.

Fenomenologia y
aplicaciones

En el item se contextualiza el
comportamiento de una funcion
racional en una situacién aplicada
(concentracidn en un reactor)

Conexiones basadas en

KSM la simplificacion

En el item se evidencia la
simplificacion algebraica como
medio para comprender el
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comportamiento de la funciéon
racional.

Formas de validacion y
demostracion

En el item se ven las diferentes
formas de justificar la tendencia al
infinito.

Papel de los simbolos y

Interpretacion del significado de la
expresion C(t)como funcion, de la

KPM uso del lenguaje formal | razén algebraica entre polinomios y
del simbolo t—+o0
. En el item se analiza una
Procesos asociados con ., !
., afirmacion del estudiante y se
resolucion de . . ., ,
decide la intervencién mas
problemas.
adecuada para abordar el problema.
- En el item se identifica una
Fortalezas y debilidades | . ] . :
o dificultad; asumir que, si la variable
en el aprendizaje ., . .
i crece, la funcion también crece sin
matematico. limite
KFLM p -
. . En el item se observa una conjetura
Formas de interacciéon | .~ " . : :
intuitiva del estudiante que requiere
PCK del alumno con un .
. - ser confrontada mediante una
contenido matematico. SN
participacion.
En el item se propone el uso de
KMT Recursos didacticos tablas y graficas como posibles
(fisicos y digitales). recursos para analizar la tendencia
de la funcion.
Enunciado

., . ;. m, r )
La concentracion C(t) de una sustancia en un reactor quimico (en Tg) después de t horas estd

dada por:

Un estudiante afirma:

4t%2 + 10t
t2+5t+8

C(t) =

“Como el tiempo crece indefinidamente, la concentracidén también crecera sin limite.”

El profesor desea intervenir para favorecer una comprension conceptual del comportamiento

de C(t) cuando t - +oo,




CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 115

(Cual de las siguientes intervenciones satisface el proposito de ensenanza de este enunciado?

a. Aplicar directamente la propiedad de que, cuando los grados del numerador y del denominador
son iguales, el limite es el cociente de los coeficientes mayores, y concluir que el valor es 4.

b. Reescribir la expresion dividiendo numerador y denominador por t? (término con el grado
mayor) y analizar el comportamiento de cada término cuando t — +oo, para justificar por qué la
funcién se aproxima a 4.

c. Construir una tabla de valores grandes de ¢ (por ejemplo 100, 1000, 10000) para observar la
tendencia numérica de la funcidn y contrastarla con la afirmacion del estudiante.

d. Representar graficamente la funcion y analizar la presencia de una asintota horizontal para refutar
la idea de crecimiento indefinido.

Respuesta correcta
Alternativa b

Analisis de distractores

Distractor respuesta a: Esta opcion representa una ensefianza centrada en la aplicacion directa
de una regla sin justificas su significado. Aunque el resultado es correcto, no promueve la
comprension conceptual del comportamiento de la funcién, sino una memorizacion
procedimental.

Distractor respuesta c: Esta intervencion se basa en evidencia empirica numérica. Si bien puede
mostrar tendencia, no garantiza comprension conceptual del limite al infinito ni explica por qué
la funcion se aproxima a un valor especifico. Se apoya en aproximaciones, no en analisis
estructural.

Distractor respuesta d: Esta opcion privilegia la representacion visual como argumento principal.
Aunque la grafica puede sugerir la existencia de una asintota horizontal, no asegura que el

estudiante comprenda la razén algebraica que determina el valor del limite.
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Capsula de aprendizaje

En la ensefianza de los limites al infinito en funciones racionales, es importante no centrarse
unicamente en la aplicacion mecénica de reglas, sino guiar al estudiante hacia la comprension
del comportamiento global de la funcion (observar el siguiente video

https://www.youtube.com/watch?v=4dmO8UG1z31&list=PL.9SnRnlzoyX000z-

YWbg6P3Pz910xIkIS&index=52 ). El docente debe promover que los alumnos reconozcan que

cuando x tiende a infinito, el valor del limite depende principalmente de la relacion entre los

grados del numerador y del denominador, y no del crecimiento aislado de la variable.

Por ello, las actividades deben orientarse a que el estudiante explique por qué ciertos términos
dominan el comportamiento de la funcion para valores grandes de x , interpretando el proceso
como un analisis de tendencias y no solo como un procedimiento algebraico. Ademas, se espera
que el estudiante relacione el resultado del limite con la existencia de asintotas horizontales y
utilice representaciones graficas como apoyo para la interpretacion, pero no como uUnica

evidencia de la respuesta.

De esta manera, el aprendizaje transita de un enfoque procedimental centrado en aplicar reglas
de forma automatica a un enfoque conceptual que privilegia la comprension del comportamiento

asintotico de las funciones.

Para una funcion racional

P(x)
Q(x)

f&) =

cuando x — oo:


https://www.youtube.com/watch?v=4dmO8UG1z3I&list=PL9SnRnlzoyX0o0z-YWbg6P3Pz9I0xlklS&index=52
https://www.youtube.com/watch?v=4dmO8UG1z3I&list=PL9SnRnlzoyX0o0z-YWbg6P3Pz9I0xlklS&index=52
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e Sigrado P < grado Q = el limite es 0.
e Sigrado P = grado Q = el limite es el cociente de coeficientes de grado mayor.
e Sigrado P > grado Q = el limite no es finito (crece o decrece sin cota).

Aclaracion final

Se tiene la funcidn:

4t% + 10t

(=758

Sabemos que, cuando se calcula un limite al infinito en funciones racionales, el

comportamiento depende de los términos de mayor grado.

En este caso, el numerador y el denominador son polinomios de grado 2. Por tanto,

4t? 10t

4t%+10t . Ttz

i lim -
t->o0 t245t+8 t—oo t_+§+i
t2 t2 ' t2

10 5t 8
t

. , . 4
2 2 12 tienden a 0, por lo que el limite es: 1= 4

Cuando t — 400, los términos

Por lo tanto, aunque el tiempo crece indefinidamente, la concentracion no lo hace; se aproxima

a un valor constante igual a 4, lo que corresponde a la asintota horizontal de la funcion.

5.2.3.item 3
Universidad Industrial de Santander = (":
‘ D)
Universidad . /
.,,;'Lvsfﬁf;. :e Escuela de Matematicas »_- f(( 6
Santander t 4 $

. . ANIVERSARIO UIS
Facultad de Ciencias 19482026

Unidad: Limites
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Tema: Limites trigonométricos

Indicador: Reconoce y aplica el limite notable lim

x>0 X

sen(x)

Subdominios y categorias MTSK
- . , . Descripcion en el contexto del
Dominios | Subdominios | Categorias asociadas item P
La resolucion del limite requiere
transformar algebraicamente la
. . ., 3 3
Procedimientos expresion Smi x)para obtener la
in(3
forma sin(3x) | 3
Deﬁpiciones, El ejercicio se fundamenta en el
propiedades y sus . . Sen(x)
uso del limite notable lim
KOT fundamentos X-0 X
A partir de una exploracion
gréfica, los estudiantes pueden
. identificar patrones y formular
Registros de Aarp yon
., una posible generalizacion del
representacion . ;
limite notable, relacionando el
MK registro grafico con el registro
simbolico de la expresion.
Conexiones basadas en | Transformacion algebraica para
la simplificacion conectar un caso particular con un
limite general conocido.
KSM £ :
Relacion entre funciones
Conexiones auxiliares trigonomeétricas limites
fundamentales
En el item se evidencia mediante
el uso de la notacion de funcion,
KPM Papel de los simbolos y | limite, infinito y expresiones
uso del lenguaje formal | algebraicas para representar
formalmente la situacion
matematica.
En el item se evidencian
. ., dificultades para interpretar la
Formas de interaccion estructura deﬁ limite 1}e):conocer
PCK KFLM del alumno con un . -
. - limites notables y realizar la
contenido matematico . . . .
manipulacion algebraica necesaria
para determinar su valor.
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Teorias de ensefianza de

KMT L.
las matematicas

En el item se evidencia esta
categoria porque el profesor
decide como intervenir frente a
las respuestas de los estudiantes
con el objetivo de favorecer la
comprension del concepto. La
opciodn correcta propone una
intervencion basada en el
aprendizaje por descubrimiento

Estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos

En el item se propone una tarea
que requiere que el estudiante
analice la expresion del limite,
realice transformaciones
algebraicas y aplique propiedades
conocidas para determinar su
valor.

Resultado de aprendizaje

KMLS
esperado

El item evaltia la capacidad del
estudiante para aplicar
propiedades y limites notables en
la determinacion del valor de un
limite.

Enunciado
En una clase se propone calcular:

~ sen(3x)
lim———=
x—0 X

Tres estudiantes presentan los siguientes argumentos:

Estudiante 1:

sen(x)

“Como lim —= = 1, entonces este limite también es 1.”

x-0 X

Estudiante 2:

) ) 0 L )
“Si reemplazo directamente x = 0, da > entonces el limite no existe.”

Estudiante 3:

. ., sen(3x)
“Reescribo la expresion como ———

- 3. Como el primer factor tiende a 1, el limite es 3.”
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El profesor decide aprovechar las respuestas de los estudiantes para favorecer la comprension
del concepto mediante aprendizaje por descubrimiento.

(Cual de las siguientes intervenciones pedagogicas es la mas adecuada para favorecer la
comprension conceptual del grupo?

a. [Explicar inmediatamente el procedimiento correcto y mostrar que el resultado del limite es 3.
b. Recordar a los estudiantes la regla del limite notable y pedir que la memoricen para aplicarla en
ejercicios similares.

c. Pedir a los estudiantes que exploren un applet de GeoGebra que represente el comportamiento

sen(3x)

de la expresion lirr(1) cuando x se aproxima a 0, con el propdsito de que, a partir de la
X

observacion y la exploracion puedan: identificar patrones, deducir una posible generalizacion
del limite notable y utilizar esta idea para justificar el valor del limite en este caso particular.

d. Indicar a los estudiantes que revisen en el libro o en el material del curso el ejemplo del limite
notable y luego intenten aplicar el mismo procedimiento al ejercicio.

Respuesta correcta
Alternativa c

Analisis de distractores

Distractor A: Esta accion permite llegar al resultado correcto, limita la participacion activa de
los estudiantes y reduce la oportunidad de que analicen sus propios razonamientos. Desde la
perspectiva del aprendizaje por descubrimiento, esta intervencion centra el proceso en la
explicacion del profesor y no en la exploracion del estudiante.

Distractor B: Aunque se promueve la activacion de conocimientos previos, el enfoque sigue
siendo principalmente procedimental, ya que se orienta a aplicar una regla conocida sin
necesariamente analizar la estructura de la expresion ni comprender por qué es necesario

transformarla.
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Distractor D: Aunque puede ayudar a recordar el método, esta intervencion no aprovecha las
ideas expresadas por los estudiantes durante la discusion ni promueve la exploracion de la
estructura de la expresion a partir de sus propios razonamientos. En consecuencia, el aprendizaje
se orienta hacia la reproduccién de un ejemplo conocido, mas que hacia la construccion del
conocimiento mediante el andlisis y el descubrimiento guiado de la transformacion necesaria
para aplicar el limite notable.

Capsula de aprendizaje

En la ensefianza del calculo diferencial, es importante que el estudio de los limites
trigonométricos no se reduzca inicamente a la memorizacion de resultados conocidos. Uno de

los limites fundamentales establece que:

sen(x) 1

lim
x—0 X
Este resultado describe el comportamiento de la razon entre el seno de un angulo y el propio
angulo cuando este se aproxima a cero, siempre que el angulo est¢ medido en radianes.
Comprender este comportamiento permite utilizar el limite notable como herramienta para
analizar otras expresiones trigonomeétricas.

En situaciones como

sen(3x)

x—0 X
Es necesario reconocer que el limite notable solo puede aplicarse cuando aparece la estructura.
Por esta razon, se requiere transformar algebraicamente la expresion para obtener

sen(3x) _ sen(3x) 3

X 3x
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lo que permite aplicar el limite notable.

Desde una perspectiva didactica, este tipo de situaciones puede abordarse mediante la teoria del
aprendizaje por descubrimiento, propuesta por Jerome Bruner. Segun esta teoria, el aprendizaje
es mas significativo cuando los estudiantes participan activamente en la exploracion de los
conceptos y descubren las relaciones matematicas a partir del analisis de diferentes estrategias
de solucion. En lugar de proporcionar directamente el procedimiento, el profesor puede guiar la
discusion y promover que los estudiantes identifiquen por si mismos la estructura que permite
aplicar el limite notable.

Para apoyar esta comprension conceptual, se puede utilizar una representacion dindmica como

la disponible en GeoGebra: https://www.geogebra.org/m/emv6tjba

Aclaracion final

Multiplicamos y dividimos por 3:

) sin(3x)
limx - 0 -3
3x
Sabemos que:
sin(3x
limx -0 (3x) =1
3x
Por lo tanto:
1-3

El valor del limite es: 3


https://www.geogebra.org/m/emv6tjba
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5.3 Instrumento — Eje derivadas

En esta seccion se presentan tres items correspondientes a la unidad de derivadas,
disefiados con el propdsito de analizar el conocimiento matematico y didéactico de profesores en
formacion en relacion con algunos conceptos fundamentales del célculo diferencial. Cada item
aborda un aspecto especifico de este contenido y propone situaciones en las que se analizan
procedimientos matematicos realizados por estudiantes, con el fin de identificar posibles errores
y reflexionar sobre los conocimientos implicados. En particular, los items consideran los
siguientes temas: maximos y minimos de funciones, como aplicacion de la primera y segunda
derivada; la definicion de derivada a partir del limite, mediante el analisis del cociente
incremental; la derivacion de funciones compuestas, a través de la aplicacion de la regla de la
cadena. De esta manera, los items permiten explorar diferentes aspectos conceptuales y
procedimentales asociados al calculo diferencial, asi como posibles dificultades que pueden
presentarse en su comprension y ensefianza

5.3.1. item 1

Universidad Industrial de Santander b~ —
)
Universidad . / ( o’
Industrial de Escuela de Matematicas / ((é
Santander l 4 =
ANIVERSARIO UIS
1948 -2026

Facultad de Ciencias

Unidad: Derivadas
Tema: Maximos y minimos de una funcion (aplicacion de las derivadas)
Indicador: Identifica y analiza los puntos de médximo y minimo de una funcion polinomica

utilizando la derivada, argumentando su interpretacion en un contexto aplicado.
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Subdominio y categorias MTSK

Dominio | Subdominio | Categoria asociada | Descripcion en el contexto del item
Implica saber como se hace el calculo
Procedimientos de lq primera y segupda dprivada de una
funcion racional/polindomica y cuando
puede hacerse (dominiode r > 0) .
Definiciones Comprensi(:)I} del conceptoh de 'derivada,
propiedades ; de‘ punto critico y de lqs criterios de la
fundamentos plrlrr}gra y se’ggnda derlYaQa para
clasificar méximos y minimos.
KOT
Fenomenologia y Aplicac;ic?n Fiel concepto de derivada
aplicaciones para minimizar costos.
Interpretacion de C'(r)como la
variacion del costo respecto al radio y
Significados de C" (r)como la concavidad de la
funcion, permitiendo identificar el
punto de mayor eficiencia economica.
Formas de Capacidad para justiﬁ’ca‘r por qué un
validacion y purrlt.o €s maximo o minimo a partir del
demostracian analisis del signo de la fierlvada o del
MK valor de la segunda derivada.
Comprension del rigor de la notacion
funcional. Implica interpretar
Papel de los correctamente que C"'(4) > 0 no es
simbolos y uso del | solo un célqulo positi\(o, sino la
KPM lenguaje formal represeptamén s'1mb('?hca dela '
concavidad hacia arriba de la funcion
de costo en el punto especifico donde el
radioes 4.
Jerarquizacioén y Conocimiento flel ordeq logico Qel que
planificacion como hacer matematico. Implica seguir una
forma de proceder estructura jerarquica: Modelar,
en la resolucién de | Identificar puntos criticos, Clasificar
problemas puntos criticos mediante criterios de
matematicos segundo orden.
Conexiones basadas Recon‘oci'mie'r%to (}e,que este problema
KSM en el incremento de de optimizacion sitia al docente en un

complejidad

nivel superior de la estructura del
calculo, donde se requiere integrar
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conocimientos previos de funciones y
limites para resolver un problema de
aplicacion real.

El problema exige relacionar la
interpretacion de la funcion de costo, el

Conexiones calculo de la primera derivada para

transversales identificar puntos criticos y el uso de la
segunda derivada para clasificar el tipo
de extremo.

Enunciado
Un ingeniero disefia un tanque cilindrico abierto en la parte superior. El volumen debe ser de
32mm3 y el material para la base cuesta el doble que el del cuerpo lateral. El costo total de

fabricacion (en funcion del radio r ) esta dado por:

64n
C(r) = 2mr? + —

Analiza la funcion y selecciona la afirmacion correcta respecto al comportamiento del costo.
a. El costo minimo se obtiene cuando r = 2 porque C'(r) = 0 en ese punto.
b. El costo minimo se obtiene cuando r = 4 porque C"'(4) > 0.
c. El costo maximo se obtiene cuando r = 4 porque C''(4) > 0.
d. El costo no presenta extremos ya que C'(r) nunca se anula.

Respuesta correcta
Alternativa b

Analisis de distractores

El profesor responde la alternativa “a”. iguala la derivada a cero, pero no verifica la naturaleza
del punto critico. Cae en el error de asumir que C'(r) = 0 implica minimo sin analizar C" (r).
El profesor que responde la alternativa “c” Calcula correctamente la segunda derivada, pero

interpreta mal su signo, creyendo que C''(4) > 0 indica maximo.
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. , . 64 . .. ..
El profesor que responde la alternativa “d” observa el término Tn y omite el dominio positivo,

pensando que la derivada no se anula al tener un denominador.
Capsula de aprendizaje
La primera derivada de una funcion f(x), denotada f'(x), describe la tasa de cambio instantanea
de la funcion. En términos generales esta mide la pendiente de la recta tangente al grafico en
cada punto. Asi se tienen en cuenta las siguientes afirmaciones:

e Sif'(x) > 0, la pendiente es positiva luego la funcién crece.

e Sif'(x) <0, lapendiente es negativa luego la funcion decrece.

e Sif'(x) = 0, la pendiente es nula luego la tangente es horizontal, y el punto puede ser maximo,

minimo o punto de inflexion.

También se aclara que los puntos criticos son los valores de x (o r en este caso) donde la funcion
podria cambiar su tendencia. Desde una mirada Matematica, un punto critico se presenta cuando
f'(x) =0 o cuando f'(x)no existe, pero x pertenece al dominio de f .Estos puntos no
garantizan por si mismos un maximo o un minimo, sino que son candidatos a serlo. Para
confirmar su naturaleza, se debe analizar como cambia el signo de la derivada o aplicar la

segunda derivada.

Asi tenemos que la segunda derivada, f"(x), mide la variacion de la pendiente; en otras

palabras, describe la concavidad de la grafica. De manera clara nos dice que:

e Sif"(x) > 0, la funcidn tiene concavidad hacia arriba, es decir el punto critico es minimo local.
e Sif"(x) <0, lafuncién tiene concavidad hacia abajo, es decir el punto critico es maximo local.
e Sif"(x) = 0, no se puede concluir directamente; puede ser un punto de inflexion.

Aclaracion final
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En este tipo de problemas la derivada se interpreta como una tasa de cambio que permite
decidir si la funcion crece o decrece. La resolucion de la situacion para determinar el punto

donde el costo de fabricacion es minimo es la siguiente:

Primero se tiene en cuenta que el dominio de la funciéon cumple que r > 0, esto dado que el
radio no puede ser negativo ni nulo. Luego se procede a hallar la primera derivada y encontrar

sus puntos criticos.

64n
C(r) =2mnr? + —

64m
C'(r)=4nr + —
Tr

64n ‘o
4nr ——- =0 = r = 4 punto critico
T

El valor r = 4 es un punto critico, porque la pendiente de la tangente se anula, es decir, el

costo deja de aumentar o disminuir en ese instante.

En segundo lugar, se analiza la segunda derivada para saber si tenemos minimos 0 maximos.

1281

r3

C'"(r)=4m +

En nuestro caso como €' (4) > 0, tenemos un minimo local. Se concluye entonces que el

costo de fabricacion es minimo cuando el radio del recipiente es r = 4.
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5.3.2. item 2

Universidad

Industrial de
Santander

Unidad: Derivadas

Universidad Industrial de Santander = ("‘
)

7,

Escuela de Matematicas , ’((6
Ui\

ANIVERSARIO UIS
1948-2026

Facultad de Ciencias

Tema: Definicion de la derivada (cociente incremental y significado geométrico)

Indicador: Analiza la derivada en un punto desde su definicion como limite, justificando

rigurosamente la transicion de recta secante a recta tangente y evidenciando la comprension

profunda de la nocion de tasa de cambio instantdnea

Subdominios y categorias MTSK

Dominio

Subdominio

Categoria asociada

Descripcion en el contexto del item

MK

KOT

Definiciones,
propiedades y
fundamentos

Precision conceptual en el significado de
limite, diferenciabilidad, recta tangente y
razones de cambio. Conexion entre
formulacion algebraica y fundamentacion
geométrica.

Procedimientos

Identificar que el reemplazo directo
. . .,0
genera una indeterminacion oY conocer

los procedimientos algebraicos
(factorizacion, racionalizacion) para
"romper" esa indeterminacion y encontrar
el valor del limite.

Significados

Comprender la derivada como la tasa de
cambio instantdnea de una funcion, que
surge de aproximar una tasa de cambio
promedio en un intervalo cada vez mas
pequeno.

Identificar la derivada como la pendiente
de la recta tangente en un punto
(diferenciar claramente que el cociente
representa la pendiente de la secante y
solo el limite representa la tangente)
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Articulacion entre conceptos: limite —

interaccion del
alumno con un
contenido
matematico

Conexiones continuidad — derivabilidad — tangente.
KSM auxiliares Relacion entre variacion promedio y

variacion instantanea.
Entender que el simbolo llli_r% f(x) noes
una instruccidén decorativa, sino un
operador que define un proceso de
aproximacion. Ademas, el uso formal del
lenguaje implica entender que el simbolo
0/0 no es un nimero ni un error, sino una
"forma indeterminada".

Simbolos y uso de o .

lenguaje formal Por tultimo, reconoce que la expresion
fla+h)-f(a) _. .
——,— tiene una estructura especifica
donde los simbolos a , f(a)y h
representan elementos de un sistema

KPM logico. Este simbolo compuesto

representa una pendiente y que su
significado cambia drasticamente al
anteponerle el simbolo del limite.

Condiciones

necesarias y Saber que la derivada "nace" de la

suficientes para transicion logica: Secante (2 puntos) —

generar definiciones | Limite— Tangente (1 punto).

Formas de Capacidad para justificar por qué el limite

validacion y define la pendiente de la tangente

demostracion mediante argumentacion formal y visual.
Identificacion de concepciones erroneas

Fortalezas y tipicas: “reemplazo directo”, confusion %,

dificultades interpretacion incorrecta de secantes,
pensar que tangente es cualquier recta en
el punto.

PCK KFLM
Formas de

Reconocer la dificultad del alumno para
distinguir entre una recta cualquiera y la
recta tangente obtenida por el limite de
secantes.
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Nivel de desarrollo | Se espera comprension profunda, no
conceptual o procedimental. El docente en formacion
KMLS procedimental debe ser capaz de explicar el concepto, no
solo aplicarlo.

Enunciado

La profesora Camila esté trabajando con su grupo la definicién de derivada como:

, _(fla+h) — f(a)
o= (e2,
Después de algunos ejemplos, Camila pide a los estudiantes explicar como interpretar esta
definicion y justificar qué representa la derivada en un punto. Uno de los estudiantes, Andrés,

responde:

Profe, para sacar la derivada basta con reemplazar en el limite. Si al
reemplazar no da indeterminaciodn, entonces la derivada existe. Ademas, la

derivada es la pendiente de cualquier recta que forme la grafica en ese punto

Con base en lo dicho por Andrés, ;cudl seria una retroalimentacién adecuada por parte de

Camila?

a. Recuerda que la derivada se obtiene evaluando el limite directamente y corresponde a la
pendiente de cualquier recta visible en la grafica.

b. Ten en cuenta que cuando al reemplazar aparece una indeterminacion del tipo 0/0 so significa
que la funcion no es derivable en ese punto.

c. Recuerda que la derivada se interpreta como la pendiente de una recta tangente, asi que basta

con considerar cualquier recta cercana al punto para interpretarla.
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d. Ten en cuenta que la derivada no se obtiene por simple reemplazo: normalmente el cociente
incremental produce 0/0 y por eso debe calcularse el limite. Ademaés, la derivada representa la
pendiente de la recta tangente, obtenida como limite de las rectas secantes, no de cualquier recta.

Respuesta correcta
Alternativa d

Analisis de distractores
El profesor que responde la alternativa “a” no identifica dos errores centrales: primero que la
derivada no se obtiene por sustitucion directa y segundo que la pendiente relevante es la de la
recta tangente, no de cualquier recta en la grafica. Aqui se revela ausencia de comprension del
significado geométrico del limite.

u - . . . L,
El profesor que responde la alternativa “b” interpreta incorrectamente la indeterminacion 0/0

u \Y indi u i u imite, u v xista.

Justamente este valor indica que es necesario calcular el limite, no que la derivada no exista
Manifiesta una confusion estructural entre “indeterminacion” y “no existencia”.

u . . . ., ’ 4
El profesor que responde la alternativa “c” identifica la relacién con rectas secantes, pero ain
no comprende que el valor de la derivada no proviene de cualquier secante. El proceso esencial
es el limite cuando la secante se aproxima a la tangente. Aqui revela comprension parcial, pero
insuficiente, del concepto.
Capsula de aprendizaje

La derivada de una funcién f en un punto a se define mediante el limite:

ooy i (flath) = f(a)
CENCERT
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Esta expresion representa la tasa de cambio promedio de la funcidon en el intervalo
[a, a + h] que se aproxima a la tasa de cambio instantanea cuando el intervalo se hace

infinitamente pequeno.

Interpretacion geométrica

e FEl cociente w

corresponde a la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos

(a, f(@)y(a+h f(a+h)).

e La derivada en un punto es el limite de las pendientes de las rectas secantes cuando los puntos
se acercan. Por tanto, la derivada representa la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcion f enel punto x = a.

Aclaracion final

Comprender la definicion de la derivada es esencial para futuros profesores, ya que constituye
la base del significado de tasa de cambio, pendiente de la tangente y variacion instantanea. Es
por esto, por lo que el punto central que debe rescatar la retroalimentacion correcta para el

estudiante es:

e La derivada de un punto no se obtiene de un calculo directo, sino de un limite que surge de la
aproximacion de las rectas secantes.
e La recta tangente se obtiene como resultado del proceso limite, no solo de la observacion y

deduccion sobre la grafica.
. .., 0 s o o
e Laindeterminacion i esperada y conduce al andlisis del limite, no a descartar la derivabilidad

de la funcion en dicho punto.

Esta comprension permite distinguir entre el uso mecanico de reglas de derivacion y el

entendimiento conceptual profundo del objeto matematico “derivada”.
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5.3.3. item 3
Universidad Industrial de Santander p— —
Universidad . / ( 2
Industrial de Escuela de Matematicas / ((é
Santander l [ “

ANIVERSARIO UIS
1948 -2026

Facultad de Ciencias

Unidad: Derivadas
Tema: Derivada de funciones compuestas (Regla de la Cadena con composicion multiple).
Indicador: Aplicar la regla de la cadena para derivar funciones que involucran logaritmos,

potencias y funciones trigonométricas de forma analitica.

Subdominio y categorias MTSK

Dominio | Subdominio | Categoria asociada | Descripcion en el contexto del item

Comprension de las reglas de derivacion
Procedimientos involucradas: derivada del logaritmo
natural, regla de la cadena y derivacion
de funciones trigonométricas.

Reconocer las propiedades y
fundamentos de la derivacion de

Definicion, funciones compuestas y analizar su uso
Propiedades y adecuado dentro del procedimiento
fundamentos presentado, con el fin de identificar si

KOT las reglas de derivacion han sido

aplicadas correctamente.

Uso de registros de representacion
MK verbal y algebraico. El registro verbal se
evidencia en la descripcion de los pasos

Registros de del procedimiento, mientras que el

representacion . .
registro algebraico aparece en las
expresiones simbolicas utilizadas para
representar la funcion y su derivada.
Interpretar correctamente las
expresiones matematicas y las

Papel de los notaciones utilizadas en el proceso de

KPM simbolos y uso del derivacion y comprender el significado
lenguaje formal de las representaciones simbolicas,

identificar la estructura de la funcion y
analizar como se aplican las reglas de
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derivacion dentro del lenguaje
algebraico y funcional propio del
calculo.

Jerarquizacion y
planificacion como
forma de proceder en
la resolucion de
problemas
matematicos

Capacidad de analizar y organizar el
procedimiento de derivacion de manera
secuencial, identificando las etapas
necesarias para resolver el problema
(entender que la regla de la cadena tiene
implicitamente una jerarquizacion que
se resuelve de afuera hacia adentro).

Fortalezas y

Identificacion de errores frecuentes en
estudiantes de calculo: aplicar

debilidades en el . .
PCK KFLM . incorrectamente la regla de la potencia,
aprendizaje o . .
I lo que implica omitir la derivada de la
matematico S . .
funcidn interna o confundir la derivada.
Se espera un nivel de desarrollo
procedimental, ya que se espera que la
resolucion se realice siguiendo una serie
) de pasos o procedimientos propios del
Nivel de desarrollo p procedii prob
proceso de derivacion. En particular, se
conceptual o .
KMLS . requiere reconocer la estructura de la
procedimental o . ., :
funcion, identificar la funcion exterior y
esperado o :
la funcion interior, determinar las reglas
de derivacion implicadas y aplicar
dichos procedimientos de manera
organizada.
Enunciado

Cristian es un estudiante de primer semestre que en su examen presenta el siguiente

procedimiento para derivar la funcién f(x) = In(cos?(x))

Paso 1: Identifica la estructura como f(x) = In(u) , por lo que f'(x) =

L 2
cos?(x) dx (COS (X))

Paso 2: Aplica la regla de la potencia para la funcion interna % (cos?(x)) = 2 cos(x)

Paso 3: Realiza la sustitucion final f'(x) =

Paso 4: Simplificar la expresion f'(x) =

1
cos?(x)

cos(x)

- 2 cos(x)

= 2sec(x)
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(Es correcto el procedimiento desarrollado por el estudiante? En caso de no serlo, identifique
el primer paso en el que se presenta un error en su razonamiento.

a. Eltrabajo es correcto.

b. Es incorrecto. El primer error aparece en el Paso 1.
c. Esincorrecto. El primer error aparece en el Paso 2.
d. Esincorrecto. El primer error aparece en el Paso 3.

Respuesta correcta
Alternativa c

Analisis de distractores
El docente que responde la opcion “a” no reconoce la falta de un factor en la cadena, lo que

sugiere una debilidad en la comprension de la composicion triple de funciones.

El docente que responde la opcion “b” asume errdneamente que la regla del logaritmo natural
., . . . d !
se aplico de forma incorrecta, desconociendo la propiedad - (In(w)) = u;

El docente que responde la opcion “d” identifica un error en el resultado final pero no es capaz
de rastrear el origen conceptual del fallo en la derivacion de la potencia.

Capsula de aprendizaje

En el ambito del calculo diferencial universitario, la derivacion de funciones compuestas
requiere la identificacion precisa de la estructura jerarquica de la funcion. Cuando una funcién
f estd compuesta por mas de una subfuncion, la Regla de la Cadena se aplica de forma iterativa,
siguiendo un orden de "afuera hacia adentro".

Si consideramos una funcion y = (f o g o h)(x), su derivada analitica se define como el

producto de las derivadas de sus componentes evaluadas en sus respectivos argumentos:
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[ (a(re))] = £ (9(n0)) - 9' (@) - G0,

136

Para evitar la omision de factores, es util descomponer la funcidon original en sus niveles de

dependencia: externo, intermedio e interno.

Aclaracion final

Para derivar correctamente la funcion f(x) = In(cos?(x))primero se identifica la estructura

de funcién compuesta y se aplica la regla de derivacion del logaritmo natural.
f () = In(cos?(x))

Sea u(x) = cos?(x) entoncesf’'(x) = ﬁ ~u'(x).

1 d
cosZ(x) dx

(cos®(x))

Sustituyendo se obtiene f'(x) =

Ahora se deriva la funcion interna utilizando la regla de la cadena % (cos?(x)) =

2 cos(x) (—sin(x))

Por lo tanto f'(x) = — (=2 cos(x) sin(x))

cos2(x)

Simplificando la expresion se obtiene f'(x) = —2 %((xx))

Finalmente f'(x) = —2 tan(x)

Se concluye que el error en el procedimiento presentado aparece cuando no se aplica

correctamente la regla de la cadena al derivar cos?(x). Este tipo de error es comiin cuando se
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interpreta la expresion como si fuera una potencia simple, sin considerar que se trata de una

potencia aplicada a una funcion.

6. Conclusiones

El desarrollo de esta investigacion identific6 algunas caracteristicas del conocimiento
didactico y matematico que intervienen en el disefio de un instrumento orientado a evaluar
conceptos de Calculo Diferencial y su ensefianza en la formacion de futuros profesores de
matematicas de la Universidad Industrial de Santander. Desde el inicio del disefio del
instrumento se hizo evidente la necesidad de articular el conocimiento disciplinar con el
conocimiento didactico, especialmente a partir de las categorias propuestas por el modelo MTSK
descritas en cada uno de los dominios. Esto permitié estructurar situaciones que no solo
evaluaran la comprension de los conceptos de funcidn, limite y derivada, sino también aspectos
relacionados con sus representaciones, su enseflanza y las dificultades que suelen presentarse en
su aprendizaje. En este sentido, el instrumento permite evidenciar caracteristicas del
conocimiento especializado del profesor en formacion, tales como la comprension conceptual de
los objetos matematicos, la interpretacion de distintos registros de representacion, el analisis de
procedimientos y la reflexion sobre estrategias de enseflanza asociadas a estas tematicas, dando

respuesta de esta manera a la pregunta de investigacion.

En relacion con el objetivo general, se logro disefiar un instrumento compuesto por nueve
items organizados alrededor de las tematicas de funcion, limites y derivadas, acompafiado de
situaciones y capsulas de aprendizaje orientadas a identificar y fortalecer elementos del

conocimiento especializado del profesor en formacion mediante la discusion critica entre los
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investigadores acorde con el MTSK, permitiendo un andlisis riguroso con cada uno de los
dominios y subdominios que propone el modelo. Respecto al primer objetivo especifico,
orientado a la formulacion de situaciones que permiten identificar el conocimiento sobre funcion,
limites y derivadas desde las categorias del modelo MTSK, se disefaron items que integran el
papel de los simbolos, recursos didacticos, formas de validacion, interaccion del estudiante con
el contenido matematico etc. Esto permitio que el instrumento no se centrara Unicamente en la
resolucion de ejercicios, sino también en la comprension del significado de los conceptos y en
su relacién con la ensefianza. En cuanto al segundo objetivo especifico, relacionado con la
identificacion de algunos ejes de formacion disciplinar y didactica en los futuros profesores
frente a estas tematicas, se lleva a cabo un analisis especifico de los distractores presentes en el
instrumento de evaluacion. Dicho analisis permite caracterizar los ejes tanto disciplinares como

didacticos que reflejan las respuestas de los futuros profesores.

En relacion con el tercer objetivo especifico, se estructuraron cépsulas de aprendizaje
orientadas a atender algunas de las dificultades identificadas, especialmente en lo relacionado
con la comprension conceptual de funcion, limite y derivada. Estas cépsulas representan un
aporte importante del trabajo, ya que pueden utilizarse como apoyo en procesos de formacion
inicial de profesores de matematicas para fortalecer sus concepciones y formas de razonamiento

y mitigar sus dificultades en torno a los contenidos trabajados.

A partir de los resultados obtenidos, una consecuencia importante del estudio es la
pertinencia de revisar algunos elementos del plan de estudio de la Licenciatura en Matematicas

de la Universidad Industrial de Santander, particularmente en lo relacionado con la formacion en
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calculo diferencial. Se hace necesario generar espacios académicos dirigidos especificamente a
estudiantes de licenciatura en los que estos cursos no solo se aborden desde su componente
conceptual y procedimental, sino también desde la didactica, favoreciendo la reflexion sobre

coémo ensenar los conceptos de funcion, limite y derivada en contextos universitarios.

Sin embargo, esta investigacion presenta algunas limitaciones. Por una parte, los items
disefiados fueron validados principalmente por la directora del trabajo de grado junto con los
investigadores en la voz de protocolante, relator y correlator. Por lo que seria importante ampliar
este proceso mediante una segunda validaciéon que involucre otros expertos en Educacion
Matematica y campos de estudio relacionados al calculo diferencial que permitan fortalecer la
validez del instrumento desde diferentes perspectivas, cuando este sea aplicado en futuros

profesores.

Por otra parte, el instrumento estd conformado por nueve items centrados en algunas
tematicas especificas del célculo diferencial, como la nocion de funcidn, caracteristicas de la
funcion cuadratica, el dominio, la continuidad, los limites trigonométricos, los limites al infinito,
el concepto de derivada y recta tangente, los maximos y minimos y las derivadas de funciones
compuestas. Aunque estos temas son fundamentales, no abarcan la totalidad de los contenidos
asociados al calculo diferencial, lo cual limita el alcance del instrumento en términos de una

caracterizacion mas amplia del conocimiento especializado del profesor en formacion.

Al concluir la investigacion, se plantean algunas recomendaciones que pueden orientar
futuros trabajos en este campo de accion. En primer lugar, para futuras investigaciones

desarrollar estudios orientados a la validacion y aplicacién del instrumento con el fin de
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fortalecer su pertinencia como una herramienta de evaluacion del conocimiento profesional del
docente para evidenciar la articulacién entre el conocimiento matematico y el conocimiento
didactico en la formacion inicial de los futuros profesores. Ademas, se recomienda implementar
el instrumento en distintos momentos del proceso formativo de los estudiantes de Licenciatura
en Matematicas, en los cuales se vean asignaturas relacionadas con el Célculo Diferencial. Este
tipo de aplicacion permitiria analizar la evolucion del conocimiento especializado del profesor

en formacion a lo largo de la carrera.

Asimismo, seria pertinente ampliar el instrumento mediante la incorporacion de nuevas tematicas
del calculo diferencial que no fueron consideradas en los nueve items disefiados en esta
investigacion, con el propodsito de lograr una caracterizacion mas completa del conocimiento
matematico y didactico de los futuros profesores. Finalmente, después de realizar procesos de
validacion mas amplios, podria explorarse la posibilidad de que el instrumento sea utilizado
institucionalmente como apoyo en procesos de evaluacion diagnostica relacionados con la
ensefanza del calculo diferencial dentro del programa de Licenciatura en Matematicas de la
Universidad Industrial de Santander, asi como continuar investigando el impacto de las capsulas

de aprendizaje en el fortalecimiento del conocimiento especializado del profesor en formacion.



CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 141

Referencias Bibliograficas

Advincula, E., Torres, 1., Carrefio, E., Hau Yon, F. y Montes, M. (2024). Conocimiento
especializado de un profesor de educacion secundaria al disefar clases de cuadrilateros.
PNA 18(4), 415-438. http://doi.org/10.30827/pna.v18i4.27637

Afanador, T. (2023). Conocimiento especializado de los futuros profesores de educacion basica
primaria sobre la ensefianza de las fracciones [Tesis de pregrado, Universidad Industrial
de Santander]

Alvarez, J. L. (2003). Cémo hacer investigacién cualitativa: Fundamentos y metodologia.
Meéxico: Paidos.

Arnal, A., & Oller, A. M. (2017). Formaciéon del profesorado y demostracion matematica.
Estudio exploratorio e implicaciones. Bolema: Boletim de Educacdo Matematica, 31(57),
135-157.

Artigue, M. (1995). La enserianza de los principios de calculo: Problemas epistemologicos,
cognitivos y didacticos. En M. Artigue, R. Douady, L. Moreno y P. Gomez (eds.),
Ingenieria Didactica en Educacion Matematica. 97-140. Bogota: Iberoamérica.

Artigue, M. (1998). Enserianza y aprendizaje del andlisis elemental: Qué se puede aprender de
las investigaciones diddcticas y los cambios curriculares. Revista Latinoamericana en
Matematicas Educativa. 1 (1), 40-55.

Badillo, E. R. (2003). La derivada como objeto matematico y como objeto de ensenanza y
aprendizaje en profesores de matematica de Colombia (Tesis doctoral). Universitat

Autonoma de Barcelona.


http://doi.org/10.30827/pna.v18i4.27637

CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 142

Barringer, M., Pohlman, C. & Robinson, M. (2011) Schools for all kinds of minds: boosting
student  success by  embracing  learning  variation. 139-181, DOI:
10.1002/9781118269367.ch

Botello, I. C. (2013). Procesos de seguimiento y acompaniamiento acadeémico a estudiantes de
calculo diferencial: un aula experimental para profesores de matemdticas en formacion.
Universidad Industrial de Santander, escuela de matematicas. Tesis de maestria en
Educacion Matematica. Bucaramanga.

Cantoral, R. & Reséndiz, E. (2003). El papel de la variaciéon en las explicaciones de los
profesores: un estudio en situacion escolar. En RELIME. Revista latinoamericana de
investigacion en matemadtica educativa, 6(2), 133-154. ISSN 1665-2436. Recuperado de:
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2092522

Carrillo, J., Climent, N., Montes, M., Contreras, L. C., Flores, E., Escudero, D., Vasco, D., Rojas,
N., Flores, P., Aguilar, A., Ribeiro, M. y Mufioz, M. C. (2018). The mathematics teacher's
specialized knowledge (MTSK) model. Research in Mathematics Education, 20(3), 236-
253. https://doi.org/10.1080/14794802.2018.1479981

De Los Reyes, D., Hernandez, L. y Flores, E. (2025). Conocimiento especializado de un
profesor sobre el aprendizaje del limite de una funcion al predecir el desempefio de sus
estudiantes. PNA, 19(4), 347-370.https://doi.org/10.30827/pna.v1914.30587

De Moura, M. O. (2011). Educar con las matematicas: saber especifico y saber pedagogico.
Revista Educacion y Pedagogia, 23(59), 47-57.

Duval, R. (1999) Representation, Vision and Visualization: Cognitive Functions in Mathematical

Thinking. Basic Issues for Learning. Proceedings of the Annual Meeting of the North


http://9781118269367.ch/
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2092522
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2092522
https://doi.org/10.1080/14794802.2018.1479981
https://doi.org/10.30827/pna.v19i4.30587

CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 143

American Chapter of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education, Cu-ernavaca, Morelos, México.

Fernandez, O., Montes, J. W., & Cadavid, G. (2021). Acercamiento mediante redes semanticas
a creencias epistemologicas sobre el calculo diferencial. Scientia et Technica, 26(4),
507-520. Universidad Tecnoldgica de Pereira.

Fiallo, J. & Parada, S. (2014) Curso de pre-calculo apoyado en el uso de GeoGebra para el
desarrollo del Pensamiento Variacional. Revista Cientifica. Universidad Distrital.
Bogota, Colombia. 20, 56-71. ISSN 0124-2253

Fonseca, J., & Alfaro, C. (2018). El calculo diferencial e integral en una variable en la formacion
inicial de docentes de matematica en Costa Rica.

Gamboa, R. y Chavarria, J. (2023). Aplicacién del modelo MTSK en el disefio de secuencias
didacticas con problemas de modelizacion matemadtica. En R. Delgado-Rebolledo y D.
Zakaryan (Eds.), Actas del VI Congreso Iberoamericano sobre Conocimiento
Especializado del Profesor de Matematicas (pp. 55—62). Pontificia Universidad Catolica
de Valparaiso.

Guarin, S. (2018). Aproximacion y Tendencia: nociones para la comprension del limite de una

funcién en un punto (Doctoral dissertation, Tesis de Maestria. Universidad Industrial de

Santander]. https://www.dropbox.com/s/bntlgzxjhcm6yc0/TesisSGuar% C3% ADn.
pdf)

Hernandez, C. A., Prada, R., & Ramirez, P. (2017). Obstaculos epistemologicos sobre los
conceptos de limite y continuidad en cursos de célculo diferencial en programas de

ingenieria. Revista Perspectivas, 2(2), 73—83. https://doi.org/10.22463/25909215.1316



https://www.dropbox.com/s/bnt1qzxjhcm6yc0/TesisSGuar
https://doi.org/10.22463/25909215.1316

CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 144

Martin, D., Guede, R., & Cid, A. 1. (2025). The mathematics teacher’s specialized and
interdisciplinary knowledge when implementing a STEAM-based activity on the logistic
function. STEM Education, 5(5), 802-835.

Meléndez, J. A., Flores, E., & Hernandez, L. A. (2023). Conocimiento especializado del profesor
de matematicas al analizar una secuencia de suma de fracciones. Uniciencia, 37(1), 193-
211.

Ministerio de Educacion Nacional MEN. (1998). Lineamientos curriculares en matemdaticas.
Bogota.

NCTM. (2003). Principios y Estandares para la Educacion Matematica. Traduccion de M.
Fernédndez (Traduccion de la version del 2000 del NCTM). SAEM Thales. Sevilla.

Pineda, C. E. (2019). Una propuesta didactica para la ensefianza del concepto de derivada en el
ultimo grado de educacion secundaria (Tesis de Maestria). Universidad Nacional de
Colombia.

Pino, L. R., Parra, Y. E., & Castro, W. F. (2019). Significados de la funcion pretendidos por el
curriculo de matematicas chileno. Magis, Revista Internacional De Investigacion En
Educacion, 11(23), 201-220. https://doi.org/10.11144/Javeriana.m11-23.sfpc

Quintero, A. C. (2020). Una comunidad de practica de profesores de matemdticas en formacion
que reflexiona sobre el significado de la funcion. Universidad Industrial de Santander,
escuela de matematicas. Tesis de maestria en Educacion Matematica. Bucaramanga.

Richit, A., da Ponte, J. P. e Richit, L. A. (2022). Conhecimento profissional de professores
universitarios em um estudo de aula em Calculo. PNA, 17(1), 89-116.

https://doi.org/10.30827/pna.v1711.23931


https://doi.org/10.11144/Javeriana.m11-23.sfpc
https://doi.org/10.30827/pna.v17i1.23931

CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO Y EL CALCULO DIFERENCIAL 145

Sanchez, D. M. (2023). La articulacion en la transicion de la educacion media a la educacion
superior, el caso colombiano: Universidad en Tu Colegio. Praxis Educativa, 28(1), 1-18.

Sanchez, G., Garcia, M., & Llinares, S. (2008). La comprension de la derivada como objeto de
investigacion en didactica de la matematica. Revista latinoamericana de investigacion en
matematica educativa, 71(2),267-296.

http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1665-
24362008000200005&Ing=es&tlng=es.

Shulman, L. (1987). Knowledge and teaching: Foundations of the new reform. Harvard
educational review, 57(1), 1-23.

Slaby, M., SemaniSinova, L., & Climent, N. (2022). The specialized knowledge of middle school
teachers concerning the concept of function. Annales Universitatis Paedagogicae
Cracoviensis | Studia Ad Didacticam Mathematicae Pertinentia, 14, 81-101.
https://doi.org/10.24917/20809751.14.5

Tall, D. (1992). Students’ difficulties in calculus. In proceedings of working group. ICME-7.
Québec, Canada.

Tellermo, E. S. (2024). Pedagogical and Content Knowledge (PCK) in Problem Solving of Pre-
Service Teachers. International Journal of Research and Innovation in Social Science,
8(10), 130-137.

Vergara, C., & Mardones, H. (2014). Conocimiento Pedagdgico del Contenido: ;el paradigma
perdido en la formacion inicial y continua de profesores en Chile? Estudios pedagogicos

(Valdivia), 40 (ESPECIAL), 323-338.


https://doi.org/10.24917/20809751.14.5

