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TITULO: CONJUNTOS CON MAS SUMAS QUE DIFERENCIAS

AUTORAS: Laura Milena Romero Parada, Ana Milena Santamaria Bueno

PALABRAS CLAVE: Progresién aritmética; Conjunto simétrico; Conjunto sp@anjunto
diferencia; ConjunttMSTD

DESCRIPCION

La teoria de nameros aditiva incorpora, en sus objetos deliesios conjuntos con mas
sumas que diferencias o conjuntigkS T D, los cuales se caracterizan por tener el cardinal
del conjunto suma mayor que el cardinal del conjunto difeieerEstos conjuntos se han
estudiado durante los dltimos cincuenta afos, en los cgale®sale el planteamiento de

métodos para construirlos. El contenido de este trabajase én el estudio de [2] y [6].

El documento esta organizado en dos capitulos y un apétiag. primer capitulo, se pre-
sentan los conceptos de progresion aritmética, conjumétsco, conjunto sumay conjunto
diferencia; con algunos resultados relevantes para imetiestudio de los conjuntddSTD

de enteros. Finalmente, se muestran algunos métodos quégreconstruirlos. Los prime-
ros metodos construyen conjuntd$ T Dcuya resta entre los cardinales de su conjunto suma
y diferencia respectivamente es 1; mientras que con el ditm@todo se obtienen conjuntos

MS TD donde dicha resta es 2.

El segundo capitulo, provee una cota inferior para el numemnjuntosviS T Dcontenidos
en un grupo abelian® = Z/nZ x Z/2Z. Por ultimo, en el apéndice A se encuentran con-
signados los algoritmos implementadosMnoPAD®), los cuales permiten determinar si un

conjunto eMS T D, calcular conjuntos sumay diferencia, y construir cogaiS T D.

Tesis.

2FACULTAD DE CIENCIAS, LICENCIATURA EN MATEMATICAS.
DIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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TITLE: SETS WITH MORE SUMS THAN DIFFERENCES

AUTHOR: Laura Milena Romero Parada, Ana Milena Santamaria Blieno
KEY WORDS: Arithmetic progression; Symmetric set; Sumsetf&€ience setiS T Dset.
DESCRIPTION

Additive number theory incorporates in its objects of stuthg sets with more sums than
differences oMS T Dsets, which are characterized by having the cardinalithefsumset
greater than the cardinality of the seffdrence. These sets have been studied for the last fifty
years, where stands presenting methods to build them. Triitertoof this paper is based on
the study of [2] and [6].

The paper is organized into two chapters and an appendikdriintst chapter, introduces
the concepts of arithmetic progression, symmetric setsetiand set dierence, with some
relevant results to begin studying BFS T Dsets of integers. Finally, we show some methods
to construct them. The first methods bulMt T Dsets whose the cardinality of the sumset is
1 more than the cardinality of theftBrence set; while the last method constructs BESsI D

who are greater by 2.

The second chapter provides an lower bound for the numbeST D, which are subsets of
the abelian grous = Z/nZ x Z/2Z. Ultimately, in Appendix A are consigned algorithms
implemented inlMuPAD®), for determining whether a set S T D, calculating the sumset
and the diference set, and buildingS T Dsets.

Thesis.
2FACULTY OF SCIENCES, DEGREE IN MATHEMATICS.
DIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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Introduccion

La teoria de numeros aditiva, rama de la teoria de nimetosj@en general los subconjun-
tos de numeros enteros y su comportamiento bajo la adici$m,vaz incluye el estudio de
los grupos abelianos y los semigrupos conmutativos bajorteasDentro de esta rama uno
de sus objetos principales de estudio son el conjunto um8 de subconjuntod y B de
un grupo abelian®, que se obtiene sumando cada elementé den cada elemento d&
De manera similar se puede calcular el conjunto diferefieid, restando cada elemento de

A con cada elemento d&

Por ejemplo para el conjuntd = {0,2,5,9,13} su conjunto sum# + A es{0,2,4,5,7,
9,10,11,13,14,15,18,22 26}y su conjunto diferencia—A es{0, +2, +3, +4, +5, +7, +8, +9,
+11 +13}. Como se puede ver, el conjunto suma tiene 14 elementosraseqe el conjunto
diferencia tiene 19 elementos, luego el conjunto difeedeiA tiene mas elementos que su

conjunto suma.

Lo anterior se considera comun, debido a que en el conjunkosd®imeros enteros la adi-
cién cumple la propiedad conmutativa, mientras que la restasi, la suma de dos elemen-
tos diferentes, sin importar el orden, generan un mismavatoobstante, en la diferencia
al cambiar el orden se obtienen dos elementos diferenteso Panto, se esperaria que pa-
ra cualquier subconjunto de enteros su conjunto difereietiga mas o igual cantidad de
elementos que su conjunto suma. Sin embargo, existen ¢osjda enteros cuyo conjunto

suma tiene mayor cardinalidad que su conjunto diferen@a.donjuntos con esta propiedad
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Se conocen como conjuntos con mas sumas que diferencias.Hast sido objeto de estudio
desde la década de los 70 por J. Marica, quien presenta elpf@iher ejemplo, seguido de
M. Nathanson quién realiza las primeras construcciones ylémomina conjuntos!S T D
en [5] y [6]. Posteriormente, P. Hegarty en [2] demuestramuéay conjuntosiS T Dde

cardinal menor que 8 y plantea otras construcciones de estgEntos.

Este trabajo, basado principalmente en [6], busca realizastudio de conjuntos con mas
sumas que diferencias o conjuntiekS T D presentando al lector algunos métodos para su
construccion a partir de progresiones aritméticas y caogusimétricos, implementando
algoritmos para agilizar el proceso de obtencion de coofuMS TD, y realizando una
aproximacién al conteo de conjuntd4S T D contenidos en grupos abelianos de la forma
G=Z/NZxXZ|2Z.

El documento esta organizado en dos capitulos y un apériticel primer capituloCon-
juntos con mas sumas que diferencises presentan varios conceptos y resultados acerca de
progresiones aritméticas y conjuntos simétricos, rekegpara abordar el estudio de los
conjuntosMS T Dde enteros y se muestran algunos meétodos que permitenwidostr_os
primeros métodos construyen conjunkdS T Dcuya resta entre los cardinales de su conjun-
to suma y diferencia respectivamente es 1; mientras quelagtireo método se obtienen
conjuntosMS T D, cuya resta entre los cardinales de su conjunto suma Y ddiereespecti-

vamente es 2.

El segundo capituldJn argumento de conte@rovee una cota inferior para el nimero de
conjuntosMS T D contenidos en un grupo abeliat = Z/nZ x Z/2Z. Finalmente, en el
apéndice A se encuentran consignados los algoritmos ingpierdos eMuPAD®), los cua-
les permiten determinar si un conjunto S T D, calcular conjuntos suma y diferencia, y

construir conjuntodSTD
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Capitulo 1

Conjuntos con mas sumas gue diferencias

Dado el conjunt®B = {0,2,3,4,5,9, 14,15, 16,18} se tiene que su conjunto surBa+ B es
[0, 36]* \{1, 26,35} y su conjunto diferenci® — B es [-18, 18] \ {-17,-8,8, 17}; luego, el
cardinal deB+ B es 34 y el cardinal dB— B es 33; por lo cual, el cardinal del conjunto suma

de B es mayor que el cardinal del conjunto diferencidBde

A continuacion se presentan las tablas correspondientesjinto suma + By al conjunto
diferenciaB — B, teniendo en cuenta que los nimeros subrayados facilitdanéficacion y

el conteo de los elementos de cada conjunto.

5 9 14 15 16 18
5 9 14 15 16 18
7 11 16 17 18 20
8
9

12 17 18 19 21

13 18 19 20 22
10 14 19 20 21 23
11 12 13 14 18 2324 25 27
14|14 16 17 18 19 2328 29 30 32
1515 17 18 19 20 24 29 3031 33
16|16 18 19 20 21 25 30 31 3234
1818 20 21 22 23 27 32 33 3436

oOabhwNn O+
© Ul h wNIOlO
~N o o1 NN

Tabla 1.1: Tabla parB + B

Im, n] denota, a lo largo del trabajo, el conjunto de los nlimerdsrea que se encuentra entrey n,

inclusive.
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“J0 2 3 4 5 9 14 15 16 18
010 2 3 4 5 9 14 -15 -16 -18
212 0 -1 -2 -3 -7 -12 -13 -14 -16
3|3 1 0 -1 -2 6 -11 -12 -13 -15
414 2 1 0 -1 -5-10 -11 -12 -14
5(5 3 2 1 0 -4 -9 -10 -11 -13
9/9 7 6 5 4 0 -5 6 -7 -9
1414 12 11 10 9 5 0 -1 -2 -4
15(15 13 12 11 10 6 1 0 -1 -3
1616 14 13 12 11 7 2 1 0 -2
18118 16 15 14 13 9 4 3 2 0

Tabla 1.2: Tabla parB — B

En este capitulo se presentaran algunas definiciones ya@ssipreliminares. Posteriormen-

te se enunciaran algunos teoremas que permiten la conétrgconjuntos con mas sumas

que diferencias de enteros.

1.1. Preliminares

En el desarrollo del trabajo se tendran en cuenta concegdassdomo, conjunto suma, con-
junto diferencia, progresion aritmética y conjunto sinoétrcon algunos resultados, que se

presentaran a continuacion.

Definicion 1.1.1. Sea G un grupo abeliano, escrito aditivamente, y sea A uncsijinato de

G. Se define el conjunto suma como

A+A={a+a :aa €A}
y el conjunto diferencia como

A-A={a-a :aa €A

Dado un conjunto finitéA conn elementos, se tienen las siguientes cotas para los caslinal

de sus respectivos conjuntos suma y diferencia:

1
2n—-1<]A+A < n(n2+ ),
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2n-1<]A-A <n(n-1)+1.

Ademas, se garantiza la posibilidad de los siguientes &®ssc

A-A=|A+A 6 (1.1)
A-A>|A+A 6 (1.2)
A+ A <A A, (1.3)

Un ejemplo de (1.1) se da si el conjurkaes simétrico. Intuitivamente (1.2) es considerada
la mas usual debido a la conmutatividad de los nimeros en&grda suma. Finalmente,
encontrar conjuntos que cumplan (1.3) resulta dificilhd&conjuntos se estudiaran en este

trabajo.
Definicion 1.1.2(Progresion Aritmética)Dados ame Z y k € Z*, una progresién aritmeé-
tica se define como el conjunto

P={a+xm:0<x<k-1}

Definicion 1.1.3(Progresion Aritmética Generalizada de dimenslinSean d> 1, my, mp,

oMy, aeZyk, k, ... Ky € Z*, se dice que el conjunto
P={a+xm+ - +ximg: G <X <{+k—-1lparai=1,...,d}

es una progresion aritmética generalizada de dimension d.

Ejemplo 1.1.4.Cond =3,a=3,m =4, m=5nm=6,k; =3, kh =4ks =2y ¢ =0,

parai = 1,2, 3. Se obtiene una progresion aritmética de dimensioén 3:
P;=1{3,7,8,9,11,12,13 14,16,17,18,19,21, 22 23 24,26, 27,28, 32},
la cual se construye graficamente de la siguiente forma:
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Se comienza con un prisma de dimensiones1=2,k, -1 =3yks;—-1=1,

X3

(0,3,1)

. (0,3,0)
(2,0,0) —

X1

Figura 1.1: Prisma de dimensiones 2,3y 1

luego, se dilata cada dimensid;- 1, por la razémm;, correspondiente,

X3

(0,15,6)

X2
(0,15,0)

J I I B e B S e } Z

3 13 17 24 32
Figura 1.2: Gréfica de,

por ultimo se proyecta sobf con los planogz = X; + Xo + X3 + @, con (Xg, X, X3) puntos
de coordenadas enteras en el prisma. Si dos puntos compkater entonces dan la misma

suma.
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Definicién 1.1.5.Sea G un grupo abeliano y A un subconjuntode G:8i@y A= a* - A?

entonces se dice que A es simétrico con respecto a a

Proposicion 1.1.6.Si A es simétrico con respecto g antonces A tiene el mismo nimero de

sumas que diferencias.

Demostracion.

A+A=A+@ -A|=a"+(A-A)|=|A-A. O

Proposicion 1.1.7.Si A es un conjunto finito de enteros simétrico con respectpentonces

a‘* = min(A) + maxA).

Demostraciéon.ComoA es un conjunto finito de enteros, existen M € A tales quam =

min(A) y M = max(@), luego por la definicion de minimo, para tode A se tiene:

m<a,
-m2=> —a,

a-m>a-a

Dado queA es simétrico con respectas, a* — m € A; luego, por definicion de maximo, se

sigue quea® — m= M. Por lo tantoa* = m+ M.

Ejemplo 1.1.8. La progresion aritmética generalizada de dimendi@ond > 1,
R={a+Xxm+ ---+Xgmy: 6 <X <{i+k—-1para=1,...,d}

en los enteros es simétrica con respecto a

d
a :2a+Z(2€i +k —1)m.
i=1

2a-B={a-b:beB}

16



d
Demostracién.Seap, € R, pp=a+ > xm ;i < x < ¢ +k —1parai =1,...,d. Entonces,
i=1

d d
a-p :2a+Z(2€i+h—1)m—[a+Z>qu,
i=1 i=1
d
:a+Z(2€i+ki—xi—1)m.
i=1
Comof, < x <t +k—1lpara =1,...,d, setiene que
1-6-k <-% <-4,
{’i§2€i+ki—xi—1§€i+ki—1.

d
Por lo tantoa+ . (26 + k — X — 1) m € R; por consiguienteR = a“ — R.
i=1

1.2. ConjuntosMSTD de enteros

Definicion 1.2.1(Conjuntos con mas sumas que diferenciagea G un grupo abeliano y
sea A un subconjunto finito de G.|8i+ A] > |A — A|, entonces el conjunto A se denomina

conjunto con mas sumas que diferencias (MS T D).

Ejemplo 1.2.2. Algunos conjunto$S T Ddados en [2] o [6] son:

A =1{0,2,3,4,7,11,12 14},

A, =1{0,2,4,7,8,12 14, 15},

A3 =1{0,1,2,4,5,9,12 13 14},

A, =1{0,2,3,4,7,11 15,16,18};

A5 =1{0,1,2,4,59,12 13 14,16,17}.

Teniendo en cuenta la definicion de conjuM& T D se disefié un algoritmo que permite

determinar si un conjunto es o WS T D Este algoritmo llamadBeciderecibe un conjunto

17



de enteros y calcula sus conjuntos suma y diferencia, speatgas cardinalidades; luego,
realiza la diferencia de éstas y dependiendo del resul&tdma un mensaje afirmando si es

0 no un conjuntdiS T D, asi como la cardinalidad de los conjuntos suma y diferencia

Por ejemplo, para el conjuné; = {0,1,2,4,7,8,12 14, 15,18, 19, 20} el algoritmoDecide

imprime el siguiente mensaje:

“El conjunto es MSTD”
“El cardinal del conjunto suma es:”, 41

“El cardinal del conjunto diferencia es:”, 39

Sin embargo, al ingresar el conjunith 2, 3,8,13,17} y ejecutar el algoritmo, este ultimo

retorna el mensaje:

“El conjunto NO es MSTD”
“El cardinal del conjunto suma es:”, 19

“El cardinal del conjunto diferencia es:”, 27

Unade las cuestiones importantes que aborda el estudimpatos con mas sumas que dife-
rencias es la construccion de los mismos. Algunos métodascpastruir conjuntosSTD
de enteros propuestos por M. Nathanson [6] y P. Hegarty [Bfesentaran, a continuacion,

junto con ejemplos obtenidos mediante la implementacicmét®dos computacionales.

Para empezar, se vera que la obtencion de conjl&%¥ Dno resulta dificil cuando se cuen-

ta con uno de ellos, como se puede observar en la siguiergegcn:

Proposicion 1.2.3.([6]) Si A es un conjunto MS T D de enteros, entonces para cada %, z
x # 0, el conjunto

XA+ {z} ={xa+z:aecA}

también es un conjunto MSTD.

18



Demostracién.SeaB = {xa+ z: a € A} dondex, z€ Z, x # 0 y seaA un conjuntoMS TD
de enteros.

Se define

o:A+A—->B+B

m— Xm+ 2z

Note que paran,n € A+ A, sim = n; se tiene quep(m) = xm+ 2z = xn+ 2z = ¢(n); luego,
¢ esté bien definida. Ahora, seam, m, € A + A, suponga qué(m,) = ¢(mp); se sigue que,
XMy + 22 = Xxm, + 2z, de dondem, = mp. Asi, ¢ es inyectiva. Ademas, Dadoe B + B se
tiene queb = b, + b, parab;, b, € B; luego, existera;,a, € Atales quep; = xa, + zy

b, = Xa + z asi que exista = a; + a, € A+ Atal que
p@=¢@a+a)=xa+a)+2z2=Xay+2)+ (X +2=b;+b,=h.

Por lo tantog es sobreyectiva.

Lo anterior implica que es una funcion biyectiva; por consiguien#e;+ Al = |B + B|.

Similarmente, sea

v:A-A—->B-B

m-— Xm

Note que para, n € A—A, sim = n; se tiene quay(m) = xm= xn = ¥(n); luego,y esta bien
definida. Ahora, seam;, m, € A— A, suponga qué(m,) = ¥(M,); Se sigue quexny = Xn;
de dondem, = m,. Asi, ¥ es inyectiva. Ademas, dadoe B — B se tiene qud = b; — b,
parab, b, € B; luego, existera,, a, € Atales queb; = xa, + zy b, = Xa + z asi que existe

a=a —-acA-Atalque
y@) =v(@-a)=Xa—-a) =Xy +2-(Xp+2 =b—-b,=h.

Por lo tantoy es sobreyectiva.
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Lo anterior implica ques es una funcion biyectiva; por consiguien#e;- Al = |B — B.

En conclusion, sA es un conjuntMS T D se tiene queB también es un conjunt®IS T D

O

El siguiente teorema permite generar conjuNi3 T Da partir de una progresion aritmética

gue luego es perturbada por un conjunto simétrico y por unexéo especifico.

Teorema 1.2.4.([6]) Sean md y k enteros talesque m4,1 <d<m-1,d# T, k> 3si

d<Zyk>4sid> 7. Sean

B =[0,m-1]\{d},
L={m-d,2m-d,...,km-d},
a’=(k+1)m-2d,
A"=BuULuU(a -B),

A=A"U{m}.
Entonces, el conjunto A es un conjunto MS T D de enteros.

Demostracién.Para empezar, se probara que
A+ Al > |JA" + A"

Dado quem € A, se tiene que,d € A + A. Se mostrara quen2¢ A* + A*. Suponga que
2m=a+a € A" + A". Sin pérdida de generalidad, considare &, luegom < a < 2m; asi,
a¢ B.
Ademas,

min(a-B)>a - (m-1) =km-2d+ 1> 2m,

si(k—2)m2> 2d, y esta desigualdad se cumplési 4, o sik > 3yd < 7. Luego,a ¢ a"—B.
Como 3n—d > 2m, entoncesm € L sbélo sia=2m-dy a = d; asi,a ¢ B. Debido a que

d # 3, se sigue quen—d # d; luego,a ¢ L. Por lo tantoa’ ¢ A".
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Con lo anterior, se ha probado qua 2 (A+ A) \ (A* + A"). Por lo tanto]A + A > |A* + A"|.

Ahora, se probara que el conjur® es simétrico con respectaa Como

a—-A=a - (BULuU(a -B)),

=@-Bu@-Lu(a-(@ -B));

basta probarqua - L =Ly (a* - (a" — B)) = B.
Dado quel es una progresion aritmética chrelementos ya* = min(L) + max(); se tiene

que,a - L =L. Como
a-B={@-b:beB}j={a’,a"-1,...,a—-(m-21}\{a" -d};
entonces,

a-@-B={a-a,a-@-1,..,a-@-m-1)\{a-( -d)
={0,1,...,m-1}\ {d} = B.

Por lo anteriora® — A* = (a* = B) UL U B = A". Luego,A" es simétrico con respectcaé.

Esto implica, de la proposicion 1.1.6, que:
A"+ A" = |A" - Al
Ademas, se probara gée-A = A*—A*. Para ello, es suficiente mostrar chie-{m} C A*—A".

Note que Ce A%, luegoA* C A* — A",
Dado quan= (2m-d) - (m-d) € L — L, se sigue que

m-B={12,...m-1m\{m-dcBU(L-L)CA -A,
y tambiénB — {m} € A* — A*. Similarmente,

L-{m}={-d,m-d,...,(k-1)m-d} c LuU{-d}.
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Sil<d<m-1,entonce$l,d+ 1} CBULCA*'yd=(d+1) -1 A" -A.Sid=1, se
tienequg2,3} CcBULyle A'—A". Sid=m-1, entoncesn+1=2m-de L, 2¢€ B, por

consiguientem—1€ B—-L € A" — A". Por lo tanto ,
L-{mc A" - A"
Finalmente, se debe probar que
a-B-{m={a"-b-m:beB}C A -A".
Sid=m-1, entonces* = (k—1)m+2y
A =[00m-2lu{l,m+1,2m+1,...,(k-1)m+1ju (@ -[0,m-2]).
Sib € [0, m- 4], entonces
a-b-m=a-(b+2)-(M-2)e A"-A".
Sib=m- 3, entonces
a-b-m=a-(m-4)-(m+1)ecA -A".
Sib=m- 2, entonces
a-b-m=a-(m-3)-(m+1) A -A"

Suponga que I d < m- 2. Parab ¢ {d - 1,m- 1}, se tiene qué + 1 € B, luego

a‘'—(b+1) € a*— B. Dado quen— 1 € B, entonces
a-b-m=@-Mb+1))-(m-1) A -A"
Sib=m- 1, entonces

a-b-m=(Kk-1)m-2d+1,
=(k-1)m-d)-(d-1),
eL-BCA-A".
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Sib=d-1yd# m-2,entonces 2 d < m- 3y setiene que
a-b-m=a-(d-1)-m,
=@ -(d+1)-(m-2),
e A"- A"
Por ultimo, sib=d - 1yd =m- 2; se sigue quan > 5,k > 4, asi
a=Kk+1)m-2d=(k-1)m+4
luego,
a-b-m=Kk-1)m+4-(d-1)—-m,
=(k-3)m+7,
=(k-2m+2-(m-5),
=(k-1)m-(m-2)-(m-5),
eL-BC A -A".

Entonces,
a-B-mcA —-A".

Por consiguienteA — A = A* — A*. Con esto se concluye la prueba. |

Ejemplo 1.2.5.Los siguientes son conjunt®dS T Dconstruidos utilizando el teorema 1.2.4:
a) Conm=4,d=3yk =4 se construye el conjuntdSTD
A; =1{0,1,2,4,5,9,12 13 14},
dondelAs + Az| = 28 y Az — Ag| = 27.
b) Paran=4,d =1yk =4 se obtiene el conjunt®lSTD
A,=1{0,2,3,4,7,11 15 16,18},

conlAg + Ayl = 32 y|As — Ay = 31.
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La construccion manual y el analisis de conjunkdS T Da partir del teorema anterior no
representan mayor dificultad para valores pequefias, @ty k; sin embargo, al aumentar
los valores, estas tareas demandan mas tiempo. Por esta sezta disefiado el algoritmo
MSTD(m,d, k) que permite obtener conjuntddS T D, de manera rdpida. En el casorde: 5,

d = 1 yk = 8, este algoritmo retorna un conju®S TD A; = {0,2,3,4,5,9, 14, 19, 24, 29,
34, 39,40,41, 43}, la cardinalidad del conjunto suma y diferencia, que resgauoente es 74
y 73.

Al estudiar conjuntoMS T D, interesa conocer la cardinalidad de los conjuntos suma y di
ferencia de subconjuntos de enteros; en este sentidopuetisig resultado compara los con-

juntos suma, diferencia y sus cardinalidades de acuerdteamaadas condiciones.

Lema 1.2.6.([6]) Sea m> 4y sean r y s enteros tales que

r-lyr+l<s<m-1

Sea
B=[0,r—1]u[sm-1].
Si
S<2r-1ly2s<m+r -1, (1.4)
entonces
B+B=[0,2m-2].
Si

s<2r-lo2s<m+r -1, (1.5)
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entonces
B-B=[1-mm-1].
Seannk 4yl<r<m-2ysea
B=[0,m-1]\ {r}.
Entonces
B-B=[-(m-1),m-1].
Si2 <r <m- 3, entonces
B+ B=[0,2m-2].
Sir =1, entonces
B+ B=[0,2m-2]\ {1}.
Sir=m- 2, entonces
B+ B=[0,2m- 2]\ {2m- 3}.
Demostracién.Note que
2B=B+B=[0,2r-2]u[sm+r —2]U[2s2m-2].

Sis<2r-1y2s<m+r-1;setiene que, [@r — 2]JU[s,m+ T — 2] = [0,m+r — 2], incluso
paras = 2r—1,ademas,d m+r — 2]U[2s,2m- 2] = [s,2m - 2], inclusive si Z = m+r—1.
Luego,

B+ B =[0,2m- 2]

Ahora, sis<2r-1o02s<m+r - 1; se sigue que,
B-B)n[O0m-1]=[0,r=1] U [s-r+1m-1] U [Oom-1-9 =[0,m-1];
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de modoB-B=[1-mm-1].

Por otro lado, ss=r+1 entonces k r < m-2yB =[0,m- 1]\ {r}. Note que la condicion
(1.5) se satisface y por lo tanB- B = [1 — m, m — 1]. Adicionalmente, la condicion (1.4) es
equivalente a Z r < m- 3y por consiguienteB + B = [0, 2m - 2].
Parar = 1 se tiene qu® = {0} U [2, m— 1], luego
B+B={0ju[2,m-1]U[4,2m-2] =[0,2m- 2]\ {1}.
Por ultimo, para = m- 2 se tiene qud® = [0, m— 3] U {m— 1}, luego
B+B=[0,2m-6]u[m-12m-4]Uu{2m-2} =[0,2m- 2]\ {2m— 3}.

Con esto se da por terminada la demostracion. O

A pesar de que el lema anterior no propone un metodo parargorinjuntosMS TD, es
una herramienta util que provee las condiciones necegaiaggenerarlos, como se observa

en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.7.([6]) Sea n> 4y sea B un subconjunto @, m— 1] tal que

B+ B=[0,2m- 2]

B-B=[-m+1m-1].

Sea [t una progresion aritmética de dimensigth— 1) contenida erf0O, m — 1]\B tal que

min(L*) — 1 € B. Sea k> 2y sea L la progresion aritmética de dimension d,
L=(m-L")+m=[1,K].

Sea

a" = min(L) + max(L) = (k+ 3) m— min(L*) — max(L")
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A'=BuLuU(a -B).

Entonces A= A* U {m} es un conjunto MSTD de enteros.

Demostracion.El conjuntoA* es simétrico con respectaaluego
A"+ A" = |A" = A"

ComoBnNnL" =0y
A"N[0,2m = BuU (2m- L"),

se tiene querd ¢ A" + A", luego 2n € (A + A)\(A* + A*). El conjuntoA sera un conjunto

MSTDsiA— A= A" - A, y para esto es suficiente probar que:
A'-mc A" - A"
Note que la condiciéB+B = [0, 2m-2] implica que Om-1 € B. En particularA* C A*— A",
AA-m=B-mu((L-mu (@ - B)-m).
Dado quane L — L, se tiene que
m-Bc[lLm c(B-B)u(L-L)CA -A,

en consecuencia

Ademas,

L-m=(mM-L)U(m-L")+m=x[1k-1])
c(B-ByuUL

CA -A".
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Finalmente, sea*'—b—m € a"-B—m. Sib # m-1,, existerb,, b, € Btales quen+b = b;+b,,
asi
a-b-m=@-b)-be(@-B)—-BCA -A".

Sib=m- 1, entonces

aa-b-m=a-2m+1
= (k+3)m-min(L") - maxL") - 2m+ 1
= (k+ 1)m- maxL"*) — (min(L*) - 1),

Como - max(L*)) + kme Ly min(L*) — 1 € B. se tiene que
a-b-meL-BCA -A".

Esto completa la demostracion.

O

Inicialmente para obtener un conjurits T Dutilizando el teorema 1.2.7 es necesario llevar
a cabo un proceso previo para construir los conjuBtps * que cumplan con las condiciones
establecidas, para esto se emplea el lema 1.2.6 de @oade,r — 1]U[s, m— 1] para algun
r>1,s<2r-1yunmtal que Z< m+r —1; ademas la progresion aritmética de dimension
d-1,L* € [0,m-1]\Bindica queL* C [r,s— 1] y debido a que min() — 1 € B, entonces

r = min(L*). Por lo anteriorL* se podra construir como una traslacion de una progresion
aritméticaP de dimensiord — 1 con minP) = 0y maxP) = Myasis> M+r+1y

r > M + 2. En conclusion, para construir los conjun®®y L* se parte de una progresion
aritméticaP y se escogen enterossy mtalesquea > M+2,M+r+1<s<2r-1y

2s<m+r —1, luego se procede a constrBie= [0,r —1JU[sm—-1]yL" ={r} + P.

Como se puede ver, la implementacion del teorema 1.2.7eeqjuarios procesos, hacien-
do que el trabajo de construccion sea mas largo tanto padabaracion de los conjun-
tos de la hipotesis como para la del conjunto final; por eté@mase ha disefiado el algo-

ritmo MSTDG(R,k) que en primer lugar, crea una progresion aritmética ganadaP =
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{aa Xy + axX + ...8(g-1)Xe-1) - 0 < X < 1} a partir de un conjunto que contiene las razones de
la progresién, posteriormente calcula el nB)xescoge de manera aleatoria los enteress

y mteniendo en cuenta las condiciones establecidas para éntdmonstruir los conjuntos
definidos en dicho teorema. A continuacion, se muestra ujuectmMS T D obtenido me-

diante la implementacién del algoritmo.

Ejemplo 1.2.8. Tomando la progresion aritmétida= {3x; + 4%, + X3 : 0 < X < 1 para
i =1,2,3}, cuyo maximo valor ed/ = 8, escogiendo = 10,s= 19 ym = 29 y empleando

el algoritmoMSTDG(R, k) se construye el conjuntdS T D
Ag =[0,9]1U[19,29]U [40,48]U [69,77] U [89,98] U [108,117]\ {42 46,71, 75},

dondelAs + A4 = 234 y|A, — Ayl = 233.

El siguiente resultado permite la construccion de dos cdofgMS T Da partir de dos nume-
ros enteros, con diferente cardinalidad, donde el primejucto se encuentra contenido en

el segundo.

Teorema 1.2.9.([2]) Sean nk >1. Si

X:=10,n],

m:= (2k + 3)n,

Y:=m-X
k

Z = U[Zjn+1,(2j +1n-1],
j=1

B:=XuYuZz

a:=2n,

A =BuU{a},
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entonces A es un conjunto MSTD ¢An+ Al — |A - Al = 1. Ademas, si los conjuntos:

W :=[(2k + 4)n, (2k + 5)n — 1],
A =AUW,

entoncesA también es un conjunto MSTD csfi + A| — | A - A| = 2.
Demostracién.El conjuntoB es simétrico con respecta@ ya que
Mm-B=(M-X)um-Y)u(m-2)=YUXUZ=B.
Asi, por proposicion 1.1.6, se tiene gie+ B| = |B — B.
Se probara quA+ A = (B+ B) U {2a}. ComoA+ A = (B+ B) U (a+ B) U {2a}, basta probar
quea+ B C B+ B. Note que (= BimplicaB C B + B. Dado que:
a+B=(@+X)u(a+Y)U(a+2),

se tiene que

a+X=[2n3nc(X+X)U(Z+X) < B+B.
a+tY=[a+m-na+m|=[(2k+4)n,(2k+5n] c(Y+X)U(Z+Y)C B+B.
a+Z=[4n+1,5n-1Ju[6n+1,7n-1]U---U[2k+2)n+1,(2k+3)n-1] C ZUY C B+B.

De ahi queA + A= (B+ B) U {2a}. LuegolA+ A = |B+ B| + 1.
Ahora se mostrara que— A= B - B. DebidoaquéA-A=(B-B)u(a-B)uU(B-a), es
suficiente probar queéB(— a) C (B — B). Observe que @ B implicaB C B — B. Teniendo en

cuenta que

B-a=X-au(Y-au((Z-a),

ycomoa=2n=2n+1-1¢eZ- X, entonces

a-X=[n2ncXu(Z-X)cB-By X-acB-B.
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Ademas,

Y-a=[mM-n-am-a] =[2kn (2k+1)nfc(Z-X)UuZU(Y-X)C B-B.

k
Z—a:U[(Zj—2)n+1,(2j—1)n—1]
=1

=[L,n-1]Uu[2n+1,3n-1]U---U[2k-2)n+1,(2k— 1)n— 1]
cXuZcB-B.
Luego,A- A =B-ByJ|A-A = |B- B| Por lo tanto,A es un conjuntaMS T D con

A+ A =]A-A+1.

Finalmente, se probara quées un conjuntdS T D Note que G AimplicaqueAC A-A
yACA+ A Como

A-A=A-AUW-AUA-W)UW-W),
basta analizar los subconjuntd¥ ¢ A), (A - W)y (W — W). Se sabe que

W-A=W-=X)UMW-=Y)U(W=2)U(W-a),

A-W=X-WuUu(Y-W)U(EZ-W)U(@-W).
Ademas,

W= X = [(2k + 3)n, (2k + 5)n — 1] € YU [(2k + 3)n + 1, (2k + 5)n — 1]
C(A—A) U2k +3)n+1,(2k +5)n—1].

W-Y=[n3n-1]c(a-X)UZCA-A
W-Z=[3n+15n-2]U---U[2k-1)n+1,(2k+1)n-2]U[(2k + 1)n+ 1, (2k + 3)n — 2]
CZ-X)u(Z-a)uZU(Y-X)UYCA-A.

W-a=[2k+2)n,(2k+3)n-1]CYCA-A
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Por otro lado,
W-W=[-(n-1),n-1]cB-B=A-A

De todo lo anterior, se concluye que— A = (A— A) U £ [(2k + 3)n + 1, (2k + 5)n — 1]; por
consiguiente,A — A = |A- A +2(2n-1)=|A- A + (4n - 2).

Ahora, como
A+A=A+AUA+W)U(W+W),

basta estudiar los subconjuntés{ W) y (W + W). Se sabe que

A+W=X+W)U(Y+W)U (Z+W)U (a+W).

X+W=[2k+4)n,(2k+6)n-1]Cc(Y+X)U(Y+Z)CA+A
Y+W=[(4k+6)n,(4k+8)n—-1] C (Y +Y)U[(4k+6)n+1,(4k+8)n—-1]
C(A+A) U[(4k+6)n+1,(4k +8)n-1].
Z+W=[2k+6)n+1,(2k+8)n-2]U[(2k+8)n+1,(2k+10)n-2]U---
U[(@k+4)n+1,(4k+6)n-2]Cc(Y+2)U(Y+Y)CA+A
a+W=[2k+6)n,(2k+7)n-1] (Y +2Z)U{(2k+6)n} € (A+ A) U {(2k + 6)n}.

Por otra parte,
W+ W = [(4k + 8)n, (4k + 10)n — 2] C [(4k + 6)n + 1, (4k + 10)n - 2].

EntoncesA+ A= (A+A) U[(@dk+6)n+ 1, (4k+ 10N - 2] U {(2k + 6)n}. Luego|A + A| =
A+ A+ (4n-2) + 1.

Por lo tanto,A es un conjuntdiS T D, y se tiene que
A+ A - A-A=A+A+(@n-1)-(JA-A+4n-2)= 2.

Esto completa la demostracion.
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Note que, en el teorema, el método empleado para la conginudel primer conjunto
MS T D presenta varias similitudes con respecto a los métodosi@ete ya que también
hace uso de conjuntos auxiliares en donde nuevamente urlbsle® una progresion arit-
mética, en este casfy que se puede expresar como= {2n+ 1+ X; + 2nN% : 0 < X; <

n—2,0 < X, < k- 1}. Por lo tanto, la construccion de un conjui® T D como se ha visto

hasta ahora, se reduce a perturbar una progresion arianétic

Una cuestion importante que se resalta en este teorema earitficacion de la resta en-
tre la cardinalidad de los conjuntos suma y diferencia, k@l es aplicado en el algoritmo
MSTDH(n,k), que permite crear dos conjuntS T D, donde para el primer conjunto, la
resta entre el cardinal del conjunto suma y el cardinal dejuco diferencia es 1; y para el

segundo conjunto, el valor de dicha resta es 2.
Ejemplo 1.2.10.En el caso d& = 4 y k = 3 el algoritmoMSTDH(n, k) retorna

“Conjunto MSTD1", {0, 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 17, 18, 19, 25, 28, 32, 33, 34, 35, 36}
“El cardinal del conjunto suma de MSTD1 es:”, 70
“El cardinal del conjunto diferencia de MSTD1 es:”, 69
“Conjunto MSTD2",{0, 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 17, 18, 19, 25, 28, 32, 33, 34, 35, 36, 40,
41, 42, 43}
“El cardinal del conjunto suma de MSTD2 es:”, 85

“El cardinal del conjunto diferencia de MSTD2 es:”, 83.
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Capitulo 2

Argumento de conteo

SeaG = Z/nZ x Z/2Z 'y sea) el conjunto de todos los subconjuntos@lee la forma
={(i+nZ,&+22):1=0,1,..., n—1yeg €{0,1}}.
Observe que paratodde Q |Al = ny Q| = 2"

¢ Es posible encontré e Q tal queA sea un conjunto MSTD? Si es asi, ¢ Cuantos conjuntos

MSTD se pueden encontrar?

Considere, por ejempl& = Z/3Z x Z/2Z; luego,Q = {A1, Ao, Az, A4, As, As, Az, Ag} CON

A1 = {([0]3, [0]2), ([1]s, [0]2), ([2]s, [O]2)},
{([0]s. [0]2), ([1]s, [0]2), ([2]s, [1]2)},
{([0], [0]2), ([1]s, [1]2), ([2]s, [O]2)},
{([0], [0]2), ([1]s, [1]2), ([2]s, [1]2)},
{ }
{ }
{ }
{ }

A, =
As = {([0]3, [1]2), ([1]s, [0]2), ([2]s, [O]2)},
As = {([0]3. [1]2), ([1]5, [0]2), ([2]s, [1]2)},

= {([0]s, [1]2), ([1]s, [1]2), ([2]3, [O]2)},
As = {([0]3. [1]2), ([1]5, [1]2), ([2]s, [1]2)}-
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Calculando el conjunto suma y diferencia para cada uno d& Jee tiene que:

A; + A = A; — A = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2)}.

A> + A2 = {([0]5, [0]2), ([1]5, [0]2). ([2]3, [0]2), ([0]s, [1]2). ([2]3, [1]2)}-
— Az = {([0]5, [0]2), ([1]s, [0]2), ([2]s, [O]2), ([1]s. [1]2), ([2]s, [1]2)}-

As + As = {([0]3, [0]2), (115, [0]2). ([2]s, [0]2), ([1]s, [1]2). ([O]s, [1]2)}-
— As = {([0]3, [0]2). ([1]3, [0]2). ([2]3, [0]2). ([1]s, [1]2), ([2]s. [1]2)}-

As + As = {([0]3, [0]2), ([1]5, [0]2). ([2]3, [0]2), ([1]s, [1]2). ([2]3, [1]2)}-
As = As = {([0]5, [0]2), (115, [0]2). ([2]s, [0]2), ([1]s, [1]2). ([2]3, [1]2)}-
As + As = {([0]5, [0]2), ([1]s, [0]2). ([2]s, [0]2), ([1]s, [1]2). ([2]3, [1]2)}-
= {([0]s, [0]2), ([1]s, [0]2), ([2]3, [O]2). ([1]a. [1]2). ([2]a. [1]2)}-

As + As = {([0]3, [0]2), (115, [0]2). ([2]s, [0]2), ([1]s, [1]2). ([O]s, [1]2)}-
As — As = {([0]3, [0]2), (115, [0]2). ([2]s, [0]2), ([1]s, [1]2). ([2]3, [1]2)}-
A7 + A7 = {([0]5, [0]2), ([1]5, [0]2). ([2]3, [0]2), ([O]s, [1]2). ([2]3, [1]2)}-
}

A7 — A7 = {([0]3, [0]2), ([1]s, [0]2), ([2]s, [0]2), ([1]3, [1]2). ([2]s, [1]2)}-
Ag + Ag = Ag — Ag = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2)}.

Luego, no existd € Q que seaMS T DparaG = Z/3Z x Z/2Z. Sin embargo, lo anterior no
descarta la posibilidad de encontrar conjurft$S T Den un grupds = Z/nZ x Z/27Z.

Lema 2.0.11.([6]) Sea G= Z/nZ x Z/2Z y seal el conjunto de todos los subconjuntos de

G de laforma
A={(i+nZ,¢&+22):i=0,1,..., n—1lyeg € {0, 1}}.
Para cada conjunto & Q, si(nZ,6 + 2Z) € A— A, entonce$A— Al < |G| —-1=2n- 1.
Demostracion.SeanX,Y € A, conX = (X+nZ, e, + 2Z) eY = (y + NZ, &, + 2Z), tales que
X=Y=X+nZex+2Z) - (Yy+ NZ, & + 2Z) = (NZ, 5 + 2Z),

entoncesx = y (modn) luegox = y; asi ques, = s,y § = 0 (mod 2). Por lo tanto,
(nZ,1+27Z) ¢ A—A. Como|G| = 2ny (nZ, 1+ 2Z) € Gentonce$A—-A < |G|-1=2n-1 O
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A partir del lema anterior, el problema de encontrar comjshS T Dse reduce a probar que
existeA € Q tal queA + A = G, es decir]A + A| = 2n.

Teorema 2.0.12.([6]) Sea G= Z/nZ x Z/2Z y seal el conjunto de todos los subconjuntos

de G de la forma
A={(i+nZ,¢&+22):i=0,1,...,n=-1yg € {0,1}}.
¥(G) denota el numero de AQ tal que A+ A = G. Entonces

2n ; H .
¥(G) > 2" (1 - ﬁ) Ssin es impar,
2"(1- 2%) sinespar.

Demostracién.Seag = (b + nZ,5 + 2Z) € G y denoteg(g) el nimero deA € Q tal que
g ¢ A+ A. Entonces

Q- ¥(G) < ) ¢(9).

geG

Considere primero el caso en ques impar. Hay una clase de congruencia Unica nZ €
Z/nZtal que 29 = b (mbdn)y (ap+nZ, e+ 2Z) € Apara algure € {0, 1}. Sié = 0 (mdd 2),

entonces
g=b+nZ,2Z)=(ag+ NZ,e+2Z)+ (ag+ NZ, e + 2Z) € A+ A,

asig(g) = 0.

Sié =1 (mbd 2), entoncesa§ + NZ, & + 2Z) + (ag + NZ, & + 2Z) # 9. Sia # a; (Moddn),
entonced — a £ a (mbd n). Se sigue qUE/NZ\{ay + NZ} es la unién der(— 1)/2 conjuntos

disjuntos de la formga; + nZ,b-a; +nZ}, paraj = 1,..., (n-1)/2. Seas;}" V' cualquier

<1)/2

secuencia de ceros y unos, se define la secuési¢ como
8] =0- Ej + 1.
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Definiendo el conjunté € Q comoA = {(a; +nZ, & + ZZ)}E’:O”/Z Uib-a;+nZ, |+ ZZ}E’:O”/Z
sevequeg ¢ A+ A

En conclusion, sin es impar se tiene que:

0 sio =0 (mod 2);
¢(9) = _ ]
2+D2 gi5=1 (mod 2).

Luego

Z #(Q) = (Ezl) 2(+1)/2 _ o(n+1)/2.

geG
Por lo tanto,

¥(G) 2 1 - > 4(9),

geG
— 2n _ n2(n+1)/2’
_onfyq V2n
= - W .

Hay un argumento similar en el caso en el g@s par. Sb es impar, entonces la congruencia
2x = b (mbéd n) no tiene solucién, ¥/nZ puede ser dividido en/2 pares de elementos que
sumanb. De ello se deduce qu#(g) = 2"?. Hay exactamenta/2 elementos en el grupo
Z/nZ conb impar, y entoncen elementos en el grug® conb impar. Por consiguiente,

D, 9@ =n2".

geG
b impar

Sib es par, entonces hay un entegdal que
b+nZ=2(@y+nZ)=2(@y+n/2+nZ).

Sis =0 (mod 2), entonces(g) = 0. Sié = 1 (mod 2), entonced/nZ\{ag+nZ, ag+n/2+nZ}
se puede dividir enn(— 2)/2 pares de elementos que suntarme esto resulta que(g) =
4.200-2)/2 = pn+2)/2 y

> 4@ = (5)202 = n22

geG
b par
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Asi, 3 ¢(g) = 2n2"2. Por consiguiente,

geG
¥(G) 2 1 - > 4(9),
geG
— 2n _ n2(n+2)/2’
2n
= 2n (1 - W) .
Esto completa la demostracion. |

Como se puede ver, el anterior teorema provee una cotadnfara los conjuntof € Q

que sorMS TD, la cual depende dedebido a que:

Caso 1. Snh es impar entonceB(G) > 0 cuando

2”(1— \/En) >0,

2n/2

V2n

~ onj2

V2n

2n/2
V2n < 22,

n < 212,

1 > 0,

<1,

es decir, para > 7.

Caso 2. Sn es par entonceB(G) > 0 cuando

2n
2n (1— W) > O,

es decir, para > 10.
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Ejemplo 2.0.13. = ParaG = Z/7Z x Z/2Z se tiene qu&(G) > 16.

» ParaG = Z/10Z x Z/27Z se obtiene qu&¥(G) > 384.
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Conclusiones

1. Se realiz6 un trabajo basado especificamente en [2] ydGHalse presentan algunos
resultados sobre la construccion de conjuntos con mas syueadiferencias; identi-
ficando y analizando los elementos usados en ellas comodgeegiones aritméticas,
sefialadas como ejemplos de conjuntos simétricos, que Bmyperturbadas conser-

vando la propiedad de simetria.

2. Se observé que la estructura de los conjuntos obtenidagéastdel teorema 1.2.4 es si-
milar a la planteada en el teorema 1.2.7 ya que la esencialdecoajunto y elemento
auxiliar empleado para construir un conjuts T D es la misma en los dos teore-
mas. No obstante, el primero permite disefiar conjuM&sT Dusando progresiones
aritméticas de dimensién uno y el segundo elabora los ctogwon progresiones de
dimensién mayor. Esta misma similitud se encontr6é en eketaarl.2.9, dado que su
conjuntoZ es una progresion aritmética de dimension 2; sin embarfjeralide los
teoremas anteriores al construir dos conjuNI3T Dde diferente cardinalidad en la

misma aplicacion.

3. Se presentaron varios conceptos y propiedades necgsaraaabordar el problema de
construccion de conjuntddS T D De igual forma, se plantearon y ejecutaron algorit-
mos enMuPAD® como instrumento Util para la elaboracion en menor tiemplosle

conjuntosMS T D, teniendo en cuenta el procedimiento planteado en cadeneor
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4. Se estudié un argumento de conteo que sirvié para gaaalgiexistencia de conjuntos
MS T Dcontenidos eis = Z/nZ x Z/2Z; para esto se determinaron las condiciones
bajo las cuales se obtiene un conjuM8 TD A= {(i+nZ,& +2Z):i=0,1,...,n—

1lye € {0, 1}} y finalmente se proporcion6 una cota inferior del nimero agucios

Ac GquesonMSTD
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Apéndice A
Algoritmos

Los teoremas presentados en el capitulo 1 proporcionandogfmara la construccion de
conjuntosMS T D facilitando el disefio de algoritmos que luego pueden adutridos a un
lenguaje de programacion, optimizando el tiempo de coositin de un conjuntdiSTD

y el calculo de la cardinalidad de los conjuntos suma y difeiee El lenguaje usado para
realizar este disefio es MuPAI) el cual es un completo sistema de algebra computacional
gue actualmente esta disponible como parte de la caja danientasSymbolic Mathde
MATLAB ®.

A continuacién se presentan los algoritmos implementaddd @AD® necesarios para la

construccion de algunos conjuntiekS T Dde enteros.

A.1l. Algoritmos auxiliares

Algoritmo 1. (Sumal) Este algoritmo recibe un conjunto finite=Aay, ..., a,} y retorna el

conjuntosuma A A={a+a :aa €A}

Sumal:= proc(A)

local i,j,S,sum;
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begin
S:={};
for i from 1 to nops(A) do
for j from i to nops(A) do

sum:=(A[i]+A[j1);

S:= S union {sum};

end_for;
end_for;

end_proc;

Algoritmo 2. (Restal) Este algoritmo recibe un conjunto finite=Aay, ..., a,} y retorna el

conjunto diferencia A A={a—a :a,a € Al.

Restal:= proc(A)
local i,j,S,res;
begin
S:={};
for i from 1 to nops(A) do
for j from i to nops(A) do
res:=(A[i]-A[jD);
S:= S union {res,-res};
end_for;
end_for;

end_proc;

Algoritmo 3. (Suma) Este algoritmo recibe dos conjunteAay, ...,a,} y B := {by, ..., by},

retornando el conjunto suma-AB={a+b:acAbeB}.

Suma:=proc(A,B)
local i,j,S;

begin
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if nops(A)=0 or nops(B)=0 then
if (nops(A)-nops(B))>0 then
S:=A;
else

if (nops(A)-nops(B))<0® then

S:=B;
else
print({});
end_if;

end_if;
else
S:={};

for i from 1 to nops(A) do
for j from 1 to nops(B) do
S:=S union {A[i]+B[jl};
end_for;
end_for;
end_if;

end_proc;

Algoritmo 4. (Resta) Este algoritmo recibe dos conjunte=Aay, ...,a,} y B = {by, ..

retornando el conjunto diferenciaAB ={a—b:aec A be B}.

Resta:= proc(A,B)
local i,j,D,res;
begin
D:={};
for i from 1 to nops(A) do
for j from 1 to nops(B) do
D:= D union {A[i]-B[jl1};
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end_for;
end_for;

end_proc;

Algoritmo 5. (PA) Este algoritmo genera progresiones aritméticas deedision 1. Para
esto recibe 3 enteros b, r, y k, que respectivamente son lg, tesazéon y el numero de

elementos de la progresion. Al final, retorna la progresioa Bb + rx; : 0 < x < k— 1}

PA:= proc(b,r,k)
local i,A;
begin
A:={};
for i from ® to k-1 do
A:=A union {b+i*r};
end_for;

end_proc;

Algoritmo 6. (PAG) Algoritmo para construir progresiones aritméticasngralizadas de
dimensién n. Recibe un conjuntoRay, ..., a,} Y retorna una progresion aritmética genera-

lizada P= {a;X; + axXo + ...anX, : 0 < X < 1),

PAG:=proc(R)
local P,i;
begin
P:={0,R[1]};
for i from 2 to nops(R) do
P:=Suma(P,{0,R[i]});
end_for;

end_proc;
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A.2. Algoritmos conjuntosMSTD

Algoritmo 7. (Decide) Algoritmo disefiado teniendo en cuenta la definidé conjunto
MS TD. Recibe un conjunto A {ay, ..., a,}, calcula los conjuntos A Ay A— A, sus car-
dinalidades y la diferencia de éstas para retornar el measdgl conjunto es MSTD”, la
cardinalidad de A-rAy A—Asi|A+Al—-|A-A| > 0; en caso contrario retorna, “El conjunto
NO es MSTD” y las cardinalidades.

Decide:=proc(A)
local n,r,s;

begin
s:=nops(Sumal(A));
r:=nops(Restal(A));
n:=s-r;

if n>0 then

print("El conjunto es MSTD");

print("El cardinal del conjunto suma es:", s);
print("El cardinal del conjunto diferencia es:",r);
else
print("El conjunto NO es MSTD");
print("El cardinal del conjunto suma es:", s);
print("El cardinal del conjunto diferencia es:",r);
end_if;
end_proc;

Los algoritmos que se presentan a continuacién se diseGaroel fin de generar nuevos
conjuntosMS T Dde manera eficiente a partir de las condiciones presentadas oremas
1.24,1.27y1.2.9.

Algoritmo 8. (MSTD) Este algoritmo tiene en cuenta las condiciones dektea 1.2.4

para generar nuevos conjuntos MS TD. Recibe tres enterod, yrk, que deben cumplir
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con las condiciones establecidas en el teorema, para luegstrir los conjuntos auxiliares
presentados en éste, aplicando los algoritmogtPAk) y RestgA, B). Al final, retorna un
conjunto MS TD, la cardinalidad del conjunto suma y difefanel conjunto B y la progre-
sion aritmética L. En el caso de que alguno de los tres entecosumpla las condiciones

establecidas el algoritmo no se ejecutara y retornara mgsseomo “m no es valido”.

MSTD:= proc(m,d, k)
local B,L,i,a,A,S;
begin
if m >3 then
if d>(m-1) or d=(m/2) then
print("d no es valido, escoja O<d<m y d<>m/2")
else
if (d<(m/2) and k<3) or (d>(m/2) and k<4) then
print("k no es valido")
else
B:={i $§ i=0..m-1} minus {d};
L:=PA(m-d,m,k);
a:=L[1]+L[k];
S:=Resta({a},B);
A:= B union L union S union {m};
print( "Conjunto MSTD", A);
print("El cardinal del conjunto suma es:", card(Sumal(A)));
print("El cardinal del conjunto diferencia es:", card(Restal(A)));
print("El conjunto B es", B);
print("La progresién aritmética L es", L);
end_if;
end_if;

else
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print("m no es valido")
end_if;

end_proc;

Algoritmo 9. (MSTDG) Este algoritmo se disefi6 teniendo en cuenta lasigegporcio-
nadas por el lema 1.2.6 y el teorema 1.2.7. Recibe las n razd@déa progresion aritmética
generalizada auxiliar en forma de conjunto, que previaraatgbe ser escrito en la hoja de
calculos de MUPA®), y el término k definido en el teorema 1.2.7; ingresados edtraen-
tos, calcula los conjuntos B y*ly posteriormente los conjuntos definidos en el teorema. Al
final retorna un conjunto MS TD, la cardinalidad de los confpsisuma y diferencia y los

subconjuntos B, Ly L.

MSTDG:=proc(R,k)

local P,M,R1,r,S,s,T,B,LA,L,i,a,Z;

begin

P:=PAG(R);

M:=max(P);

Rl:=random((M+2)..2*(M+2));

r:=R10);

S:=random((r+M+1)..(2*r-1));

s:=50;

Ml:=random((2*s-r+1).. 2*(2*s-r+1));

m:=M1Q);

B:={i $§ i=0..(r-1)} union {i $ i=s..(m-1)};

LA:=Suma({r},P);

L:=Suma(Resta({m},LA),{m*i $ i=1..k});

a:=min(L)+max(L);

Z:= B union L union Resta({a},B) union {m};
print( "Conjunto MSTD", Z);

print("El cardinal del conjunto suma es:", card(Sumal(Z)));
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print("El cardinal del conjunto diferencia es:", card(Restal(Z)));
print("El conjunto B es", B);

print("La progresién aritmética L* es", LA);

print("La progresién aritmética L es", L);

end_proc;

El anterior algoritmo posee una restriccion sobre las msignes aritméticas que usa, dado
que su base cero y cadavaria solamente entre cero y uno; por esta razén, sélo crganco

tosMS T Da partir de una familia de progresiones aritméticas gezacks.

Algoritmo 10. (MSTDH) Este algoritmo tiene en cuenta las construccioredga@brema
1.2.9 para generar nuevos conjuntos MS TD. Recibe dos enterp k, que deben cumplir
la condicidn del teorema, para después generar los congiatxiliares presentados en éste,
aplicando el algoritmo Res(a, B). Al final, retorna un conjunto MS T D, la cardinalidad del
conjunto suma y diferencia, seguido de otro conjunto MS Tr&gdo a partir del anterior
conjunto MSTD, con la cardinalidad de sus conjunto suma grelifcia. Si alguno de los
dos enteros no cumple la condicion establecida el algorihmae ejecutard y retornara el

mensaje: “Ingrese n,k 1".

MSTDH:=proc(n,k)

local X,r,m,Z,A,W,t,w,B;

begin

if (n>1) and (k>1) then

X:={r $ r=0..n};

m:=(2*k+3)*n;

Y:=Resta({m},X);

Z:={};

for i from 1 to k do
Z:=Z union {t § t=2*i*n+1)..Q2*i*n+n-1)};

end_for;

A:=X union Y union Z union {2*n};
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B:=A union {w $ w=2*k+4)*n..(2%k+5)*n-1};

A , B;

else

print("Ingrese n,k>1")

end_if;

print( "Conjunto MSTD1", A);

print("El cardinal del conjunto suma de MSTD1 es:", card(Sumal(A)));
print("El cardinal del conjunto diferencia de MSTD1 es:", card(Restal(A)));
print( "Conjunto MSTD2", B);
print("El cardinal del conjunto suma de MSTD2 es:", card(Sumal(B)));
print("El cardinal del conjunto diferencia de MSTD2 es:", card(Restal(B)));

end_proc;
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