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TITULO: CONJUNTOS CON MÁS SUMAS QUE DIFERENCIAS1

AUTORAS: Laura Milena Romero Parada, Ana Milena Santamaría Bueno2

PALABRAS CLAVE: Progresión aritmética; Conjunto simétrico; Conjunto suma; Conjunto

diferencia; ConjuntoMS TD.

DESCRIPCIÓN

La teoría de números aditiva incorpora, en sus objetos de estudio, los conjuntos con más

sumas que diferencias o conjuntosMS TD, los cuales se caracterizan por tener el cardinal

del conjunto suma mayor que el cardinal del conjunto diferencia. Estos conjuntos se han

estudiado durante los últimos cincuenta años, en los cualessobresale el planteamiento de

métodos para construirlos. El contenido de este trabajo se basa en el estudio de [2] y [6].

El documento está organizado en dos capítulos y un apéndice.En el primer capítulo, se pre-

sentan los conceptos de progresión aritmética, conjunto simétrico, conjunto suma y conjunto

diferencia; con algunos resultados relevantes para iniciar el estudio de los conjuntosMS TD

de enteros. Finalmente, se muestran algunos métodos que permiten construirlos. Los prime-

ros métodos construyen conjuntosMS TDcuya resta entre los cardinales de su conjunto suma

y diferencia respectivamente es 1; mientras que con el último método se obtienen conjuntos

MS TD, donde dicha resta es 2.

El segundo capítulo, provee una cota inferior para el númerode conjuntosMS TDcontenidos

en un grupo abelianoG = Z/nZ × Z/2Z. Por último, en el apéndice A se encuentran con-

signados los algoritmos implementados enMuPADr, los cuales permiten determinar si un

conjunto esMS TD, calcular conjuntos suma y diferencia, y construir conjuntosMS TD.

1Tesis.
2FACULTAD DE CIENCIAS, LICENCIATURA EN MATEMÁTICAS.
DIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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TITLE: SETS WITH MORE SUMS THAN DIFFERENCES1

AUTHOR: Laura Milena Romero Parada, Ana Milena Santamaría Bueno2

KEY WORDS: Arithmetic progression; Symmetric set; Sumset; Difference set;MS TDset.

DESCRIPTION

Additive number theory incorporates in its objects of study, the sets with more sums than

differences orMS TDsets, which are characterized by having the cardinality of the sumset

greater than the cardinality of the set difference. These sets have been studied for the last fifty

years, where stands presenting methods to build them. The content of this paper is based on

the study of [2] and [6].

The paper is organized into two chapters and an appendix. In the first chapter, introduces

the concepts of arithmetic progression, symmetric set, sumset and set difference, with some

relevant results to begin studying ofMS TDsets of integers. Finally, we show some methods

to construct them. The first methods buildMS TDsets whose the cardinality of the sumset is

1 more than the cardinality of the difference set; while the last method constructs setsMS TD

who are greater by 2.

The second chapter provides an lower bound for the number ofMS TD, which are subsets of

the abelian groupG = Z/nZ × Z/2Z. Ultimately, in Appendix A are consigned algorithms

implemented inMuPADr, for determining whether a set isMS TD, calculating the sumset

and the difference set, and buildingMS TDsets.

1Thesis.
2FACULTY OF SCIENCES, DEGREE IN MATHEMATICS.
DIRECTOR Mg. Carlos Arturo Rodriguez Palma.
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Introducción

La teoría de números aditiva, rama de la teoría de números, estudia en general los subconjun-

tos de números enteros y su comportamiento bajo la adición, asu vez incluye el estudio de

los grupos abelianos y los semigrupos conmutativos bajo la suma. Dentro de esta rama uno

de sus objetos principales de estudio son el conjunto sumaA + B de subconjuntosA y B de

un grupo abelianoG, que se obtiene sumando cada elemento deA con cada elemento deB.

De manera similar se puede calcular el conjunto diferenciaA− B, restando cada elemento de

A con cada elemento deB.

Por ejemplo para el conjuntoA = {0, 2, 5, 9, 13} su conjunto sumaA + A es {0, 2, 4, 5, 7,

9, 10, 11, 13, 14,15, 18, 22, 26} y su conjunto diferenciaA−A es{0,±2,±3,±4,±5,±7,±8,±9,

±11,±13}. Como se puede ver, el conjunto suma tiene 14 elementos mientras que el conjunto

diferencia tiene 19 elementos, luego el conjunto diferencia deA tiene más elementos que su

conjunto suma.

Lo anterior se considera común, debido a que en el conjunto delos números enteros la adi-

ción cumple la propiedad conmutativa, mientras que la restano; así, la suma de dos elemen-

tos diferentes, sin importar el orden, generan un mismo valor, no obstante, en la diferencia

al cambiar el orden se obtienen dos elementos diferentes. Por lo tanto, se esperaría que pa-

ra cualquier subconjunto de enteros su conjunto diferenciatenga más o igual cantidad de

elementos que su conjunto suma. Sin embargo, existen conjuntos de enteros cuyo conjunto

suma tiene mayor cardinalidad que su conjunto diferencia. Los conjuntos con esta propiedad
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se conocen como conjuntos con más sumas que diferencias. Éstos han sido objeto de estudio

desde la década de los 70 por J. Marica, quien presenta en [3] el primer ejemplo, seguido de

M. Nathanson quién realiza las primeras construcciones y los denomina conjuntosMS TD

en [5] y [6]. Posteriormente, P. Hegarty en [2] demuestra queno hay conjuntosMS TDde

cardinal menor que 8 y plantea otras construcciones de estosconjuntos.

Este trabajo, basado principalmente en [6], busca realizarun estudio de conjuntos con más

sumas que diferencias o conjuntosMS TD; presentando al lector algunos métodos para su

construcción a partir de progresiones aritméticas y conjuntos simétricos, implementando

algoritmos para agilizar el proceso de obtención de conjuntos MS TD, y realizando una

aproximación al conteo de conjuntosMS TD contenidos en grupos abelianos de la forma

G = Z/nZ × Z/2Z.

El documento está organizado en dos capítulos y un apéndice.En el primer capítulo,Con-

juntos con más sumas que diferencias, se presentan varios conceptos y resultados acerca de

progresiones aritméticas y conjuntos simétricos, relevantes para abordar el estudio de los

conjuntosMS TDde enteros y se muestran algunos métodos que permiten construirlos. Los

primeros métodos construyen conjuntosMS TDcuya resta entre los cardinales de su conjun-

to suma y diferencia respectivamente es 1; mientras que con el último método se obtienen

conjuntosMS TD, cuya resta entre los cardinales de su conjunto suma y diferencia respecti-

vamente es 2.

El segundo capítulo,Un argumento de conteo, provee una cota inferior para el número de

conjuntosMS TDcontenidos en un grupo abelianoG = Z/nZ × Z/2Z. Finalmente, en el

apéndice A se encuentran consignados los algoritmos implementados enMuPADr, los cua-

les permiten determinar si un conjunto esMS TD, calcular conjuntos suma y diferencia, y

construir conjuntosMS TD.
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Capítulo 1

Conjuntos con más sumas que diferencias

Dado el conjuntoB = {0, 2, 3, 4, 5, 9, 14, 15, 16,18} se tiene que su conjunto sumaB+ B es

[0, 36]1 \{1, 26, 35} y su conjunto diferenciaB − B es [−18, 18] \ {−17,−8, 8, 17}; luego, el

cardinal deB+B es 34 y el cardinal deB−B es 33; por lo cual, el cardinal del conjunto suma

deB es mayor que el cardinal del conjunto diferencia deB.

A continuación se presentan las tablas correspondientes alconjunto sumaB+B y al conjunto

diferenciaB− B, teniendo en cuenta que los números subrayados facilitan laidentificación y

el conteo de los elementos de cada conjunto.

+ 0 2 3 4 5 9 14 15 16 18
0 0 2 3 4 5 9 14 15 16 18
2 2 4 5 6 7 11 16 17 18 20
3 3 5 6 7 8 12 17 18 19 21
4 4 6 7 8 9 13 18 19 20 22
5 5 7 8 9 10 14 19 20 21 23
9 9 11 12 13 14 18 23 24 25 27
14 14 16 17 18 19 23 28 29 30 32
15 15 17 18 19 20 24 29 3031 33
16 16 18 19 20 21 25 30 31 3234
18 18 20 21 22 23 27 32 33 3436

Tabla 1.1: Tabla paraB+ B

1[m, n] denota, a lo largo del trabajo, el conjunto de los números enteros que se encuentra entrem y n,

inclusive.
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− 0 2 3 4 5 9 14 15 16 18
0 0 -2 -3 -4 -5 -9 -14 -15 -16 -18
2 2 0 -1 -2 -3 -7 -12 -13 -14 -16
3 3 1 0 -1 -2 -6 -11 -12 -13 -15
4 4 2 1 0 -1 -5 -10 -11 -12 -14
5 5 3 2 1 0 -4 -9 -10 -11 -13
9 9 7 6 5 4 0 -5 -6 -7 -9
14 14 12 11 10 9 5 0 -1 -2 -4
15 15 13 12 11 10 6 1 0 -1 -3
16 16 14 13 12 11 7 2 1 0 -2
18 18 16 15 14 13 9 4 3 2 0

Tabla 1.2: Tabla paraB− B

En este capítulo se presentarán algunas definiciones y resultados preliminares. Posteriormen-

te se enunciarán algunos teoremas que permiten la construcción de conjuntos con más sumas

que diferencias de enteros.

1.1. Preliminares

En el desarrollo del trabajo se tendrán en cuenta conceptos tales como, conjunto suma, con-

junto diferencia, progresión aritmética y conjunto simétrico, con algunos resultados, que se

presentarán a continuación.

Definición 1.1.1.Sea G un grupo abeliano, escrito aditivamente, y sea A un subconjunto de

G. Se define el conjunto suma como

A+ A = {a+ a′ : a, a′ ∈ A},

y el conjunto diferencia como

A− A = {a− a′ : a, a′ ∈ A}.

Dado un conjunto finitoA conn elementos, se tienen las siguientes cotas para los cardinales

de sus respectivos conjuntos suma y diferencia:

2n− 1 ≤ |A+ A| ≤ n(n+ 1)
2

,
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2n− 1 ≤ |A− A| ≤ n(n− 1)+ 1.

Además, se garantiza la posibilidad de los siguientes tres casos:

|A− A| = |A+ A| ó (1.1)

|A− A| > |A+ A| ó (1.2)

|A+ A| < |A− A|. (1.3)

Un ejemplo de (1.1) se da si el conjuntoA es simétrico. Intuitivamente (1.2) es considerada

la más usual debido a la conmutatividad de los números enteros en la suma. Finalmente,

encontrar conjuntos que cumplan (1.3) resulta difícil, dichos conjuntos se estudiarán en este

trabajo.

Definición 1.1.2(Progresión Aritmética). Dados a,m ∈ Z y k ∈ Z+, una progresión aritmé-

tica se define como el conjunto

P = {a+ xm : 0 ≤ x ≤ k − 1}.

Definición 1.1.3(Progresión Aritmética Generalizada de dimensiónd). Sean d≥ 1, m1, m2,

. . ., md, a∈ Z y k1, k2, . . . ,kd ∈ Z+, se dice que el conjunto

P = {a+ x1m1 + · · · + xdmd : ℓi ≤ xi ≤ ℓi + ki − 1 para i = 1, . . . , d}

es una progresión aritmética generalizada de dimensión d.

Ejemplo 1.1.4. Cond = 3, a = 3, m1 = 4, m2 = 5, m3 = 6, k1 = 3, k2 = 4 k3 = 2 y ℓi = 0,

parai = 1, 2, 3. Se obtiene una progresión aritmética de dimensión 3:

P1 = {3, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14,16,17, 18, 19, 21,22,23,24,26, 27, 28, 32},

la cual se construye gráficamente de la siguiente forma:
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Se comienza con un prisma de dimensionesk1 − 1 = 2, k2 − 1 = 3 y k3 − 1 = 1,

b b b b

b b b b
b b b b

b b b b
b b b b

b b b b

x1

x2

x3

(2, 0, 0)

(0, 3, 0)

(0, 3, 1)

Figura 1.1: Prisma de dimensiones 2, 3 y 1

luego, se dilata cada dimensión,ki − 1, por la razónmi correspondiente,

b b b b

b b b b

b b b b

b b b b

b b b b

b b b b

| | | || | | || | | || | | || | | || | | |

x1

x2

x3

(8, 0, 0)

(0, 15, 0)

(0, 15, 6)

Z
3 13 17 24 32

Figura 1.2: Gráfica deP1

por último se proyecta sobreZ con los planosz = x1 + x2 + x3 + a, con (x1, x2, x3) puntos

de coordenadas enteras en el prisma. Si dos puntos compartenplano, entonces dan la misma

suma.
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Definición 1.1.5.Sea G un grupo abeliano y A un subconjunto de G. Si a∗ ∈ G y A= a∗−A,2

entonces se dice que A es simétrico con respecto a a∗.

Proposición 1.1.6.Si A es simétrico con respecto a a∗, entonces A tiene el mismo número de

sumas que diferencias.

Demostración.

|A+ A| = |A+ (a∗ − A) | = |a∗ + (A− A) | = |A− A|. �

Proposición 1.1.7.Si A es un conjunto finito de enteros simétrico con respecto a a∗, entonces

a∗ = mı́n(A) +máx(A).

Demostración.ComoA es un conjunto finito de enteros, existenm, M ∈ A tales quem =

mı́n(A) y M = máx(A), luego por la definición de mínimo, para todoa ∈ A se tiene:

m≤ a,

−m≥ −a,

a∗ −m≥ a∗ − a.

Dado queA es simétrico con respecto aa∗, a∗ −m ∈ A; luego, por definición de máximo, se

sigue quea∗ −m= M. Por lo tanto,a∗ = m+ M.

�

Ejemplo 1.1.8. La progresión aritmética generalizada de dimensiónd, cond ≥ 1,

R= {a+ x1m1 + · · · + xdmd : ℓi ≤ xi ≤ ℓi + ki − 1 parai = 1, . . . , d}

en los enteros es simétrica con respecto a

a∗ = 2a+
d

∑

i=1

(2ℓi + ki − 1) mi.

2a− B = {a− b : b ∈ B}.

16



Demostración.Seapi ∈ R, pi = a+
d
∑

i=1
ximi ; ℓi ≤ xi ≤ ℓi + ki − 1 parai = 1, . . . , d. Entonces,

a∗ − pi = 2a+
d

∑

i=1

(2ℓi + ki − 1) mi −














a+
d

∑

i=1

ximi















,

= a+
d

∑

i=1

(2ℓi + ki − xi − 1) mi .

Comoℓi ≤ xi ≤ ℓi + ki − 1 parai = 1, . . . , d, se tiene que

1− ℓi − ki ≤ −xi ≤ −ℓi ,

ℓi ≤ 2ℓi + ki − xi − 1 ≤ ℓi + ki − 1.

Por lo tanto,a+
d
∑

i=1
(2ℓi + ki − xi − 1) mi ∈ R; por consiguiente,R= a∗ − R.

�

1.2. Conjuntos MSTD de enteros

Definición 1.2.1(Conjuntos con más sumas que diferencias). . Sea G un grupo abeliano y

sea A un subconjunto finito de G. Si|A + A| > |A − A|, entonces el conjunto A se denomina

conjunto con más sumas que diferencias (MS TD).

Ejemplo 1.2.2. Algunos conjuntosMS TDdados en [2] o [6] son:

A1 = {0, 2, 3, 4, 7, 11, 12, 14};

A2 = {0, 2, 4, 7, 8, 12, 14, 15};

A3 = {0, 1, 2, 4, 5, 9, 12, 13, 14};

A4 = {0, 2, 3, 4, 7, 11, 15, 16,18};

A5 = {0, 1, 2, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 16, 17}.

Teniendo en cuenta la definición de conjuntoMS TD se diseñó un algoritmo que permite

determinar si un conjunto es o noMS TD. Este algoritmo llamadoDeciderecibe un conjunto
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de enteros y calcula sus conjuntos suma y diferencia, sus respectivas cardinalidades; luego,

realiza la diferencia de éstas y dependiendo del resultado retorna un mensaje afirmando si es

o no un conjuntoMS TD, así como la cardinalidad de los conjuntos suma y diferencia.

Por ejemplo, para el conjuntoA6 = {0, 1, 2, 4, 7, 8, 12, 14, 15,18,19,20} el algoritmoDecide

imprime el siguiente mensaje:

“El conjunto es MSTD”

“El cardinal del conjunto suma es:”, 41

“El cardinal del conjunto diferencia es:”, 39

Sin embargo, al ingresar el conjunto{1, 2, 3, 8, 13, 17} y ejecutar el algoritmo, este último

retorna el mensaje:

“El conjunto NO es MSTD”

“El cardinal del conjunto suma es:”, 19

“El cardinal del conjunto diferencia es:”, 27

Una de las cuestiones importantes que aborda el estudio de conjuntos con más sumas que dife-

rencias es la construcción de los mismos. Algunos métodos para construir conjuntosMS TD

de enteros propuestos por M. Nathanson [6] y P. Hegarty [2] sepresentarán, a continuación,

junto con ejemplos obtenidos mediante la implementación demétodos computacionales.

Para empezar, se verá que la obtención de conjuntosMS TDno resulta difícil cuando se cuen-

ta con uno de ellos, como se puede observar en la siguiente proposición:

Proposición 1.2.3.([6]) Si A es un conjunto MS TD de enteros, entonces para cada x, z∈ Z,

x , 0, el conjunto

x ∗ A+ {z} = {xa+ z : a ∈ A}

también es un conjunto MS TD.

18



Demostración.SeaB = {xa+ z : a ∈ A} dondex, z ∈ Z, x , 0 y seaA un conjuntoMS TD

de enteros.

Se define

φ : A+ A→ B+ B

m→ xm+ 2z.

Note que param, n ∈ A+ A, si m= n; se tiene que,φ(m) = xm+ 2z= xn+ 2z= φ(n); luego,

φ está bien definida. Ahora, seanm1,m2 ∈ A+ A, suponga queφ(m1) = φ(m2); se sigue que,

xm1 + 2z = xm2 + 2z; de donde,m1 = m2. Así, φ es inyectiva. Además, Dadob ∈ B+ B se

tiene queb = b1 + b2 parab1, b2 ∈ B; luego, existena1, a2 ∈ A tales que,b1 = xa1 + z y

b2 = xa2 + z; así que existea = a1 + a2 ∈ A+ A tal que

φ(a) = φ(a1 + a2) = x(a1 + a2) + 2z= (xa1 + z) + (xa2 + z) = b1 + b2 = b.

Por lo tanto,φ es sobreyectiva.

Lo anterior implica queφ es una función biyectiva; por consiguiente,|A+ A| = |B+ B|.

Similarmente, sea

ψ : A− A→ B− B

m→ xm.

Note que param, n ∈ A−A, sim= n; se tiene que,ψ(m) = xm= xn= ψ(n); luego,ψ está bien

definida. Ahora, seanm1,m2 ∈ A− A, suponga queψ(m1) = ψ(m2); se sigue que,xm1 = xm2;

de donde,m1 = m2. Así, ψ es inyectiva. Además, dadob ∈ B − B se tiene queb = b1 − b2

parab1, b2 ∈ B; luego, existena1, a2 ∈ A tales que,b1 = xa1 + zy b2 = xa2 + z; así que existe

a = a1 − a2 ∈ A− A tal que

ψ(a) = ψ(a1 − a2) = x(a1 − a2) = (xa1 + z) − (xa2 + z) = b1 − b2 = b.

Por lo tanto,ψ es sobreyectiva.
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Lo anterior implica queψ es una función biyectiva; por consiguiente,|A− A| = |B− B|.

En conclusión, siA es un conjuntoMS TD; se tiene que,B también es un conjuntoMS TD.

�

El siguiente teorema permite generar conjuntosMS TDa partir de una progresión aritmética

que luego es perturbada por un conjunto simétrico y por un elemento específico.

Teorema 1.2.4.([6]) Sean m, d y k enteros tales que m≥ 4, 1 ≤ d ≤ m− 1, d , m
2 , k ≥ 3 si

d < m
2 y k≥ 4 si d > m

2 . Sean

B = [0,m− 1] \ {d},

L = {m− d, 2m− d, . . . , km− d},

a∗ = (k+ 1) m− 2d,

A∗ = B∪ L ∪ (a∗ − B) ,

A = A∗ ∪ {m}.

Entonces, el conjunto A es un conjunto MS TD de enteros.

Demostración.Para empezar, se probará que

|A+ A| > |A∗ + A∗|.

Dado quem ∈ A; se tiene que, 2m ∈ A + A. Se mostrará que 2m < A∗ + A∗. Suponga que

2m= a+ a′ ∈ A∗ + A∗. Sin pérdida de generalidad, considerea ≥ a′, luegom≤ a ≤ 2m; así,

a < B.

Además,

mı́n(a∗ − B) ≥ a∗ − (m− 1) = km− 2d+ 1 ≥ 2m,

si (k− 2) m≥ 2d, y esta desigualdad se cumple sik ≥ 4, o sik ≥ 3 y d < m
2 . Luego,a < a∗−B.

Como 3m− d > 2m, entoncesa ∈ L sólo sia = 2m− d y a′ = d; así,a′ < B. Debido a que

d , m
2 , se sigue quem− d , d; luego,a′ < L. Por lo tanto,a′ < A∗.

20



Con lo anterior, se ha probado que 2m ∈ (A+ A) \ (A∗ + A∗). Por lo tanto,|A+ A| > |A∗ + A∗|.

Ahora, se probará que el conjuntoA∗ es simétrico con respecto aa∗. Como

a∗ − A∗ = a∗ − (B∪ L ∪ (a∗ − B)) ,

= (a∗ − B) ∪ (a∗ − L) ∪ (a∗ − (a∗ − B)) ;

basta probar quea∗ − L = L y (a∗ − (a∗ − B)) = B.

Dado queL es una progresión aritmética conk elementos ya∗ = mı́n(L) +máx(L); se tiene

que,a∗ − L = L. Como

a∗ − B = {a∗ − b : b ∈ B} = {a∗, a∗ − 1, . . . , a∗ − (m− 1)} \ {a∗ − d};

entonces,

a∗ − (a∗ − B) = {a∗ − a∗, a∗ − (a∗ − 1) , . . . , a∗ − (a∗ − (m− 1))} \ {a∗ − (a∗ − d)},

= {0, 1, . . . ,m− 1} \ {d} = B.

Por lo anterior,a∗ − A∗ = (a∗ − B) ∪ L ∪ B = A∗. Luego,A∗ es simétrico con respecto aa∗.

Esto implica, de la proposición 1.1.6, que:

|A∗ + A∗| = |A∗ − A∗|.

Además, se probará queA−A = A∗−A∗. Para ello, es suficiente mostrar queA∗−{m} ⊆ A∗−A∗.

Note que 0∈ A∗, luegoA∗ ⊆ A∗ − A∗.

Dado quem= (2m− d) − (m− d) ∈ L − L, se sigue que

{m} − B = {1, 2, . . . ,m− 1,m} \ {m− d} ⊆ B∪ (L − L) ⊆ A∗ − A∗,

y tambiénB− {m} ⊆ A∗ − A∗. Similarmente,

L − {m} = {−d,m− d, . . . , (k− 1) m− d} ⊆ L ∪ {−d}.
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Si 1< d < m− 1, entonces{1, d+ 1} ⊆ B∪ L ⊆ A∗ y d = (d + 1) − 1 ∈ A∗ − A∗. Si d = 1, se

tiene que{2, 3} ⊆ B∪ L y 1 ∈ A∗ −A∗. Si d = m− 1, entoncesm+ 1 = 2m− d ∈ L, 2 ∈ B, por

consiguiente,m− 1 ∈ B− L ⊆ A∗ − A∗. Por lo tanto ,

L − {m} ⊆ A∗ − A∗.

Finalmente, se debe probar que

a∗ − B− {m} = {a∗ − b−m : b ∈ B} ⊆ A∗ − A∗.

Si d = m− 1, entoncesa∗ = (k− 1) m+ 2 y

A∗ = [0,m− 2] ∪ {1,m+ 1, 2m+ 1, . . . , (k− 1) m+ 1} ∪ (a∗ − [0,m− 2]) .

Si b ∈ [0,m− 4], entonces

a∗ − b−m= a∗ − (b+ 2) − (m− 2) ∈ A∗ − A∗.

Si b = m− 3, entonces

a∗ − b−m= a∗ − (m− 4) − (m+ 1) ∈ A∗ − A∗.

Si b = m− 2, entonces

a∗ − b−m= a∗ − (m− 3) − (m+ 1) ∈ A∗ − A∗.

Suponga que 1≤ d ≤ m − 2. Parab < {d − 1,m − 1}, se tiene queb + 1 ∈ B, luego

a∗ − (b+ 1) ∈ a∗ − B. Dado quem− 1 ∈ B, entonces

a∗ − b−m= (a∗ − (b+ 1)) − (m− 1) ∈ A∗ − A∗.

Si b = m− 1, entonces

a∗ − b−m= (k− 1) m− 2d+ 1,

= ((k− 1) m− d) − (d − 1) ,

∈ L − B ⊆ A∗ − A∗.
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Si b = d − 1 y d , m− 2, entonces 2≤ d ≤ m− 3 y se tiene que

a∗ − b−m= a∗ − (d− 1) −m,

= (a∗ − (d+ 1)) − (m− 2) ,

∈ A∗ − A∗.

Por último, sib = d − 1 y d = m− 2; se sigue que,m≥ 5, k ≥ 4, así

a∗ = (k+ 1) m− 2d = (k− 1) m+ 4;

luego,

a∗ − b−m= (k − 1) m+ 4− (d− 1) −m,

= (k − 3) m+ 7,

= (k − 2) m+ 2− (m− 5) ,

= ((k− 1) m− (m− 2)) − (m− 5) ,

∈ L − B ⊆ A∗ − A∗.

Entonces,

a∗ − B−m⊆ A∗ − A∗.

Por consiguiente,A− A = A∗ − A∗. Con esto se concluye la prueba. �

Ejemplo 1.2.5.Los siguientes son conjuntosMS TDconstruidos utilizando el teorema 1.2.4:

a) Conm= 4, d = 3 y k = 4 se construye el conjuntoMS TD

A3 = {0, 1, 2, 4, 5, 9, 12, 13, 14},

donde|A3 + A3| = 28 y |A3 − A3| = 27.

b) Param= 4, d = 1 y k = 4 se obtiene el conjuntoMS TD

A4 = {0, 2, 3, 4, 7, 11, 15, 16, 18},

con |A4 + A4| = 32 y |A4 − A4| = 31.
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La construcción manual y el análisis de conjuntosMS TDa partir del teorema anterior no

representan mayor dificultad para valores pequeños dem, d y k; sin embargo, al aumentar

los valores, estas tareas demandan más tiempo. Por esta razón, se ha diseñado el algoritmo

MSTD(m,d,k) que permite obtener conjuntosMS TD, de manera rápida. En el caso dem= 5,

d = 1 y k = 8, este algoritmo retorna un conjuntoMS TD, A7 = {0, 2, 3, 4, 5, 9, 14, 19, 24,29,

34, 39, 40, 41, 43}, la cardinalidad del conjunto suma y diferencia, que respectivamente es 74

y 73.

Al estudiar conjuntosMS TD, interesa conocer la cardinalidad de los conjuntos suma y di-

ferencia de subconjuntos de enteros; en este sentido, el siguiente resultado compara los con-

juntos suma, diferencia y sus cardinalidades de acuerdo a determinadas condiciones.

Lema 1.2.6. ([6]) Sea m≥ 4 y sean r y s enteros tales que

r ≥ 1 y r + 1 ≤ s≤ m− 1.

Sea

B = [0, r − 1] ∪ [s,m− 1] .

Si

s≤ 2r − 1 y 2s≤ m+ r − 1, (1.4)

entonces

B+ B = [0, 2m− 2] .

Si

s≤ 2r − 1 o 2s≤ m+ r − 1, (1.5)
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entonces

B− B = [1 −m,m− 1] .

Sean m≥ 4 y 1 ≤ r ≤ m− 2, y sea

B = [0,m− 1] \ {r}.

Entonces

B− B = [− (m− 1) ,m− 1] .

Si2 ≤ r ≤ m− 3, entonces

B+ B = [0, 2m− 2] .

Si r = 1, entonces

B+ B = [0, 2m− 2] \ {1}.

Si r = m− 2, entonces

B+ B = [0, 2m− 2] \ {2m− 3}.

Demostración.Note que

2B = B+ B = [0, 2r − 2] ∪ [s,m+ r − 2] ∪ [2s, 2m− 2] .

Si s≤ 2r−1 y 2s≤ m+r−1; se tiene que, [0, 2r − 2]∪ [s,m+ r − 2] = [0,m+ r − 2], incluso

paras= 2r−1, además, [s,m+ r − 2]∪ [2s, 2m− 2] = [s, 2m− 2], inclusive si 2s= m+r−1.

Luego,

B+ B = [0, 2m− 2]

Ahora, sis≤ 2r − 1 o 2s≤ m+ r − 1; se sigue que,

(B− B) ∩ [0,m− 1] = [0, r − 1] ∪ [s− r + 1,m− 1] ∪ [0,m− 1− s] = [0,m− 1] ;

25



de modo,B− B = [1 −m,m− 1] .

Por otro lado, sis= r +1 entonces 1≤ r ≤ m−2 y B = [0,m− 1]\ {r}.Note que la condición

(1.5) se satisface y por lo tantoB−B = [1 −m,m− 1]. Adicionalmente, la condición (1.4) es

equivalente a 2≤ r ≤ m− 3 y por consiguiente,B+ B = [0, 2m− 2].

Parar = 1 se tiene queB = {0} ∪ [2,m− 1], luego

B+ B = {0} ∪ [2,m− 1] ∪ [4, 2m− 2] = [0, 2m− 2] \ {1}.

Por último, parar = m− 2 se tiene queB = [0,m− 3] ∪ {m− 1}, luego

B+ B = [0, 2m− 6] ∪ [m− 1, 2m− 4] ∪ {2m− 2} = [0, 2m− 2] \ {2m− 3}.

Con esto se da por terminada la demostración. �

A pesar de que el lema anterior no propone un método para construir conjuntosMS TD, es

una herramienta útil que provee las condiciones necesariaspara generarlos, como se observa

en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.7.([6]) Sea m≥ 4 y sea B un subconjunto de[0,m− 1] tal que

B+ B = [0, 2m− 2]

y

B− B = [−m+ 1,m− 1].

Sea L∗ una progresión aritmética de dimensión(d − 1) contenida en[0,m − 1]\B tal que

mı́n(L∗) − 1 ∈ B. Sea k≥ 2 y sea L la progresión aritmética de dimensión d,

L = (m− L∗) +m∗ [1, k].

Sea

a∗ = mı́n(L) +máx(L) = (k+ 3) m−mı́n(L∗) −máx(L∗)
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y

A∗ = B∪ L ∪ (a∗ − B) .

Entonces A= A∗ ∪ {m} es un conjunto MSTD de enteros.

Demostración.El conjuntoA∗ es simétrico con respecto aa∗ luego

|A∗ + A∗| = |A∗ − A∗|.

ComoB∩ L∗ = ∅ y

A∗ ∩ [0, 2m] = B∪ (2m− L∗),

se tiene que 2m < A∗ + A∗, luego 2m ∈ (A + A)\(A∗ + A∗). El conjuntoA será un conjunto

MS TDsi A− A = A∗ − A∗, y para esto es suficiente probar que:

A∗ −m⊆ A∗ − A∗.

Note que la condiciónB+B = [0, 2m−2] implica que 0,m−1 ∈ B. En particular,A∗ ⊆ A∗−A∗.

A∗ −m= (B−m) ∪ (L −m) ∪ ((a∗ − B) −m).

Dado quem ∈ L − L, se tiene que

m− B ⊆ [1,m] ⊆ (B− B) ∪ (L − L) ⊆ A∗ − A∗,

en consecuencia

B−m⊆ A∗ − A∗.

Además,

L −m= (m− L∗) ∪ ((m− L∗) +m∗ [1, k− 1])

⊆ (B− B) ∪ L

⊆ A∗ − A∗.
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Finalmente, seaa∗−b−m ∈ a∗−B−m. Si b , m−1,, existenb1, b2 ∈ B tales quem+b = b1+b2,

así

a∗ − b−m= (a∗ − b1) − b2 ∈ (a∗ − B) − B ⊆ A∗ − A∗.

Si b = m− 1, entonces

a∗ − b−m= a∗ − 2m+ 1

= (k + 3)m−mı́n(L∗) −máx(L∗) − 2m+ 1

= (k + 1)m−máx(L∗) − (mı́n(L∗) − 1),

Como (m−máx(L∗)) + km∈ L y mı́n(L∗) − 1 ∈ B. se tiene que

a∗ − b−m ∈ L − B ⊆ A∗ − A∗.

Esto completa la demostración.

�

Inicialmente para obtener un conjuntoMS TDutilizando el teorema 1.2.7 es necesario llevar

a cabo un proceso previo para construir los conjuntosB y L∗ que cumplan con las condiciones

establecidas, para esto se emplea el lema 1.2.6 de dondeB = [0, r − 1]∪ [s,m− 1] para algún

r ≥ 1, s≤ 2r −1 y unm tal que 2s≤ m+ r −1; además la progresión aritmética de dimensión

d − 1, L∗ ⊆ [0,m− 1]\B indica queL∗ ⊆ [r, s− 1] y debido a que mı́n(L∗) − 1 ∈ B, entonces

r = mı́n(L∗). Por lo anterior,L∗ se podrá construir como una traslación de una progresión

aritméticaP de dimensiónd − 1 con mı́n(P) = 0 y máx(P) = M y así s ≥ M + r + 1 y

r ≥ M + 2. En conclusión, para construir los conjuntosB y L∗ se parte de una progresión

aritméticaP y se escogen enterosr, s y m tales quer ≥ M + 2, M + r + 1 ≤ s ≤ 2r − 1 y

2s≤ m+ r − 1, luego se procede a construirB = [0, r − 1] ∪ [s,m− 1] y L∗ = {r} + P.

Como se puede ver, la implementación del teorema 1.2.7 requiere varios procesos, hacien-

do que el trabajo de construcción sea más largo tanto para la elaboración de los conjun-

tos de la hipótesis como para la del conjunto final; por esta razón, se ha diseñado el algo-

ritmo MSTDG(R,k) que en primer lugar, crea una progresión aritmética generalizadaP =
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{a1x1 + a2x2 + ...a(d−1)x(d−1) : 0 ≤ xi ≤ 1} a partir de un conjunto que contiene las razones de

la progresión, posteriormente calcula el máx(P), escoge de manera aleatoria los enterosr, s

y m teniendo en cuenta las condiciones establecidas para finalmente construir los conjuntos

definidos en dicho teorema. A continuación, se muestra un conjunto MS TD, obtenido me-

diante la implementación del algoritmo.

Ejemplo 1.2.8. Tomando la progresión aritméticaP = {3x1 + 4x2 + x3 : 0 ≤ xi ≤ 1 para

i = 1, 2, 3}, cuyo máximo valor esM = 8, escogiendor = 10, s= 19 y m = 29 y empleando

el algoritmoMSTDG(R,k) se construye el conjuntoMS TD

A8 = [0, 9] ∪ [19, 29]∪ [40, 48]∪ [69, 77]∪ [89, 98]∪ [108, 117]\ {42, 46, 71, 75},

donde|A4 + A4| = 234 y |A4 − A4| = 233.

El siguiente resultado permite la construcción de dos conjuntosMS TDa partir de dos núme-

ros enteros, con diferente cardinalidad, donde el primer conjunto se encuentra contenido en

el segundo.

Teorema 1.2.9.([2]) Sean n, k >1. Si

X := [0, n],

m := (2k+ 3)n,

Y := m− X,

Z :=
k

⋃

j=1

[2 jn + 1, (2 j + 1)n− 1],

B := X ∪ Y∪ Z,

a := 2n,

A := B∪ {a},
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entonces A es un conjunto MS TD con|A+ A| − |A− A| = 1. Además, si los conjuntos:

W := [(2k+ 4)n, (2k+ 5)n− 1],

A := A∪W,

entoncesA también es un conjunto MS TD con|A +A| − |A −A| = 2.

Demostración.El conjuntoB es simétrico con respecto am, ya que

m− B = (m− X) ∪ (m− Y) ∪ (m− Z) = Y∪ X ∪ Z = B.

Así, por proposición 1.1.6, se tiene que|B+ B| = |B− B|.

Se probará queA+ A = (B+ B)∪ {2a}. ComoA+ A = (B+ B)∪ (a+ B)∪ {2a}, basta probar

quea+ B ⊆ B+ B. Note que 0∈ B implica B ⊆ B+ B. Dado que:

a+ B = (a+ X) ∪ (a+ Y) ∪ (a+ Z),

se tiene que

a+ X = [2n, 3n] ⊆ (X + X) ∪ (Z + X) ⊆ B+ B.

a+ Y = [a+m− n, a+m] = [(2k+ 4)n, (2k+ 5)n] ⊆ (Y + X) ∪ (Z + Y) ⊆ B+ B.

a+Z = [4n+1, 5n−1]∪ [6n+1, 7n−1]∪ · · ·∪ [(2k+2)n+1, (2k+3)n−1] ⊆ Z∪Y ⊆ B+B.

De ahí queA+ A = (B+ B) ∪ {2a}. Luego|A+ A| = |B+ B| + 1.

Ahora se mostrará queA− A = B− B. Debido a queA− A = (B− B) ∪ (a− B) ∪ (B− a), es

suficiente probar que (B− a) ⊆ (B− B). Observe que 0∈ B implica B ⊆ B− B. Teniendo en

cuenta que

(B− a) = (X − a) ∪ (Y− a) ∪ (Z − a),

y comoa = 2n = 2n+ 1− 1 ∈ Z − X, entonces

a− X = [n, 2n] ⊆ X ∪ (Z − X) ⊆ B− B y X − a ⊆ B− B.
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Además,

Y− a = [m− n− a,m− a] = [2kn, (2k+ 1)n] ⊆ (Z − X) ∪ Z ∪ (Y− X) ⊆ B− B.

Z − a =
k

⋃

j=1

[(2 j − 2)n+ 1, (2 j − 1)n− 1]

= [1, n− 1] ∪ [2n+ 1, 3n− 1] ∪ · · · ∪ [(2k− 2)n+ 1, (2k− 1)n− 1]

⊆ X ∪ Z ⊆ B− B.

Luego,A − A = B − B y |A − A| = |B − B|. Por lo tanto,A es un conjuntoMS TD con

|A+ A| = |A− A| + 1.

Finalmente, se probará queA es un conjuntoMS TD. Note que 0∈ A implica queA ⊆ A−A

y A ⊆ A+ A. Como

A−A = (A− A) ∪ (W− A) ∪ (A−W) ∪ (W−W),

basta analizar los subconjuntos (W− A), (A−W) y (W−W). Se sabe que

W− A = (W− X) ∪ (W− Y) ∪ (W− Z) ∪ (W− a),

y

A−W = (X −W) ∪ (Y−W) ∪ (Z −W) ∪ (a−W).

Además,

W− X = [(2k+ 3)n, (2k+ 5)n− 1] ⊆ Y∪ [(2k + 3)n+ 1, (2k+ 5)n− 1]

⊆ (A− A) ∪ [(2k+ 3)n+ 1, (2k+ 5)n− 1] .

W− Y = [n, 3n− 1] ⊆ (a− X) ∪ Z ⊆ A− A.

W− Z = [3n+ 1, 5n− 2] ∪ · · · ∪ [(2k − 1)n+ 1, (2k+ 1)n− 2] ∪ [(2k + 1)n+ 1, (2k+ 3)n− 2]

⊆ (Z − X) ∪ (Z − a) ∪ Z ∪ (Y− X) ∪ Y ⊆ A− A.

W− a = [(2k+ 2)n, (2k+ 3)n− 1] ⊆ Y ⊆ A− A.
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Por otro lado,

W−W = [−(n− 1), n− 1] ⊆ B− B = A− A.

De todo lo anterior, se concluye queA−A = (A− A) ∪ ± [(2k+ 3)n+ 1, (2k+ 5)n− 1]; por

consiguiente,|A − A| = |A− A| + 2(2n− 1) = |A− A| + (4n− 2).

Ahora, como

A +A = (A+ A) ∪ (A+W) ∪ (W+W),

basta estudiar los subconjuntos (A+W) y (W+W). Se sabe que

A+W = (X +W) ∪ (Y+W) ∪ (Z +W) ∪ (a+W).

Y

X +W = [(2k+ 4)n, (2k+ 6)n− 1] ⊆ (Y+ X) ∪ (Y+ Z) ⊆ A+ A.

Y +W = [(4k+ 6)n, (4k+ 8)n− 1] ⊆ (Y+ Y) ∪ [(4k + 6)n+ 1, (4k+ 8)n− 1]

⊆ (A+ A) ∪ [(4k+ 6)n+ 1, (4k+ 8)n− 1].

Z +W = [(2k+ 6)n+ 1, (2k+ 8)n− 2] ∪ [(2k+ 8)n+ 1, (2k+ 10)n− 2] ∪ · · ·

∪ [(4k+ 4)n+ 1, (4k+ 6)n− 2] ⊆ (Y+ Z) ∪ (Y+ Y) ⊆ A+ A.

a+W = [(2k+ 6)n, (2k+ 7)n− 1] ⊆ (Y+ Z) ∪ {(2k+ 6)n} ⊆ (A+ A) ∪ {(2k+ 6)n}.

Por otra parte,

W+W = [(4k + 8)n, (4k+ 10)n− 2] ⊆ [(4k+ 6)n+ 1, (4k+ 10)n− 2].

EntoncesA +A = (A+ A) ∪ [(4k+ 6)n+ 1, (4k+ 10)n− 2] ∪ {(2k+ 6)n}. Luego|A +A| =

|A+ A| + (4n− 2)+ 1.

Por lo tanto,A es un conjuntoMS TD, y se tiene que

|A +A| − |A −A| = |A+ A| + (4n− 1)− (|A− A| + 4n− 2) = 2.

Esto completa la demostración.

�
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Note que, en el teorema, el método empleado para la construcción del primer conjunto

MS TDpresenta varias similitudes con respecto a los métodos anteriores; ya que también

hace uso de conjuntos auxiliares en donde nuevamente uno de ellos es una progresión arit-

mética, en este casoZ, que se puede expresar comoZ = {2n + 1 + x1 + 2nx2 : 0 ≤ x1 ≤

n− 2, 0 ≤ x2 ≤ k− 1}. Por lo tanto, la construcción de un conjuntoMS TD, como se ha visto

hasta ahora, se reduce a perturbar una progresión aritmética.

Una cuestión importante que se resalta en este teorema es la cuantificación de la resta en-

tre la cardinalidad de los conjuntos suma y diferencia, lo cual es aplicado en el algoritmo

MSTDH(n,k), que permite crear dos conjuntosMS TD, donde para el primer conjunto, la

resta entre el cardinal del conjunto suma y el cardinal del conjunto diferencia es 1; y para el

segundo conjunto, el valor de dicha resta es 2.

Ejemplo 1.2.10.En el caso den = 4 y k = 3 el algoritmoMSTDH(n,k) retorna

“Conjunto MSTD1”, {0, 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 17, 18, 19, 25, 26, 27, 32, 33, 34, 35, 36}

“El cardinal del conjunto suma de MSTD1 es:”, 70

“El cardinal del conjunto diferencia de MSTD1 es:”, 69

“Conjunto MSTD2”, {0, 1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 17, 18, 19, 25, 26, 27, 32, 33, 34, 35, 36, 40,

41, 42, 43}

“El cardinal del conjunto suma de MSTD2 es:”, 85

“El cardinal del conjunto diferencia de MSTD2 es:”, 83.
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Capítulo 2

Argumento de conteo

SeaG = Z/nZ × Z/2Z y seaΩ el conjunto de todos los subconjuntos deG de la forma

A = {(i + nZ, εi + 2Z) : i = 0, 1, . . . , n− 1 y εi ∈ {0, 1}}.

Observe que para todoA ∈ Ω |A| = n y |Ω| = 2n.

¿Es posible encontrarA ∈ Ω tal queA sea un conjunto MSTD? Si es así, ¿Cuántos conjuntos

MSTD se pueden encontrar?

Considere, por ejemplo,G = Z/3Z × Z/2Z; luego,Ω = {A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8} con

A1 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2)},

A2 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [1]2)},

A3 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [0]2)},

A4 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)},

A5 = {([0]3, [1]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2)},

A6 = {([0]3, [1]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [1]2)},

A7 = {([0]3, [1]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [0]2)},

A8 = {([0]3, [1]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.
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Calculando el conjunto suma y diferencia para cada uno de losAi, se tiene que:

A1 + A1 = A1 − A1 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2)}.

A2 + A2 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([0]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A2 − A2 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A3 + A3 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([0]3, [1]2)}.

A3 − A3 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A4 + A4 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A4 − A4 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A5 + A5 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A5 − A5 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A6 + A6 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([0]3, [1]2)}.

A6 − A6 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A7 + A7 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([0]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A7 − A7 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2), ([1]3, [1]2), ([2]3, [1]2)}.

A8 + A8 = A8 − A8 = {([0]3, [0]2), ([1]3, [0]2), ([2]3, [0]2)}.

Luego, no existeA ∈ Ω que seaMS TDparaG = Z/3Z × Z/2Z. Sin embargo, lo anterior no

descarta la posibilidad de encontrar conjuntosMS TDen un grupoG = Z/nZ × Z/2Z.

Lema 2.0.11.([6]) Sea G= Z/nZ × Z/2Z y seaΩ el conjunto de todos los subconjuntos de

G de la forma

A = {(i + nZ, εi + 2Z) : i = 0, 1, . . . , n− 1 y εi ∈ {0, 1}}.

Para cada conjunto A∈ Ω, si (nZ, δ + 2Z) ∈ A− A, entonces|A− A| ≤ |G| − 1 = 2n− 1.

Demostración.SeanX,Y ∈ A, conX = (x+ nZ, εx + 2Z) eY = (y+ nZ, εy + 2Z), tales que

X − Y = (x+ nZ, εx + 2Z) − (y+ nZ, εy + 2Z) = (nZ, δ + 2Z),

entoncesx ≡ y (mód n) luego x = y; así queεx = εy y δ ≡ 0 (mód 2). Por lo tanto,

(nZ, 1+2Z) < A−A. Como|G| = 2n y (nZ, 1+2Z) ∈ G entonces|A−A| ≤ |G|−1 = 2n−1 �
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A partir del lema anterior, el problema de encontrar conjuntosMS TDse reduce a probar que

existeA ∈ Ω tal queA+ A = G, es decir,|A+ A| = 2n.

Teorema 2.0.12.([6]) Sea G= Z/nZ × Z/2Z y seaΩ el conjunto de todos los subconjuntos

de G de la forma

A = {(i + nZ, εi + 2Z) : i = 0, 1, . . . , n− 1 y εi ∈ {0, 1}}.

Ψ(G) denota el número de A∈ Ω tal que A+ A = G. Entonces

Ψ(G) ≥



















2n
(

1−
√

2n
2n/2

)

si n es impar;

2n
(

1− 2n
2n/2

)

si n es par.

Demostración.Seag = (b + nZ, δ + 2Z) ∈ G y denoteφ(g) el número deA ∈ Ω tal que

g < A+ A. Entonces

|Ω| − Ψ(G) ≤
∑

g∈G
φ(g).

Considere primero el caso en quen es impar. Hay una clase de congruencia únicaa0 + nZ ∈

Z/nZ tal que 2a0 ≡ b (mód n) y (a0+nZ, ε+2Z) ∈ A para algúnε ∈ {0, 1}. Si δ ≡ 0 (mód 2),

entonces

g = (b+ nZ, 2Z) = (a0 + nZ, ε + 2Z) + (a0 + nZ, ε + 2Z) ∈ A+ A,

asíφ(g) = 0.

Si δ ≡ 1 (mód 2), entonces (a0 + nZ, ε + 2Z) + (a0 + nZ, ε + 2Z) , g. Si a . a0 (mód n),

entoncesb− a . a (mód n). Se sigue queZ/nZ\{a0+ nZ} es la unión de (n− 1)/2 conjuntos

disjuntos de la forma{a j + nZ, b− a j + nZ}, para j = 1, . . . , (n− 1)/2. Sea{ε j}(n−1)/2
j=0 cualquier

secuencia de ceros y unos, se define la secuencia{ε′j}
(n−1)/2
j=0 como

ε′j = δ − ε j + 1.
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Definiendo el conjuntoA ∈ Ω comoA = {(a j +nZ, ε j+2Z)}(n−1)/2
j=0 ∪{b−a j+nZ, ε′j +2Z}(n−1)/2

j=0

se ve queg < A+ A.

En conclusión, sin es impar se tiene que:

φ(g) =



















0 siδ ≡ 0 (mód 2);

2(n+1)/2 si δ ≡ 1 (mód 2).

Luego

∑

g∈G
φ(g) =

(

|G|
2

)

2(n+1)/2 = n2(n+1)/2.

Por lo tanto,

Ψ(G) ≥ |Ω| −
∑

g∈G
φ(g),

= 2n − n2(n+1)/2,

= 2n













1−
√

2n
2n/2













.

Hay un argumento similar en el caso en el quen es par. Sib es impar, entonces la congruencia

2x ≡ b (mód n) no tiene solución, yZ/nZ puede ser dividido enn/2 pares de elementos que

sumanb. De ello se deduce queφ(g) = 2n/2. Hay exactamenten/2 elementos en el grupo

Z/nZ conb impar, y entoncesn elementos en el grupoG conb impar. Por consiguiente,

∑

g∈G
b impar

φ(g) = n2n/2.

Si b es par, entonces hay un enteroa0 tal que

b+ nZ = 2(a0 + nZ) = 2(a0 + n/2+ nZ) .

Siδ ≡ 0 (mód 2), entoncesφ(g) = 0. Siδ ≡ 1 (mód 2), entoncesZ/nZ\{a0+nZ, a0+n/2+nZ}

se puede dividir en (n − 2)/2 pares de elementos que sumanb. De esto resulta queφ(g) =

4 · 2(n−2)/2 = 2(n+2)/2 y

∑

g∈G
b par

φ(g) =
(n
2

)

2(n+2)/2 = n2n/2.
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Así,
∑

g∈G
φ(g) = 2n2n/2. Por consiguiente,

Ψ(G) ≥ |Ω| −
∑

g∈G
φ(g),

= 2n − n2(n+2)/2,

= 2n

(

1− 2n
2n/2

)

.

Esto completa la demostración. �

Como se puede ver, el anterior teorema provee una cota inferior para los conjuntosA ∈ Ω

que sonMS TD, la cual depende den debido a que:

Caso 1. Sin es impar entoncesΨ(G) > 0 cuando

2n













1−
√

2n
2n/2













> 0,

1−
√

2n
2n/2

> 0,
√

2n
2n/2

< 1,

√
2n < 2n/2,

n < 2(n−1)/2,

es decir, paran ≥ 7.

Caso 2. Sin es par entoncesΨ(G) > 0 cuando

2n

(

1− 2n
2n/2

)

> 0,

1− 2n
2n/2

> 0,

2n
2n/2

< 1,

2n < 2n/2,

n < 2(n−2)/2,

es decir, paran ≥ 10.
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Ejemplo 2.0.13. ParaG = Z/7Z × Z/2Z se tiene queΨ(G) ≥ 16.

ParaG = Z/10Z × Z/2Z se obtiene queΨ(G) ≥ 384.
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Conclusiones

1. Se realizó un trabajo basado específicamente en [2] y [6], donde se presentan algunos

resultados sobre la construcción de conjuntos con más sumasque diferencias; identi-

ficando y analizando los elementos usados en ellas como las progresiones aritméticas,

señaladas como ejemplos de conjuntos simétricos, que luegoson perturbadas conser-

vando la propiedad de simetría.

2. Se observó que la estructura de los conjuntos obtenidos a través del teorema 1.2.4 es si-

milar a la planteada en el teorema 1.2.7 ya que la esencia de cada conjunto y elemento

auxiliar empleado para construir un conjuntoMS TD es la misma en los dos teore-

mas. No obstante, el primero permite diseñar conjuntosMS TDusando progresiones

aritméticas de dimensión uno y el segundo elabora los conjuntos con progresiones de

dimensión mayor. Esta misma similitud se encontró en el teorema 1.2.9, dado que su

conjuntoZ es una progresión aritmética de dimensión 2; sin embargo, difiere de los

teoremas anteriores al construir dos conjuntosMS TDde diferente cardinalidad en la

misma aplicación.

3. Se presentaron varios conceptos y propiedades necesarias para abordar el problema de

construcción de conjuntosMS TD. De igual forma, se plantearon y ejecutaron algorit-

mos enMuPADr como instrumento útil para la elaboración en menor tiempo delos

conjuntosMS TD, teniendo en cuenta el procedimiento planteado en cada teorema.
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4. Se estudió un argumento de conteo que sirvió para garantizar la existencia de conjuntos

MS TDcontenidos enG = Z/nZ × Z/2Z; para esto se determinaron las condiciones

bajo las cuales se obtiene un conjuntoMS TD A= {(i + nZ, εi + 2Z) : i = 0, 1, . . . , n−

1 y εi ∈ {0, 1}} y finalmente se proporcionó una cota inferior del número de conjuntos

A ⊆ G que sonMS TD.
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Apéndice A

Algoritmos

Los teoremas presentados en el capítulo 1 proporcionan métodos para la construcción de

conjuntosMS TD, facilitando el diseño de algoritmos que luego pueden ser traducidos a un

lenguaje de programación, optimizando el tiempo de construcción de un conjuntoMS TD

y el cálculo de la cardinalidad de los conjuntos suma y diferencia. El lenguaje usado para

realizar este diseño es MuPADr, el cual es un completo sistema de álgebra computacional

que actualmente está disponible como parte de la caja de herramientasSymbolic Mathde

MATLABr.

A continuación se presentan los algoritmos implementados en MuPADr necesarios para la

construcción de algunos conjuntosMS TDde enteros.

A.1. Algoritmos auxiliares

Algoritmo 1. (Suma1) Este algoritmo recibe un conjunto finito A= {a1, ..., an} y retorna el

conjunto suma A+ A = {a+ a′ : a, a′ ∈ A}.

Suma1:= proc(A)

local i,j,S,sum;
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begin

S:={};

for i from 1 to nops(A) do

for j from i to nops(A) do

sum:=(A[i]+A[j]);

S:= S union {sum};

end_for;

end_for;

end_proc;

Algoritmo 2. (Resta1) Este algoritmo recibe un conjunto finito A= {a1, ..., an} y retorna el

conjunto diferencia A− A = {a− a′ : a, a′ ∈ A}.

Resta1:= proc(A)

local i,j,S,res;

begin

S:={};

for i from 1 to nops(A) do

for j from i to nops(A) do

res:=(A[i]-A[j]);

S:= S union {res,-res};

end_for;

end_for;

end_proc;

Algoritmo 3. (Suma) Este algoritmo recibe dos conjunto A= {a1, ..., an} y B := {b1, ..., bm},

retornando el conjunto suma A+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Suma:=proc(A,B)

local i,j,S;

begin
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if nops(A)=0 or nops(B)=0 then

if (nops(A)-nops(B))>0 then

S:=A;

else

if (nops(A)-nops(B))<0 then

S:=B;

else

print({});

end_if;

end_if;

else

S:={};

for i from 1 to nops(A) do

for j from 1 to nops(B) do

S:=S union {A[i]+B[j]};

end_for;

end_for;

end_if;

end_proc;

Algoritmo 4. (Resta) Este algoritmo recibe dos conjunto A= {a1, ..., an} y B = {b1, ..., bm},

retornando el conjunto diferencia A− B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B}.

Resta:= proc(A,B)

local i,j,D,res;

begin

D:={};

for i from 1 to nops(A) do

for j from 1 to nops(B) do

D:= D union {A[i]-B[j]};
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end_for;

end_for;

end_proc;

Algoritmo 5. (PA) Este algoritmo genera progresiones aritméticas de dimensión 1. Para

esto recibe 3 enteros b, r, y k, que respectivamente son la base, la razón y el número de

elementos de la progresión. Al final, retorna la progresión P= {b+ rxi : 0 ≤ xi ≤ k− 1}.

PA:= proc(b,r,k)

local i,A;

begin

A:={};

for i from 0 to k-1 do

A:=A union {b+i*r};

end_for;

end_proc;

Algoritmo 6. (PAG) Algoritmo para construir progresiones aritméticas generalizadas de

dimensión n. Recibe un conjunto R= {a1, ..., an} y retorna una progresión aritmética genera-

lizada P= {a1x1 + a2x2 + ...anxn : 0 ≤ xi ≤ 1}.

PAG:=proc(R)

local P,i;

begin

P:={0,R[1]};

for i from 2 to nops(R) do

P:=Suma(P,{0,R[i]});

end_for;

end_proc;
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A.2. Algoritmos conjuntos MS T D

Algoritmo 7. (Decide) Algoritmo diseñado teniendo en cuenta la definición de conjunto

MS TD. Recibe un conjunto A= {a1, ..., an}, calcula los conjuntos A+ A y A− A, sus car-

dinalidades y la diferencia de éstas para retornar el mensaje: “El conjunto es MSTD”, la

cardinalidad de A+A y A−A si |A+A| − |A−A| > 0; en caso contrario retorna, “El conjunto

NO es MSTD” y las cardinalidades.

Decide:=proc(A)

local n,r,s;

begin

s:=nops(Suma1(A));

r:=nops(Resta1(A));

n:=s-r;

if n>0 then

print("El conjunto es MSTD");

print("El cardinal del conjunto suma es:", s);

print("El cardinal del conjunto diferencia es:",r);

else

print("El conjunto NO es MSTD");

print("El cardinal del conjunto suma es:", s);

print("El cardinal del conjunto diferencia es:",r);

end_if;

end_proc;

Los algoritmos que se presentan a continuación se diseñaroncon el fin de generar nuevos

conjuntosMS TDde manera eficiente a partir de las condiciones presentadas en los teoremas

1.2.4, 1.2.7 y 1.2.9.

Algoritmo 8. (MSTD) Este algoritmo tiene en cuenta las condiciones del teorema 1.2.4

para generar nuevos conjuntos MS TD. Recibe tres enteros, m,d y k, que deben cumplir
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con las condiciones establecidas en el teorema, para luego construir los conjuntos auxiliares

presentados en éste, aplicando los algoritmos PA(b, r, k) y Resta(A, B). Al final, retorna un

conjunto MS TD, la cardinalidad del conjunto suma y diferencia, el conjunto B y la progre-

sión aritmética L. En el caso de que alguno de los tres enterosno cumpla las condiciones

establecidas el algoritmo no se ejecutará y retornará mensajes como “m no es válido”.

MSTD:= proc(m,d,k)

local B,L,i,a,A,S;

begin

if m >3 then

if d>(m-1) or d=(m/2) then

print("d no es válido, escoja 0<d<m y d<>m/2")

else

if (d<(m/2) and k<3) or (d>(m/2) and k<4) then

print("k no es válido")

else

B:={i $ i=0..m-1} minus {d};

L:=PA(m-d,m,k);

a:=L[1]+L[k];

S:=Resta({a},B);

A:= B union L union S union {m};

print( "Conjunto MSTD", A);

print("El cardinal del conjunto suma es:", card(Suma1(A)));

print("El cardinal del conjunto diferencia es:", card(Resta1(A)));

print("El conjunto B es", B);

print("La progresión aritmética L es", L);

end_if;

end_if;

else
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print("m no es válido")

end_if;

end_proc;

Algoritmo 9. (MSTDG) Este algoritmo se diseñó teniendo en cuenta las ideas proporcio-

nadas por el lema 1.2.6 y el teorema 1.2.7. Recibe las n razones de la progresión aritmética

generalizada auxiliar en forma de conjunto, que previamente debe ser escrito en la hoja de

cálculos de MuPADr, y el término k definido en el teorema 1.2.7; ingresados estoselemen-

tos, calcula los conjuntos B y L∗ y posteriormente los conjuntos definidos en el teorema. Al

final retorna un conjunto MS TD, la cardinalidad de los conjuntos suma y diferencia y los

subconjuntos B, L∗ y L.

MSTDG:=proc(R,k)

local P,M,R1,r,S,s,T,B,LA,L,i,a,Z;

begin

P:=PAG(R);

M:=max(P);

R1:=random((M+2)..2*(M+2));

r:=R1();

S:=random((r+M+1)..(2*r-1));

s:=S();

M1:=random((2*s-r+1).. 2*(2*s-r+1));

m:=M1();

B:={i $ i=0..(r-1)} union {i $ i=s..(m-1)};

LA:=Suma({r},P);

L:=Suma(Resta({m},LA),{m*i $ i=1..k});

a:=min(L)+max(L);

Z:= B union L union Resta({a},B) union {m};

print( "Conjunto MSTD", Z);

print("El cardinal del conjunto suma es:", card(Suma1(Z)));
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print("El cardinal del conjunto diferencia es:", card(Resta1(Z)));

print("El conjunto B es", B);

print("La progresión aritmética L* es", LA);

print("La progresión aritmética L es", L);

end_proc;

El anterior algoritmo posee una restricción sobre las progresiones aritméticas que usa, dado

que su base cero y cadaxi varía solamente entre cero y uno; por esta razón, sólo crea conjun-

tosMS TDa partir de una familia de progresiones aritméticas generalizadas.

Algoritmo 10. (MSTDH) Este algoritmo tiene en cuenta las construcciones del teorema

1.2.9 para generar nuevos conjuntos MS TD. Recibe dos enteros, n y k, que deben cumplir

la condición del teorema, para después generar los conjuntos auxiliares presentados en éste,

aplicando el algoritmo Resta(A, B). Al final, retorna un conjunto MS TD, la cardinalidad del

conjunto suma y diferencia, seguido de otro conjunto MS TD, creado a partir del anterior

conjunto MS TD, con la cardinalidad de sus conjunto suma y diferencia. Si alguno de los

dos enteros no cumple la condición establecida el algoritmono se ejecutará y retornará el

mensaje: “Ingrese n,k> 1”.

MSTDH:=proc(n,k)

local X,r,m,Z,A,W,t,w,B;

begin

if (n>1) and (k>1) then

X:={r $ r=0..n};

m:=(2*k+3)*n;

Y:=Resta({m},X);

Z:={};

for i from 1 to k do

Z:=Z union {t $ t=(2*i*n+1)..(2*i*n+n-1)};

end_for;

A:=X union Y union Z union {2*n};
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B:=A union {w $ w=(2*k+4)*n..(2*k+5)*n-1};

A , B;

else

print("Ingrese n,k>1")

end_if;

print( "Conjunto MSTD1", A);

print("El cardinal del conjunto suma de MSTD1 es:", card(Suma1(A)));

print("El cardinal del conjunto diferencia de MSTD1 es:", card(Resta1(A)));

print( "Conjunto MSTD2", B);

print("El cardinal del conjunto suma de MSTD2 es:", card(Suma1(B)));

print("El cardinal del conjunto diferencia de MSTD2 es:", card(Resta1(B)));

end_proc;
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