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RESUMEN

TITULO: EQUIVALENCIA DEL AXIOMA DE ELECCION CON LA EXISTENCIA DE BASES DE HA-
MEL. []

AUTOR: KAREN DANIELA ARANA ROMERO [7]

PALABRAS CLAVE: AXIOMA DE ELECCION, AXIOMA DE ELECCION MULTIPLE, BASE DE HA-
MEL, LEMA DE ZORN, CUERPO DE FRACCIONES, FAMILIA CASI DISJUNTA.

DESCRIPCION:

El objetivo principal de este trabajo es estudiar precisamente el rol que el axioma de eleccion
juega en el algebra lineal, especialmente en lo que se refiere a la existencia de bases para
espacios vectoriales. Estudiaremos la demostracion de que el axioma de eleccién es equi-
valente a que todo espacio vectorial admita una base expuesta en el libro Axiom of Choice

de Horst Herrlich|'| Esta prueba se divide en 2 partes.

En la primera parte para probar la existencia de base para cualquier espacio vectorial se
usa una equivalencia del axioma de eleccién: el Lema de Kuratowski-Zorn, el cual afirma
que todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda cadena (subconjunto

totalmente ordenado) tiene una cota superior, contiene al menos un elemento maximal.

En la segunda parte, para probar que el axioma de eleccion se deduce a partir de la afirma-
cién de que todo espacio vectorial admite una base, se parte de una familia de conjuntos no
vacios (X;),.; y se considera el anillo de polinomios K [X] y el cuerpo de fracciones K (X),
siendo X = |J;c; X;. También definimos el i—grado para cada i € I y se muestra que el

conjunto K (X) sobre el subcuerpo de fracciones de i—grado homogéneo 0, es un espacio

Trabajo de grado

Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.
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vectorial y por tanto existe una base. Sobre esta base definimos una funcion de eleccion de
manera explicita deduciendo asi el axioma de eleccién multiple, el cual es una equivalencia

del axioma de eleccion.

Finalmente, usando el concepto de familias casi disjuntas, se muestra que cualquier base

para el R-espacio vectorial RN necesariamente es no numerable.
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ABSTRACT

TITLE: EQUIVALENCE OF THE AXIOM OF CHOICE WITH THE EXISTENCE OF HAMEL BASIS ]
AUTHOR: KAREN DANIELA ARANA ROMERO. []

KEYWORDS: AXIOM OF CHOICE, AXIOM OF MULTIPLE CHOICE, HAMEL BASIS, ZORN’S LEM-
MA, FIELD OF FRACTIONS, FAMILY ALMOST DISJOINT.

DESCRIPTION:

The main objective of this work is to study precisely the role that the axiom of choice plays in
linear algebra, especially in regard to the existence of bases for vector spaces. We will study
the demonstration that the axiom of choice is equivalent to every vector space admitting
a base set forth in Horst Herrlich’'s Axiom of Choice book (HERRLICH, |Axiom of Choice.

Lecture Notes in Mathematics. Theorem 4.44). This proof is divided into 2 parts.

In the first part to prove the existence of a basis for any vector space, an equivalence of
the axiom of choice is used: the Kuratowski-Zorn’s Lemma, which states that every partially
ordered set is not empty in which every chain (totally ordered subset) It has an upper bound,

it contains at least one maximal element.

In the second part, to prove that the axiom of choice is deduced from the claim that every
vector space admits a base, it starts from a family of non-empty sets (X;),.; and is consi-
dered the polynomial ring K [X] and the field of fractions K (X), where X = J,.; Xi;. We
also define the i— grade for every i € I and it is shown that the set K(X) on the subset
of fractions of i— homogeneous grade 0, It is a vector space and therefore there is a base.
On this basis we define an choice function explicitly deducing the axiom of multiple choice,

which is an equivalence of the axiom of choice.

Bachelor Thesis

Mathematics School. Sciences Faculty. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos En-
rique Uzcategui Aylwin.
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Finally, using the concept of family almost disjoint, it's shown that any basis for the R - vector
space RY is necessarily not countable.
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INTRODUCCION

El axioma de eleccién, de manera informal, afirma que para cada familia de conjun-
tos no vacios, es posible elegir algun elemento de cada conjunto de la familia, es
decir, existe una funcién f que asigna a cada conjunto de la familia un elemento de
éste. Puede parecer un resultado matematico “obvio” o intuitivo, pero cuando habla-
mos de conjuntos arbitrarios, cuyo cardinal puede ser infinito, lo obvio a veces no es
tan obvio. Sin embargo, aunque hoy en dia la gran mayoria de matematicos aceptan
la utilizacidén del axioma de eleccidn, existe una corriente matematica denominada
«Intuicionismo» donde se rechaza el uso del axioma de eleccion, pues éste es un
axioma no constructivo, en el sentido de que afirma la existencia de un objeto sin
determinarlo de forma explicita. Esta corriente afirma que todas las pruebas de exis-
tencia deberian ser completamente explicitas, ya que si existe algo, debe ser posible
construirlo, describirlo o al menos presentar un procedimiento para hallarlo.

Sin embargo, el solo hecho de que se haya usado el axioma de eleccidén para de-
mostrar la existencia de un conjunto no significa que no pueda ser construido por
otros métodos.

Ernst Zermelo lo formulé en 1904 para probar el Teorema de buena ordenacién que
afirma que todo conjunto puede ser bien ordenado [} Asi mismo, permite demostrar,
por ejemplo en topologia, el Teorema de Tychonoff que afirma que todo producto
de espacios compactos es compacto. Godel, en los afios 30 en su trabajo titulado “
Consistencia del axioma de eleccién y la hipotesis del continuo generalizada con los
axiomas de la Teoria de Conjuntos®, prob6 que los axiomas de la teoria de conjuntos

propuestos por Zermelo y Fraenkel (conocidos como los axiomas ZF) son consis-

' A. ORAYEN. Filosofia de la I6gica. Madrid, Espafia: Editorial Trotta, 2004.
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tentes con el axioma de eleccién, lo cual generé la pregunta: ¢;implica esto que el
axioma de eleccidén pueda ser demostrado a partir de los otros axiomas de ZF, es
decir, que es un teorema de ZF? Paul J. Cohen, en los afos 60, mostré6 que no,
es decir, el axioma de eleccion es independiente. Cohen obtuvo una medalla Fields

gracias a ese resultado.

Se podria contar mas del axioma de eleccion pues tiene una historia larga y muy
interesante; no obstante, la cuestidn que nos interesa en este trabajo es su relacion
con el algebra lineal y en particular con el concepto de base para espacios vecto-
riales. Un resultado bien conocido es que todo espacio vectorial tiene una base y la
demostracion de este hecho hace uso del Lema de Kuratowski-Zorn, el cual afirma
que todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda cadena (subcon-
junto totalmente ordenado) tiene una cota superior, contiene al menos un elemento
maximal. Lo mas interesante es que su reciproca también es cierta, es decir, el
axioma de eleccion se puede deducir a partir de la afirmaciéon de que todo espacio
vectorial tiene una base. Para probar esto, se parte de una familia de conjuntos no
vacios (X;),., y se considera el anillo de polinomios K [X] y el cuerpo de fracciones
K (X), siendo X = |J,.; X;. Luego se le asocia a la familia un espacio vectorial sobre
un cuerpo especial de tal manera que a partir de una base (que por hipétesis existe)
se defina explicitamente una funcién de eleccion que permita deducir el axioma de
eleccién multiple, el cual es una equivalencia del axioma de eleccion y que de ma-
nera informal afirma que para cada familia de conjuntos no vacios, es posible elegir
un subconjunto finito de cada conjunto de la familia. Por esta razén este trabajo se
titula la equivalencia del axioma de eleccion con la existencia de bases de Hamel en
cada espacio vectorial sobre un cuerpo arbitrario.

En 1964 James D. Halpern [ trabajé en una teoria mas débil que ZF, llamada WZF,

2 J. HALPERN. “Bases for vector spaces and the axiom of choice.” En: Proceedings of the Ameri-
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y dedujo el axioma de eleccion de la afirmacién que dice que, en cada espacio
vectorial, cada conjunto que lo genera contiene una base. El conjeturé que el axioma
de eleccién no puede ser deducido de la afirmacidn débil, que dice que cada espacio
vectorial admite una base, incluso si se hace la suposicién adicional de que todas
las bases tienen el mismo cardinal.

En 1984 Andreas Blass [f| presenté una refutacion parcial de esta conjetura. Fue
un resultado parcial, ya que no trabajé en WZF, si no en ZF. Uno de los objetivos
principales de esta tesis es presentar ese resultado de Blass siguiendo el libro Axiom
of Choice de Horst Herrlich

En el primer capitulo definimos las nociones basicas de la teoria de conjuntos donde
presentamos algunas equivalencias del axioma de eleccién, tales como el axioma
de eleccion multiple (ver Lema(1.1.4) y el Lema de Zorn (ver Lema[1.1.10). También
definimos algunas nociones referentes al anillo de polinomios K [X] y al cuerpo de
fracciones K (X) y por ultimo, revisamos, entre otras cosas, conceptos basicos de
los espacios vectoriales: combinacion lineal e independencia lineal. Todo esto con
el propdsito de exponer la prueba formal de la existencia de una base para cualquier
espacio vectorial.

El segundo capitulo es crucial en el trabajo pues encontramos un conjunto que es
fundamental en la prueba de que el axioma de eleccion se deduce a partir de la
existencia de una base para cualquier espacio vectorial. Iniciamos el proceso defi-
niendo el i—grado homogéneo para algunos polinomios y para algunas fracciones
en K (X), también se define el conjunto de factores en X; de un monomio y el con-
junto de variables en X; que aparecen en un polinomio. Se muestra la relacion entre

el i—grado con estos dos conjuntos. Por su importancia, se le dedica la Seccion

can Mathematical Society. 17 (1966), pags. 670-673.

3 A. BLASS. “Existence of bases implies the axiom of choice. Contemporary Mathematics.” En:
American Mathematical Society 31 (1984), 31-33.
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al conjunto de fracciones de i—grado homogéneo 0, que es un subcuerpo de K (X).
El tercer capitulo contiene la parte central de este trabajo. En él se muestra que
el axioma de eleccion es necesario y suficiente para garantizar la existencia de
base para cualquier espacio vectorial (ver Teorema [3.0.2). Ademés se examina la
dimensién de las bases de Hamel para el anillo de polinomios K [X], donde X es el
conjunto de variables, y también se prueba, usando como herramienta el concepto
de familias casi disjuntas, el hecho de que cualquier base para el R-espacio vectorial
RY necesariamente es no numerable (ver Teorema[3.1.12). Y por Gltimo, a manera
de informacion y para complementar el tépico, se mencionan otras dos aplicaciones
del axioma de eleccién en espacios vectoriales (ver Teorema([3.2.2]y Teorema[3.2.3).

16



1. PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es precisar y organizar los elementos de este traba-
jo, concretando los conocimientos existentes y estableciendo la notacion basica de

cada teoria.

1.1. CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Georg Ludwig Philipp Cantor, alrededor del afio 1870, fue el inventor mas importante
de la teoria de conjuntos. Segun la definicion de conjunto que Cantor propuso, és-
te es una coleccion de objetos de nuestra percepcion o nuestro pensamiento. Esta
idea sencilla y tan intuitiva resulta ser también ingenua porque produce contradiccio-
nes, por ejemplo, la paradoja de Russell: 4 Existe el conjunto de todos los conjuntos
gue no pertenecen a si mismos? (1903). Pero pronto la teoria axiomatica de Zer-
melo (1908) y refinamientos de ésta debidos a Fraenkel (1922), Skolem (1923), Von
Newman (1925) y otros sentaron las bases para la teoria de conjuntos actual ﬂ

La teoria de conjuntos constituye parte fundamental en el desarrollo de cualquier
rama de las matematicas. Particularmente en algebra, las relaciones, funciones,
operaciones entre conjuntos, clases, etc. son un soporte indiscutible para la cons-

truccion de conceptos que son utiles en el siguiente capitulo.

De manera natural se tiene la siguiente definicion para el producto cartesiano de

una familia arbitraria de conjuntos no vacios.

4 M. HUERTAS A. & MANZANO. Axiom of Choice. Lecture Notes in Mathematics. Catalufia, Espa-
fa: Editorial de la Universitat Oberta de Catalunya, 2002.
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Definicion 1.1.1. Sea (X;),_, una familia de conjuntos no vacia. El producto carte-

siano de la familia (X;),., esta dado por el conjunto

[[Xi=<rf:1—-|JXi|paracadaic I, f(i)€ X,

i€l el
Si X; = X para cada i ¢ I, denotamos al producto cartesiano simplemente por X7,
que por definicion representa la familia de funciones de I en X. Llamamos a las
funciones pertenecientes al producto cartesiano como funciones de eleccion.
Un ejemplo importante y muy usado en analisis real de producto cartesiano es la
familia de sucesiones de nimeros reales, denotada por RY las cuales son funciones
de NenR.
El axioma de eleccion fue formulado explicitamente por primera vez en 1904 por
Ernst Zermelo, matematico y I6gico aleman, del que hizo uso para probar una con-
jetura de Cantor la cual afirmaba que todo conjunto puede ser bien ordenado [l
Esto fue fundamental tanto para el desarrollo de la teoria de conjuntos, como para
el de otras ramas de las matematicas. Sin embargo, el axioma propuesto por Zer-
melo recibié muchas criticas y, célebres colegas como Borel, Baire y Lebesgue se
opusieron a ese principio, ya que este establece la existencia de una cierta funcién
sin dar una definicién explicita de la misma, algo inadmisible para muchos en aquel
momento.

A continuacion mostraremos su respectiva definicion.

Definiciéon 1.1.2. El axioma de eleccién (AE) establece que para cada conjunto
no vacio y cada familia (X;),., de conjuntos no vacios, su producto cartesiano es

diferente de vacio.

Existen varias equivalencias del axioma de eleccidbn como las que presentamos a

continuacion.
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Definicién 1.1.3. El axioma de eleccion multiple (AEM) establece que para cada
familia (X;),., de conjuntos no vacios, existe una familia (Y;),., de conjuntos finitos

no vacios tal que Y; C X;, paracada: € I.

Lema 1.1.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
= |) AE.
= [I) AEM.

Una demostracién de este teorema puede verse en el libro Axiom of Choice de Horst
Herrlich i

Antes de presentar el principio de buen ordenamiento, el principio de Hausdorff y
el Lema de Kuratowski-Zorn es necesario enunciar las siguientes definiciones de

relaciones de orden.

Definicién 1.1.5. Una relacion de orden sobre X, es una relacién binaria < que

cumple las siguientes propiedades:
= O1) Es reflexiva: Si z € X entonces = < z;
m 02) Es antisimétrica: Si z,y € X entonces © < y e y < z implica que = = y;

» 03) Es transitiva: Si x,y,z € X y si simultdneamente se cumple que z < y e

y < z, entonces x < z.
Si ademas la relacion <cumple:
m 04)Siz,ye Xentoncesz <ydby<zx
entonces hablamos de una relacién de orden lineal (o total).

A veces, para insistir que un orden < puede no satisfacer la propiedad 04), es de-
cir que puede que no todo par de elementos son comparables, hablamos de orden

parcial. Si (X, <) es un conjunto ordenado e Y C X, la relacion inducida en Y es

19



claramente también una relacion de orden. Cuando consideremos a Y como un con-
junto ordenado, salvo que digamos lo contrario, siempre es con el orden inducido.

Las siguientes definiciones son de utilidad mas adelante en este capitulo.

Definicion 1.1.6. Sea el par ordenado (X, <) donde X es un conjunto no vacio y <

es una relacion de orden parcial en X.

= Y C X esunacadena en (X, <) sila restriccion del orden < en Y es un orden
total; es decir, que también cumple la propiedad (O4) de la Definicién([1.1.5]

» Sea Y C X una cadena con Y # (), decimos que a € X es cota inferior
(respectivamente, cota superior) de Y, siparacada y € Y tenemos que a < y

(respectivamente, y < a);

m 7 € X es minimo (respectivamente, maximo) de X, si para cada z € X
tenemos que = < z (respectivamente, x < z). Observamos que si existen

dichos elementos, entonces son unicos.
A continuacién introducimos conceptos semejantes.

Definicion 1.1.7. Sea el par ordenado (X, <) donde X es un conjunto no vacio
y < es una relacion de orden parcial bajo X. Decimos que x € X es minimal
(respectivamente, maximal) si para cada y € X tal que y < z (respectivamente,

x < y), tenemos que = = y.

No hay que confundir un elemento minimal con el elemento minimo para conjun-
tos parcialmente ordenados. Un elemento minimo, si existe, es siempre comparable
con todos los otros elementos del conjunto X (y es inferior), mientras que un ele-
mento minimal es inferior s6lo a aquellos elementos de X con los cuales podemos
comparar.

Si X dispone un elemento minimo, entonces este es Unico. Pero si el orden sobre X
no es total, y si no existe un minimo, entonces X puede disponer varios elementos

minimales.
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La misma discusién podemos repetir para elementos maximales y el elemento ma-

ximo de un conjunto.

Definicion 1.1.8. Sea el par ordenado (X, <) donde X es un conjunto no vacio y
< es una relacién de orden parcial en X. Decimos que X es un conjunto bien

ordenado si todos los subconjuntos no vacios de X tienen minimo.

Lema 1.1.9. (Zermelo) Principio de buen ordenamiento. Todo conjunto admite un

buen orden.

Lema 1.1.10. Lema de Kuratowski-Zorn. Todo conjunto parcialmente ordenado
diferente de vacio en el que toda cadena tiene cota superior contiene al menos un

elemento maximal.
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Teorema 1.1.11. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
= |) AE.
= |I) Lema de Kuratowski-Zorn.

Una demostracién de este teorema puede verse en el libro Axiom of Choice de Horst
Herrlich

Definicion 1.1.12. Principio de Hausdorff. En un conjunto parcialmente ordena-
do, cualquier subconjunto totalmente ordenado esta contenido en un subconjunto

maximal (respecto a la propiedad de ser totalmente ordenado).

El subconjunto maximal no es Unico en general; puede haber varios subconjuntos
maximales totalmente ordenados que contienen a un subconjunto totalmente orde-

nado dado.

1.2. CONCEPTOS BASICOS DEL ALGEBRA ABSTRACTA

Se exponen algunos términos e ideas claves del algebra abstracta y lineal necesa-
rios para el desarrollo de esta tesis. Cada detalle juega un papel muy importante en
la obtencién de resultados para conducirnos a la deduccion del axioma de eleccion

a partir de la existencia de bases en los espacios vectoriales.

1.2.1. ANILLO DE POLINOMIOS  Sean (X;),.; una familia de conjuntos no va-

cios,

x=Jx,

icl
y un cuerpo K tal que KN X = (. El conjunto de polinomios de X, denotado por
K [X], esta constituido por todas las sumas finitas de expresiones de la forma

P = azx'zy?. )"

Ly
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donde a € K, z; € X son las variables y n; € N para cada j € {1,2,...,r}. El
polinomio P € K[X] es llamado monomio. Note que por definicién, un monomio
es un producto finito de variables por una constante. Por definicién para toda x €

X, 2° = 1 donde 1 es el elemento neutro del producto de K.

Un polinomio es constante si pertenece al conjunto de coeficientes, en este caso,
si pertenece al cuerpo K.

El proceso para sumar, restar y multiplicar polinomios con mas de una variable es
bastante similar al conocido en polinomios con una variable.

Dos monomios P, ) se llaman semejantes si

P =aQ,

donde « € K. Por ejemplo, los monomios P = 5z3iz2y

Q = —x3x2 con z1, x4 € X son semejantes. Por definicion P + @ se expresa como
50302 + (—a32d) = (5 — Datal = 4o,

El proceso para sumar dos polinomios P, () es sumar los monomios que los con-
forman, agrupando y sumando los semejantes para dejar intactos los demas mono-
mios. En consecuencia se reduce la expresidn. Por ejemplo, tomando los polinomios

P = —xlxd + 3232822 y Q = x + 3z}x3, entonces P + Q es

4,3 1.6,2 4 4,3 2,62
(—xle + 3x4x5x6) + (xl + 3x1x2> = 2z175 + 35wl + 2t

La suma en K [X| cumple las siguientes propiedades:
1. Es asociativa: Si P,Q, R € K[X] entonces (P + Q)+ R= P+ (Q + R);

2. Es conmutativa: Si P, € K[X] entonces P+ Q = Q + P;

23



3. Existencia del neutro: 0 € K [X], pues K C K [X];
4. Cada polinomio tiene un opuesto: Si P € K [X| entonces —P € K [X].

Por otro lado, la multiplicacién entre monomios es otro monomio que tiene por co-
eficiente el producto de los coeficientes y cuya parte literal se obtiene multiplicando
las potencias que tengan la misma base; es decir, sumando los exponentes. Por

ejemplo, tomando los monomios P = 7z$z3 y Q = 5x,23, entonces P - Q) es

3,.2 2 _ op, 4.2 2
Ty - dx175 = 35T X575,

En la multiplicacién de un monomio por un polinomio se multiplica el monomio por
todos y cada uno de los monomios que forman el polinomio. Por ejemplo, tomando

al monomio P = —z3z32 y al polinomio Q = —x; + 322 + 6, entonces P - Q) es
2.2 2,2 2.2 2.2 2.2
—xyas - (—wy + 6) = (—ajx; - —x1) + (—ada; - 6) = zajx; — 6wyl

La multiplicacién entre polinomios es analoga, por ejemplo, para los polinomios

P=P+PyQ=0Q1+ Qs donde P, P, Q,Q> SOn monomios, entonces P - () es
(PL+ P) (Q14+ Q) = (PL+ P)-Q1+(Py+ P)- Qo= P-Q1+ Py Q1+ P1- Qo+ P2 Q.

El producto en K [X] cumple las siguientes propiedades:
1. Es asociativa: Si P,@Q, R € K[X] entonces (P-Q)-R=P-(Q - R);
2. Es conmutativa: Si P, € K[X] entonces P-Q = Q - P;
3. Existencia del neutro: 1 € K [X], pues K C K [X];

4. Se cumple la ley distributiva del producto respecto de la suma:
Si P,Q,R € K[X], entonces (P+Q)-R=P-R+Q-R.
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Esto es, el conjunto K [X] con las dos operaciones definidas, suma ”"+" y producto
. es un anillo conmutativo que se llama anillo de polinomios en X con coeficientes
en K.

Vamos ahora a estudiar la factorizacion en el anillo K [ X], pero antes introduciremos
algunas definiciones para anillos conmutativos que tienen la siguiente propiedad:

para cualesquier par de elementos a, b tenemos que
Siab=0, entoncesa=00b=0.
Este tipo de anillos son llamados dominios enteros (DE). De aqui en adelante

consideraremos a D como un DE.

Definicién 1.2.1. Sean dos elementos no nulos p, ¢ € D. Si existe r € D tal que

q=Trp,

entonces diremos que p divide a ¢ (0 p es factor de ¢) y se denota por p | g.
Definicion 1.2.2. Un elemento u € D es unidad si « divide a 1.
El conjunto de las unidades de D se denota como U (D).

Observacion 1.2.3. Note que las unidades de cualquier anillo de polinomios de la

forma K [S], donde K es cuerpoy S C X, son las constantes no nulas, es decir

U (K[S]) = K\ {0}.

Definiciéon 1.2.4. Un elemento no nulo p € D que no es unidad, es un elemento

irreducible si toda factorizacién

p=aqr
en D tiene la propiedad que ¢ o r es unidad.
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Definicién 1.2.5. Los elementos p, ¢ € D son asociados si

p = uq,

donde u es una unidad en D. Si p y ¢ son asociados escribimos p ~ g.
Lema 1.2.6. Sean p,q,r € D. Se tienen las siguientes afirmaciones:
1. Sip|qyq|rentoncesp|r,
2. Siplgqyp|rentoncesp|q+tr,
3. Sip|qentonces p | rq, paracadar € D,

4. Sip|qyq|pentonces p es asociado de q.

Demostracion. 1), 2) y 3) son inmediatos de las definiciones. Para 4): como p | ¢y
q | pentonces g = upy p =wvqgconu,v € D. Portanto, p = vg = vup, y como p # 0, y
D es un dominio entero, entonces cancelando al elemento p, tenemos que 1 = vu;
es decir, u y v son unidades.

Por otro lado, si ¢ es un elemento asociado de un elemento irreducible p, entonces
g también es un elemento irreducible, pues p = qu, con « unidad, esto es, por defini-
cidén de elementos asociados. Por lo tanto, cualquier factorizacién de ¢ proporciona

una factorizacién de p.
[

Definicion 1.2.7. Un elemento no nulo p € D que no es unidad, es un elemento

primo si cuando p | gr, entonces p | ¢ 0 p | r para todos los elementos ¢,r € D.
Definicion 1.2.8. D es un dominio de factorizacion unica (DFU) si satisface que:

1. Todo elemento no nulo de D que no es unidad tiene descomposicién factorial
por irreducibles; es decir, puede ser factorizado por el producto de un numero

finito de elementos irreducibles en D .
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2. La descomposicion factorial por irreducibles es unica salvo asociaciones, es
decir, si p1ps..., Y q1¢2...qs Son dos son dos descomposiciones factoriales por
irreducibles del mismo elemento en D, entonces r = s y existe una reenume-

racion ¢ tal que p; y g4(;) Son asociados para cada i € {1,2,...,7}.

El siguiente resultado lo enunciaremos sin demostracién y lo utilizaremos para pro-
bar un teorema que nos ayuda a demostrar que K [X| es DFU. Una prueba de esta

afirmacion la podemos revisar en el Corolario 45.30 del libro de John B. Fraleigh 7]

Teorema 1.2.9. Si K es un cuerpo y 1, xs, ..., x, € X, entonces K [z, xs, ..., ,] €S
DFU.

Lema 1.2.10. Si K es un cuerpo y z1,xs,...,2, € X, entonces todo irreducible en

Kz, zo, ..., x,] €S también irreducible en K [X].

Demostracion. Sea P un irreducible en K[zy, zo, ..., x,]. Si P = P;P,, necesaria-
mente Py, P, € K[z, zs,...,x,]. Como P es irreducible en K [zy, xs, ..., z,,], S€ Sigue
que P, o P, es unidad en K [zy, zs, ..., x,], €sto es, P, 0 P, esta en K\ {0} (ver la
Observacion [1.2.3). Se concluye asi que P es un irreducible en K [X]. O

Corolario 1.2.11. El anillo K [X] es DFU.

Demostracion. Sea P € K [X] un polinomio no constante, entonces existen varia-

bles =1, s, ...,z, € X tales que
,
P = Z aixrf” x;ZQ X
i=1

Como K [z1, xa, ..., z,,] €S un DFU (ver Teorema|[1.2.9), entonces P admite una des-

composicién unica (salvo asociaciones) como producto de irreducibles en

5 J. FRALEIGH. First Course in Abstract Algebra. 7th ed. Harlow, Reino Unido: Pearson Education
Canada, 20083.
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K[z, z, ..., x,], digamos

/
m
P=PMmpy. P,

Por el Lema[1.2.10] P, es irreducible en K [X] para cada i € {1,2,...,n’}, entonces
P admite una descomposicién unica (salvo asociaciones) como producto de irredu-
cibles en K [X].
Dado que el polinomio P fue tomado de forma arbitraria, entonces el anillo K [X] es
DFU.

O

Definicion 1.2.12. Dos elementos P, son coprimos en K [X], si alguno de los
dos es un polinomio constante o en sus factorizaciones no comparten polinomios

irreducibles.

1.2.2. CUERPO DE FRACCIONES  Sean (X;),., una familia de conjuntos no va-

cios,

x=Jx,

el
y un cuerpo K tal que KN X = (. El conjunto de fracciones de X, denotado por

K (X), se define como

E:P,QGK[X],Q7A0}.

K(X):{Q

La construccién formal de K (X') es analoga a la ya conocida construccion del cuer-
po de los fracciones QQ, donde el anillo es Z. Asi como en Q, decimos que dos
fracciones g, % son equivalentes si P- Q' = P’ - Q.

La suma y el producto de fracciones con variables en X se definen de la misma
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forma a la conocida, esto es, para £, £ fracciones tenemos que

Q’Q
PP _PQ+Q.P PP PP
Q' Q- aoq YooTqgq

La suma y el producto en K (X) cumplen las siguientes propiedades:
1. Cerradura: Si P,Q € K(X)entonces P+ Q e K(X)y P-Q € K(X);
2. Conmutatividad: Si P, € K(X)entonces P+ Q=Q+ PyP-Q=Q - P;

3. Existen los neutros respectivos: tenemos que K C K[X] y como % = P para
cada P € K[X], entonces K [X] C K (X). Por transitividad K C K (X). Lo cual
significa que 0,1 € K (X);

4. Cada polinomio tiene un opuesto y un inverso: Si P € K (X) entonces —P €
K (X)y si P # 0 entonces + € K (X);

5. Se cumple la ley distributiva del producto respecto de la suma: Si F,G, H €
K (X) entonces (F+G)-H=F-H+ G- H.

Por tanto, el conjunto K (X) con las dos operaciones definidas, la suma "+” y el

producto ”-”, es un cuerpo.

Definicion 1.2.13. Un elemento no nulo g € K(X) es una fraccion irreducible si P

y @ son polinomios coprimos.

Teorema 1.2.14. Cada elemento no nulo g € K(X) que no es unidad tiene una
fraccion irreducible equivalente % € K(X), la cual es Unica salvo asociaciones entre

los respectivos numeradores y denominadores.

Demostracion. Por el Corolario [1.2.11] el cual afirma que el anillo K[X] es DFU,
podemos descomponer todos los polinomios Py @ en factores irreducibles y luego

cancelando los factores comunes entre estas factorizaciones se obtiene una fraccién
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irreducible equivalente. Como la descomposicién del numerador y la del denomina-
dor es unica salvo asociaciones entonces la fraccidn irreducible equivalente también
es Unica salvo asociaciones entre los numeradores y los denominadores. Es decir,
Si %ﬁ y g—ﬁﬁ son dos fracciones irreducibles equivalentes a £, entonces P’ es asociado

a P’y (Q esasociado a @". H
Veamos un ejemplo. Tomando la fraccion perteneciente a Q ({z, y}):

—2x2y2 - ny

-y —
y las siguientes descomposiciones en factores irreducibles del denominador y del
numerador, respectivamente —2x2y*—z%y = (—1)22%y(y+1) = (=2)2%y(y+1) y —zy—
r = (—1)z(y + 1), notamos que efectivamente se generan 2 fracciones irreducibles

equivalentes:
(—1)22%y(y +1) 2y

(-Daz(y+1) 1~
(=2)z*y(y+1)  —2xy
(—Da(y+ 1) -1

Donde los respectivos numeradores y denominadores de estas 2 fracciones irredu-

cibles equivalentes son asociados.

1.3. CONCEPTOS BASICOS DEL ALGEBRA LINEAL

En esta seccidn se revisa, entre otras cosas, conceptos basicos de los espacios
vectoriales: combinacion lineal e independencia lineal. Todo esto con el propésito
de exponer la prueba formal de la existencia de una base para cualquier K—espacio

vectorial a partir del axioma de eleccion.

Definicion 1.3.1. Sean V un conjunto y K un cuerpo arbitrario (los elementos de K

se llaman escalares). Decimos que V' es un K—espacio vectorial si estd dotado de
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dos operaciones, la suma (denotada por = + y con z,y € V) y la multiplicacion por

un escalar (denotada por o - z con a € Ky x € V) que satisfacen:

» E1) Cerradura en la suma: Si z,y € V, entonces (z +y) € V;
» E2) La suma es asociativa: Si z,y,z € V, entonces (x +y) + z =z + (y + 2);
» E3) La suma es conmutativa: Si z,y € V, entonces x +y = y + z;

» E4) Existencia del neutro: Existe 0 € V tal que para toda x € V tenemos que

r+0=uz,;

» E5) Existencia del elemento inverso aditivo: Si x € V, entonces existe —z € V

tal que = + (—z) = 0;

» E6) Cerradura en la multiplicacion por un escalar: Si x € V' y « es un escalar

entonces o -z € V;

» E7) Primera ley distributiva: Si z,y € V' y « es un escalar, entonces

a-(z4+y)=a-x+a-y;

» E8) Segunda ley distributiva: Si = € V' y «, § son escalares, entonces

(a+p) z=a-z+ -

= E9) Ley asociativa de la multiplicacién por escalares: Si z € V y «, son

escalares, entonces a- (8- x) = (- f) - x;

» E10) Paracadaelementoxz € V, 1 -2 = .

En particular, todo cuerpo es espacio vectorial sobre si mismo y ademas es espacio
vectorial sobre cualquier subcuerpo.
Antes de presentar la definicidn de base para un K—espacio vectorial es necesario

enunciar las siguientes definiciones.
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Definicién 1.3.2. Sean x4, x4, ..., z,, elementos de un K—espacio vectorial V. Enton-

ces cualquier expresion de la forma

V=T + 0o + ... + QnTy,

donde a4, as, ..., SON escalares, se denomina combinacion lineal de x4, ..., z,,.

Diremos que un elemento v es combinacion lineal de vectores del K—espacio vec-
torial V' si podemos expresarlo como una suma de productos por escalar de una
cantidad finita de elementos de V.

Este concepto da lugar a otras definiciones y herramientas importantes, como son

los conceptos de independencia lineal y base para un espacio vectorial.

Definicion 1.3.3. Sean un K—espacio vectorial V 'y G C V. Entonces decimos que
G es conjunto generador de V si para cada v € V existe {zy, s, ...,z,} C G sub-
conjunto finito tal que v es combinacidn lineal del mismo; es decir, existen escalares

a1, as, ...ap, € K tales que

V= Q1T1 + QaTy + ... + QpTy,.

Si G es conjunto generador de V' decimos que G genera a V' y ademas si G es finito,
decimos que V es finitamente generado. De otra manera, si no existe conjunto

finito generador decimos que V' es infinitamente generado.

Definicion 1.3.4. Sean un K—espacio vectorial V' 'y {x,zs,...,2,} C V. Decimos
que el conjunto {z, xs, ..., z,,} €s linealmente dependiente (LD) si existen n esca-

lares aq, aw, ...a,, NO todos cero tales que

o121 + e + ... + apx, = 0. (1)

Si el conjunto de elementos no es LD, decimos que es linealmente independiente
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(L.I). Es decir, {zy,z2,...,xz,} es L.l si la ecuacion se cumple Unicamente para
o =y =...=aq, =0.
Si A C V es un conjunto infinito de vectores, entonces decimos que es L.I si todo

subconjunto finito B C A es L.I.

Ejemplo 1.3.5. Sea el R—espacio vectorial de todas las sucesiones de numeros

reales denotado por RY = {(x1, 2o, ..., 7,,...) : 7; € RV i € N}, con las operaciones:
m Suma: (1, o, cooy Ty o) + (Y1y ooy Yy o) = (X1 F Y1,y ooy T+ Yny -0)
» Producto por escalar: A\ - (x1, 29, ..., Tpn, ...) = (A2, Ao, ooy A - Ty, o)

Note que el subconjunto infinito
L={(1,0,0,0,...),(1,1,0,0,...),(1,1,1,0,...), ...}

de RY es L.I.

Definicién 1.3.6. Sea V un K—espacio vectorial. Decimos que B C Ves base (o

base algebraica) para V' si:
= B1) Todo subconjunto finito de B es L.I;
m B2) BgeneraaV.

Una base para un K—espacio vectorial es conocida como Base de Hamel.

El espacio vectorial nulo no tiene base de Hamel, si nos ajustamos a la definicion
dada anteriormente. Vamos a convenir en este caso que la base de Hamel es el
conjunto vacio.

Un espacio vectorial puede tener diferentes bases, por ejemplo, en el caso del

R—espacio vectorial R?, cualesquiera tres vectores L.I. forman una base.
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2. EL i—-GRADO HOMOGENEO DE POLINOMIOS Y FRACCIONES

2.1. EL IDONEO CUERPO DE ESCALARES

Como se afirma en la introduccién, uno de los objetivos mas importantes de este
trabajo es estudiar una demostracién de la afirmacién que dice que el axioma de
eleccion se puede deducir a partir de la hipétesis de la existencia de bases de Hamel
en cada espacio vectorial expuesta en el libro Axiom of Choice de Horst Herrlich
B Esta demostracién consiste en que, a partir una familia X = {X; : i € I} de
conjuntos no vacios, se necesita un ingrediente muy importante: asociarle a X un
espacio vectorial sobre un cuerpo. Es decir, necesitamos un cuerpo de escalares y
un espacio vectorial sobre ese cuerpo de tal manera que a partir de una base (que
por hipdtesis existe) sea posible obtener una funcién f que asigna a cada conjunto
de la familia X un representante de éste.

De hecho, este capitulo esta dedicado principalmente a especificar un cuerpo de
escalares conveniente de tal forma que al ser asociado con el espacio de fraccio-
nes K(X), que sera nuestro conjunto de vectores, éste tenga estructura de espacio

vectorial.

2.2. El i—-GRADO

Definiremos la nocién de :—grado de un monomio, el cual juega un papel importante

en el trabajo. Sean (X;),., una familia de conjuntos no vacios,

X:U&

iel

y un cuerpo K tal que KN X = 0.
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Definicion 2.2.1. Sea P = ax}'z3*...2) € K[X] un monomio no nulo. Para cada

i € 1, el i—grado del monomio se define como:

$k€Xi

Ejemplo 2.2.2. Sea X = X; U X, U X3 donde X; = {v,w}, Xo = {z,y} y X3 = {z}.
Observe que I = {1,2,3}. Sea Q = —v*wxy € R[X]. A continuacién se calculan

todos los i—grados del monomio Q:
m d(1, —v*wzy) =2+ 1= 3, pues v,w € Xi;
m d(2, —v?wzy) =1+ 1=2, pues x,y € Xo;
= d(3, —v*wzxy) = 0, pues ningun elemento de X3 aparece en Q.

El ejemplo anterior ilustra una propiedad de los i—grados que enunciamos a conti-

nuacion.

Lema 2.2.3. Sean P, € K[X] monomios no nulos. Entonces para cada i € 1

d(i, PQ) = d(i, P) + d(i, Q).

Demostracién. Tenemos que P = az}'zy?..x) 7'2™ y Q = By sy, y™ con
a, € K\{0}; 2,y € Xynj,m, € Nparacadaj € {1,2,...,r}ycadas € {1,2, ..., t}.

Por tanto

d(i, PQ) = d(i,af x'xy?..xl yi" ys 2. Z nj + ms.

zj, yGGX

Lo cual significa que:

d(i, PQ) = Z n; + st— i, P)+d(i, Q).
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O
Definicion 2.2.4. Sean P € K[X] un monomio no nulo e i € I. El conjunto de
factores en X; del monomio P se denota por
F;(P)={y € X, | existe Q € K[X] tal que P = yQ}.
La demostracidén de las siguientes propiedades es por consecuencia inmediata de
la Definicion 2.2.4.

Proposicion 2.2.5. Sean P € K[X] un monomio no nulo. Se tiene las siguientes

afirmaciones:
1. Si Py ) son monomios asociados, entonces para todo i € I, F;(P) = F;(Q).
2. P es constante siy solo si F;(P) = () paracadai € I;
3. |F;| <d(i, P)paracadai € I.

Estas propiedades son de uso en la demostracion de la Proposicion 2.2.12,
A continuacién se define el concepto de i—grado homogéneo de un polinomio a
partir de la Definicién [2.2.1]

Definicién 2.2.6. Sean P = ;" | P, un polinomio no nulo e i € 1. Decimos que el

i—grado homogéneo del polinomio P es a; € N, si
a; =d(i, P,) paratoda k € {1,...,m}.

En otras palabras, P tiene i—grado homogéneo cuando todos los monomios en su
composicién tengan el mismo i—grado.
En el siguiente ejemplo se muestra un polinomio que no tiene i—grado homogéneo

para ningun i € {1,2,3}.
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Ejemplo 2.2.7. Sea el conjunto X = X; U X, U X3 donde X; = {v,w}, Xy = {z,y}y
X3 ={z} y sea el polinomio R = 2 + vwz?yz — my*z € R[X].

= R no tiene 1—grado homogéneo, pues

d(1,2) = 0 # 2 = d(1, vwz’yz).

= R no tiene 2—grado homogéneo, pues

d(2,2) =0 # 3 =d(2, —my’2).

= R no tiene 3—grado homogéneo, pues

d(3,2) =0 # 1 = d(3,vwz’yz).

En el siguiente ejemplo veremos un polinomio que tiene i—grado homogéneo igual

a2,paracada: € {1,2,3}.

Ejemplo 2.2.8. Sea el conjunto X = X; U X, U X3 donde X; = {v1,v2, ..., 0, ... },
Xy = {1,290, .., 2, ...} Y X3 = {21, 29,..., 2n, ...}. SUpONgamos que los conjuntos
X1, X2, X3 ¥ R son disjuntos dos a dos.

Sea P = Tviz?zozg — §v608x329z5 e R[X].

= E| 1—grado homogéneo de P es 2, pues
2.2 2 2
d(1, Tvixize29) = d(1, —§v6v8x72925) =2.
= El 2—grado homogéneo de P es 2, pues

2
d(2, Tviatzzg) = d(2, —5716’0895?2925) =2
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= El 3—grado homogéneo de P es 2, pues

2
d(3, Tvizizyze) = d(3, —51)671837?2925) =2

La siguiente propiedad es consecuencia inmediata de la definicion de ser polinomios

asociados.

Proposicion 2.2.9. Si P, P’ € K[X] tales que P y P’ son asociados, entonces
d(i,P) =d(i, P") paracadai € I.

A continuacion extenderemos la Definicién 2.2.4], describiendo el conjunto de ele-
mentos en X; que aparecen en un polinomio con el objetivo de probar el axioma de
eleccion, pues esta es la manera en que seleccionaremos los subconjuntos finitos

de X,.

Definicion 2.2.10. Sea P = }_;" | P, un elemento no nulo de K [X], donde cada
P, es un monomio, e i € I. El conjunto de variables en X; que aparecen en el

polinomio P, se define por

Ei(P>:UFi(Pk>7

donde F;(Py) es el conjunto de factores en X; del monomio P, para cada k €

{1,2,....,m}ycadaie€ I.

Ejemplo 2.2.11. Sea el polinomio P = Tva22029 — 2vgusa22925 € R[X] definido en
1+1 3 7

el Ejemplo[2.2.8] entonces:
» Parai=1.
o [ (Tv?x3z29) = {01 };
o [y (—3vgusa22925) = {vs, vs}-
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Por tanto, E; (P) = {v1, vs, vs}.
m Parai=2.
o [, (Tv?aizg29) = {11 };
o I} (—§U6U8x$2925) = {z7}.
Por tanto, E, (P) = {z1, x7}.
» Parai=3.
o Iy (Tv?a32929) = {22, 20 };
o Fy(—2uvsvsa2zgzs) = {29, 25}
Por tanto, E5 (P) = {22, 29, 25}

Las propiedades que enunciamos en la siguiente proposicion son muy importantes
porque son de uso en la demostracion del teorema principal de este proyecto. La
demostracion es consecuencia de la Definicién [2.2.10]junto con la Proposicion[2.2.5]

Proposicion 2.2.12. Sean dos polinomios P, € K[X] no nulos. Se tiene las si-

guientes afirmaciones:

1. Si Py @ son asociados, entonces paracada i € [ : E;(P) = E;(Q).
2. P es constante siy solo si £;(P) =) paracadai € I.
3. |E(P)| <> ,d(i,P;) paracadai € I.

A partir de las definicién del i—grado de un monomio y del i—grado homogéneo de

un polinomio, se define a continuacién el i—grado homogéneo de una fraccion.

Definicion 2.2.13. Sean F = %Ej—;g’; un elementononulode K(X) ei € 1.
Decimos que la fraccién F tiene i—grado homogéneo d; € Z, si d; = a;—b;. Donde el
i—grado homogéneo del numerador es a; y el i—grado homogéneo del denominador

es b;; es decir,
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m a;, =d(i, P;) paracada k € {1,2,...,m};
m b, =d(i,();) paracada j € {1,2,...,n}.

A continuacién mostraremos una fraccion cuyo i—grado homogéneo es igual a 2

para cada: € {1,2,3}.

Ejemplo 2.2.14. Sea el conjunto X = X; U X, U X3 donde X; = {v,w}, Xo = {z,y}

2 2,2,2

y X3 = {»} y sea la fraccion E = wwe==vtou i 3wl o (),

= E| 1-grado homogéneo del numerador de F es a; = 2, pues
d(1,vwz?z?) = d(1, —v*zyz*) = d(1, 3w?y*z?) = 2.
El 1-grado homogéneo del denominador de E es b, = 0, entonces el 1-grado

homogéneo de £ es d; = a; — by = 2.

» E| 2-grado homogéneo del numerador de FE es a, = 2, pues
d(2,vwr?z?) = d(2, —v*ry2?) = d(2, 3w’y*2?) = 2.
El 2-grado homogéneo del denominador de E es b, = 0, entonces el 2-grado

homogéneo de FE es dy = 2.

» E| 3-grado homogéneo del numerador de F es a; = 2, pues
d(3,vwr?2?) = d(3, —v ry2?) = d(3, 3w’y*2?) = 2.

El 3-grado homogéneo del denominador de E es b3 = 0, entonces el 3-grado

homogéneo de E es d; = 2.

2

, ., 2_,2 2 2,22 ., . ,
Se concluye asi que la fraccion E = =5=—-= Wy tiene j—grado homogéneo

2paracadai € {1,2,3}.
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En el siguiente ejemplo mostraremos una fraccién que no tiene i—grado homogéneo
para cada: € {1,2,3}.
Ejemplo 2.2.15. Sea el conjunto X = X; U X, U X3 donde X; = {v,w}, Xo = {z,y}

y X3 = {z}. Sea la fraccidn

gx:)’z — 3vxz — \/§

— 022292 — vwady + wy?

G —

e R(X)

Note que el numerador de GG no tiene i—grado homogéneo para cada i € {1,2,3},
pues
d(1, =3vx’2) =1 # 0 = d(1, —V?2);

d(2,—3vx®2) =140 =d(2, _\/5);
d(3, —3vx3z) =1+#0=4d(3, _\/5)

Entonces G no tiene i—grado homogéneo para cada i € {1, 2, 3}.

En el siguiente ejemplo veremos que si una fraccién es el cociente de dos monomios

no nulos, entonces siempre tiene i—grado homogéneo para cada i € I.

Ejemplo 2.2.16. Sean (X;),_, una familia de conjuntos no vacios,

X =Jx
i€l
y un cuerpo K tal que KN X = (). Sea la fraccién F = g con Py (Q monomios (@ no
nulo).
Sea i € I. Por definicion, el i—grado homogéneo del numerador de F es a; = d(i, P)
y el i—grado homogéneo del denominador de F' es b; = d(i, Q). Entonces el i—grado

homogéneo de F' es d; = a; — b;.

La siguiente proposicion se usa en la demostracion de que el axioma de eleccion es

equivalente a la existencia de bases, lo cual es nuestro objetivo principal.
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Proposicion 2.2.17. Si

p
Q’
entonces d(i, P) = d(i, P’

< <©|"g

;- € K(X) son dos fracciones irreducibles y equivalentes,
d(i,

) Q) =4d(i,Q") paracadai € I.

Demostracion. Por el Teorema [1.2.14] tenemos que P es asociado de P’y @) es
asociado de @', y por la Proposicién [2.2.9] se concluye que d(i, P) = d(i,P’) y
d(i,Q) =d(i,Q’) paracadai € I. O

2.3. CUERPO DE FRACCIONES DE ;-GRADO HOMOGENEO 0

Sea K (X) el conjunto de fracciones con variables en X que tienen i—grado homo-

géneo 0 para cada i € I; es decir,

K (X) = {Zk 1 B €K (X):d(i, B) =d(i,Q;), Vi e IVk € {1,2,..,m}Vj € {1,2, n}} .
Z] 1 QJ

Veremos en seguida que K (X) esun cuerpoy en consecuencia K (X) es un espacio

vectorial sobre ese cuerpo. Esto es la parte fundamental en la prueba de que el

axioma de eleccion se deduce a partir de la existencia de una base para K (X).

Para ver que la suma y el producto en K (X) cumplen la definicién de cuerpo alge-

braico, basta probar que K (X') es un subcuerpo de K (X).

Yl Pe X2 Re o2 n2
Sean Zf@i@y’ ZT% 7 € K(X),con> 2 R, #0.

Zk 1 P _Z:Lier Zk 1 P Zr21RT 1 K X
Veamos que (Zm1 ST ), S QJ(ZS T )t e K(X).
) SiR= %’MQ %% ? entonces por propiedades de la sumatoria,
] S
R= Zk:1 s= 1PkTS Zr 1 ;‘71:11 RrQj
S 202 Q4T '

Para cada i € I, mostraremos que el i—grado de cualquier monomio que com-
pone al numerador de R es igual al i—grado de cualquier monomio que com-

pone al denominador de R
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Fijemos i € I. Por hipétesis: d(i, P;) = d(i,Q;) y d(i,R,) = d(i,T,), para
cada k € {1,2,..,n1}, cada j € {1,2,..,my}, cada r € {1,2,..,ny} y cada
S € {1,2, ..,mg}.

Por el Lema[2.2.3] d(i, P, Ts) = d(i, P,)+d(i, Ts), d(i, R,Q;) = d(i, R,)+d(i,Q;) y
d(i,Q;Ts) = d(i,Q;) +d(i,T), paracada k € {1,2,..,n,},cada j € {1,2,..,my},
cadar € {1,2,..,nx} ycada s € {1,2,..,ma}.

Por transitividad: d(i, P, T5) = d(i, R,Q;) = d(i, Q,;T;), paracada K € {1,2,..,n,},
cada j € {1,2,..,m},cadar € {1,2,...,n.} ytoda s € {1,2,..,my}.

Hemos mostrado que R pertenece a K (X).

) Si M= %’;,%1 g’f (%m% f;’“)‘l, entonces por propiedades de la sumatoria,
j=1%7 s=1"38

n m ni mo
M=l Da b R dn BT
Zj:ll Qj Zril R Zj:ll Zril 5 R

Para cada i € I, mostraremos que el i—grado de cualquier monomio que com-

pone al numerador de M es igual al i—grado de cualquier monomio que com-
pone al denominador de M.

Fijemos i € 1. Por hipotesis d(i, P,) = d(i,Q;) y d(i, R,) = d(i,T}), para

cada k € {1,2,...,n1},cada j € {1,2,..,my}, cadar € {1,2,...,np} y cada s €
{1,27 ..,mz}.

PorelLemal2.2.3| d(i, B, Ts) = d(i, Pp)+d(i,Ts) y d(i, Q; R,) = d(i, Q;)+d(i, R,),
paracada k € {1,2,..,n,}, cada s € {1,2,..,my}, cada j € {1,2,..,m;} y cada
re {1, 2, ..,TLQ}.

Por transitividad: d(i, P,R,) = d(i,Q;1s), paracada k € {1,2,..,n,}, cada s €
{1,2,..,mp},cadaj € {1,2,..,m;} ycadar € {1,2,...,ns}.

Con esto hemos mostrado que M pertenece a K (X).

Por tanto, el conjunto K(X) con las dos operaciones definidas, la suma "+” y el

producto ”-”, es un subcuerpo de K (X).
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Como todo cuerpo es un espacio vectorial sobre cualquier subcuerpo, usando co-
mo producto por escalar el producto del cuerpo, entonces consideraremos a K (.X)

como espacio vectorial sobre K(X ).
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3. BASE DE HAMEL Y EL AXIOMA DE ELECCION

Georg Hamel, matematico aleman, es conocido por sus estudios en mecanica y tam-
bién sobre los fundamentos y la historia de las matematicas, pero su nombre esta
vinculado principalmente a las bases que llevan su nombre pues en 1905 usd ex-
plicitamente el axioma de eleccidn para construir una base para los numeros reales

como un espacio vectorial sobre los nimeros racionales [f|

El objetivo de este capitulo, como se menciond en la introduccion, es estudiar el
uso del axioma de eleccidn en la teoria de espacios vectoriales. Los resultados mas
importantes a estudiar son la equivalencia del axioma de eleccion con la existencia
de base de Hamel en todo espacio vectorial y demostrar que cualquier base de
Hamel para el R-espacio vectorial RN es no numerable. Ademas para complementar

el tépico, se mencionan otras dos aplicaciones del axioma de eleccidén en espacios

vectoriales (ver Teorema y Teorema[3.2.3).

Con el siguiente teorema se muestra que el axioma de eleccién es necesario y
suficiente para garantizar la existencia de base para cualquier espacio vectorial. La
demostracion no da idea de como encontrar una base explicitamente, de hecho, el
problema de encontrar una base de Hamel explicita no es, por lo general, sencillo

de resolver.

Por otra parte, si se tiene un conjunto G finito que genera a un K—espacio vectorial
V' y que no contiene al elemento nulo de V, entonces podemos obtener recursi-
vamente una base. El proceso consiste en eliminar uno por uno los vectores que

sean combinacién lineal del resto. Si en cierto paso no hay méas vectores que sean

6  G. HAMEL. “Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktionalgleichung: f(z +
y) = f(x) + f(y).” En: Mathematische Annalen. Band 60 (1905), pags. 459-461.
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combinacion lineal del resto, entonces se habra construido un subconjunto B del
conjunto generador, que sigue generando a V' y que por construccién es L.I; es de-
cir, B es base para V. Este proceso es finito, pues el sistema generador inicial es
finito. Ademas, B es finito por ser subconjunto de G. Sin embargo, si V' no es finita-
mente generado el proceso de encontrar una base es mas complejo como veremos
mas adelante.

Por otro lado, si suponemos que el espacio vectorial K (X) sobre el conjunto de
escalares K (X)) admite una base B, entonces por definicion para toda = € X existe
B (z) C B conjunto finito tal que = puede ser escrito como una combinacion lineal de

los vectores de B(x); es decir, para cada b € B (x) existe A\, (z) € K (X) tales que
xTr = )\b (ZL”) b
(z)
y ademas \, (z) no es nulo, para cada b € B(x).
El siguiente lema es fundamental para la prueba de que el axioma de eleccion se

deduce a partir de la existencia de una base para cualquier espacio vectorial.

Lema 3.0.1. Si B es una base para el espacio vectorial K (X) sobre el conjunto de
escalares K (X), entonces para cualquier i € I y cualquier par de variables =,y € X,

se tienen las siguientes afirmaciones:

N
>
S
&
>

v®) para cada b € B(x).

T Y

Demostracion. Sean i € [y x,y € X; arbitrarios. Veamos que vale la afirmacion
1). Como x y y son monomios no nulos en K (X)), entonces existen B(x), B(y) sub-

conjuntos finitos de B tales que para cada b € B (z) existe \, (z) € K(X) tales que
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y ademas \, (z) no es nulo, para cada b € B(x). Analogamente, para cada

be B(y) existe A\, (y) € K (X) tales que

y=> My (3)
beB(y)
y ademas \, (y) no es nulo, para cada b € B(y).
Multiplicando por y/x a la ecuacion e igualando este producto con la ecuacién

(3), tenemos:

_Y ., I
Z /\b - N X Z 1’
beB(y eB(x
En efecto,
> Inla) b= D My
beB(x) beB(y)
Note que
> In@) b= Y M) Yo b
beB(x) beB(y) beB(z)UB(y)
Y0 () sibe B(z)\ B(y)
donde Ay = ¢ Y\, (z) — Ny (y) sibe B(z)NB(y) -
) sibe B(y)\ B(z)

Por transitividad

Z N - b=0. (4)

beB(x)UB(y)

Como B es base, entonces B (z) U B(y) C B es L.I. De la ecuacion (4] se concluye

que \, = 0paracadab € B(x)UB(y). Como \,(x) # 0 para cada b € B(z), entonces
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B(xz) \ B(y) = 0. Andlogamente, como \,(y) # 0 para toda b € B(y), entonces
B (y)\ B (z) = 0. Por tanto B(z) N B(y) = B(x) UB(y), y esto implica que B(x) = B(y).
La afirmacion 2) del Lema se cumple, pues por definicion de A,:

A () = N () = 0

para cada b € B(z). Esto es, 22 = 2W narg cada b € B(x). 0
Yy

T

El siguiente resultado es el teorema central del trabajo. Observe que | implica Il es

el Teorema 2 de Blassfy Il implica | es el bien conocido Teorema de Hamel.
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Teorema 3.0.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
I) Todo K—espacio vectorial tiene una base, para cualquier cuerpo K.
i) AE.

Demostracion. 1= 1l Por el Lema[1.1.4, si se demuestra AEM entonces queda de-

mostrado AE. Sea I un conjunto no vacio y una familia (X;),_, de conjuntos no va-

il

cios disjuntos dos a dos. Veamos que existe una familia (Y;),_, de conjuntos finitos

iel

no vacios tal que Y; C X;, paracada: € I. Sean

X =Jx
iel
y un cuerpo K tal que KN X = 0.
Consideremos el anillo de funciones polinomiales K [X], el cuerpo de fracciones
K (X) y el cuerpo K(X) de fracciones que tienen i—grado homogéneo 0 para cada
1€ 1.
Fijemos i € I. Por el Lema , dado = € X;, el conjunto B (z) y el elemento 22}

xT

dependen sélo de i. Como consecuencia los denotaremos como

paracada b € B; y cada x € X;,.

Como \, (z) € K (X), entonces \, (z) es de i—grado homogéneo 0. Por tanto, « (¢, b)

es de i—grado homogéneo -1, para cada b € B;.

Ahora definiremos una funcién auxiliar que usaremos para definir la funcién de elec-
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cion. Sea ¢ : I x B — P(X) dada por

@ Si b ¢ Bi,
E;(Q(i,b)) sibe B,

p(i,b) =

P(i,b)
Q(i,b)

a(i,b), paracadai € I ycada b € B; (ver el Teorema|1.2.14).

donde (i,b) es el denominador de

, una fraccion irreducible equivalente a

= Veamos que E;(Q (i, b)) es finito y no vacio, paracadai € Iy cadab € B;. Sean

P(i,b)
Q(1,0)

2.2.13| el i—grado homogéneo del numerador es [ y el i—grado homogéneo
del denominador es [ + 1, para algun | € N. Por la Proposicién [2.2.17] queda

i € Iybe B. Como es de i—grado homogéneo -1, por la Definicion

claro que esos i—grados homogéneos solo dependen de « (i,b) y no de la
forma irreducida escogida. En particular, el i—grado homogéneo de Q(i, b) no
es cero y por lo tanto no es constante. Por la Proposicidn [2.2.12| se concluye

que el conjunto E;(Q (i,b)) es finito y no vacio, paracadai € I ycada b € ;.

= Veamos que ¢(i,b) no depende de la fraccion irreducible escogida, para cada

i € I ycadab € B;. En efecto, el Teorema|1.2.14]y la Propiedad 2.2.12| garanti-
zan que los elementos que aparecen en el denominador de cualquier fraccién

irreducible equivalente de a(i, b) son los mismos, paracadai € I y cadab € B,.

Considere la funcion f: I — | J,.; X;, dada por

)= e(i.b).
beB;
Veamos que f es una funcién de eleccién mdltiple.
Debemos mostrar que f(i) es un subconjunto finito y no vacio de X;. En efecto,
tenemos que ¢(i,b) C X, es un conjunto finito no vacio para cada i € [ y cada

b € B;. De la definicién de B; se concluye que B; es un conjunto finito no vacio
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para cada i € I. Por tanto (J,.5 #(i,0) € X; es finito y no vacio, pues es la union
finita de conjuntos finitos no vacios.
Se concluye AEM. Por tanto, AE.

ll= | Usaremos el Lema de Zorn para probar la existencia de bases de Hamel (ver

el Teorema(1.1.11).

Sea V' un K—espacio vectorial no vacio. Considere el conjunto
P={ACV:AesL.lL}

ordenado por C.
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Note que P # 0, pues {v} € P para cada v € V no nulo. Sea C C P una C —cadena

y sea

x=JA

AeC
Por definicidén, X es una cota superior de C en P(V). Para que sea cota superior de
C en P, basta demostrar que X es L.I.
Sea un subconjunto finito {z1, 2, ...,xz,} C X. Paracada j € {1,2,...,n} existe A; €
C tal que z; € A;. Como C es una cadena, existe j, € {1,2,...,n} tal que 4; C A,
para cada cada j € {1,2,...,n}. Por transitividad {z1, z, ...,z,} C Aj,.
Como A,, € P, entonces {1, s, ...,x,} s L.I. Como {z1, z,, ..., z,, } fue tomado arbi-
trariamente, por definicién X es L.l, es decir X € P.
Hemos demostrado que toda cadena en P tiene una cota superior en P. Por el Lema
de Zorn existe B elemento maximal de P.
Por definicién de elemento maximal, B € P; es decir, B es L.I.
Veamos que B genera a V. Sea v € V \ B no nulo. Como B es maximal de P,
entonces B U {v} es L.D. Por tanto, existen by, b, ....b, € BY ay,as, ...,a,,a € Kno

todos ceros tales que
Z a;b; +av = 0.
j=1

Note que « # 0 ya que si no fuera asi, se tendria que {b1, bo, ..., b, } es L.D. Por tanto,
B seria L.D. Esto contradice que B es base.

Ahora bien, como « # 0, entonces
- «
—Q
v = —=b,.
>

Jj=1

Hemos mostrado que B generaa V', y como B es L.l, entonces es una base para V.
[
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A continuacion se muestran dos conocidos ejemplos.

Ejemplo 3.0.3. Sea R [z] el R—espacio vectorial de las funciones polinomiales.

Note que el subconjunto
B = {{1,x,x2,x3, oz } :ne N}

de K [z] es base de Hamel para K [X| y ademds B es numerable.

Ejemplo 3.0.4. Sea R" el R—espacio vectorial de las sucesiones de reales. Es ten-

tador pensar que el conjunto de sucesiones
J =1{(1,0,0,0,...,0,...),(0,1,0,0,...,0,...), (0,0, 1,0, ...,0,...) , ..}

es una base para el espacio vectorial, pero no, ya que la sucesiéon constante x =
(1,1,1,...) no es una combinacién lineal de elementos de 7. Lo mismo ocurre con
la familia L del Ejemplo [1.3.5] que aunque al igual que 7 es L.l, « tampoco es
combinacién lineal de L. Sin embargo, el Teorema[3.0.2] afirma la existencia de una

base de Hamel para RY.

3.1. CARDINALIDAD DE LAS BASES

G. Cantor fue el primer matematico en darse cuenta y demostrar que existen con-
juntos que no son numerables. Esta seccidn esta dedicada a estudiar la cardinalidad
de las bases de Hamel y veremos que cualquier base para RY necesariamente no
es numerable.

Para lograr el objetivo se usa el concepto de las familias casi disjuntas a fin de
construir un subconjunto L.l no numerable de RY.

Se enuncian a continuacion algunas definiciones y teoremas que son importantes

para el desarrollo de la prueba considerando siempre la existencia de bases en
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cualquier espacio vectorial.

El siguiente resultado lo enunciaremos sin demostracién y lo utilizaremos para in-
troducir el concepto de dimension de tal manera que sea consistente. La prueba de
esta afirmacion la podemos revisar en el Teorema 2 de la Leccion 5 del curso de

Algebra lineal de Oswaldo Lezama .

Teorema 3.1.1. Si B, y BB, son bases de un K—espacio vectorial V, entonces tienen

el mismo cardinal.

Definicion 3.1.2. La dimension de un K—espacio vectorial V' es igual a la cardi-
nalidad de cualquier base para V. Si V tiene una base finita, entonces decimos
que V tiene dimension finita. De otra manera, V' se denomina espacio vectorial de
dimensioén infinita.

El siguiente lema nos sirve para probar que se puede completar un conjunto L.I. de

un espacio vectorial, de tal forma que este nuevo conjunto sea base para el espacio.

Lema 3.1.3. Si X es un subconjunto L.I. propio de un K espacio vectorial V'ya € V'\
(X), donde (X) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de X, entonces
X U{a} es tambiéen L.I.

Demostracion. Seaa € V\(X)ytomemos {z, xs, ..., x,} C X.Veamos que {z, xa, ...

{a} es L.I.en V. Entonces, en la igualdad vectorial

a1 x + o xo+ ...+, +aa =0, (6)

el escalar a € K debe ser cero.

Si no, podemos despejar a = —% x; — 2 x5 — ... — %21, y obtener el absurdo de
que a € (X).

Ahora bien, como «a = 0, la ecuacién[6|se reduce a a; z; + g xa+ ...+ z, = 0y €n
consecuencia, para cada ¢ € {1,2,...,n}, a; es cero pues el conjunto {z;, xs, ..., x, }

es L.I.

54

7'I'TL}U



Como {zy, s, ...,z,} C X fue tomado arbitrariamente, concluimos que
X U{a}es L. O

Teorema 3.1.4. Sea V un K—espacio vectorial. Si X C V es L.l, entonces existe

X*CV,talque X U X* es base para V.

Demostracion. Si (X) =V, tome X* = (). Si no, considere el conjunto
P={ACV:XUAesL.lL}

ordenado por C.
Como (X) ¢ V, existe a € V' \ (X). Por Lema[3.1.3, X U{a} es L.l y por tanto P # §.

Sea C C Puna C —cadenay sea

y=|JcC

CceC
Por definicidn, Y es una cota superior de C en P(V). Para que sea cota superior de
C en P, basta demostrar que Y es L.I.
Sea un subconjunto finito {y1, v, ...,y,} C Y. Paracadaj € {1,2,...,n} existe C; € C
tal que y; € C;. Como C es una cadena, existe j, € {1,2,...,n} tal que C; C C;, para
cada cada j € {1,2,...,n}. Por transitividad {y1, ya, ..., yn} < Cj,.
Como Cj, € P, entonces C;, es L.l y por tanto {y1, v, ..., y,} también es L.I. Como
{1, v2, ..., yn} fue tomado arbitrariamente, por definicién Y es L.I, es decir Y € P.
Hemos demostrado que toda cadena en IP tiene una cota superior en P. Por el Lema
de Zorn existe X* elemento maximal de P.
Por definicién de elemento maximal, X* € P; es decir, X U X* es L.I.
Veamos que X U X* generaa V. Seav € VV'\ X U X* no nulo.

Como X* es maximal de P, entonces X U (X* U {v}) es L.D. Por tanto, existe
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{z1,29,...,2,} € X U X"y escalares oy, as, ..., a,,, &« € K no todos ceros tales que

Z ajr; +oav = 0.

j=1
Note que o # 0 ya que si no fuera asi, se tendria que {z;,xs,...,x,} es L.D. Por
tanto, X U X* seria L.D.

Llegamos a una contradiccién, por lo cual o # 0, entonces

- (0%

v = E jZL’j.
- (6%
Jj=1

Hemos mostrado que X U X* generaa V,y como X U X* es L.l, entonces es una
base para V.
0

Observe que la demostracién del anterior teorema es analoga a la del Teorema de

Hamel (Il'implica I).

Definicion 3.1.5. & C P (N) es una familia casi disjunta si cualesquiera dos con-

juntos en o7 tienen interseccion finita.
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Esta nocidn no es reciente, el matematico Sierpinski, en 1928, abordd este concepto
a través de la teoria de potencias y familias de conjuntos[']y también el matematico
S. Mréwka us6 una familia de esta naturaleza para construir un espacio no compac-

to, completamente regular y pseudocompacto alrededor de los afios 50’s ﬂ
Ejemplo 3.1.6. Sea &/ = {{n} : n € N}. Claramente ./ es una familia casi disjunta.

Ejemplo 3.1.7. Sea P el conjunto de todos los numeros primos. Ahora formemos
los siguientes conjuntos de numeros naturales:

A2:{2k2 keN},

AS:{Bk; ]’CGN},

As = {5%: k e N},

Ay, = {pf: ke Ny p; eseli— ésimo nimero primo}.

Sea &7 = {A,, : p; € P}. Note que </ es una familia casi disjunta pues p; # p; Si
i # j, y ademds p} # pl para cualesquier k,I € N. Es decir, si i # j, entonces
Ap NA, =10

A continuacion mostraremos una familia no numerable casi disjunta, en este caso,

esa familia no puede ser disjunta.

Ejemplo 3.1.8. Para cada r € R\ Q, existe una sucesion de racionales (z7},),, .y que
converge a r. Defina
A, ={z] :neN}.

7 W. SIERPINKI. “Sur une decomposition d’ensembles. Monatshefte fiir Mathematik und Physik.”
En: Springer. 35 (1928), pags. 239-242.

8 S. MROWKA. “On completely regular spaces.” En: Fundamenta Mathematicae. 41.1 (1954),
pags. 105-106.
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Observe que A, es infinito, para cada r irracional. Veamos que si dos irracionales
r,r’ son diferentes, entonces el conjunto A, N A, es finito.

Para ¢ = =1 > 0, existe ny € N tal que sin € Ny n > n, entonces

lz) —r] < uy ot — | < Ir—r]
2 2
Sumando ambas desigualdades
2" — |+ |27 — | <|r =7, (7)
y por desigualdad triangular
ot —r 4+ (=2 < |2l —r| + |2" — (8)

Por transitividad de las Ecuaciones (7) y (8), se concluye que

=+ (=2 < |r—r].

Asi si 7 = 27 para algin n > n,, se obtendria la contradiccién:

x, —r+ (r’—x;/)

[r' —r| = <|r—=7'.

Ahora bien, como 27, # z" para todo n > ng, entonces el conjunto A, N A,. tiene a lo

sumo ng elementos.

Sea f : Q — N una funcidn biyectiva.

La familia «7; = {f [A,] : r € R\ Q} es casi disjunta como consecuenciade {A, : r € R\ Q}
ser casi disjunta y también por propiedades de las funciones biyectivas. Ya que

lf[A, NA]| = |A,NA.|yademas f[A.] N f[A.] = f[A. N A, para cualesquier

r,r" irracionales.
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Note ademas que la familia .<7; tiene tantos elementos como irracionales, es decir,

/¢ No es numerable.

Definicion 3.1.9. Sea A C N, se define la funcion caracteristica X, : N — {0,1}

como sigue:

1 sine A
0 sin¢A,
Observacion 3.1.10. Note que si A, B C Ncon A # B, entonces X, # Xp.

XA(n) =

Teorema 3.1.11. Si &/ es una familia casi disjunta de subconjuntos infinitos de N
entonces {X,: A€ o/} esL.lenRY.

Demostracion. Sean Ay, As, ..., A, € /. Veamos que {X4,, X4,,...,Xa,} €S L.I, es

decir, que la unica solucién posible de la ecuacion:

eSOq:CYQ:...:Oén:O.

Paracadai € {1,2,...,n} existe k; € N tal que

keA\UA (10)

wfj

Sino, entonces A; C U] 1 A,. Por tanto A; es un conjunto finito, pues esta contenido

en un conjunto finito (mtersecc:lon finita de conjuntos finitos):

OAﬂA

@k)

Llegamos a una contradiccion, por lo cual para cada i € {1, 2, ...,n} existe k; € N tal

que Xy, (k;) = 1ysij#i, X4, (k;) = 0. Por la ecuacién [9y evaluando en k; con
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je{l,2,..n}
OélXAl (k'j> + a2XA2 (l%) —+ ...+ OénXAn (k]) = Oéj =0

Esto es, la familia {X 4 : A € &} es L.l en RY. O
Teorema 3.1.12. Las bases del espacio vectorial RN no son numerables.

Demostracion. En el ejemplo[3.1.8] mostramos una familia particular < casi disjunta
no numerable de subconjuntos infinitos de N. Por el Teorema [3.1.11] el conjunto
{X4:Aeod}esLlenRY,

Como consecuencia de que la familia <7 no es numerable, el conjunto {X, : A € &/}
tampoco es numerable.

Por el Teorema |3.1.4} existe un X* C V talque {X4: A € &/} U X* es base para R".
Teniendo en cuenta que la cardinalidad de las bases es la misma (ver Teorema

3.1.1), concluimos que cualquier base para RY no es numerable. O
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3.2. OTRAS EQUIVALENCIAS DEL AXIOMA DE ELECCION

Esta seccion esta dedicada a mencionar otras dos aplicaciones del AE en espacios

vectoriales.

Definicion 3.2.1. Sean K un cuerpo, V un K—espacio vectorial y M, N dos K—subespacios
vectorialesde V. Si M+ N =V y NN M = {0}, entonces diremos que N es el com-

plemento lineal (o directo) de M (y viceversa).

A manera de informacién y para complementar este topico se enuncian los siguien-

tes dos teoremas:
Teorema 3.2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» |) Cada subespacio S de un K—espacio vectorial V' tiene un complemento

lineal 5.
= |l) AE.

La demostracion de este teorema puede verse en HERRLICH, Axiom of Choice.

Lecture Notes in Mathematics.

Teorema 3.2.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= ) En cualquier Q—espacio vectorial, cada conjunto generador contiene una

base.
= |l) AE.

La clave para demostrar el teorema anterior es el siguiente resultado.

Lema 3.2.4. Sea K un cuerpo. Si para cada K—espacio vectorial V todos los conjun-

tos generadores contienen una base, entonces para cada familia (V;), ., de K—espacios

el

vectoriales y cada familia (G;),_, de conjuntos generadores G, de V; existe una fa-

i€l

milia (B;),., de bases respectivas tal que B; C G; paracadai € I.
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La demostracién de este lema puede verse en el libro de Herrlich, Axiom of Choice.
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