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para diferentes valores del número de onda kϕ en un disco del-
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RESUMEN

TÍTULO: ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD DE DISCOS DELGADOS AXIAL-
MENTE SIMÉTRICOS EN RELATIVIDAD GENERAL*

AUTOR: EDUAR ANTONIO BECERRA VERGARA**

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, Discos delgados Relativistas, si-
metŕıa axial, Estabilidad.

Se estudió la estabilidad de discos delgados, estáticos y axialmente simétricos en
el contexto de la relatividad general, realizando una perturbación a primer orden
de las componentes temporal, radial, tangencial y azimutal del tensor de enerǵıa-
momentum del fluido con soporte en el plano z = 0. Se consideró que las pertur-
baciones realizadas al tensor de enerǵıa-momentum no modifican las derivadas de
la métrica obtenida a partir de la solución de las ecuaciones de campo de Einstein,
es decir, no se perturba la identidad de Bianchi. Los modelos de discos analizados
fueron los generados a partir de la métrica isótropa de Schwarzschild, la métrica
de Chazy-Curzon y la métrica de Zipoy-Voorhees utilizando el método de despla-
zamiento, corte y reflexión. Partiendo de soluciones numéricas de las ecuaciones de
conservación se hizo un análisis del comportamiento gráfico de los perfiles de am-
plitud de las cantidades perturbadas, donde se observó que los patrones obtenidos
de las variables termodinámicas para el disco isótropo de Schwarzschild presentan
un carácter oscilatorio que decrece rápidamente hasta llegar a anularse, sugiriendo
que este modelo presenta estabilidad bajo las perturbaciones estudiadas. Además,
se encontró que los modelos Chazy-Curzon y Zipoy-Voorhees no son estables debido
a que su densidad de enerǵıa perturbada tiende a infinito para ciertos valores de la
coordenada radial.

*Tesis de grado para optar al t́ıtulo de F́ısico.
**Facultad de Ciencias, Escuela de F́ısica, Director: Prof. Guillermo A. González Villegas, Ph.D.
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ABSTRACT

TITLE:: STUDY OF THE STABILITY OF AXIALLY SYMMETRIC RELATI-
VISTIC THIN DISKS***

AUTHOR: EDUAR ANTONIO BECERRA VERGARA****

KEYWORDS: General Relativity, Relativistic thin disks, Stability.

We study the stability of static axially symmetric thin disks in the context of
general relativity, by means of a first order perturbation in the temporal, radial,
tangential and azimuthal components of energy-momentum tensor of the fluid in
the plane z = 0. We assume that the perturbations on energy-momentum tensor
do not modify the derivatives of the metric, which is found by solving the Einstein
field equations, i.e., the perturbation introduced to the system do not perturb the
Bianchi’s identity. The disk models that we used were generated from the isotropic
Schwarzschild, Chazy-Curzon and Zipoy-Voorhees metrics, using the displace-cut-
reflection method. Based on the numerical solutions of the conservation equations,
we perform a graphical analysis of the amplitude profiles for the perturbed quanti-
ties. In the case of the isotropic Schwarzschild disk, it was observed that the ther-
modynamic variables exhibit an oscillatory character that tends rapidly to zero. For
this reason, we may say that the model is stable under the studied perturbations.
Moreover, we found that the Chazy-Curzon and Zipoy-Voorhees models are not sta-
ble, because its perturbed energy density tends to infinity at some specific positions
of the radial coordinate.

***Undergraduate diploma paper
****Science Faculty, School of Physics. Advisor: Prof. Guillermo A. González Villegas, Ph. D.
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INTRODUCCIÓN

Los modelos relativistas de configuraciones infinitesimalmente delgadas en forma

de disco son de gran interés astrof́ısico, ya que pueden ser usados para modelar

discos de acreción, galaxias en equilibrio termodinámico o la superposición de un

agujero negro y una galaxia [1–4]. Además, la inclusión de campos electromagnéticos

en dichos espacio-tiempos permite estudiar la formación de estrellas de neutrones,

enanas blancas y cuásares [5, 6]. Por lo anterior, en las últimas décadas se han

dedicado esfuerzos en la obtención de soluciones anaĺıticas axialmente simétricas de

discos, tanto en la formulación Newtoniana como en Relatividad General.

Los primeros estudios sobre soluciones exactas como fuentes de discos delgados

relativistas fueron realizados por Bonnor y Sackfield [7] en 1968 y Morgan y

Morgan [8] en 1969, donde se analizaron discos sin presión radial; la inclusión

de dicha presión en las ecuaciones de Einstein-Maxwell fue llevada a cabo por

Morgan y Morgan [9] y González y Letelier [10]. Además, distintos autores han

obtenido diferentes tipos de soluciones exactas correspondientes a discos delgados

estáticos [2, 10–16] y estacionarios [1, 4, 17, 18]. Con el animo de modelar sistemas

mas realistas, varios autores han analizado modelos construidos como la super-

posición de un disco estático o estacionario con un agujero negro [19–27]. Discos

delgados relativistas en contra-rotación como fuentes de la métrica de Kerr y discos

estáticos como fuentes de espacio-tiempo vaćıo a partir de la métrica de Chazy-

Curzon [28, 29] y Zipoy-Voorhees [30, 31] fueron obtenidos por Bicák et al. [1, 16].

Los modelos en contra-rotación con y sin presión radial fueron estudiados por

González y Espitia [32] y Garćıa y González [33] respectivamente. Por otra parte,

en lo referente a modelos de disco estacionarios que incluyen campos eléctricos,

magnéticos y electromagnéticos [34–36], Vogt y Letelier han obtenido soluciones

exactas para discos delgados de fluido perfecto con halos de materia [37], discos

delgados hechos de polvo cargado [38] y discos delgados hechos de fluido perfecto

cargado [39]; finalmente González y Letelier [40] obtuvieron soluciones exactas para

discos gruesos.

Un criterio esencial para determinar la posible aplicabilidad de los modelos de

discos descritos a cualquier sistema estelar que se encuentra en la naturaleza (ya
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sea discos de acreción, galaxias o formación de estrellas) es el de su estabilidad. El

estudio de diferentes tipos de perturbaciones, cuando se aplica a estos modelos,

podŕıa dar una idea de la formación de diferentes patrones estelares; por ejemplo,

una perturbación puede causar el colapso de un objeto estable generando una

estructura nueva como el caso de la formación de agujeros negros por el colapso de

estrellas supermasivas. En general, existen dos opciones para estudiar la estabilidad

de discos en relatividad general: la primera opción se basa en analizar la estabilidad

de las órbitas de part́ıculas a lo largo de geodésicas, mientras que la segunda opción

consiste en perturbar el tensor de enerǵıa-momentum.

Un análisis de la estabilidad de órbitas fue hecho por Letelier utilizando el

criterio de estabilidad de Rayleigh [41] para una formulación relativista [42, 43].

Utilizando este criterio, se estudió la estabilidad de las órbitas alrededor de agujeros

negros rodeados de discos [42]. Este mismo enfoque, fue empleado por Vogt [37] para

analizar la estabilidad en discos delgados isótropos de Schwarzschild, aśı como discos

con halos simples y compuestos utilizando el método de desplazamiento, corte, y

reflexión [44, 45]. Bicák, Lynden-Bell y Katz [16] analizaron la estabilidad de los

discos delgados obtenidos a partir de la métrica de Chazy-Curzon y Zipoy-Voorhees,

estudiando sus curvas de velocidad y momento angular espećıfico, descubriendo

que estos modelos no son estables para discos altamente relativistas. Es importante

aclarar que desde un punto de vista teórico, es más riguroso el estudio de la

estabilidad de discos perturbando el tensor de enerǵıa-momentum, porque en este

caso se tiene en cuenta el comportamiento colectivo de las part́ıculas. Sin embargo,

hay pocos estudios en la literatura que efectúen este tipo de perturbación.

Las condiciones para la estabilidad de sistemas estelares formados por fluidos

perfectos han sido derivadas en el contexto de la teoŕıa general de la relatividad

por Schutz en 1972 [46], por Chandrasekhar y Friedman en 1972 [47, 48] y por

Will en 1974 [49]. Basado en estos estudios, Seguin [50] analizó la estabilidad

general de estrellas rotantes formadas por un fluido relativista con viscosidad,

perturbando el tensor de enerǵıa-momentum y considerando los coeficientes de las

variables perturbadas como constantes; es decir, considerando sólo perturbaciones

locales (es de aclarar que esta condición es demasiado restrictiva). Posteriormente

Ujevic y Letelier [?] estudiaron la estabilidad de discos gruesos obtenidos a

partir de la métrica isótropa de Schwarzschild, considerando variables los coeficien-

tes de las perturbaciones y haciendo una aproximación a primer orden de las mismas.
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Con base en lo anterior, el objetivo de esta investigación es estudiar la estabilidad

de modelos de discos delgados axialmente simétricos en el contexto de la relatividad

general, teniendo en cuenta el movimiento colectivo de las part́ıculas. Para cumplir

con dicho objetivo, se realizó una perturbación general en las componentes del tensor

de enerǵıa-momento del fluido y se obtuvieron las correspondientes ecuaciones de

conservación perturbadas. Las perturbaciones consideradas no modifican las deriva-

das de la métrica obtenida a partir de la solución de las ecuaciones de Einstein; es

decir, no se perturba la identidad de Bianchi. Partiendo de las ecuaciones perturba-

das, para el caso de un disco delgado en el que se tiene una distribución del tensor de

enerǵıa-momentum con soporte en el plano z = 0, se encontraron expresiones para la

densidad de enerǵıa superficial perturbada y las presiones perturbadas, las cuales se

resolvieron numéricamente y se analizaron gráficamente con el fin de determinar su

estabilidad. Este análisis de estabilidad se realizó en sistemas que presentan presión

radial y azimutal, aśı como también en sistemas que solo presentan presión azimu-

tal. En este sentido se decidió analizar tres modelos anaĺıticos de discos delgados

presentes en la literatura, dichos modelos son generados a partir de las métricas:

isótropa de Schwarzschild, Chazy-Curzon y Zipoy-Voorhees.
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Caṕıtulo 1

ECUACIONES PERTURBADAS

1.1. Ecuaciones de conservación perturbadas:

Caso general

La métrica estática y axialmente simétrica más general, se puede escribir como

ds2 = −e2Ψ1dt2 + e2Ψ2r2dϕ2 + e2Ψ3
(
dr2 + dz2

)
, (1.1)

donde la funciones Ψi con i = 1, 2, 3, dependen únicamente de las coordenadas r y

z, es decir,

Ψ1 = Ψ1 (r, z) , Ψ2 = Ψ2 (r, z) , Ψ3 = Ψ3 (r, z) .

Al considerar un fluido anisótropo y sin flujo de calor, el tensor de enerǵıa-

momentum T µν más general que describirá el fluido está dado por

T µν = ρUµUν + Sµν , (1.2)

donde Sµν es el tensor de esfuerzos y ρ es la densidad de enerǵıa medida por un

observador comovil con velocidad Uµ que cumple UµUµ = −1, con U0 > 0. Los

autovectores correspondientes a los autovalores (pr, pϕ, pz) del tensor de esfuerzos,

definen la dirección de los esfuerzos principales como una base en la cual Sµν es

diagonal. Por medio de un proceso algebraico la base se convierte en ortonormal de

tal manera que
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−UµUµ = XµXµ = Y µYµ = ZµZµ = 1,

UµXµ = UµYµ = UµZµ = 0,

XµYµ = XµZµ = Y µZµ = 0,

(1.3)

y los autovalores son

SµνXν = prX
µ, SµνYν = pϕY

µ, SµνZν = pzZ
µ.

Según lo descrito anteriormente, el tensor T µν en una tétrada comovil es

T µν = ρUµUν + prX
µXν + pϕY

µY ν + pzZ
µZν , (1.4)

en donde la cantidad Uµ es la cuadrivelocidad del fluido y las cantidades Xµ, Y µ y

Zµ, son los ejes principales del fluido. La base de vectores que diagonaliza el tensor

de enerǵıa-momentum está dada por

Uµ = e−Ψ1 (1, 0, 0, 0) ,

Xµ = e−Ψ3 (0, 1, 0, 0) ,

Y µ =
e−Ψ2

r
(0, 0, 1, 0) ,

Zµ = e−Ψ3 (0, 0, 0, 1) .

(1.5)

Para el caso de una métrica estática y axialmente simétrica, todas las cantidades

del tensor de enerǵıa-momentum solo dependen de r y z, al igual que los coeficientes

de las ecuaciones de conservación perturbadas. Teniendo en cuenta lo anterior, se

puede construir una perturbación general ξµ(p) de una cantidad ξµ de la forma

ξµ(p) (t, r, ϕ, z) = ξµ (r, z) + δξµ (t, r, ϕ, z) , (1.6)

donde ξµ (r, z) es la cantidad sin perturbar y δξµ (t, r, ϕ, z) es una pequeña pertur-

bación. Reemplazando (1.6) en la ecuación (1.4), se obtiene

Tµν(p) = (ρ+ δρ) (Uµ + δUµ) (Uν + δUν) + (pr + δpr) (Xµ + δXµ) (Xν + δXν) +

(pϕ + δpϕ) (Y µ + δY µ) (Y ν + δY ν) + (pz + δpz) (Zµ + δZµ) (Zν + δZν) .
(1.7)
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Después de realizar un proceso algebraico se llega finalmente a que el tensor de

enerǵıa-momentum perturbado tiene la forma

T µν(p) (t, r, ϕ, z) = T µν (r, z) + δT µν (t, r, ϕ, z) , (1.8)

en donde

δT µν =ρUµδU ν + ρδUµ (Uν + δU ν) + δρ (Uµ + δUµ) (Uν + δU ν) +

prX
µδXν + prδX

µ (Xν + δXν) + δpr (Xµ + δXµ) (Xν + δXν) +

pϕY
µδY ν + pϕδY

µ (Y ν + δY ν) + δpϕ (Y µ + δY µ) (Y ν + δY ν) +

pzZ
µδZν + pzδZ

µ (Zν + δZν) + δpz (Zµ + δZµ) (Zν + δZν) .

(1.9)

El tensor de enerǵıa-momentum satisface las ecuaciones de campo de Einstein,

Gµν = kT µν , (1.10)

tal que, aplicando la derivada covariante a la ecuación anterior se tiene

T µν ;µ = 0. (1.11)

Se asume que la perturbación del tensor de enerǵıa-momentum no modifica las

derivadas de la métrica encontrada como solución de las ecuaciones de Einstein;

es decir, la perturbación δT µν no modifica la identidad de Bianchi. Con el tensor

de enerǵıa-momentum perturbado T µν(p) y las ecuaciones de campo de Einstein, se

obtiene que la ecuación perturbada para el tensor de enerǵıa-momentum está dada

por

(δT µν);µ = 0. (1.12)

Introduciendo la expresión (1.9) en la ecuación (1.12) y considerando sólo

perturbaciones a primer orden; es decir, despreciando términos de orden mayor

igual a dos en δ, las ecuaciones de conservación perturbadas para cada coordenada

son
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ν = t

δU t,t
(
ρU t

)
+ δUµ,µ

(
ρU t

)
+ δXt

,r (prX
r) + δY t

,ϕ (pϕY
ϕ) + δZt,z (pzZ

z) +

δU r
[(
ρU t

)
,r

+ ρU t
(
2Γttr + Γµµr

)]
+ δU z

[(
ρU t

)
,z

+ ρU t
(
2Γttz + Γµµz

)]
+

δXt
[
(prX

r),r + prX
r
(
2Γttr + Γµµr

)]
+ δZt

[
(pzZ

z),z + pzZz
(
2Γttz + Γµµz

)]
+ δρ,t

(
U tU t

)
= 0,

(1.13)

ν = r

δU r,t
(
ρU t

)
+ δXr

,r (prX
r) + δXµ

,µ (prX
r) + δY r

,ϕ (pϕY
ϕ) + δZr,z (pzZ

z) +

δpr,r (XrXr) + 2δU t
(
ρU tΓrtt

)
+ 2δXr

[
(prX

r),r + prX
r
(
Γrrr + Γµµr

)]
+

δXz
[
(prX

r),z + prX
r
(
2Γrrz + Γµµz

)]
+ 2δY ϕ

(
pϕY

ϕΓrϕϕ
)

+ δpz (ZzZzΓrzz) +

δZr
[
(pzZ

z),z + pzZ
z
(
2Γrrz + Γµµz

)]
+ 2δZz (pzZ

zΓrzz) + δρ
(
U tU tΓrtt

)
+

δpϕ
(
Y ϕY ϕΓrϕϕ

)
+ δpr

[
(XrXr),r +XrXr

(
Γrrr + Γµµr

)]
= 0,

(1.14)

ν = ϕ

δUϕ,t
(
ρU t

)
+ δXϕ

,r (prX
r) + δY z

[
(pϕY

ϕ),z + pϕY
ϕ
(
2Γϕϕz + Γµµz

)]
+

δY ϕ
,ϕ (pϕY

ϕ) + δY µ
,µ (pϕY

ϕ) + δXϕ
[
(prX

r),r + prX
r
(
2Γϕϕr + Γµµr

)]
+

δY r
[
(pϕY

ϕ),r + pϕY
ϕ
(
2Γϕϕr + Γµµr

)]
+ δZϕ,z (pzZ

z) + δpϕ,ϕ (Y ϕY ϕ) +

δZϕ
[
(pzZ

z),z + pzZ
z
(
2Γϕϕz + Γµµz

)]
= 0,

(1.15)

ν = z

δU z,t
(
ρU t

)
+ δXz

,r (prX
r) + δY z

,ϕ (pϕY
ϕ) + δZz,z (pzZ

z) + Zµ,µ (pzZ
z) +

δXz
[
(prX

r),r + prX
r
(
2Γzzr + Γµµr

)]
+ 2δY ϕ

(
pϕY

ϕΓzϕϕ
)

+ δρ
(
U tU tΓztt

)
+

δZr
[
(pzZ

z),r + pzZ
z
(
2Γzzr + Γµµr

)]
+ δpz,z (ZzZz) + 2δU t

(
ρU tΓztt

)
+

2δZz
[
(pzZ

z),z + pzZ
z
(
Γzzz + Γµµz

)]
+ δpr (XrXrΓzrr) + δpϕ

(
Y ϕY ϕΓzϕϕ

)
+

δpz

[
(ZzZz),z + ZzZz

(
Γzzz + Γµµz

)]
+ 2δXr (prX

rΓzrr) = 0,

(1.16)
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en donde los śımbolos de Christoffel Γαβγ diferentes de cero son

Γttr = Γtrt =
1

2
gttgtt,r , Γttz = Γtzt =

1

2
gttgtt,z , Γrrz = Γrzr =

1

2
grrgrr,z ,

Γϕϕr = Γϕrϕ =
1

2
gϕϕgϕϕ,r , Γϕϕz = Γϕzϕ =

1

2
gϕϕgϕϕ,z , Γrrr =

1

2
grrgrr,r ,

Γzzr = Γzrz =
1

2
gzzgzz,r , Γrtt = −1

2
grrgtt,r , Γzzz =

1

2
gzzgzz,z ,

Γrϕϕ = −1

2
grrgϕϕ,r , Γztt = −1

2
gzzgtt,z , Γzrr = −1

2
gzzgrr,z ,

Γrzz = −1

2
grrgzz,r , Γzϕϕ = −1

2
gzzgϕϕ,z .

Para obtener un modelo de perturbación consistente, es evidente que la tétrada

se debe perturbar, por lo que los vectores deben mantener la condición de ortonor-

malidad

δUµδUµ = δXµδXµ = δY µδYµ = δZµδZµ = 1,

δUµδXµ = δUµδYµ = δUµδZµ = 0, (1.17)

δXµδYµ = δXµδZµ = δY µδZµ = 0;

es decir, se deben cumplir las siguientes relaciones

δU t = δXr = δY ϕ = δZz = 0,

δX t = −Xr

Ut
δU r, δY t = −Yϕ

Ut
δUϕ, δZt = −Zz

Ut
δU z, (1.18)

δXϕ = −Xr

Yϕ
δY r, δXz = −Xr

Zz
δZr, δY z = −Yϕ

Zz
δZϕ.

21



1.2. Ecuaciones de conservación perturbadas:

Caso de discos delgados

Uno de los métodos para obtener discos delgados en relatividad general es a

partir de soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein, en las que

se introduce una discontinuidad finita en la primera derivada del tensor métrico a

través del plano z = 0. Estos modelos de discos delgados son caracterizados por una

distribución del tensor de enerǵıa-momentum proporcional a una función delta de

Dirac con soporte en el plano z = 0, por lo tanto, se cumple que no existe presión

axial y además las propiedades del fluido sólo dependen de la coordenada r, esto es

pz = 0, ρ = ρ(r), pr = pr(r), pϕ = pϕ(r).

De lo anterior, se puede demostrar que el tensor de enerǵıa-momentum para una

distribución discoidal se puede escribir como *

T µν = Qµνδ (z) , (1.19)

donde δ (z) es la función delta de Dirac y

Qµν = σUµUν + prX
µXν + pϕY

µY ν . (1.20)

En esta expresión σ es la densidad de enerǵıa superficial y (Uµ, Xµ, Y µ) son los

vectores de la tétrada definida previamente.

Introduciendo la definición del tensor de enerǵıa-momentum para un disco del-

gado (1.19) en la ecuación de conservación perturbada (1.12), se obtiene

(δQµν);µ δ (z) + δQzν [δ (z)],z = 0. (1.21)

Al integrar la ecuación anterior sobre la coordenada z se tiene∫ {
(δQµν);µ δ (z) + δQzν [δ (z)],z

}√
gzzdz = 0, (1.22)

teniendo en cuenta que f(x)δ′(x) = −f ′(x)δ(x) y que
∫
f(x)δ(x) = f(x) |x=0 el

resultado de la integral es

[
(δQµν);µ − (δQzν),z

] ∣∣∣∣
z=0

= 0. (1.23)

*Esta ecuación se demuestra en el caṕıtulo siguiente.
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La métrica considerada para el modelo de discos delgados se obtiene aplicando el

métodos de desplazamiento, corte y reflexión [1,37]. Por esta razón las componentes

de la métrica dependen de la coordenada r y del valor absoluto de z; en otras

palabras, la ecuación (1.23) toma la forma

[
(δQµν);µ − (δQzν),|z| |z|,z

] ∣∣∣∣
z=0

= 0. (1.24)

Siguiendo el enfoque de la teoŕıa de distribuciones se toma la derivada del valor

absoluto de z evaluada en z = 0 como cero, la ecuación de conservación perturbada

para un disco delgado reduce a

(δQµν);µ |z=0 = 0. (1.25)

Como es de interés las perturbaciones sobre la cuadrivelocidad y las las variables

de estado, entonces se puede hacer cero las perturbaciones δXϕ ya que se puede ob-

servar de las relaciones encontradas en (1.18), que esta cantidad no está relacionada

con las perturbaciones en la velocidad radial o azimutal. Por otro lado, las pertur-

baciones en la tétrada son independientes de las perturbaciones en las cantidades

del fluido, por esta razón, asumir δXϕ = 0 no modifica la ecuación de estado del

mismo. Debido a que el fluido se encuentra en el plano z = 0, entonces se esta-

blece que las perturbacines sobre el vector Zµ son cero, por lo tanto, al introducir

δXϕ = δZt = δZr = δZϕ = δZz = 0 en las relaciones presentadas en (1.18) se

obtene

δU z = δXz = δY z = δY r = 0. (1.26)

Dada la dependencia con las coordenadas de la métrica estática axialsimétrica

(1.1), y la forma del tensor de enerǵıa-momentum perturbado para un disco delgado

(1.19), todos los coeficientes incluyendo los coeficientes de conexión sólo dependen

de la coordenada radial. Por lo tanto, se puede construir una perturbación general

de la forma

δξµ (t, r, ϕ) = δξµ (r) ei(kϕϕ−wt). (1.27)

La ecuación anterior es de suma importancia para este trabajo, ya que de aqúı se

deriva el criterio que permitirá decidir si los modelos estudiados son estables o no.

Para analizar la estabilidad nos centraremos en el término δξµ (r): Si su amplitud

tiende a cero o se mantiene constante, se puede decir que el sistema es estable, por

el contrario, si la amplitud tiende a infinito se dice que el sistema es inestable.
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Finalmente, al sustituir la perturbación (1.27) en la ecuación (1.25) y al

reemplazar las condiciones (1.26) y (1.18) en la expresión resultante, se obtienen

las ecuaciones de conservación perturbadas para un modelo de disco delgado:

ν = t

δU r
,r

(
σU t − pr

Ut

)
+ δU r

{(
σU t

)
,r

+ σU t
(
2Γttr + Γµµr

)
−
(
Xr

Ut

)
,r

prX
r−

Xr

Ut

[
(prX

r),r + prX
r
(
2Γttr + Γµµr

)]}
+ δUϕ

[
ikϕ

(
σU t − pϕ

Ut

)]
−

δσ
(
iwU tU t

)
= 0,

(1.28)

ν = r

δpr,r (XrXr) + δU r

[
iw

(
pr
Ut
− σU t

)]
+ δσ

(
U tU tΓrtt

)
+

δpr

[
(XrXr),r +XrXr

(
Γrrr + Γµµr

)]
+ δpϕ

(
Y ϕY ϕΓrϕϕ

)
= 0,

(1.29)

ν = ϕ

δUϕ

[
w

(
pϕ
Ut
− σU t

)]
+ δpϕ (kϕY

ϕY ϕ) = 0, (1.30)

donde se definió δpz = 0, con el fin de mantener la ecuación de estado del fluido en

el disco.
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Caṕıtulo 2

ECUACIONES PARA LAS

VARIABLES DE ESTADO

En el caṕıtulo anterior se encontraron expĺıcitamente las ecuaciones de conser-

vación perturbadas para un modelo de disco delgado; sin embargo, estas ecuaciones

dependen de las variables de estado del fluido, lo que hace necesario hallar

expresiones para la densidad de enerǵıa superficial y las presiones sobre el disco.

Para tal fin, se deben formular las ecuaciones de Einstein correspondientes a un

espacio-tiempo estático y axialmente simétrico en el cual existe una distribución

discoidal de materia.

Es posible representar la distribución de materia en el espacio mediante una

hipersuperficie Σ, definida por la función l(xα) = z, que divide el espacio-tiempo en

dos regiones: M+ en la parte superior y M− en la parte inferior. Por consiguiente, el

vector normal a la hipersuperficie Σ está dado por nα = l,α = δzα, y las componentes

del tensor métrico serán funciones simétricas de la coordenada z, de tal forma que

g−µν(r, z) = g+
µν(r,−z), (2.1)

mientras que para z 6= 0, las primeras derivadas respecto a z de dichas componentes

serán funciones impares

g−µν,z(r, z) = −g+
µν,z(r,−z), (2.2)

donde g±αβ son los tensores métricos para las regiones definidas por z > 0 (M+) y

z < 0 (M−).
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Según lo anterior, se puede definir la función

[A] = A
(
M+

)
|Σ − A

(
M−) |Σ, (2.3)

donde A, es una cantidad tensorial definida en ambos lados de la hipersuperficie

Σ y [A] es definido como el salto de A a través de Σ. Tomando el ĺımite cuando

z tiende a cero, las discontinuidades en la primera derivada del tensor métrico se

pueden escribir como

bµν = [gµν,z] = 2g+
µν,z |z=0 . (2.4)

Usando el método de distribuciones [51,52], la métrica se puede escribir como

gαβ = Θ (l) g+
αβ −Θ (−l) g−αβ, (2.5)

donde Θ (l) es la función de Heaviside,

Θ (l) =



+1 si l > 0

0 si l < 0

1/2 si l = 0

que satisface

Θ2 (l) = Θ (l) , Θ (l) Θ (−l) = 0,
d

dx
Θ (l) = δ(l),

donde δ(l) es la función delta de Dirac. Considerando que el producto Θ (l) δ(l) no

está definido, es necesario mostrar que la métrica (2.5) es solución de las ecuaciones

de Einstein. Para esto, se debe verificar que las cantidades geométricas construidas

a partir de gαβ están propiamente definidas como una distribución. Al diferenciar

(2.5) se obtiene

gαβ,γ = Θ (l) g+
αβ,γ + Θ (−l) g−αβ,γ + nγδ(l) [gαβ] . (2.6)

El último término de la ecuación (2.6) puede causar singularidades en las conexiones

afines por la aparición de términos proporcionales a Θ (l) δ(l). Para evitar este pro-

blema, se impone como restricción que la métrica sea continua en la hipersuperficie,

[gαβ] = g+
αβ − g

−
αβ = 0. (2.7)
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De (2.6) y (2.7), los śımbolos de Christoffel se pueden escribir como

Γαβγ = Θ (l) Γα+
βγ + Θ (−l) Γα−βγ, (2.8)

donde Γα±βγ se construyen a partir de g±αβ. Derivando (2.8), se obtiene

Γαβγ,δ = Θ (l) Γα+
βγ,δ + Θ (−l) Γα−βγ,δ + nδ(l)[Γ

α
βγ], (2.9)

por lo que el tensor Rα
βγδ queda descrito por

Rα
βγδ = Θ (l)Rα+

βγδ + Θ (−l)Rα−
βγδ + δ(l)R̂α

βγδ, (2.10)

con Rα±
βγδ los tensores definidos en M± y

R̂α
βγδ = [Γαβδ]nγ − [Γαβγ]nδ. (2.11)

donde

[Γαβγ] =
1

2

(
bαβnγ + bααnβ − bβγnα

)
. (2.12)

El término [gαβ,γ] = bαβnγ representa la discontinuidad finita de la derivada normal

a la hipersuperficie.

A partir de la ecuaciones (2.11) y (2.12), se puede demostrar que el tensor de

Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci correspondientes a la hipersuperficie

están dados por

R̂α
βγδ =

1

2

{
bαδnβnγ − bαγnβnδ + bβγn

αnδ − bβδnαnγ
}

R̂βδ =
1

2
{bαδnβnα − bααnβnδ + bβαn

αnδ − bβδnαnα}

R̂ = {bµαnαnµ − bααnαnα} .

(2.13)

El tensor de enerǵıa-momentum Tβδ se puede expresar como

Tβδ = Θ (l)T+
βδ + Θ (−l)T−βδ + δ(l)Qβδ, (2.14)

donde Qβδ es el tensor de enerǵıa-momentum asociado a la hipersuferficie y T±βδ
son los tensores de enerǵıa-momentum asociados a M±, entonces las ecuaciones de
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Einstein se pueden escribir de la siguiente manera

R±βδ −
1

2
gβδR

± = kT±βδ

R̂βδ −
1

2
gβδR̂ = kQβδ.

(2.15)

Como la única fuente de campo gravitacional es una distribución delgada de

materia, el resto del espacio-tiempo es vaćıo (T±βδ = 0), por lo que se satisface

kQβδ =
1

2
{bαδnβnα − bααnβnδ + bβαn

αnδ − bβδnαnα−

(bµαn
αnµ − bααnαnα) gβδ} .

(2.16)

Para el caso de una distribución discoidal finita en un espacio-tiempo M en

coordenadas cuasi-ciĺındricas xα = (t, r, ϕ, z) y considerando una hipersuperficie Σ

definida por la función l(xα) = z, con vector normal nα = δzα, la ecuación (2.16)

toma la forma

kQµ
β =

1

2

{
bzµδzβ − gµzδzβbαα + gµzbzβ − gzzb

µ
β − (bzz − gzzbαα) δµβ

}
, (2.17)

De esta última ecuación, se puede demostrar que los elementos del tensor de enerǵıa-

momentum superficial son

Qt
t =

1

2k

{
−bzz + gzz

(
brr + bϕϕ + bzz

)}
(2.18)

Qr
r =

1

2k

{
−bzz + gzz

(
btt + bϕϕ + bzz

)}
(2.19)

Qϕ
ϕ =

1

2k

{
−bzz + gzz

(
btt + brr + bzz

)}
(2.20)

Qz
z = 0, (2.21)

en donde Qt
t representa la densidad de enerǵıa superficial (σ), Qr

r la presión radial

(pr), Q
ϕ
ϕ la presión azimutal (pϕ) y k la constante de la ecuación de campo de

Einstein en unidades geometrizadas (k = 8π).
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Caṕıtulo 3

DISCO DELGADO CON

PRESIÓN RADIAL Y

AZIMUTAL

3.1. Disco isótropo de Schwarzchild

Una clase de disco con presión radial y azimutal se puede obtener al aplicar el

método de desplazamiento, corte y reflexión a la métrica isótropa de Schwarzchild.

Tomando las funciones métricas Ψi como

Ψ1 = ln

[
2R−m
2R +m

]
, Ψ2 = Ψ3 = ln

[
1 +

m

2R

]2

, (3.1)

y remplazando en la ecuación (1.1) se tiene que la métrica isótropa de Schwarzchild

está descrita por

ds2 = −
(

2R−m
2R +m

)2

dt2 +
(

1 +
m

2R

)4

(dr2 + r2dϕ2 + dz2) (3.2)

donde m es una constante positiva y R2 = r2 + (|z|+ a)2.

Utilizando la métrica definida en (3.2) y aplicando la definición (2.4), se obtienen

las siguientes expresiones para el salto de la primera deriva de la métrica a través

del plano z = 0,
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btt = −16mR,z
(2R +m)

(2R +m)3

∣∣∣∣
z=0+

brr = −mR,z

2R5
(2R +m)3

∣∣∣∣
z=0+

bϕϕ = −mr
2R,z

2R5
(2R +m)3

∣∣∣∣
z=0+

bzz = −mR,z

2R5
(2R +m)3

∣∣∣∣
z=0+

(3.3)

De las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20) y (3.3), se obtienen las expresiones para la

presión y la densidad de enerǵıa superficial del modelo,

σ =
16maR2

0

π(2R0 +m)5
, (3.4)

p = pr = pϕ =
8m2aR2

0

π(2R0 +m)5(2R0 −m)
, (3.5)

donde R0 = R(r, z = 0).

Es bien sabido que al aplicar el método de desplazamiento, corte y reflexión,

pueden generarse discos de materia exótica [53]. Estas anomaĺıas se pueden evitar

garantizando que el tensor de enerǵıa-momentum cumple las condiciones de enerǵıa,

es decir, σ > 0 ∧ σ + pr + pϕ > 0. De la ecuación (3.4) se puede observar que

la densidad de enerǵıa superficial siempre es positiva, de manera que se cumple

la condición de enerǵıa débil. Para obtener valores positivos de la presion radial y

azimutal se debe cumplir que

m < 2R0 −→ m < 2
√
r2 + a2, (3.6)

de tal forma, que se satisface la condición de enerǵıa dominante

σ + 2p > 0. (3.7)

Para garantizar que la ecuación (3.7) se satisface, es necesario encontrar una

relación directa entre los parámetros m y a; para tal fin, se hace necesario utilizar la

definición de la velocidad de propagación del sonido en el fluido v definida como v2 =

p,r/σ,r la cual se puede calcular a partir de las ecuaciones (3.4) y (3.5), obteniendo

v2 =
m(4R0 −m)

3(2R0 −m)2
. (3.8)
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De la condición v2 < 1, resulta R0 > m y R0 <
m

3
, que junto con la condición (3.6),

da como resultado

m <
√
r2 + a2. (3.9)

Esta desigualdad es valida en todo el disco si m < a.

Por otra parte, para que las perturbaciones cumplan la ecuación de estado del

fluido, deben satisfacer

δp = p,rdr δσ = σ,rdr.

o equivalentemente

δp =

(
p,r
σ,r

)
δσ. (3.10)

Denotando los coeficientes que acompañan a las variables perturbadas en la

ecuación (1.28) como Ai, en la ecuación (1.29) como Bi y en la ecuación (1.30)

como Ci, y reemplazando la relación en (3.10), se obtiene

δU r = −B1

B2

(
p,r
σ,r

)
δσ,r −

1

B2

{
B1

(
p,r
σ,r

)
,r

+

(
p,r
σ,r

)
[B4 +B5] +B3

}
δσ (3.11)

δUϕ = −C2

C1

(
p,r
σ,r

)
δσ. (3.12)

Al derivar la expresión (3.11) y remplazar las expresiones para δU r y δUϕ en la

ecuación (1.28), se encuentra la siguiente ecuación diferencial de segundo orden

para la densidad de enerǵıa perturbada

Aδσ,rr +Bδσ,r + Cδσ = 0, (3.13)

donde los coeficientes A, B y C, que dependen de los parámetros a, m, w, kϕ y r,

quedan descritos como

A = −A1B1

B2

(
p,r
σ,r

)
,

B = A1

{
−2B1

B2

(
p,r
σ,r

)
,r

+

(
p,r
σ,r

)[
B1B2,r

B2
2

− B1,r +B4 +B5

B2

]
− B3

B2

}
−A2B1

B2

(
p,r
σ,r

)
,
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C =A1

{
−B1

B2

(
p,r
σ,r

)
,rr

+

(
p,r
σ,r

)
,r

[
B1B2,r

B2
2

− B1,r +B4 +B5

B2

]
+

(
p,r
σ,r

)[
B2,r

B2
2

(B4 +B5)− B4,r +B5,r

B2

]
+
B2,rB3

B2
2

− B3,r

B2

}
− A2

B2

{
B1

(
p,r
σ,r

)
,r

+

(
p,r
σ,r

)
[B4 +B5] +B3} −

A3C2

C1

(
p,r
σ,r

)
− A4.

Como se puede observar, dada la complejidad de la ecuación (3.13), ésta debe

resolverse numéricamente. Para este fin, se imponen dos condiciones de contorno,

una en el centro del disco y la otra en el punto donde termina el mismo. Sin

embargo, el disco considerado tiene extensión infinita, por lo que se debe hacer un

corte en la coordenada radial. Teniendo en cuenta lo anterior, se define el radio

de corte rc de la siguiente manera: la materia contenida en el disco hasta el radio

de corte es aproximadamente igual al 95 % del total de la masa del disco infinito,

y el restante 5 % de la materia se distribuye a lo largo del plano z = 0 desde rc

hasta infinito*. Además, se asume que en r = 0 la perturbación es el 10 % del va-

lor de la densidad de enerǵıa sin perturbar y para r = rc la perturbación desaparece.

La masa del disco puede calcularse a partir de la expresión

MT =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

σ
√
gzz
√
grr
√
gϕϕ drdϕ. (3.14)

En 2003 Vogt y Letelier [37] realizaron un análisis del comportamiento de la densidad

de enerǵıa de un disco delgado isótropo de Schwarzchild para distintos valores de a

y m, determinando que los valores de estos parámetros que mejor describen el perfil

de densidad de enerǵıa, son m ≈ 0,5 y a ≈ 0,6. Por medio de la ecuación (3.14),

la condición para el radio de corte descrita anteriormente, y tomando valores de

m = 0,5 y a = 0,6, se encontró un valor de rc ≈ 10. A partir de los valores obtenidos y

de las condiciones descritas se resolvió numéricamente la ecuación diferencial (3.13).

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran el perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa

perturbada para diferentes valores de w y kϕ, respectivamente. En la figura 3.1

se puede observar que un aumento en el modo w incrementa la frecuencia de las

oscilaciones; además, se puede ver que estas oscilaciones decaen aproximadamente

con la misma rapidez independientemente del modo de oscilación.

*Se escoge el 95 % de la masa total para determinar el radio de corte, debido a que para valores
mayores del porcentaje el valor de σ decrece rápidamente, por lo que la perturbación considerada
inicialmente en r = 0 seria tan débil conparada con σ que no afectaŕıa el sistema.
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Figura 3.1: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferen-
tes modos de oscilación w en un disco delgado isótropo de Schwarzchild. Se observa un
aumento en la frecuencia al incrementar w.

Figura 3.2: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferentes
valores del número de onda kϕ en un disco delgado isótropo de Schwarzchild. Se observa
que al crecer kϕ la amplitud decrece.
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Por otro lado, en la Fig.3.2 se puede apreciar un decaimiento en la amplitud

de oscilación cuando aumenta el número de onda; por ejemplo, para kϕ = 0,08 la

amplitud decrece aproximadamente un orden de magnitud, mientras que al duplicar

el número de onda (kϕ = 0,16) la amplitud prácticamente se hace cero. Finalmente,

se evidencia que la perturbación generada sobre la densidad de enerǵıa en el disco

decae a cero independientemente del valor de w y kϕ, por lo tanto se puede

considerar que σ es estable bajo una perturbación de la forma (1.27).

El perfil de amplitudes para la presión perturbada se presenta en la figura 3.3.

Se observa que la amplitud para δp tiene un comportamiento oscilatorio similar

al mostrado por la densidad de enerǵıa perturbada; adicionalmente, se puede

notar en la presión perturbada el mismo efecto presentado por δσ, al cambiar el

modo de oscilación. Sin embargo, la diferencia entre ambas variables radica en

que la amplitud de la presión decrece más rápido, generando que la perturbación

desaparezca, por lo cual la presión en el disco también se considera estable.

Figura 3.3: Perfil de amplitudes de la presión perturbada δp para diferentes modos de
oscilación en un disco delgado isótropo de Schwarzchild. Se observa un aumento en la
frecuencia al incrementar w similar al presentado por δσ; sin embargo, la perturbación
sobre la presión se anula más rápido.
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Los perfiles para las componentes azimutal y radial de la velocidad perturbada se

muestran en las Figuras 3.4 y 3.5. Al igual que las variables analizadas anteriormen-

te, las velocidades δU z y δU r exhiben un aumento en la frecuencia al incrementar

el modo de oscilación; además, se observa que los patrones de amplitudes presentan

diferencias entre la componente azimutal y la componente radial. Por otro lado, la

amplitud de la perturbación para la velocidad radial comienza a crecer hasta llegar

a un punto máximo donde decae nuevamente. Este comportamiento se manifiesta

para los tres modos w. Un aspecto a considerar es que la velocidad radial de las

part́ıculas debe ser menor a la velocidad de escape ve, de no ser aśı, entonces se

estaŕıa describiendo un disco que no contiene part́ıculas en su interior. Es bien co-

nocido que la velocidad ve necesaria para vencer la fuerza generada por un potencial

gravitacional Φ se puede calcular como

ve =
√

2Φ. (3.15)

Para poder encontrar Φ y por ende ve, se utilizará la aproximación de campo débil.

En el ĺımite newtoniano de la relatividad general se puede descomponer la métrica

del espacio-tiempo gαβ de la forma

gαβ = ηαβ + hαβ, (3.16)

donde ηαβ es la métrica de Minkowski y hαβ es una función que describe la des-

viación de la planitud y puede relacionarse con el potencial gravitacional. Se puede

demostrar que la componente gtt de la métrica está dada por [54]

gtt = 1 + 2Φ. (3.17)

Despejando el potencial de la ecuación (3.17) e introduciéndolo en la expresión

(3.15), escogiendo la signatura (−1, 1, 1, 1), se obtiene que la velocidad de escape es

ve =
2
√

2mR

2R +m
. (3.18)

Para el conjunto de parámetros a = 0,6, m = 0,5 y r = 10, la velocidad

de escape es ve = 0,308, y de la Fig. 3.5 se observa que para los tres modos de

oscilación las part́ıculas se mueven a una velocidad menor a 8× 10−5, garantizando

que todas las part́ıculas permanecen dentro del disco**. Este resultado demuestra

que para los parámetros escogidos y las condiciones impuestas el modelo presenta

**Esta comparación tiene lugar debido a que en las unidades geometrizadas la velocidad es
adimensional
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un comportamiento consistente y puede ser utilizado para describir modelos

astrof́ısicos.

Figura 3.4: Perfil de amplitudes de la componente azimutal de la velocidad perturbada
para diferentes modos de oscilación en un disco delgado isótropo de Schwarzchild. El
cálculo de la velocidad azimutal se realizó con kϕ = 0,08 debido a que δU z = 0 para
kϕ = 0.

Figura 3.5: Perfil de amplitudes de la componente radial de la velocidad perturbada para
diferentes modos de oscilación con kϕ = 0 en un disco delgado isótropo de Schwarzchild.
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Los resultados analizados anteriormente se obtuvieron utilizando un criterio de

masa sencillo y no muy aceptado; por esta razón, en lo que sigue se realizarán los

mismos cálculos usando un criterio de masa estándar, la masa de Komar [52], la cual

se describe como

MT = 2

∫
Σ

(
Tαβ −

1

2
Tgαβ

)
nαξβ(t)

√
h d3y, (3.19)

en donde Σ es una hipersuperficie tipo espacio, nα es un vector tipo tiempo normal

a Σ, ξβ(t) es el vector de Killing tipo tiempo y h es el determinante de la métrica

asociada a Σ. Para una métrica estática, axialsimétrica y diagonal se tiene que

nα = − gαβ√
|gtt|

δtβ, ξβ(t) = δβt , h = gzz grr gϕϕ,

por lo que la masa de Komar para un disco delgado isótropo de Schwarzchild es

MT =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

(σ + 2p) eΨ1
√
gzz
√
grr
√
gϕϕ drdϕ. (3.20)

Introduciendo las expresiónes encontradas para σ, p, eΨ1 y gαβ en la ecuación (3.20)

y resolviendo la integral, se llega a que MT = m. Teniendo en cuenta este resultado

y el método descrito previamente para calcular el radio de corte, se encuentra que

rc ≈ 12. Los resultados obtenidos se muestran en las Figuras 3.6 y 3.7, donde se

observa que los perfiles para δσ presentan un comportamiento oscilatorio similar al

mostrado en la Fig.3.1 y Fig.3.2, ya que las oscilaciones aumentan al incrementar el

valor de w y la amplitud decrece al elevar el valor de kϕ. Por otra parte, se evidencia

que la amplitud de la oscilación decae más rápido, en consecuencia la perturbación

prácticamente es nula en la mayor parte del disco para los modos (w = 1, kϕ = 0,08)

y (w = 1, kϕ = 0,16). Las caracteŕısticas exhibidas por la densidad de enerǵıa per-

turbada indican que esta variable permanece estable bajo la perturbación estudiada.

En las Figuras 3.8 y 3.9 se presenta el perfil de amplitudes para las componentes

azimutal y radial de la velocidad perturbada, para diferentes modos de oscilación.

De la figura 3.8, se puede ver que la amplitud de δUϕ decrece a medida que la

perturbación atraviesa el disco; no obstante, cuando la perturbación se acerca al

final del disco la amplitud tiende a permanecer constante pero cercana a cero para

los tres modos de oscilación. En contraste, la amplitud descrita por δU r inicialmente

crece hasta alcanzar nuevamente un máximo. Este comportamiento no es evidente

para los dos primeros modos w ya que la perturbación es muy leve y solo se aprecia

al terminar el disco (ver Fig. 3.9).
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Figura 3.6: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferentes
modos de oscilación w en un disco delgado isótropo de Schwarzchild obtenidos a partir de
la definición de masa de Komar.

Figura 3.7: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferentes
valores del número de onda kϕ en un disco delgado isótropo de Schwarzchild obtenidos a
partir de la definición de masa de Komar.
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Figura 3.8: Perfil de amplitudes para las componentes azimutal de la velocidad pertur-
bada para diferentes modos de oscilación en un disco delgado isótropo de Schwarzchild
obtenidos a partir de la definición de masa de Komar.

Figura 3.9: Perfil de amplitudes para las componentes radial de la velocidad perturbada
para diferentes modos de oscilación en un disco delgado isótropo de Schwarzchild obtenidos
a partir de la definición de masa de Komar.
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Figura 3.10: Perfil de amplitudes de la presión perturbada δp para diferentes modos de
oscilación en un disco delgado isótropo de Schwarzchild obtenidos a partir de la definición
de masa de Komar.

La velocidad de escape, en este caso, toma el valor ve = 0,283 mientras que la

velocidad radial de las part́ıculas es menor a 2 × 10−4, por lo que no hay escape

de fluido hacia el exterior del disco. Incluso en el caso ĺımite en donde el radio

de corte contiene el 99.9 % de la masa total del disco (rc ≈ 600), la velocidad de

escape es 40,8× 10−3 mientras que la velocidad radial es por lo menos dos ordenes

de magnitud menor, lo que sugiere que ve crece mas rapido que δUr, de tal manera

que no existe algún modo (w, kϕ) en el cual las part́ıculas puedan escapar del disco.

Este resultado no está de acuerdo con el estudio realizado por Ujevic y Letelier [55],

en el que crece la amplitud de la velocidad radial al infinito para algunos modos de

oscilación permitiendo la posibilidad de inestabilidad en este modelo. Finalmente,

es evidente que la velocidad radial y azimutal presentan patrones similares a los

calculados con el criterio de masa descrito en (3.14), lo que permite inferir que la

velocidad de las part́ıculas en el disco no se ve afectada por la definición de masa

utilizada. Por otra parte, de la figura 3.10 se observa que el perfil de amplitudes

para la presión perturbada tiene algunos aspectos semejantes a los exhibidos por

la densidad de enerǵıa perturbada, la principal diferencia entre estas dos variables

es que las amplitudes tienden a cero más rápido para δp y prácticamente la

perturbación desaparece alrededor de la mitad del disco. Esto permite concluir que

el criterio de masa afecta la frecuencia de oscilación y el orden de magnitud de la
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amplitud, pero las tendencias y los patrones de las variables perturbadas no se ven

afectados, luego la estabilidad del sistema es independiente del criterio establecido

para determinar la masa total del disco.
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Caṕıtulo 4

DISCOS DELGADOS CON

PRESIÓN AZIMUTAL

4.1. Disco delgado de Chazy-Curzon

La métrica de Chazy-Curzon en coordenadas de Weyl está descrita por

ds2 = −e2Φdt2 + e−2Φr2dϕ2 + e2(Λ−Φ)(dr2 + dz2), (4.1)

donde las funciones Φ y Λ están dadas por

Φ = −m
R
, Λ = −m

2r2

2R4
, (4.2)

con R2 = r2 + (|z|+ a)2. De la métrica (4.1) y la definición (2.4), se obtienen las

expresiones para el salto de la primera derivada de la métrica a través del plano

z = 0,

btt = −4ma

R3
e2Φ

∣∣∣∣
z=0+

brr =
4ma

R3

(
2mr2

R3
− 1

)
e2(Λ−Φ)

∣∣∣∣
z=0+

bϕϕ = −4ma

R3
r2 e−2Φ

∣∣∣∣
z=0+

bzz =
4ma

R3

(
2mr2

R3
− 1

)
e2(Λ−Φ)

∣∣∣∣
z=0+

.

(4.3)

Las expresiones para la presión y la densidad de enerǵıa superficial de un disco

delgado de Chazy-Curzon, se obtienen de las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20) y las

definiciones (4.2) y (4.3),
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σ = − ma

2πR3
0

[
mr2

R3
0

− 1

]
e−2(Λ0−Φ0), (4.4)

pϕ =
m2a

2πR4
0

r2

R2
0

e−2(Λ0−Φ0), (4.5)

pr = 0, (4.6)

donde R0, Λ0 y Φ0 son las respectivas funciones evaluadas en z = 0. Como se eviden-

cia en la ecuación (4.6) el disco descrito por la métrica de Chazy-Curzon no posee

presión radial. Sin embargo, estudios realizados han mostrado la posible existencia

de discos con solo presión azimutal, en donde se podŕıa generar estabilidad si se

tienen corrientes circulares de part́ıculas moviéndose en sentidos opuestos; es decir,

en contra-rotación [12, 32, 56]. Al igual que en el caso del disco delgado isótropo de

Schwarzchild, este modelo también debe cumplir con las condiciones de enerǵıa; si

se cumple la condición de enerǵıa dominante (σ + p > 0), entonces se debe cumplir

que la velocidad de contra-rotación v debe ser 6 1. González et al. [32] analizaron

modelos de discos delgados en contra-rotación y Bicak et al. [16] estudiaron espećıfi-

camente el modelo de disco de Chazy-Curzon, demostrándo en ambas investigaciones

que v2 = p /σ. A partir de las ecuaciones (4.4) y (4.5) se calcula la velocidad de

contra-rotación

v2 =
mr2

R3
0 −mr2

. (4.7)

Tomando la derivada de la expresión anterior e igualando a cero se encuentra que

el máximo valor de v2 tiene lugar cuando r =
√

2a, entonces v2 < 1 cuando

m

a
6

3
√

3

4
∨ m

a
>

3
√

3

2
. (4.8)

La condición de enerǵıa débil establece que σ > 0, es decir m/a 6 3
√

3/2. Dado

que las condiciones de enerǵıa débil y dominante deben satisfacerse simultáneamente,

se tiene que

m/a 6 3
√

3/4 ≈ 1,3. (4.9)

Puesto que para un disco de Chazy-Curzon pr = δpr = 0, de las ecuaciones (1.29)

y (1.30) se obtienen δU r y δUϕ. Introduciendo este resultado en la ecuación (1.28),

junto con las expresiones (4.4) y (4.5), se encuentra la siguiente ecuación diferencial

de primer orden para la densidad de enerǵıa perturbada

Aδσ,r +Bδσ = 0, (4.10)
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donde A y B son funciones de los parámetros a, m, w, kϕ, r y tienen la forma

A =
1

w

[
U tU tΓrtt + Y ϕY ϕΓtϕϕ

(
p,r
σ,r

)]
,

B =

{
1

w

[(
U tU tΓrtt

)
,r

+
(
Y ϕY ϕΓtϕϕ

)
,r

(
p,r
σ,r

)
+ Y ϕY ϕΓtϕϕ

(
p,r
σ,r

)
,r

]
− 1

w2σU t[
U tU tΓrtt + Y ϕY ϕΓtϕϕ

(
p,r
σ,r

)] (
w2σU t

)
,r

+
[(
σU t

)
,r

+ σU t
(
2Γttr + Γµµr

)]
[

1

wσU t

(
U tU tΓrtt + Y ϕY ϕΓtϕϕ

(
p,r
σ,r

))]
−
k2
ϕY

ϕY ϕ

w
+ wU tU t

}
.

Como la densidad de enerǵıa encontrada para este modelo de disco se comporta

de forma similar a la descrita en (3.4); es decir, σ decrece rápidamente a medida

que aumenta la coordenada radial, entonces se sigue un procedimiento similar,

asumiendo las mismas condiciones que se usaron para resolver la ecuación diferencial

de δσ del modelo isótropo de Schwarzchild. Para solucionar la ecuación (4.10) se

usaron valores de a = 0,4 y m = 0,5, los cuales satisfacen las condiciones de enerǵıa

(m/a ≈ 1,3).

En las Figuras 4.1 y 4.2 se presenta el perfil de amplitudes para la densidad de

enerǵıa perturbada en un disco de Chazy-Curzon, variando el modo de oscilación

w y el número de onda kϕ. Se observa que la amplitud realiza una oscilación, pero

esta tendencia no se mantiene y la amplitud comienza a crecer rápidamente inde-

pendientemente del valor de w y de kϕ. Estos resultados evidencian que la densidad

de enerǵıa, y por ende la presión y las velocidades, presentan inestabilidades para

este modelo. Para descartar que el efecto anterior se deba a los valores escogidos

de a, en la Figura 4.3 se presenta el perfil de amplitud para la densidad de enerǵıa

perturbada en el intervalo 0 ≤ m/a ≤ 1,3 . De la figura se observa que al variar el

parámetro a se siguen presentando inestabilidades, pues la amplitud de δσ tiende

a infinito independientemente del valor escogido. El origen de la inestabilidad, se

puede apreciar si se considera que la ecuación diferencial (4.10) tiene soluciones de

la forma

δσ = e−
∫
B/Adr, (4.11)

lo que implica que las inestabilidades son una consecuencia de las indeterminaciones

en la función B/A.
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Figura 4.1: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferentes
valores de w en un disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-Curzon. En el
recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas más grandes.

Figura 4.2: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferentes
valores de kϕ en un disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-Curzon. En el
recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas más grandes.
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Figura 4.3: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferentes
valores de la relación m/a en un disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-
Curzon. En el recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas más grandes.

Figura 4.4: Gráfica para la función B/A presente en la solución de la densidad de enerǵıa
perturbada para el disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-Curzon para
valores de a = 0,4; 1; 5. Como la función B/A no depende de los valores de w y kϕ los
resultados se obtuvieron tomando valores de w = kϕ = 0 y m = 0,5.
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En la figura 4.4 se muestra la gráfica de la función B/A. Ésta presenta una

aśıntota vertical dependiente del valor de a. Lo anterior sugiere que las aśıntotas

presentes en la función B/A generan inestabilidades al solucionar la ecuación para

δσ; debido a esto, se puede afirmar que el modelo de disco delgado de Chazy-Curzon

no es estable bajo perturbaciones a primer orden de la forma (1.23).

4.2. Disco delgado de Zipoy-Voorhees

Este disco delgado es obtenido al aplicar el conocido método de desplazamiento,

corte y reflexión a la métrica de Zipoy-Voorhees. Esta métrica es similar a la descrita

en (4.1) y se obtiene a partir de la ecuación (1.1) escogiendo

Ψ1 = −Ψ2 = Φ, Ψ3 = Λ− Φ, (4.12)

estando las funciones Φ y Λ dadas por

Φ =
m

b− a
ln

[
Ra + |z|+ a

Rb + |z|+ b

]
,

Λ =
2m2

(b− a)2
ln

[
(Ra +Rb)

2 − (b− a)2

4RaRb

]
,

(4.13)

donde R2
a = r2 + (|z|+ a)2, R2

b = r2 + (|z|+ b)2 y b > a. Utilizando las expresiones

anteriores y aplicando la definición (2.4), se obtienen las expresiones para el salto

de la primera derivada de la métrica a través del plano z = 0

btt = − 4m

b− a

(
1

Ra

− 1

Rb

)
e2Φ

∣∣∣∣
z=0+

bϕϕ = − 4m

b− a

(
1

Ra

− 1

Rb

)
e2Φ

∣∣∣∣
z=0+

brr = bzz =
8m2

(b− a)2 e
2(Λ−Φ)

2(Ra +Rb)

(
a

Ra

+
b

Rb

)
(Ra +Rb)2 − (b− a)2

−
(
b

R2
b

+
a

R2
a

)
− 4m

b− a

(
1

Ra

− 1

Rb

)
e2(Λ−Φ)

∣∣∣∣
z=0+

.

(4.14)
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Aplicando el procedimiento usado para los dos modelos de disco anteriores, se

obtienen las expresiones para la densidad de enerǵıa superficial y la presión azimutal

σ =− m2e−2(Λ0−Φ0)

2π(b− a)2

2(Ra0 +Rb0)

(
a

Ra0

+
b

Rb0

)
(Ra0 +Rb0)2 − (b− a)2

−
(

a

R2
a0

+
b

R2
b0

)
+

m

2π(b− a)

(
1

Ra0

− 1

Rb0

)
e−2(Λ0−Φ0),

(4.15)

pϕ =
m2e−2(Λ0−Φ0)

2π(b− a)2

2(Ra0 +Rb0)

(
a

Ra0

+
b

Rb0

)
(Ra0 +Rb0)2 − (b− a)2

−
(

a

R2
a0

+
b

R2
b0

) , (4.16)

pr = 0, (4.17)

donde Ra0, Rb0, Λ0 y Φ0 son las respectivas funciones evaluadas en z = 0. Al igual que

el modelo de Chazy-Curzon, el disco descrito por la métrica de Zipoy-Voorhees no

posee presión radial; por lo tanto, la hipótesis de contra-rotación es válida también

para este modelo. Aśı como en los modelos ya estudiados, la velocidad se calcula a

partir de las ecuaciones (3.10) y (3.11), obteniendo

v2 =

m

b− a

(
b

Rb0

− a

Ra0

)
1− m

b− a

(
b

Rb0

− a

Ra0

) . (4.18)

La expresión (4.18) se maximiza cuando

r2 =
a2 −

(a
b

)2/3

b2(a
b

)2/3

− 1

, (4.19)

luego la inecuación v2 < 1 se satisface cuando

2mb

(b− a) (a2 − b2)1/2

[(a
b

)2/3

− 1

]1/2 [
1 +

(a
b

)2/3
]
≤ 1. (4.20)

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado para el disco de Chazy-Curzon,

se obtiene una ecuación diferencial de primer orden para la densidad de enerǵıa
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perturbada para el modelo de Zipoy-Voorhees, cuya solución es igual a la presentada

en (4.11). La Figura 4.5 muestra la gráfica de la función argumento de la integral

en la ecuación para la densidad de enerǵıa perturbada para el disco delgado de

Zipoy-Voorhees con diferentes valores del parámetro b. Para ser consistentes con los

modelos anteriores, los cálculos se realizaron con un valor de m = 0,5 y el valor fijo

a = 1. Al igual que para el caso del disco de Chazy-Curzon, el modelo de Zipoy-

Voorhees también exhibe aśıntotas verticales para cada valor de b (ver Fig. 4.5). Los

valores usados de b se escogieron de tal manera que se cumpliera la condición (4.20)

y que b > a.

Figura 4.5: Gráfica para la función B/A presente en la solución de la densidad de enerǵıa
perturbada para el disco delgado obtenido a partir de la métrica de Zipoy-Voorhees para
valores de b = 2,15; 3,3; 12, a = 1 y m = 0,5. Como la función B/A no depende de los
valores de w y kϕ los resultados se obtuvieron tomando valores de w = kϕ = 0.

Debido a que el argumento B/A de la integral presente en la solución para δσ

exhibe aśıntotas verticales, la densidad de enerǵıa perturbada para el modelo de

Zipoy-Voorhees también debe presentar estos comportamientos, como se muestra en

la Figura 4.6. Se puede apreciar que la amplitud tiende a infinito independientemente

del valor de los parámetros, luego la densidad de enerǵıa para este modelo es ines-

table, y en consecuencia las demás variables termodinámicas también son inestables.
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Figura 4.6: Perfil de amplitudes de la densidad de enerǵıa perturbada δσ para diferentes
valores de b con w = 0,13 y kϕ = 0 en un disco delgado obtenido a partir de la métrica
de Zipoy-Voorhees. En el recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas más
grandes.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se estudió la estabilidad de tres modelos de disco delgados

relativistas perturbando el tensor de enerǵıa-momentum a un primer orden de

las perturbaciones. La elección del método de análisis se hizo teniendo en cuenta

que el método de perturbaciones es más formal en comparación con el estudio del

movimiento de part́ıculas a lo largo de geodésicas. Considerando el movimiento

colectivo de las part́ıculas en el fluido, se encontró que los modelos de disco delgados

generados a partir de la métrica de Chazy-Curzon y de Zipoy-Voorhees no son

estables bajo las perturbaciones consideradas, debido a que las variables de estado

y la velocidad del fluido tienden a infinito para ciertos valores de la coordenada

radial. Por otro lado, para el caso del disco delgado isótropo de Schwarzschild,

el cual se hizo finito definiendo un radio de corte, las variables del fluido son

estables y presentan un carácter oscilatorio. Además, se demostró que para este

modelo la perturbación generada en el interior del disco desaparece cuando la

coordenada radial se aproxima al radio de corte; es decir, la amplitud de las

variables perturbadas decrece a medida que r se aproxima al final del disco. Lo

anterior sugiere que el disco delgado isótropo de Schwarzschild es estable bajo una

perturbación general a primer orden como la estudiada en este trabajo.

Al encontrarse que los discos delgados de Chazy-Curzon y de Zipoy-Voorhees

no son estables, se puede afirmar que la hipótesis de contra-rotación -“corrientes

circulares de part́ıculas moviéndose en sentidos opuestos”- no es suficiente para

generar discos delgados estables con solo presión azimutal. Por otro lado, el hecho

de que los modelos que presentan únicamente presión azimutal no sean estables,

puede estar relacionado con la necesidad de presiones radiales que soporten la

atracción gravitacional del disco, ademas, la inestabilidad no está ligada con la

definición de masa. Por esta razón, se puede pensar que la presencia de una presión

radial es fundamental para la estabilidad de discos delgados.

Se encontró que la masa en cada uno de las métricas equivale a la masa de Komar

para el disco, mientras que mediante la definición de masa bariónica en reposo, como

es el caso del disco delgado isótropo de Schwarzschild, la masa total depende de los

parámetros del método de desplazamiento corte y reflexión.
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Para el caso del disco delgado isótropo de Schwarzschild, se encontró que en todos

los casos las perturbaciones tienden a cero. Este resultado no está de acuerdo con el

estudio realizado por Ujevic y Letelier, en el que crece la amplitud de la velocidad

radial al infinito para algunos modos de oscilación. Se demostró que la extensión

radial infinita del disco no es la razón de la inestabilidad, como la hipótesis de Uje-

vic et al., en donde la velocidad de escape es siempre mayor que las velocidades

perturbadas. Nuestros resultados sugieren que el disco isótropo de Schwarzschild es

siempre estable, sin embargo algunas inestabilidades pueden introducirse artificial-

mente en el modelo debido a la utilización de una definición de masa no apropiada

en los cálculos.
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[52] Poisson, E. A relativist’s toolkit: the mathematics of black-hole mechanics.

Cambridge university press (2004).

[53] Lemos, J. S. and Letelier, P. S. Topological defects from counter rotating disks.

Phys. Lett. A, 153, 288 (1991).

56



[54] Weinberg, S. Gravitation and cosmology: principles and applications of the

general theory of relativity. Vol. 1. New York: Wiley, (1972).

[55] Ujevic M. and Letelier P.S. Stability of general relativistic geometric thin disks.

Phys. Rev. D, 70, 084015 (2004)

[56] Bertola, F., Cinzano, P., Corsini, E. M., Pizzella, A., Persic, M., and Salucci,

P. Counterrotating Stellar Disks in Early-Type Spirals: NGC 3593 Based on

observations carried out at ESO, La Silla, Chile. Astrophys. J. Lett, 458(2),

L67 (1996).

57


	INTRODUCCIÓN
	ECUACIONES PERTURBADAS
	Ecuaciones de conservación perturbadas:  Caso general
	Ecuaciones de conservación perturbadas:  Caso de discos delgados

	ECUACIONES PARA LAS VARIABLES DE ESTADO
	 DISCO DELGADO CON PRESIÓN RADIAL Y AZIMUTAL
	Disco isótropo de Schwarzchild

	DISCOS DELGADOS CON PRESIÓN AZIMUTAL
	Disco delgado de Chazy-Curzon
	Disco delgado de Zipoy-Voorhees

	CONCLUSIONES
	Bibliografía

