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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD DE DISCOS DELGADOS AXIAL-
MENTE SIMETRICOS EN RELATIVIDAD GENERAL"

AUTOR: EDUAR ANTONIO BECERRA VERGARA™

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, Discos delgados Relativistas, si-
metria axial, Estabilidad.

Se estudio la estabilidad de discos delgados, estaticos y axialmente simétricos en
el contexto de la relatividad general, realizando una perturbacion a primer orden
de las componentes temporal, radial, tangencial y azimutal del tensor de energia-
momentum del fluido con soporte en el plano z = 0. Se consideré que las pertur-
baciones realizadas al tensor de energia-momentum no modifican las derivadas de
la métrica obtenida a partir de la solucién de las ecuaciones de campo de Einstein,
es decir, no se perturba la identidad de Bianchi. Los modelos de discos analizados
fueron los generados a partir de la métrica isétropa de Schwarzschild, la métrica
de Chazy-Curzon y la métrica de Zipoy-Voorhees utilizando el método de despla-
zamiento, corte y reflexién. Partiendo de soluciones numéricas de las ecuaciones de
conservacion se hizo un andélisis del comportamiento grafico de los perfiles de am-
plitud de las cantidades perturbadas, donde se observé que los patrones obtenidos
de las variables termodindamicas para el disco isétropo de Schwarzschild presentan
un caracter oscilatorio que decrece rapidamente hasta llegar a anularse, sugiriendo
que este modelo presenta estabilidad bajo las perturbaciones estudiadas. Ademas,
se encontré que los modelos Chazy-Curzon y Zipoy-Voorhees no son estables debido
a que su densidad de energia perturbada tiende a infinito para ciertos valores de la
coordenada radial.

“Tesis de grado para optar al titulo de Fisico.
“Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Director: Prof. Guillermo A. Gonzalez Villegas, Ph.D.
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ABSTRACT

TITLE:: STUDY OF THE STABILITY OF AXIALLY SYMMETRIC RELATI-
VISTIC THIN DISKS™

AUTHOR: EDUAR ANTONIO BECERRA VERGARA™™*

KEYWORDS: General Relativity, Relativistic thin disks, Stability.

We study the stability of static axially symmetric thin disks in the context of
general relativity, by means of a first order perturbation in the temporal, radial,
tangential and azimuthal components of energy-momentum tensor of the fluid in
the plane z = 0. We assume that the perturbations on energy-momentum tensor
do not modify the derivatives of the metric, which is found by solving the Einstein
field equations, i.e., the perturbation introduced to the system do not perturb the
Bianchi’s identity. The disk models that we used were generated from the isotropic
Schwarzschild, Chazy-Curzon and Zipoy-Voorhees metrics, using the displace-cut-
reflection method. Based on the numerical solutions of the conservation equations,
we perform a graphical analysis of the amplitude profiles for the perturbed quanti-
ties. In the case of the isotropic Schwarzschild disk, it was observed that the ther-
modynamic variables exhibit an oscillatory character that tends rapidly to zero. For
this reason, we may say that the model is stable under the studied perturbations.
Moreover, we found that the Chazy-Curzon and Zipoy-Voorhees models are not sta-
ble, because its perturbed energy density tends to infinity at some specific positions
of the radial coordinate.

“*Undergraduate diploma paper
“Science Faculty, School of Physics. Advisor: Prof. Guillermo A. Gonzélez Villegas, Ph. D.
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INTRODUCCION

Los modelos relativistas de configuraciones infinitesimalmente delgadas en forma
de disco son de gran interés astrofisico, ya que pueden ser usados para modelar
discos de acrecion, galaxias en equilibrio termodinamico o la superposicion de un
agujero negro y una galaxia [1-4]. Ademas, la inclusién de campos electromagnéticos
en dichos espacio-tiempos permite estudiar la formacion de estrellas de neutrones,
enanas blancas y cudsares [5,6]. Por lo anterior, en las ultimas décadas se han
dedicado esfuerzos en la obtencién de soluciones analiticas axialmente simétricas de

discos, tanto en la formulacion Newtoniana como en Relatividad General.

Los primeros estudios sobre soluciones exactas como fuentes de discos delgados
relativistas fueron realizados por Bonnor y Sackfield [7] en 1968 y Morgan y
Morgan [8] en 1969, donde se analizaron discos sin presién radial; la inclusién
de dicha presién en las ecuaciones de Einstein-Maxwell fue llevada a cabo por
Morgan y Morgan [9] y Gonzédlez y Letelier [10]. Ademds, distintos autores han
obtenido diferentes tipos de soluciones exactas correspondientes a discos delgados
estéticos [2,10-16] y estacionarios [1,4,17,18]. Con el animo de modelar sistemas
mas realistas, varios autores han analizado modelos construidos como la super-
posicién de un disco estdtico o estacionario con un agujero negro [19-27]. Discos
delgados relativistas en contra-rotacion como fuentes de la métrica de Kerr y discos
estaticos como fuentes de espacio-tiempo vacio a partir de la métrica de Chazy-
Curzon [28,29] y Zipoy-Voorhees [30,31] fueron obtenidos por Bicdk et al. [1,16].
Los modelos en contra-rotacién con y sin presion radial fueron estudiados por
Gonzdlez y Espitia [32] y Garcia y Gonzalez [33] respectivamente. Por otra parte,
en lo referente a modelos de disco estacionarios que incluyen campos eléctricos,
magnéticos y electromagnéticos [34-36], Vogt y Letelier han obtenido soluciones
exactas para discos delgados de fluido perfecto con halos de materia [37], discos
delgados hechos de polvo cargado [38] y discos delgados hechos de fluido perfecto
cargado [39]; finalmente Gonzélez y Letelier [40] obtuvieron soluciones exactas para

discos gruesos.

Un criterio esencial para determinar la posible aplicabilidad de los modelos de

discos descritos a cualquier sistema estelar que se encuentra en la naturaleza (ya
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sea discos de acrecion, galaxias o formacion de estrellas) es el de su estabilidad. El
estudio de diferentes tipos de perturbaciones, cuando se aplica a estos modelos,
podria dar una idea de la formacién de diferentes patrones estelares; por ejemplo,
una perturbacién puede causar el colapso de un objeto estable generando una
estructura nueva como el caso de la formacién de agujeros negros por el colapso de
estrellas supermasivas. En general, existen dos opciones para estudiar la estabilidad
de discos en relatividad general: la primera opcién se basa en analizar la estabilidad
de las érbitas de particulas a lo largo de geodésicas, mientras que la segunda opcién

consiste en perturbar el tensor de energia-momentum.

Un andlisis de la estabilidad de o6rbitas fue hecho por Letelier utilizando el
criterio de estabilidad de Rayleigh [41] para una formulacién relativista [42,43].
Utilizando este criterio, se estudié la estabilidad de las érbitas alrededor de agujeros
negros rodeados de discos [42]. Este mismo enfoque, fue empleado por Vogt [37] para
analizar la estabilidad en discos delgados is6tropos de Schwarzschild, asi como discos
con halos simples y compuestos utilizando el método de desplazamiento, corte, y
reflexion [44, 45]. Bicdk, Lynden-Bell y Katz [16] analizaron la estabilidad de los
discos delgados obtenidos a partir de la métrica de Chazy-Curzon y Zipoy-Voorhees,
estudiando sus curvas de velocidad y momento angular especifico, descubriendo
que estos modelos no son estables para discos altamente relativistas. Es importante
aclarar que desde un punto de vista tedrico, es mas riguroso el estudio de la
estabilidad de discos perturbando el tensor de energia-momentum, porque en este
caso se tiene en cuenta el comportamiento colectivo de las particulas. Sin embargo,

hay pocos estudios en la literatura que efectien este tipo de perturbacién.

Las condiciones para la estabilidad de sistemas estelares formados por fluidos
perfectos han sido derivadas en el contexto de la teoria general de la relatividad
por Schutz en 1972 [46], por Chandrasekhar y Friedman en 1972 [47,48] y por
Will en 1974 [49]. Basado en estos estudios, Seguin [50] analizé la estabilidad
general de estrellas rotantes formadas por un fluido relativista con viscosidad,
perturbando el tensor de energia-momentum y considerando los coeficientes de las
variables perturbadas como constantes; es decir, considerando sélo perturbaciones
locales (es de aclarar que esta condicién es demasiado restrictiva). Posteriormente
Ujevic y Letelier [?] estudiaron la estabilidad de discos gruesos obtenidos a
partir de la métrica isétropa de Schwarzschild, considerando variables los coeficien-

tes de las perturbaciones y haciendo una aproximacion a primer orden de las mismas.
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Con base en lo anterior, el objetivo de esta investigacion es estudiar la estabilidad
de modelos de discos delgados axialmente simétricos en el contexto de la relatividad
general, teniendo en cuenta el movimiento colectivo de las particulas. Para cumplir
con dicho objetivo, se realizo una perturbacion general en las componentes del tensor
de energia-momento del fluido y se obtuvieron las correspondientes ecuaciones de
conservacion perturbadas. Las perturbaciones consideradas no modifican las deriva-
das de la métrica obtenida a partir de la solucion de las ecuaciones de Einstein; es
decir, no se perturba la identidad de Bianchi. Partiendo de las ecuaciones perturba-
das, para el caso de un disco delgado en el que se tiene una distribucion del tensor de
energia-momentum con soporte en el plano z = 0, se encontraron expresiones para la
densidad de energia superficial perturbada y las presiones perturbadas, las cuales se
resolvieron numéricamente y se analizaron graficamente con el fin de determinar su
estabilidad. Este analisis de estabilidad se realiz6 en sistemas que presentan presion
radial y azimutal, asi como también en sistemas que solo presentan presién azimu-
tal. En este sentido se decidié analizar tres modelos analiticos de discos delgados
presentes en la literatura, dichos modelos son generados a partir de las métricas:

isétropa de Schwarzschild, Chazy-Curzon y Zipoy-Voorhees.
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Capitulo 1

ECUACIONES PERTURBADAS

1.1. Ecuaciones de conservacion perturbadas:

Caso general
La métrica estatica y axialmente simétrica més general, se puede escribir como

ds® = —e?V1di? + 62‘p2r2dg02 + Vs (dr2 + sz) , (1.1)

donde la funciones ¥; con ¢ = 1, 2, 3, dependen tnicamente de las coordenadas r y

z, es decir,
\1/1:‘111 ('I",Z), ‘PQ:\DQ(T,Z), \113:\113(7",2>.

Al considerar un fluido anisétropo y sin flujo de calor, el tensor de energia-

momentum T mas general que describira el fluido esta dado por

T = pUrU" + S™, (1.2)

donde S* es el tensor de esfuerzos y p es la densidad de energia medida por un
observador comovil con velocidad U* que cumple U*U, = —1, con U° > 0. Los
autovectores correspondientes a los autovalores (p,,p,,p.) del tensor de esfuerzos,
definen la direcciéon de los esfuerzos principales como una base en la cual S*” es
diagonal. Por medio de un proceso algebraico la base se convierte en ortonormal de

tal manera que
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—UMU, = X'X, = Y'Y, = Z¢Z, = 1,
U*X, = U"Y, = U*Z, =0, (1.3)
XM, = XVZ, =Y"Z, =0,

y los autovalores son

SX, =p, XM, SMY, =p,YF, SWZ, = p. 7"

Segtun lo descrito anteriormente, el tensor 7" en una tétrada comovil es

TH = pUrUY + p, X' XY + p, Y'YV + p, 2127 (1.4)

en donde la cantidad U* es la cuadrivelocidad del fluido y las cantidades X* Y# y
Z*_ son los ejes principales del fluido. La base de vectores que diagonaliza el tensor

de energia-momentum esta dada por

Ut =e"1(1,0,0,0),

Xt =¢e""(0,1,0,0),

—T (1.5)
(0,0,1,0),

7" =¢e775(0,0,0,1).

Para el caso de una métrica estatica y axialmente simétrica, todas las cantidades
del tensor de energia-momentum solo dependen de 7 y z, al igual que los coeficientes
de las ecuaciones de conservacion perturbadas. Teniendo en cuenta lo anterior, se

puede construir una perturbacion general 5& ) de una cantidad & de la forma

€ (b0, 2) = € (r,2) + 0% (8,1, 9, 2) (L6)

donde & (7, z) es la cantidad sin perturbar y 06" (t,7, p, z) es una pequena pertur-

bacién. Reemplazando (1.6) en la ecuacién (1.4), se obtiene

Tl = o+ 30) (U +80%) U+ 8U") o (pr + 8pr) (XP 4+ 6X1) (X" 40X+
(pp + pp) (Y9 + 6YH) (Y + 6Y) + (ps + 0ps) (21 + 621) (2" +627).
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Después de realizar un proceso algebraico se llega finalmente a que el tensor de

energia-momentum perturbado tiene la forma

Tl (try . 2) =T (r,2) + 6T (t,r, 0, 2) (1.8)
en donde
ST =pUrSU + pdU™ (U” + 6U) + 8p (U™ + SU™) (U* + 6U") +
Pr XHOXY + pp 0 XM (XY +0XY) + 6pr (X! 4 0XH) (XY 4 0XY) +
PY Y + p 0V (YY + 6Y") + dp, (Y + 6Y™) (Y¥ + 6Y") +
PoZMSZY + PO 2P (ZY + 6ZY) + Op. (2" + 02V) (2" + 627) .

(1.9)

El tensor de energia-momentum satisface las ecuaciones de campo de Einstein,

G = KTH, (1.10)

tal que, aplicando la derivada covariante a la ecuacion anterior se tiene

" =0. (1.11)

Se asume que la perturbacién del tensor de energia-momentum no modifica las
derivadas de la métrica encontrada como solucién de las ecuaciones de Einstein;
es decir, la perturbacién 07" no modifica la identidad de Bianchi. Con el tensor
de energia-momentum perturbado T(*;) ’)’ y las ecuaciones de campo de Einstein, se
obtiene que la ecuacion perturbada para el tensor de energia-momentum esta dada

por

(0TH). = 0. (1.12)

s

Introduciendo la expresién (1.9) en la ecuacién (1.12) y considerando sélo
perturbaciones a primer orden; es decir, despreciando términos de orden mayor
igual a dos en 9, las ecuaciones de conservacién perturbadas para cada coordenada

son
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v=t

SU*, (pU") +6U*, (pU") + 0X' . (pp X7) 4+ 6Y", (pp,Y¥) + 62", (p-Z7) +

OU" [(pU") , + pU (20", + T, )| 46U [(pU") _ + pU" (20", +T%,.) | + o
| | 1.13

OX" (0 X"), + P X (20 4 T,) | 02" |(0:27) 4 pZ2 (20 +T7,,) |

+6p: (U'UY) =0,

v=r
SU", (pU") +6X", (0 X") + 0X*, (pr X7) + 6Y", (poY?) + 627, (p.27) +
O (XTXT) 4+ 200" (pU'T",) +26X7 [(pp X7) , +pe X7 (I, +T,) | +
X7 |(pX7), + pr X7 (217, + rﬂuz)} + 20 (pYOT7,,) +0p. (Z°2°T7,.) +  (1.14)
02" |(p=27) . + P2 27 (A7, +T0,.) | + 2027 (0 Z°T7..) + 0p (U'U'T",) +

(Sp@ (Y‘pY‘pFr(ﬂp) + 6p7" |:(XT‘XT)7T + XTXT (FTTT + F'uur)] _ O,

5U@t (P ) + 5X¢ (prX") +0Y* [(pwy¢),z +p90Y§D (ZF%Z + FMMZ)} +
" (

DY P) + 0V, (Y #) +6X7 (0 X7) , + pp X7 (207, + 1%, +

(1.15)
oYy’ [( )77” + p¢Y¢ (QFLPQDT + FH:LLT):| + 52<;’72 (pZZz) + 517@,@ (Y“DY@) i
077 [(pzzz),z + P27 (21“‘9% + Fuuz)} =0,
v==z
5Uz’t (pUt) + 5XZ7T (pTXT) + 5Yiﬂ (p@Y(p) + 5Zz7z (pzZz) + Z'u,u (pzZZ) +
OX* [ (prX"), +pe X" (205, +T%,) | 4+ 20Y% (Y #T2,,) + 0p (U'U'T?,) +
02" [(0:27) -7 (20 1) | 4 0 (2°27) + 200" (pU'T%) + (1.16)

2027 |(p227) , + 27 (T + TV) | 4 09y (XTXTT,) + 0py, (VY #T7,) +

- [(2°2°) 4 272 (15, 4 14,0) | 4 20X7 (0, X7T%,) =0,
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en donde los simbolos de Christoffel ng diferentes de cero son

1 1 1
Fttr - FtTt - _gttgtt,r ) Fttz = tht = _gttgtt,z ; Frrz = Frzr = _grrgm“:z )
2 2 2
F‘P — FW — 1 wP F‘P — FSD — 1 PP FT — 1 rr
or — *rp T 59 Gepr 0z — T ozp T ig 9epz 5 T 59 Grrr
1 1 1
FZ — FZ — _RF o s FT B . FZ — _R* e s
2r rz 2g G2z, tt 29 Gtt, 2z 2g G2z,
r 1 rr z ]‘ zZZ z 1 zZ
e = 59 Jeer s I = oY I P = To¥ e
r 1 rr z 1 zz
.. = —59 Gzzr s ", = _59 9ep,z -

Para obtener un modelo de perturbacién consistente, es evidente que la tétrada

se debe perturbar, por lo que los vectores deben mantener la condicién de ortonor-

malidad

SUMSU, = 6X"5X,, = 0Y"SY, = 62167, = 1,
SUSX,, = SUMSY,, = sU*5Z,, = 0, (1.17)

SXMSY, = §X1SZ, = 6Y"S6Z, = O;

es decir, se deben cumplir las siguientes relaciones

U = 6X7 = §Y? = 67° =0,
__Y

X, Z
5Xt:—7t5UT, Syt = Utaw, 5Zt=—7t6U", (1.18)

X, X Y.
5X¥ = _Zrsyr 60X =-"L5zm SY* = —267%.
YLP ’ Zz 7 ZZ
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1.2. Ecuaciones de conservacion perturbadas:

Caso de discos delgados

Uno de los métodos para obtener discos delgados en relatividad general es a
partir de soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein, en las que
se introduce una discontinuidad finita en la primera derivada del tensor métrico a
través del plano z = 0. Estos modelos de discos delgados son caracterizados por una
distribucién del tensor de energia-momentum proporcional a una funcién delta de
Dirac con soporte en el plano z = 0, por lo tanto, se cumple que no existe presion

axial y ademas las propiedades del fluido s6lo dependen de la coordenada r, esto es

p. =0, p=p(r), pr = pr(7), Py = Dp(T).

De lo anterior, se puede demostrar que el tensor de energia-momentum para una

. . ., . . . . *
distribucion discoidal se puede escribir como

" = QM (2), (1.19)
donde § (z) es la funcién delta de Dirac y

Q" = oUMU" + p, X' X" + p YY", (1.20)

En esta expresién o es la densidad de energia superficial y (U, X* Y*) son los

vectores de la tétrada definida previamente.

Introduciendo la definicion del tensor de energia-momentum para un disco del-

gado (1.19) en la ecuacién de conservacion perturbada (1.12), se obtiene

(6Q™),,,5 () +6Q* [5 ()], = 0. (1.21)

Al integrar la ecuacion anterior sobre la coordenada z se tiene

/ {(5@#% 5 (2) + 6Q™ [6 <z)],z} Jadz =0, (1.22)

teniendo en cuenta que f(x)d'(x) = —f'(2)d(z) y que [ f(x)d(x) = f(x) |z=0 €l

resultado de la integral es

= 0. (1.23)

z=0

(60™),, - (0Q™)_]

* .z 3 . .
Esta ecuacién se demuestra en el capitulo siguiente.
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La métrica considerada para el modelo de discos delgados se obtiene aplicando el
métodos de desplazamiento, corte y reflexion [1,37]. Por esta razén las componentes
de la métrica dependen de la coordenada r y del valor absoluto de z; en otras
palabras, la ecuacién (1.23) toma la forma

(6Q"),,, = (0Q™) 121 | =o0. (1.24)

z=0

Siguiendo el enfoque de la teoria de distribuciones se toma la derivada del valor
absoluto de z evaluada en z = 0 como cero, la ecuacién de conservacion perturbada
para un disco delgado reduce a
(0Q").,, =0 = 0. (1.25)
Como es de interés las perturbaciones sobre la cuadrivelocidad y las las variables
de estado, entonces se puede hacer cero las perturbaciones § X¥ ya que se puede ob-
servar de las relaciones encontradas en (1.18), que esta cantidad no esté relacionada
con las perturbaciones en la velocidad radial o azimutal. Por otro lado, las pertur-
baciones en la tétrada son independientes de las perturbaciones en las cantidades
del fluido, por esta razén, asumir 6 X¥ = 0 no modifica la ecuaciéon de estado del
mismo. Debido a que el fluido se encuentra en el plano z = 0, entonces se esta-
blece que las perturbacines sobre el vector Z* son cero, por lo tanto, al introducir
0X? =672 = 67" = §Z% = 0Z* = 0 en las relaciones presentadas en (1.18) se

obtene
U =0X?=0Y*=0Y"=0. (1.26)

Dada la dependencia con las coordenadas de la métrica estatica axialsimétrica
(1.1), y la forma del tensor de energia-momentum perturbado para un disco delgado
(1.19), todos los coeficientes incluyendo los coeficientes de conexién sélo dependen
de la coordenada radial. Por lo tanto, se puede construir una perturbacién general

de la forma

0EH (t,r, ) = 6&" (1) eilkpp—wt) (1.27)

La ecuacion anterior es de suma importancia para este trabajo, ya que de aqui se
deriva el criterio que permitird decidir si los modelos estudiados son estables o no.
Para analizar la estabilidad nos centraremos en el término §&* (r): Si su amplitud
tiende a cero o se mantiene constante, se puede decir que el sistema es estable, por

el contrario, si la amplitud tiende a infinito se dice que el sistema es inestable.
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Finalmente, al sustituir la perturbaciéon (1.27) en la ecuacion (1.25) y al
reemplazar las condiciones (1.26) y (1.18) en la expresion resultante, se obtienen

las ecuaciones de conservacion perturbadas para un modelo de disco delgado:

v=t
t )
as " ’ : p (1.28)
Up [(M ) o X (20, + F“W)] } + 06U {@kw (aU'* - Ui)} -

do (iwU'U") =0,

v=r
ey (XTXT) + 0U {iw (pi - aUt)] + 60 (U'U'TT,) +
Ui (1.29)
op | (X7X7), 4+ XX (I, T%,,) |+ 0p, (YOV9T7,,) =0,
V=g
suU¥ [w (% - aUt)} + 6p, (k,YPY?) =0, (1.30)
t

donde se definié dp, = 0, con el fin de mantener la ecuacién de estado del fluido en

el disco.
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Capitulo 2

ECUACIONES PARA LAS
VARIABLES DE ESTADO

En el capitulo anterior se encontraron explicitamente las ecuaciones de conser-
vacion perturbadas para un modelo de disco delgado; sin embargo, estas ecuaciones
dependen de las variables de estado del fluido, lo que hace necesario hallar
expresiones para la densidad de energia superficial y las presiones sobre el disco.
Para tal fin, se deben formular las ecuaciones de Einstein correspondientes a un
espacio-tiempo estatico y axialmente simétrico en el cual existe una distribucién

discoidal de materia.

Es posible representar la distribuciéon de materia en el espacio mediante una
hipersuperficie 3, definida por la funcién I(z*) = z, que divide el espacio-tiempo en
dos regiones: M en la parte superior y M~ en la parte inferior. Por consiguiente, el
vector normal a la hipersuperficie ¥ estd dado por n, =1, = 072, y las componentes

del tensor métrico seran funciones simétricas de la coordenada z, de tal forma que

g;V(T, Z) = g:u(ra _z)v (2'1)

mientras que para z # 0, las primeras derivadas respecto a z de dichas componentes

seran funciones impares

g;u,z(r7 Z) = _g:u,z(ra _2)7 (2'2)

donde gcjfﬂ son los tensores métricos para las regiones definidas por z > 0 (M) y
z2<0(M™).
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Segtun lo anterior, se puede definir la funcién
A = A(M¥) s — A (M) s, (23)

donde A, es una cantidad tensorial definida en ambos lados de la hipersuperficie
Y y [A] es definido como el salto de A a través de X. Tomando el limite cuando
z tiende a cero, las discontinuidades en la primera derivada del tensor métrico se

pueden escribir como
b = [g/w,z] = 2g/j_y,z |2=0 - (2.4)

Usando el método de distribuciones [51,52], la métrica se puede escribir como
9op = O (1) 9o — © (=) gops (2.5)

donde O () es la funcién de Heaviside,

/

+1 si [ >0
o) = 0 si 1<0
[ 1/2 si [=0
que satisface
9 d
@Wm=00). eweh=o  TO[=3l

donde §(1) es la funcién delta de Dirac. Considerando que el producto © (1) 6(1) no
estd definido, es necesario mostrar que la métrica (2.5) es solucién de las ecuaciones
de Einstein. Para esto, se debe verificar que las cantidades geométricas construidas
a partir de g,p estdn propiamente definidas como una distribucién. Al diferenciar
(2.5) se obtiene

9opr = O (1) Gagy + O (=) Gapy +1146(1) [gas] - (2.6)

El dltimo término de la ecuacién (2.6) puede causar singularidades en las conexiones
afines por la aparicién de términos proporcionales a © (1) 6(1). Para evitar este pro-

blema, se impone como restriccién que la métrica sea continua en la hipersuperficie,
[905] = 9ap — 9up = 0. (2.7)
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De (2.6) y (2.7), los simbolos de Christoffel se pueden escribir como

I =0 )Yy +0(=)ry, (2.8)
donde Fa[i se construyen a partir de g(fﬁ. Derivando (2.8), se obtiene
[ s =0 ()% 5 +0 (=) 5+ ns()[T%,], (2.9)

por lo que el tensor R%. ; queda descrito por

~

R% ;=0© () R 5+ 0O (=) R% 5 + 6 (1) R%, 5, (2.10)

y

con R“ﬂi7 5 los tensores definidos en M* y

R%5 = (Mgl — %, ]ns. (2.11)

donde .
%, ] = 5 (b%ny + b ng — bgn®) . (2.12)

El término [gap] = bapn, representa la discontinuidad finita de la derivada normal

a la hipersuperficie.

A partir de la ecuaciones (2.11) y (2.12), se puede demostrar que el tensor de
Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci correspondientes a la hipersuperficie
estan dados por

Aa 1 (0% (0% (03 [0

R =5 {b%ngn, — b% ngns + bgn“ns — bgsn®n, }

~ 1

Rﬁd = 5 {bo‘én[gno‘ - baan5n5 + bganan(; — bggnana} (213)

R= {bpan™n* — 0% nny}.
El tensor de energfa-momentum 7Tjs se puede expresar como
Ths = O (1) Tg:s—l-@(—l) T&;—l—d([)@/&;, (2.14)

donde (Qgs es el tensor de energia-momentum asociado a la hipersuferficie y Tﬁi(S

son los tensores de energia-momentum asociados a M, entonces las ecuaciones de

27



Einstein se pueden escribir de la siguiente manera

. R (2.15)
Rgs — 59663 = kQgs.

Como la tnica fuente de campo gravitacional es una distribucién delgada de

materia, el resto del espacio-tiempo es vacio (T ﬁi& = 0), por lo que se satisface

1
]CQ&; 25 {ba(;ngna — b"‘angn(; + bganang — bg(;nana— (2 16)

(buan®n* — Bnne) gss}

Para el caso de una distribucion discoidal finita en un espacio-tiempo M en
coordenadas cuasi-cilindricas ® = (t,,¢, z) y considerando una hipersuperficie
definida por la funcién [(z*) = z, con vector normal n, = §2, la ecuacién (2.16)

toma la forma
1 z 4 zZ SZ 1.0 Z 1.2 zZZ V4 ZZ ]
BQy = 5 {0705 — 0030 + 7V — gV = (07 —gTH) S5 (217)

De esta tltima ecuacion, se puede demostrar que los elementos del tensor de energia-

momentum superficial son

1 2z zz (1 2
Q' = g A0 g7 (V, + 6%, +07.) ) (2.18)
1
@ = g 7 4 0) 219
1 zZZ ZZ 7 zZ
Q% = {0 g (40, +0%) ) (2.20)
Q7. =0, (2.21)

en donde @', representa la densidad de energfa superficial (¢), Q", la presién radial
(p), Q%, la presién azimutal (p,) y k la constante de la ecuacién de campo de

Einstein en unidades geometrizadas (k = 87).
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Capitulo 3

DISCO DELGADO CON
PRESION RADIAL Y
AZIMUTAL

3.1. Disco isétropo de Schwarzchild

Una clase de disco con presion radial y azimutal se puede obtener al aplicar el
método de desplazamiento, corte y reflexion a la métrica isétropa de Schwarzchild.

Tomando las funciones métricas ¥,; como

Uy =Ty = In [1+%]2, (3.1)

2R —
\Iflzln{ m:|,

2R+m
y remplazando en la ecuacién (1.1) se tiene que la métrica is6tropa de Schwarzchild

esta descrita por

2R —m\> m\4
2 _ _ 2 1 2 27 9 2 _
ds (2R+m> dt —i—( tog ) (dr® 4+ r*dp® + dz*) (3.2)

donde m es una constante positiva y R? = r? + (|z| + a)’.
Utilizando la métrica definida en (3.2) y aplicando la definicién (2.4), se obtienen

las siguientes expresiones para el salto de la primera deriva de la métrica a través

del plano z = 0,
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(2R+m) mR . 3
by = —16mR ,——= bpp = — =~ (2R
O L o R
(3.3)
mr?R mR
b = — iad 2 3 b — [ 2 3
o 2R? B 2=0+ - 2R° (2R +m) 2=0+

De las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20) y (3.3), se obtienen las expresiones para la

presion y la densidad de energia superficial del modelo,

16maR?
=9 3.4
7T TRy + m)>’ (3:4)
2 12
8malRg (3.5)

P=Pr=Pe= (2R +m)®(2Ry — m)’

donde Ry = R(r,z = 0).

Es bien sabido que al aplicar el método de desplazamiento, corte y reflexién,
pueden generarse discos de materia exdtica [53]. Estas anomalias se pueden evitar
garantizando que el tensor de energia-momentum cumple las condiciones de energia,
es decir, 0 > 0 A o+ p, +p, > 0. De la ecuacién (3.4) se puede observar que
la densidad de energia superficial siempre es positiva, de manera que se cumple
la condicién de energia débil. Para obtener valores positivos de la presion radial y

azimutal se debe cumplir que
m<2Ry, — m<2Vr?+a? (3.6)

de tal forma, que se satisface la condicién de energia dominante
o+2p>0. (3.7)

Para garantizar que la ecuacion (3.7) se satisface, es necesario encontrar una
relacién directa entre los parametros m y a; para tal fin, se hace necesario utilizar la
definicién de la velocidad de propagacién del sonido en el fluido v definida como v? =
p.r/0o, la cual se puede calcular a partir de las ecuaciones (3.4) y (3.5), obteniendo

o m(4Ry —m)

v = 32R, —m)? (3.8)
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m
De la condicién v? < 1, resulta Ry > m y Ry < Ex que junto con la condicién (3.6),

m < V1?4 a?. (3.9)

Esta desigualdad es valida en todo el disco si m < a.

da como resultado

Por otra parte, para que las perturbaciones cumplan la ecuacion de estado del
fluido, deben satisfacer

0p = p,dr do = o ,dr.

o equivalentemente

p = (&) 5. (3.10)

oy
Denotando los coeficientes que acompanan a las variables perturbadas en la
ecuacién (1.28) como A;, en la ecuacion (1.29) como B; y en la ecuacién (1.30)

como C};, y reemplazando la relacién en (3.10), se obtiene

Bl Dr 1 Dr DPr
N (AP P ) Pr V1B, + By + By Y60 (3.11
ou B2 <O',r> 60-7 B2 { ! <U,r>,r+ (U,r) [ +r 5] " 3} 7 ( )

SU# = —% (i—) 5. (3.12)

Al derivar la expresion (3.11) y remplazar las expresiones para dU" y 6U¥ en la
ecuacién (1.28), se encuentra la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden

para la densidad de energia perturbada
Abo . + Boo, + Céo =0, (3.13)

donde los coeficientes A, B y C, que dependen de los parametros a, m, w, k, y 7,

A
A=A <&> |
B2 O r

B 2By (p. Pr\ | BiB2y By, + By+ Bs Bs | ABy (p,
B=A{— (=) +(— 5 — - — 1,
B2 O r r Or 32 BQ BQ Bg Or

quedan descritos como
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By (p, Dy BBy,  Bi,+ By+ Bs s\ | Bar
C=A{—— = = L i = ’
' { B2 <0-17’> rr + (0-77') r |: B% B2 1 + (O-,T B%

By, + Bs, By.Bs Bz, Ay Dr Dr

By + Bs) — — ’ : — s — =B = -
(Bs+ Bs) B, }JF B2 Bg} By | '\o., T+ o,

AsCy (p,
B,+ B Bsl — — | - A,
[Bys+ Bs| + Bs} c, (U,r) 4

Como se puede observar, dada la complejidad de la ecuacién (3.13), ésta debe
resolverse numéricamente. Para este fin, se imponen dos condiciones de contorno,
una en el centro del disco y la otra en el punto donde termina el mismo. Sin
embargo, el disco considerado tiene extension infinita, por lo que se debe hacer un
corte en la coordenada radial. Teniendo en cuenta lo anterior, se define el radio
de corte r. de la siguiente manera: la materia contenida en el disco hasta el radio
de corte es aproximadamente igual al 95 % del total de la masa del disco infinito,
y el restante 5% de la materia se distribuye a lo largo del plano z = 0 desde r.
hasta infinito". Ademads, se asume que en 7 = 0 la perturbacién es el 10% del va-

lor de la densidad de energia sin perturbar y para r» = r, la perturbacién desaparece.

La masa del disco puede calcularse a partir de la expresion

27 [e'e)
My = / / OG22\ Grrr/ T drdp. (3.14)
o Jo

En 2003 Vogt y Letelier [37] realizaron un anélisis del comportamiento de la densidad
de energia de un disco delgado isétropo de Schwarzchild para distintos valores de a
y m, determinando que los valores de estos parametros que mejor describen el perfil
de densidad de energia, son m ~ 0,5 y a ~ 0,6. Por medio de la ecuacién (3.14),
la condicion para el radio de corte descrita anteriormente, y tomando valores de
m = 0,5y a = 0,6, se encontré un valor de r. &~ 10. A partir de los valores obtenidos y
de las condiciones descritas se resolvié numéricamente la ecuacion diferencial (3.13).
Las figuras 3.1 y 3.2 muestran el perfil de amplitudes de la densidad de energia
perturbada para diferentes valores de w y k., respectivamente. En la figura 3.1
se puede observar que un aumento en el modo w incrementa la frecuencia de las
oscilaciones; ademads, se puede ver que estas oscilaciones decaen aproximadamente

con la misma rapidez independientemente del modo de oscilacion.

“Se escoge el 95 % de la masa total para determinar el radio de corte, debido a que para valores
mayores del porcentaje el valor de o decrece rapidamente, por lo que la perturbacién considerada
inicialmente en r = 0 seria tan débil conparada con o que no afectaria el sistema.
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2.x106|
L —_— W:1, K¢=O, a=0.6, m=0.5

f — w=2, Kp=0, a=0.6, m=0.5
1.x10°6| — w=3, Kp=0, a=0.6, m=0.5

’f_\ oL
8
~1.x108]
—2.x10°8|

0 2 4 6 8 10

Figura 3.1: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferen-
tes modos de oscilacion w en un disco delgado isétropo de Schwarzchild. Se observa un
aumento en la frecuencia al incrementar w.

2.><1O‘6j — Kp=0, w=1,a=0.6, m=0.5
I — K@=0.08, w=1, a=0.6, m=0.5
% O L /\\ '/\\ /\ J\ ,\VA
< I \/ VAR
~1.x10%
—2.x10]

0 2 4 6 8 10

Figura 3.2: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferentes
valores del nimero de onda k, en un disco delgado isétropo de Schwarzchild. Se observa
que al crecer k, la amplitud decrece.
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Por otro lado, en la Fig.3.2 se puede apreciar un decaimiento en la amplitud
de oscilacion cuando aumenta el nimero de onda; por ejemplo, para k, = 0,08 la
amplitud decrece aproximadamente un orden de magnitud, mientras que al duplicar
el nimero de onda (k, = 0,16) la amplitud practicamente se hace cero. Finalmente,
se evidencia que la perturbaciéon generada sobre la densidad de energia en el disco
decae a cero independientemente del valor de w y k,, por lo tanto se puede

considerar que o es estable bajo una perturbacién de la forma (1.27).

El perfil de amplitudes para la presién perturbada se presenta en la figura 3.3.
Se observa que la amplitud para dp tiene un comportamiento oscilatorio similar
al mostrado por la densidad de energia perturbada; adicionalmente, se puede
notar en la presiéon perturbada el mismo efecto presentado por do, al cambiar el
modo de oscilacién. Sin embargo, la diferencia entre ambas variables radica en
que la amplitud de la presiéon decrece mas rapido, generando que la perturbacién

desaparezca, por lo cual la presion en el disco también se considera estable.

15x108}
— w=1, Kp=0, a=0.6, m=0.5
1.x10% 7 w=2, Kg=0, a=0.6, m=0.5
I w=3, Kp=0, a=0.6, m=0.5
5.x107
S Oi /r\‘ o~ P — S e —
g I N\
-5.x107
~1.x108|
-15x10%}
o 2 4 & 8 10

Figura 3.3: Perfil de amplitudes de la presién perturbada Jp para diferentes modos de
oscilacion en un disco delgado isétropo de Schwarzchild. Se observa un aumento en la
frecuencia al incrementar w similar al presentado por do; sin embargo, la perturbacién
sobre la presion se anula mas réapido.
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Los perfiles para las componentes azimutal y radial de la velocidad perturbada se
muestran en las Figuras 3.4 y 3.5. Al igual que las variables analizadas anteriormen-
te, las velocidades 0U* y 6U" exhiben un aumento en la frecuencia al incrementar
el modo de oscilacion; ademas, se observa que los patrones de amplitudes presentan
diferencias entre la componente azimutal y la componente radial. Por otro lado, la
amplitud de la perturbacién para la velocidad radial comienza a crecer hasta llegar
a un punto maximo donde decae nuevamente. Este comportamiento se manifiesta
para los tres modos w. Un aspecto a considerar es que la velocidad radial de las
particulas debe ser menor a la velocidad de escape v., de no ser asi, entonces se
estaria describiendo un disco que no contiene particulas en su interior. Es bien co-
nocido que la velocidad v, necesaria para vencer la fuerza generada por un potencial

gravitacional ® se puede calcular como

ve = V20. (3.15)

Para poder encontrar ® y por ende v., se utilizara la aproximacién de campo débil.
En el limite newtoniano de la relatividad general se puede descomponer la métrica

del espacio-tiempo g,s de la forma

Gap = Nagp + haﬁ, (316)

donde 7,4 es la métrica de Minkowski y h,s es una funciéon que describe la des-
viacion de la planitud y puede relacionarse con el potencial gravitacional. Se puede

demostrar que la componente g;; de la métrica estd dada por [54]
g = 14 2. (3.17)

Despejando el potencial de la ecuacién (3.17) e introduciéndolo en la expresién

(3.15), escogiendo la signatura (—1,1,1, 1), se obtiene que la velocidad de escape es

2V2mR

Ve = 2R+ m’

(3.18)

Para el conjunto de parametros a = 0,6, m = 0,5 y r = 10, la velocidad
de escape es v, = 0,308, y de la Fig. 3.5 se observa que para los tres modos de
oscilacién las particulas se mueven a una velocidad menor a 8 x 1075, garantizando
que todas las particulas permanecen dentro del disco’™ . Este resultado demuestra

que para los parametros escogidos y las condiciones impuestas el modelo presenta

*k .7 . . . . .
Esta comparacién tiene lugar debido a que en las unidades geometrizadas la velocidad es
adimensional
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un comportamiento consistente y puede ser utilizado para describir modelos

astrofisicos.
4.x10~7 ; — w=T, K¢=008, a=0.6, m=0.5
r — w=2, Kg=0.08, a=0.6, m=0.5
Jf — w=3, Kg=0.08, a=0.6, m=0.5
2.x10~"+
s ol
3 i
—2.x107¢
—4.x10~7 |

Figura 3.4: Perfil de amplitudes de la componente azimutal de la velocidad perturbada
para diferentes modos de oscilacién en un disco delgado isétropo de Schwarzchild. El
célculo de la velocidad azimutal se realizé con k, = 0,08 debido a que dU? = 0 para
ky, = 0.

0.0002
I — w=1, Kp=0, a=0.6, m=0.5

— w=2, Kg=0, a=0.6, m=0.5

0.0001 - — w=3, Kp=0, a=0.6, m=0.5

S 0.0000,
3 I
~0.0001 |
00002 b o

0 2 4 6 8 10

Figura 3.5: Perfil de amplitudes de la componente radial de la velocidad perturbada para
diferentes modos de oscilacién con k, = 0 en un disco delgado isétropo de Schwarzchild.
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Los resultados analizados anteriormente se obtuvieron utilizando un criterio de
masa sencillo y no muy aceptado; por esta razon, en lo que sigue se realizaran los
mismos calculos usando un criterio de masa estandar, la masa de Komar [52], la cual

se describe como

1
B 3
MT = 2/E <Ta5 - §Tg°‘6) naﬁ(t)\/ﬁ d Yy, (319)
en donde X es una hipersuperficie tipo espacio, n® es un vector tipo tiempo normal
a 2, f(ﬁt) es el vector de Killing tipo tiempo y h es el determinante de la métrica
asociada a . Para una métrica estatica, axialsimétrica y diagonal se tiene que

g’

t

B
- \/W 56’ f(t) - 61?7 h=9.. gr op>

(%

por lo que la masa de Komar para un disco delgado isétropo de Schwarzchild es

2 00
My = / / (0 +2p) €' \/GoaA/Grrn/ T drdip. (3.20)
o Jo

Introduciendo las expresiénes encontradas para o, p, e¥* y g,s en la ecuacién (3.20)
y resolviendo la integral, se llega a que My = m. Teniendo en cuenta este resultado
y el método descrito previamente para calcular el radio de corte, se encuentra que
r. = 12. Los resultados obtenidos se muestran en las Figuras 3.6 y 3.7, donde se
observa que los perfiles para do presentan un comportamiento oscilatorio similar al
mostrado en la Fig.3.1 y Fig.3.2, ya que las oscilaciones aumentan al incrementar el
valor de w y la amplitud decrece al elevar el valor de k. Por otra parte, se evidencia
que la amplitud de la oscilacion decae mas rapido, en consecuencia la perturbacion
practicamente es nula en la mayor parte del disco para los modos (w = 1, k, = 0,08)
y (w =1, k, = 0,16). Las caracteristicas exhibidas por la densidad de energia per-

turbada indican que esta variable permanece estable bajo la perturbacion estudiada.

En las Figuras 3.8 y 3.9 se presenta el perfil de amplitudes para las componentes
azimutal y radial de la velocidad perturbada, para diferentes modos de oscilacion.
De la figura 3.8, se puede ver que la amplitud de 6U¥ decrece a medida que la
perturbacion atraviesa el disco; no obstante, cuando la perturbacion se acerca al
final del disco la amplitud tiende a permanecer constante pero cercana a cero para
los tres modos de oscilaciéon. En contraste, la amplitud descrita por 6U" inicialmente
crece hasta alcanzar nuevamente un maximo. Este comportamiento no es evidente
para los dos primeros modos w ya que la perturbacion es muy leve y solo se aprecia

al terminar el disco (ver Fig. 3.9).
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Figura 3.6: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferentes
modos de oscilacion w en un disco delgado isétropo de Schwarzchild obtenidos a partir de
la definiciéon de masa de Komar.
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Figura 3.7: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferentes
valores del nimero de onda k, en un disco delgado isétropo de Schwarzchild obtenidos a
partir de la definicién de masa de Komar.
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Figura 3.8: Perfil de amplitudes para las componentes azimutal de la velocidad pertur-
bada para diferentes modos de oscilaciéon en un disco delgado isétropo de Schwarzchild
obtenidos a partir de la definicién de masa de Komar.
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Figura 3.9: Perfil de amplitudes para las componentes radial de la velocidad perturbada
para diferentes modos de oscilacién en un disco delgado isétropo de Schwarzchild obtenidos
a partir de la definicién de masa de Komar.
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Figura 3.10: Perfil de amplitudes de la presion perturbada dp para diferentes modos de
oscilacién en un disco delgado isétropo de Schwarzchild obtenidos a partir de la definicién
de masa de Komar.

La velocidad de escape, en este caso, toma el valor v, = 0,283 mientras que la
velocidad radial de las particulas es menor a 2 x 107*, por lo que no hay escape
de fluido hacia el exterior del disco. Incluso en el caso limite en donde el radio
de corte contiene el 99.9% de la masa total del disco (r. =~ 600), la velocidad de
escape es 40,8 x 1072 mientras que la velocidad radial es por lo menos dos ordenes
de magnitud menor, lo que sugiere que v, crece mas rapido que 6U,., de tal manera
que no existe algin modo (w, k,,) en el cual las particulas puedan escapar del disco.
Este resultado no esté de acuerdo con el estudio realizado por Ujevic y Letelier [55],
en el que crece la amplitud de la velocidad radial al infinito para algunos modos de
oscilacion permitiendo la posibilidad de inestabilidad en este modelo. Finalmente,
es evidente que la velocidad radial y azimutal presentan patrones similares a los
calculados con el criterio de masa descrito en (3.14), lo que permite inferir que la
velocidad de las particulas en el disco no se ve afectada por la definicién de masa
utilizada. Por otra parte, de la figura 3.10 se observa que el perfil de amplitudes
para la presion perturbada tiene algunos aspectos semejantes a los exhibidos por
la densidad de energia perturbada, la principal diferencia entre estas dos variables
es que las amplitudes tienden a cero més rapido para Jdp y practicamente la
perturbacion desaparece alrededor de la mitad del disco. Esto permite concluir que

el criterio de masa afecta la frecuencia de oscilacién y el orden de magnitud de la
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amplitud, pero las tendencias y los patrones de las variables perturbadas no se ven
afectados, luego la estabilidad del sistema es independiente del criterio establecido

para determinar la masa total del disco.
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Capitulo 4

DISCOS DELGADOS CON
PRESION AZIMUTAL

4.1. Disco delgado de Chazy-Curzon

La métrica de Chazy-Curzon en coordenadas de Weyl esta descrita por
ds? = —e*®dt? + e 221 2dp? + XA (dr? + d2?),

donde las funciones ® y A estan dadas por

m?r?

A=—Sgr

(4.1)

(4.2)

con R? = 12 + (|z| + a). De la métrica (4.1) y la definicién (2.4), se obtienen las

expresiones para el salto de la primera derivada de la métrica a través del plano

z =0,
4dma dma [ 2mr?
btt . i 29 bma _ i < i . 1> 62(1\—(1))
z=01 z=0T
dma 5 g 4ma (2mr? 2(A—®)
b%p = —F r e o bzz = W F —1 e Z:0+.

(4.3)

Las expresiones para la presién y la densidad de energia superficial de un disco
delgado de Chazy-Curzon, se obtienen de las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20) y las

definiciones (4.2) y (4.3),
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ma [mr?
— " | 1] e 2(R0—%0) 4.4
T T uR { R } c ’ (44)

2 2
LA TP 1))

= 4.
27TR§ R% ’ (4.5)

Py

Dr = 07 (46)

donde Ry, Ay y ®g son las respectivas funciones evaluadas en z = 0. Como se eviden-
cia en la ecuacién (4.6) el disco descrito por la métrica de Chazy-Curzon no posee
presion radial. Sin embargo, estudios realizados han mostrado la posible existencia
de discos con solo presién azimutal, en donde se podria generar estabilidad si se
tienen corrientes circulares de particulas moviéndose en sentidos opuestos; es decir,
en contra-rotacién [12,32,56]. Al igual que en el caso del disco delgado isétropo de
Schwarzchild, este modelo también debe cumplir con las condiciones de energia; si
se cumple la condicién de energia dominante (o + p > 0), entonces se debe cumplir
que la velocidad de contra-rotacién v debe ser < 1. Gonzélez et al. [32] analizaron
modelos de discos delgados en contra-rotacion y Bicak et al. [16] estudiaron especifi-
camente el modelo de disco de Chazy-Curzon, demostrando en ambas investigaciones
que v?2 = p /o. A partir de las ecuaciones (4.4) y (4.5) se calcula la velocidad de

contra-rotacién )
9 mr

R e —
R3 — mr?

(4.7)

Tomando la derivada de la expresién anterior e igualando a cero se encuentra que
el méximo valor de v? tiene lugar cuando r = v/2a, entonces v? < 1 cuando
m 3\/§ m - 3\/3
- .

S— VvV -

1 - 5 (4.8)

La condicién de energfa débil establece que o > 0, es decir m/a < 3v/3/2. Dado
que las condiciones de energia débil y dominante deben satisfacerse simultaneamente,
se tiene que

m/a < 3V3/4 = 1,3. (4.9)

Puesto que para un disco de Chazy-Curzon p, = dp, = 0, de las ecuaciones (1.29)
y (1.30) se obtienen dU" y §U%. Introduciendo este resultado en la ecuacién (1.28),
junto con las expresiones (4.4) y (4.5), se encuentra la siguiente ecuacién diferencial

de primer orden para la densidad de energia perturbada
Abo, + Béo =0, (4.10)
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donde A y B son funciones de los parametros a, m, w, k,, v y tienen la forma

1
B:{_
w

[Uthr;; +YPYerL (i—ﬂ (wPoU"), + [(oU"), +oU" (2T}, +T%,) |

)

1 k2Y9Y#
{ (UtU'T; +YPYOT, (p—))} -y wUtUt} .

woU? o, w

)

1 \ P
A== [UtUtFtt +YPYOTL <—>] ,

w o

Or Or

) )

r P P 1
(UtUtFm),r + (Y“’Y“"Ffw)m <_> + Y@Y@Ffw <_> J  w2aUt

Como la densidad de energia encontrada para este modelo de disco se comporta
de forma similar a la descrita en (3.4); es decir, o decrece rapidamente a medida
que aumenta la coordenada radial, entonces se sigue un procedimiento similar,
asumiendo las mismas condiciones que se usaron para resolver la ecuacion diferencial
de do del modelo isétropo de Schwarzchild. Para solucionar la ecuacién (4.10) se
usaron valores de a = 0,4 y m = 0,5, los cuales satisfacen las condiciones de energia
(m/a~1,3).

En las Figuras 4.1 y 4.2 se presenta el perfil de amplitudes para la densidad de
energia perturbada en un disco de Chazy-Curzon, variando el modo de oscilacion
w y el nimero de onda k,. Se observa que la amplitud realiza una oscilacién, pero
esta tendencia no se mantiene y la amplitud comienza a crecer rapidamente inde-
pendientemente del valor de w y de k. Estos resultados evidencian que la densidad
de energia, y por ende la presion y las velocidades, presentan inestabilidades para
este modelo. Para descartar que el efecto anterior se deba a los valores escogidos
de a, en la Figura 4.3 se presenta el perfil de amplitud para la densidad de energia
perturbada en el intervalo 0 < m/a < 1,3 . De la figura se observa que al variar el
pardametro a se siguen presentando inestabilidades, pues la amplitud de do tiende
a infinito independientemente del valor escogido. El origen de la inestabilidad, se
puede apreciar si se considera que la ecuacién diferencial (4.10) tiene soluciones de

la forma
bo = ¢ S B/Ad (4.11)

lo que implica que las inestabilidades son una consecuencia de las indeterminaciones

en la funcién B/A.
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Figura 4.1: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferentes
valores de w en un disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-Curzon. En el
recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas méas grandes.
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Figura 4.2: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferentes
valores de k, en un disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-Curzon. En el
recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas més grandes.
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Figura 4.3: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferentes
valores de la relacién m/a en un disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-
Curzon. En el recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas mas grandes.
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Figura 4.4: Gréfica para la funcién B/A presente en la solucién de la densidad de energia
perturbada para el disco delgado obtenido a partir de la métrica de Chazy-Curzon para
valores de a = 0,4; 1; 5. Como la funcién B/A no depende de los valores de w y k, los
resultados se obtuvieron tomando valores de w = k, =0y m = 0,5.
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En la figura 4.4 se muestra la gréfica de la funcién B/A. Esta presenta una
asintota vertical dependiente del valor de a. Lo anterior sugiere que las asintotas
presentes en la funcién B/A generan inestabilidades al solucionar la ecuacién para
do; debido a esto, se puede afirmar que el modelo de disco delgado de Chazy-Curzon

no es estable bajo perturbaciones a primer orden de la forma (1.23).

4.2. Disco delgado de Zipoy-Voorhees

Este disco delgado es obtenido al aplicar el conocido método de desplazamiento,
corte y reflexion a la métrica de Zipoy-Voorhees. Esta métrica es similar a la descrita

en (4.1) y se obtiene a partir de la ecuacién (1.1) escogiendo

\Ijl - —\Ijz - (I), \113 - A - q), (412)

estando las funciones ® y A dadas por

o™ 1 R, +|z|+a
“b—a | Ry+|z|+0b]’
(4.13)
2 2 (h_ )2
A 2m In (Ro+ Rp)*—(b—a) |
(b —a)? AR, Ry

donde R? =72 + (|z| +a)®, R? =12+ (|z| +b)* y b > a. Utilizando las expresiones
anteriores y aplicando la definicién (2.4), se obtienen las expresiones para el salto

de la primera derivada de la métrica a través del plano z = 0

am (11 am (11
b - _ - 29 b — - 2P
T b—a (Ra Rb) . o b—a (Ra Rb) ‘

z=0"
a b
5 a v
b — b — 8m p2(A-®) (Bot Ro) (Ra i Rb) _ (i + i)
T - a)? (Rt Ro? —(b—a)  \E " RJ| )
_ 4m L — i eZ(A_qj)
b—a\R, R 2=0+
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Aplicando el procedimiento usado para los dos modelos de disco anteriores, se

obtienen las expresiones para la densidad de energia superficial y la presién azimutal

a b
m2e—2(Ro—%0) 2(Rao + o) (R_ao + R_bo) < a b >
o=— N TR
21(b — a)? (Rao + R0)? = (b —a)? Rio Ry (4.15)
m 11 ~2(Ao—0)
+ 27 (b — a) (Rao Rbo) ‘ 7
a b
m2€—2(A0—‘1>0) Z(Rao + RbO) (RaO + R_b()) a b (4 16)
Pe = 27(b — a)? (Rao + Ro)2 — (b—a)2 <R30 N R_130> ’ '
b =0, (4.17)

donde Ryg, Ryo, Aoy Pg son las respectivas funciones evaluadas en z = 0. Al igual que
el modelo de Chazy-Curzon, el disco descrito por la métrica de Zipoy-Voorhees no
posee presion radial; por lo tanto, la hipotesis de contra-rotacion es valida también
para este modelo. Asi como en los modelos ya estudiados, la velocidad se calcula a

partir de las ecuaciones (3.10) y (3.11), obteniendo

v? = . (4.18)

/
r? = - <%>2 ks (4.19)

B

luego la inecuacién v? < 1 se satisface cuando

1) M (Y YR

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado para el disco de Chazy-Curzon,

se obtiene una ecuacién diferencial de primer orden para la densidad de energia
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perturbada para el modelo de Zipoy-Voorhees, cuya solucion es igual a la presentada
en (4.11). La Figura 4.5 muestra la grafica de la funcién argumento de la integral
en la ecuacién para la densidad de energia perturbada para el disco delgado de
Zipoy-Voorhees con diferentes valores del parametro b. Para ser consistentes con los
modelos anteriores, los calculos se realizaron con un valor de m = 0,5 y el valor fijo
a = 1. Al igual que para el caso del disco de Chazy-Curzon, el modelo de Zipoy-
Voorhees también exhibe asintotas verticales para cada valor de b (ver Fig. 4.5). Los

valores usados de b se escogieron de tal manera que se cumpliera la condicién (4.20)

y que b > a.
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Figura 4.5: Gréfica para la funcién B/A presente en la solucién de la densidad de energia
perturbada para el disco delgado obtenido a partir de la métrica de Zipoy-Voorhees para
valores de b = 2,15; 3,3; 12, a =1y m = 0,5. Como la funcién B/A no depende de los
valores de w y k,, los resultados se obtuvieron tomando valores de w = k, = 0.

Debido a que el argumento B/A de la integral presente en la solucién para do
exhibe asintotas verticales, la densidad de energia perturbada para el modelo de
Zipoy-Voorhees también debe presentar estos comportamientos, como se muestra en
la Figura 4.6. Se puede apreciar que la amplitud tiende a infinito independientemente
del valor de los parametros, luego la densidad de energia para este modelo es ines-

table, y en consecuencia las demads variables termodindmicas también son inestables.
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Figura 4.6: Perfil de amplitudes de la densidad de energia perturbada do para diferentes
valores de b con w = 0,13 y k, = 0 en un disco delgado obtenido a partir de la métrica
de Zipoy-Voorhees. En el recuadro se muestra la tendencia de las curvas para escalas mas
grandes.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se estudié la estabilidad de tres modelos de disco delgados
relativistas perturbando el tensor de energia-momentum a un primer orden de
las perturbaciones. La eleccion del método de analisis se hizo teniendo en cuenta
que el método de perturbaciones es mas formal en comparacién con el estudio del
movimiento de particulas a lo largo de geodésicas. Considerando el movimiento
colectivo de las particulas en el fluido, se encontré que los modelos de disco delgados
generados a partir de la métrica de Chazy-Curzon y de Zipoy-Voorhees no son
estables bajo las perturbaciones consideradas, debido a que las variables de estado
y la velocidad del fluido tienden a infinito para ciertos valores de la coordenada
radial. Por otro lado, para el caso del disco delgado isétropo de Schwarzschild,
el cual se hizo finito definiendo un radio de corte, las variables del fluido son
estables y presentan un caracter oscilatorio. Ademads, se demostré que para este
modelo la perturbacion generada en el interior del disco desaparece cuando la
coordenada radial se aproxima al radio de corte; es decir, la amplitud de las
variables perturbadas decrece a medida que r se aproxima al final del disco. Lo
anterior sugiere que el disco delgado isétropo de Schwarzschild es estable bajo una

perturbacion general a primer orden como la estudiada en este trabajo.

Al encontrarse que los discos delgados de Chazy-Curzon y de Zipoy-Voorhees
no son estables, se puede afirmar que la hipétesis de contra-rotacion - “corrientes
circulares de particulas moviéndose en sentidos opuestos’- no es suficiente para
generar discos delgados estables con solo presion azimutal. Por otro lado, el hecho
de que los modelos que presentan unicamente presion azimutal no sean estables,
puede estar relacionado con la necesidad de presiones radiales que soporten la
atraccion gravitacional del disco, ademas, la inestabilidad no esta ligada con la
definicién de masa. Por esta razon, se puede pensar que la presencia de una presion

radial es fundamental para la estabilidad de discos delgados.

Se encontré que la masa en cada uno de las métricas equivale a la masa de Komar
para el disco, mientras que mediante la definicién de masa bariénica en reposo, como
es el caso del disco delgado isétropo de Schwarzschild, la masa total depende de los

parametros del método de desplazamiento corte y reflexion.
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Para el caso del disco delgado isétropo de Schwarzschild, se encontrd que en todos
los casos las perturbaciones tienden a cero. Este resultado no esta de acuerdo con el
estudio realizado por Ujevic y Letelier, en el que crece la amplitud de la velocidad
radial al infinito para algunos modos de oscilacién. Se demostré que la extension
radial infinita del disco no es la razon de la inestabilidad, como la hipétesis de Uje-
vic et al., en donde la velocidad de escape es siempre mayor que las velocidades
perturbadas. Nuestros resultados sugieren que el disco isétropo de Schwarzschild es
siempre estable, sin embargo algunas inestabilidades pueden introducirse artificial-
mente en el modelo debido a la utilizaciéon de una definicién de masa no apropiada

en los céalculos.
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