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Resumen

TITULO: Estudio de la estructura geométrica en las transformaciones de la polarizacion.
AUTOR: Jhon Stivenson Pabdn Nifio

PALABRAS CLAVE:Polarimetria, birrefringencia, Luz polarizada, dlgebras geométricas.
DESCRIPCION:

Los medios birrefringentes pueden poseer modos propios lineales, elipticos o circulares, donde
cada caso transforma de manera especifica los estados polarizados. Es por ello, que este estudio se
centra en describir las caracteristicas de sus transformaciones sobre la esfera de Poincaré a través
de una representacion de dlgebras geométricas tales como vectores de Pauli y cuaterniones, debido
a que en esta representacion el operador de un birrefringente depende explicitamente del estado
propio y del retardo, permitiendo una caracterizacion explicita de dichos pardmetros.

Este marco matemadtico se aplica para describir medios complejos, como las placas de onda
compuestas (CW), que consisten en multiples birrefringentes superpuestos. Estas permiten la ge-
neracion de sistemas Opticos con retardos y modos propios especificos, proporcionando un control
preciso sobre la polarizacion de la luz. Basado en ello, se logré una caracterizacion explicita de
cualquier CW mediante dos enfoques: su representacion como un birrefringente con modos pro-
pios elipticos y a través del teorema I de Jones como una superposicién de un birrefringente con
modos propios lineales mas un poder rotatorio, lo cual fue aplicado en la caracterizacion en diver-
sos esquemas de CW. En el andlisis de estos dispositivos, se identificaron limitaciones debido a
ligaduras entre sus pardmetros que restringen el control total durante la modulacién.

Haciendo uso de esta caracterizacion general y para solucionar el problema de las ligaduras
en las CW, se propone el disefio de un CW compuesto por HWPs y QWPs, denominado Full
Tuneable Birefringent (FTB). El cual permite la modulacién independiente de sus modos propios
y y su retardo, logrando un control total sobre las propiedades de un birrefringente variable.

Por otro lado, se encontrd que la caracterizacién de medios birrefringentes requiere una me-
todologia experimental que determine de manera independiente sus dos grupos de pardmetros in-
trinsecos y equivalentes que le caracteriza. Ya que tradicionalmente, estos pardmetros se carac-
terizaban mediante relaciones algebraicas no inyectivas las cuales pueden conllevar a soluciones
matematicas mas no fisicas. Es por ello, que se desarrollé una metodologia polarimétrica y geomé-
trica que permite medir ambos grupos de pardmetros transformando dos estados de polarizacién
especificos incidentes en el medio birrefringente.

Es asi, que se presenta un marco general en el formalismo en dlgebras geométricas para modelar
medios complejos con birrefringencia con modos propios en general elipticos, tales como placas
de onda compuestas. Lo cual ofrece una caracterizacién de dichos medios asi como el disefio de
placas de onda con propiedades ajustables. Es por ello, que en el presente trabajo presentamos un
marco general para modelar y caracterizar los medios compuestos de materiales birrefringentes y
un disefio de CW que ofrece un mayor control sobre la polarizacion.

Proyecto de investigacion.
Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Rafael Angel Torres Amaris (Director)
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Abstract

TITLE: Study of the Geometric Structure in Polarization Transformations.
AUTHOR: Jhon Stivenson Pabén Nifio
KEYWORDS: Polarimetry, Birefringence, Polarized light, Geometric algebras.

DESCRIPTION:

Birefringent media can exhibit linear, elliptical, or circular eigenmodes, with each case specifi-
cally transforming polarized states. Therefore, this study focuses on describing the characteristics
of these transformations on the Poincaré sphere through a representation of geometric algebras
such as Pauli vectors and quaternions, as in this representation, the operator of a birefringent me-
dium explicitly depends on the eigenstate and the retardance, allowing for an explicit characteriza-
tion of these parameters.

This mathematical framework is applied to describe complex media, such as composite wave
plates (CW), which consist of multiple superimposed birefringent media. These allow the genera-
tion of optical systems with specific retardances and eigenmodes, providing precise control over
the polarization of light. Based on this, an explicit characterization of any CW was achieved th-
rough two approaches: its representation as a birefringent medium with elliptical eigenmodes and
through Jones Theorem I as a superposition of a birefringent medium with linear eigenmodes plus
a rotatory power, which was applied in the characterization of various CW schemes. In the analysis
of these devices, limitations were identified due to constraints between their parameters, restricting
full control during modulation.

Using this general characterization and to solve the problem of constraints in CWs, the design
of a CW composed of HWPs and QWPs, termed Full Tuneable Birefringent (FTB), is proposed.
This allows independent modulation of its eigenmodes and retardance, achieving full control over
the properties of a variable birefringent medium.

Additionally, it was found that the characterization of birefringent media requires an experi-
mental methodology to independently determine their two groups of intrinsic and equivalent pa-
rameters that characterize them. Traditionally, these parameters were characterized through non-
injective algebraic relations, which could lead to mathematical but not physical solutions. There-
fore, a polarimetric and geometric methodology was developed, enabling the measurement of both
groups of parameters by transforming two specific incident polarization states in the birefringent
medium.

Thus, a general framework is presented in the geometric algebra formalism to model complex
birefringent media with generally elliptical eigenmodes, such as composite wave plates. This provi-
des both a characterization of such media and the design of wave plates with adjustable properties.
Hence, this work presents a general framework for modeling and characterizing composite media
made of birefringent materials and a design for CW that offers greater control over polarization.

Research project.
Faculty of Sciences, School of Physics, Rafael Angel Torres Amaris (Director)
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Introduccion

"Science is the future of mankind.’
Claude Cohen-Tannoudji.

La birrefringencia es la propiedad de materiales que introducen un retardo de fase entre las dos
componentes de polarizacién correspondientes a los modos propios de polarizacién del material.
Por ejemplo, dependiendo de la orientacion del haz incidente con respecto al eje Optico del cristal,
el cuarzo puede presentar birrefringencia con modos propios lineales (BL) G. Ghosh (1999);
Smartt y Steel (1959), con modos circulares (BC) o actividad 6ptica, o modos propios elipticos
(BE) Chou, Huang, y Chang (1997). La caracterizacién de la birrefringencia de estos materiales
es util para el estudio de la propagacion de la luz en estos medios y su aprovechamiento en nuevas
aplicaciones.

La BL es encontrada en una variedad amplia de materiales naturales y procesados, los cuales
podemos agruparlos dependiendo al origen de su anisotropia. Siendo los materiales con estructura
cristalina los primeros en caracterizarse y los mds usados en aplicaciones, tales como la calcita
G. Ghosh (1999); Smartt y Steel (1959), otro grupo es aquellos en los cuales su birrefringencia es
inducida como los polimeros NOBUKAWA, Aoki, y cols. (2014); Postolache y cols. (2022); Rumi
y Bunning (2014); Tagaya (2021); Tagaya y Koike (2012); Uchiyama, Ono, Ikeda, Shuto, y Yaha-
ta (2012) naturales en laminas procesadas a base de celulosa como Triacetato de Celulosa(CTA)
Kiyama, NOBUKAWA, y Yamaguchi (2017); NOBUKAWA, Shimada, y cols. (2014); Sang Park,
Jung, Jeong Heo, y Geol Lee (2017) y celofan Beléndez, Ferniandez, Francés, y Neipp (2010);
Feynman, Leighton, Sands, y Hafner (1965); lizuka (2003, 2005, 2008, 2012); Judrez-Ramirez y
cols. (2014); Kalwe y cols. (2015); Kariuki, Rurimo, y Calvine (2016); Kinyua, Rurimo, Karimi,
Maina, y Calvine (2013); MACCONAILL (1956); Ortiz-Gutiérrez, Olivares-Pérez, y Sanchez-
Villicana (2001); Velasquez, del Mar Sanchez-Loépez, Moreno, Puerto, y Mateos (2005) y de po-
limeros plésticos como polietileno Emam-Ismail (2013) y poliéster 3M PP2500 Ortiz-Gutiérrez,
Olivares-Pérez, Juarez-Pérez, y Sdnchez-Villicana (2000); Ortiz-Gutierrez y cols. (2004), en otro
grupo estdn aquellos materiales biolégicos con anisotropia estructural debido a ser compuesto de
fibras o tejidos tales como el coldgeno Maitland y Walsh Jr. (1997), la cornea Knighton y Huang
(2002), entre otros Chue-Sang y cols. (2019).

Por otro lado, los materiales BE El-Hosseiny (1975) se han encontrado en cristales como el
cuarzo Chou y cols. (1997), 6xido de silicio de bismuto (BSO) Pellat-Finet y Lebreton (1982),
cristales liquidos nematicos retorcidos (TN-LQ) C. C. Tsai, Liao, Chou, Han, y Chao (2005) y fi-
bras 6pticas Tentori, Garcia-Weidner, y Kuzin (2016); Wai y Menyuk (1994), donde también se ha
explorado su generacion con fines tecnolégicos mediante la superposicion de varios retardadores
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lineales, llamados placas de onda compuestas (Composite Waveplate-(CW)) Miller, Jiang, y Pau
(2022); Yu (2016) y en técnicas modernas como la creacion del material con las propiedades 6p-
ticas deseadas mediante los metamateriales Shi y cols. (2020), sin embargo su complejidad radica
en la disposicion tecnoldgica de replicacion.

Y la BC o actividad 6ptica ha sido caracterizada en cristales Jerphagnon y Chemla (1976);
Pellat-Finet y Lebreton (1982) y en soluciones compuestas de moléculas quirales Barron (2004).
Siendo la medicion de la rotacidn del plano de polarizacion causada por la actividad Optica utilizada
para la medicién de concentraciones y determinacion de pureza. Esta tecnologia se ha posiciona-
do en la industria con una variedad de protocolos y estdndares internacionales para homogeneizar
las medidas y el control de calidad en distintos productos industriales como azicares, leche, acei-
tes esenciales y naturales y en medicamentos, descritos en Ph. Eur(European Pharmacopoeia) y
USP (United States Pharmacopeia), entre otras aplicaciones en el control de calidad de diversos
productos y sus derivados (Estdndares de polarimetria).

En la descripcion matemadtica de los operadores de la polarizacién encontramos dos grupos,
los matriciales de Jones Hurwitz y Jones (1941a); Jones (1941a) y MuellerPérez (2022a) y los no-
matriciales de dlgebras geométricas basados en nimeros hipercomplejos mediante cuaterniones
PELLAT FINET (1983); Pellat-Finet (1984, 1991) y en vectores de Pauli Tudor (2008, 2010a,
2010b, 2012), y una estructura mas general en dlgebra de Clifford Baylis, Bonenfant, Derbyshire,
y Huschilt (1993); Dargys (2012) que contiene embebidas las dlgebras geométricas. Sin embargo,
la formulacién en vectores de Pauli parecer ser la estructura mds adecuada y compacta para la
polarizacion, debido a que sus propiedades son heredadas de matrices de Pauli y este es un lenguaje
mas familiar para la fisica por su relacion con el espin, el cual a su vez es la propiedad que define
fundamentalmente la polarizacién por fotdn.

Sobre la descripcion matematica de los operadores de polarizacion cada birrefringente lineal,
eliptico o circular tiene una transformacidn caracteristica la cual describe una evolucién de los
estados generados como una trayectoria sobre la esfera de Poincaré a medida que se rota el birre-
fringente, ya que estas cambian el estado para cada dngulo de rotacion. Por lo cual la evolucion
es la transformacion de un estado normalizado a otro, por lo tanto la accién de incidir estado po-
larizado atravéz de un retardador cualesquiera se describe matemdticamente como una rotacion.
En Salazar-Ariza y Torres (2018) se determiné una descripcién geométrica que caracteriza la tra-
yectoria generada por un retardador lineal cualesquiera formulando la ley de los birrefringentes
lineales, la cual describe la curva de todos estados generados mediante un cono doble de dngulo
0 que intersecta la esfera, siendo 0 la diferencia de fase que caracteriza el birrefrigente lineal. De
esta manera, se determinan todos los posibles estados que genera un retardador lineal cualesquiera
sobre la esfera de Poincaré.

Adicionalmente a las propiedades de los BL, BE y BC se han descrito matemdticamente
otros comportamientos como el dicroismo mediante rotaciones sobre la esfera de Poincaré Pellat-
Finet (1984), lo cual manifiesta los isomorfismos entre un grupo de operadores de la polarizacion
y las rotaciones. Donde se enfatiza en que los desarrollos de la teoria de grupos Rao, Rao, y
Koneru (1988a), aplicados a las rotaciones se heredan para describir las transformaciones de los
materiales moduladores de la polarizacion, y mediante el uso del dlgebra geométrica se propone
un marco matemadtico para explorar las propiedades presentes dentro de la estructura matemaética
de la polarizacion en una manera mds formal, compacta y general.

Aprovechando las propiedades matematicas de los operadores de polarizacion descritos como
rotaciones sobre la esfera de Poincaré, describimos un formalismo en base al dlgebra geométrica
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de vectores de Pauli en su representacion unitaria ya que en esta representacion emergen de ma-
nera mas intuitiva la accién de los operadores como rotaciones, también permite evidenciar los
modos propios determinados por el eje de rotacién Tudor (2010a, 2010b). En comparacién a los
formalismos matriciales de polarizacion como Jones y Mueller esta es una manera compacta de
generar sistemas mas complejos como la superposicion de varios elementos, ya que las propieda-
des de la teoria de grupos aplicada a varias rotaciones pueden ser aplicadas para describir la accion
de varios operadores de la polarizacion. Esta representacion ha sido explorada mediante analogias
con el marco matematico de la relatividad Han, Kim, y Noz (1997); Pellat-Finet y Bausset (1992),
donde se han evidenciado los comportamientos de operadores equivalentes en fendmenos especi-
ficos de la relatividad especial Dingel, Buenaventura, Chua, y Libatique (2019); Franssens (2015);
Monzén y Sanchez-Soto (2001); Tudor (2015). En esta analogia de rotaciones con la polariza-
cion se han evidenciado como una estructuras matematicas de la teoria de gruposShenoy y Arakali
(2002); Takenaka (1973), tales como el grupo de Lorentz Han, Kim, y Noz (1996); Y. S. Kim
(2000), Poincaré Y. S. Kim y Noz (2013), SitterBacskal y Kim (2006), pequefios de Wigner Han,
Kim, y Noz (1999); Y. Kim (2014), SU(2) Agarwal (1999); Reddy y cols. (2014); Shen, Wang, Fu,
Naidoo, y Forbes (2020), los cuales se han aprovechado en aplicaciones Britton (2000); Monzo6n y
Sanchez-Soto (2001).

Como objeto de estudio de los medios birrefringentes, se optard por una configuracién de BE
generada mediante CWGu y cols. (2018). Estos sistemas permiten obtener un birrefringente equi-
valente con propiedades Opticas especificas, con variaciones en su retardo y sus modos propios,
que generalmente son elipticos, lo que hace que una CW corresponda a un BE. Por lo tanto, es-
tas configuraciones pueden ser caracterizadas mediante la Representacion del teorema I de Jones
(RJ) Hurwitz y Jones (1941a), que las describe como la composicién de un BL y un BC Vala y
cols. (2021); Yu y Chou (2011); Yu y cols. (2009).

Las CW han sido aplicadas con diversos propdsitos. Por un lado, en el disefio de birrefringentes
con diversos grados de acromaticidad, en la generacion birrefringentes acroméaticos Saha, Bhatta-
charya, y Chakraborty (2012); Vilas y Lazarova-Lazarova (2017) y superacromaticos Gu, Jiang,
Chen, Zhang, y Liu (2022); Li y Escuti (2021); Samoylov, Samoylov, Vidmachenko, y Perekhod
(2004). Por otro lado, en la bisqueda de retardadores variables se han explorado diversas tecnolo-
gias como cristales liquidos Gilman, Baur, Gallagher, y Shankar (1990), los cuales son BE Davis,
Moreno, y Tsai (1998), metamaterialesShi y cols. (2020); D.-Q. Zhang, Shu, Jiao, y Wu (2021) y
varios esquemas de CW, en las que se ha aprovechado la variacion de los retardos y modos propios
en términos de los parametros de las waveplates que componen la CW. Se han obteniendo esque-
mas de BL con retardo tuneable Messaadi, Sdnchez-Lopez, Vargas, Garcia-Martinez, y Moreno
(2018); Pancharatnam (1955), BC o rotadores de poder rotatorio variable Al-Mahmoud, Coda,
Rangelov, y Montemezzani (2020); Jones (1941b); Rangelov y Kyoseva (2015a) y BE de retardo
y modos propios tuneables Gottlieb y Arteaga (2021); Miller y cols. (2022); Pabén, Hernandez,
y Torres (2023); Yu (2016). En la misma busqueda, recientemente se propuso una metodologia
para el disefio de customized retarders Vilas y Herrera-Fernandez (2022), donde se obtiene el re-
tardo variable del CW de manera numérica teniendo como grado de libertad los retardos y las
orientaciones de las waveplates que la conforman.

Ademads, las CW se han explorado en polarimetria cuantica Goldberg (2020) en el disefio de un
SU(2) gadget Bagini y cols. (1996); R. Simon y Mukunda (1989, 1990) apilando HWPs y QWPs,
el cual ha sido usado en diversas aplicaciones Alonzo, Santarsiero, y Gori (2018); Passos, Junior,
de Oliveira, Khoury, y Huguenin (2020); Schilling, von Zanthier, y Agarwal (2010); B. N. Simon,
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Chandrashekar, y Simon (2012). Las CW también se han usado en el estudio de las fases geomé-
tricas Bhandari (1989, 1991, 1992a); Jisha, Nolte, y Alberucci (2021); Maria Chekhova (2021) y
estados topoldgicos de polarizacién Bhandari (1997a); Saito (2023b). Ademads de sus aplicaciones,
la configuracién de capas de una CW ha sido usada como modelo para describir medios com-
plejos como las fibras 6pticas Chartier, Hideur, Ozkul, Sanchez, y Stephan (2001) caracterizadas
previamente como BE Tentori y cols. (2016) y los cristales liquidosPochi Yeh (1999). Siendo di-
cho modelo de CW prometedor para extender las caracterizaciones de estructuras bioldgicas con
birrefringencia Chue-Sang y cols. (2019); N. Ghosh y Vitkin (2011); He y cols. (2021), ya que por
ejemplo, la cornea Knighton y Huang (2002), el coldgeno Maitland y Walsh Jr. (1997), y tejidos
bioldgicos Ke y cols. (2023) han sido previamente caracterizados como BL.

Un método simple para generar un birrefringente con modos propios elipticos es mediante
las CW Gu y cols. (2018), que al combinar dos placas con modos propios lineales se puede
presentar una actividad dptica Vala y cols. (2021); X. Zhang (2013). De acuerdo con el teorema I
de Jones Hurwitz y Jones (1941a), un CW se puede describir en mediante la composicién de un
birrefringente con modos propios lineal y uno circular Yu y Chou (2011); Yu y cols. (2009), otros
trabajo con resultados similares son Gu y cols. (2018); Pellat-Finet (1984). Estos han sido aplicadas
en el disefio de birrefringentes acromaticos Saha y cols. (2012); Vilas y Lazarova-Lazarova (2017),
superacromaticos Gu y cols. (2022); Li y Escuti (2021); Samoylov y cols. (2004), rotadores Al-
Mahmoud y cols. (2020); Jones (1941b); Rangelov y Kyoseva (2015a), birrefringentes con modos
propios elipticos Miller y cols. (2022); Yu (2016) y un polarizador eliptico Tu, Jiang, Ibn-Elhaj, y
Pau (2017).

Tipicamente, un retardador estd caracterizado por sus dos modos propios de polarizacién y su
birrefringencia Pérez (2022b). Sin embargo, una caracterizacion geométrica propuesta por Salazar-
Torres Salazar-Ariza y Torres (2018), por las curvas de los estados emergentes de polarizacion
sobre la esfera de Poincaré, puede ser ventajoso para la estimacion experimental los estados pro-
pios y birrefringencia de diverso medios Pabén y cols. (2023). Basados en un trabajo de Azzam
Azzam (2000) con BL, recientemente se propuso un formalismo geométrico sobre la esfera de
Poincaré para un BE rotante al incidirle un haz monocromatico con un estado linealmente pola-
rizado Wang y He (2022), no obstante una caracterizaciéon completa exige considerar estados de
polarizacién incidentes elipticos. Es asi que de forma andloga a lo hecho para los BL en Salazar-
Ariza y Torres (2018), en este trabajo se estudia la curva de estados de polarizacion emergentes de
un BE, cuando se le incide con un haz con polarizacién eliptica. Estas ideas son aplicadas en el
estudio de una CW compuesta de dos QWP De Zela (2012); Gottlieb y Arteaga (2021); Reddy,
Prabhakar, Chithrabhanu, Singh, y Simon (2016), donde se obtiene una expresion para los modos
propios y birrefringencia mediante los formalismos de dlgebras geométricas Pellat-Finet (1984);
Tudor (2010a, 2010b), las cuales estdn bien adaptadas a la metodologia propuesta en este trabajo.

Agregando a lo anterior, en el presente trabajo proponemos una descripcion explicita de los
modos propios y el retardo para cualquier configuracién de CW, en dos formas: mediante un BE
y a través del RJ, logrando caracterizar explicitamente seis pardmetros. Teniendo como grados de
libertad los retardos y las orientaciones de los ejes rapidos 6 con respecto a la horizontal de los bi-
rrefringentes que conforman la CW. Teniendo esto en cuenta, se presenta un recurso a través de un
codigo realizado en Python, el cual describe diversos esquemas de CW como casos particulares y
permite disefiar o modelar cualquier CW. Al aplicar esta caracterizacion en diversos esquemas de
CW, se encuentra que presentan ligaduras entre su retardo y su modo propio, por lo que estos CW
no constituyen birrefringentes acordables con total libertad. Basado en este problema, proponemos
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un disefio de CW mediante HWPs y QWPs descrito como un Full Tuneable Birrefringent(FTB),
de retardo y modos propios elipticos tuneables de manera independiente y sin ligaduras. De este
modo, ahora es posible acceder a un control total sobre las transformaciones de la polarizacion.

El trabajo se divide en tres partes, la primera describe el marco tedrico, la segunda se desarro-
lla matematica el estudio de los BE y su representacion geométrica, asi como la caracterizacion
explicita de las CW. En la tercera parte se presentan las aplicaciones desarrolladas.
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2. Formalismos de la polarizacion de la luz

"Scientific knowledge is a body of statements of varying degrees of certainty
-some most unsure, some nearly sure, none absolutely certain.’
Richard Feynman

2.1. Polarizacion de la luz

La polarizaciéon de la luz es una propiedad fundamental que describe cldsicamente como oscilan
las ondas electromagnéticas, y su cardcter fundamental es debido a que por fotén individual este
tiene un estado de polarizacién definido el cual es su momento angular determinado por el espin,
siendo cualesquier estado de polarizacion la superposicion de sus espin enteros =1 permitidos por
la naturaleza bosonica del foton. Entre los formalismos de describir la polarizacion estos pueden
agruparse en matriciales y no matriciales, entre los primeros estdn los formalismos de Jones y
Stokes-Mueller de matrices 2x2 y 4x4 respectivamente, y en el segundo grupo estos se describen
en las dlgebras geométricas de nimeros hipercomplejos mediante cuaterniones Pellat-Finet (1984),
en vectores de Pauli Tudor (2008, 2010a, 2010b, 2012) y en el dlgebra de Clifford Baylis y cols.
(1993); Dargys (2012).

Sobre la descripcion de la polarizacién de un haz en la teoria clésica, esta obedece a las ecuaciones
de Maxwell para cargas y corrientes nulas , es decir, en el vacio), de donde se obtienen campos
electromagnéticos variables en el tiempo y la ecuacion de onda para dichos campos. Analizando
el caso de ondas planas y monocromaticas, se obtiene que estos campos son transversales, siendo
la polarizacion la propiedad que me describe la forma geométrica de las oscilaciones de estas on-
das en el plano perpendicular a la propagacion de la onda. Los dos formalismos matriciales que
describen el estado de polarizacién de un haz son mediante los vectores de Jones y vectores de
Stokes, los cuales son de dimensién en R? y R* respectivamente, dependiendo de cual formalismo
se utilice se describen los dispositivos que cambien la polarizacion como matrices de 2x2 para for-
malismo de Jones, o 4x4 para formalismo de Stokes, llamadas estas tltimas matrices de Mueller,
La dimension de las matrices se debe a que conservan la dimension del vector polarizacion, con lo
cual transforman un estado polarizado en otro.

Entre los formalismos del dlgebra geométrica, de cuaterniones y vectores de Pauli Pellat-Finet
(1984, 1991); Tudor (2008, 2010a, 2010b, 2012) se puede describir con mayor facilidad la trasfor-
macion sobre la esfera de Poincaré mediante operadores unitarios. Su representacion corresponde
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a una rotacion de angulo 9 sobre un eje 7, estos son los parametros que determinan la transforma-
cién y por tanto el medio 6ptico, donde 7 es el eje y por tanto determina los modos propios y el
angulo de rotacion si este es real modela birrefringencia y si es imaginario modela dicroismo. Por
lo cual mediante un solo operador se puede describir de manera practica ambos operadores. Me-
diante este formalismo se puede representar cualquier medios con modos propios lineal, elipticos
o circulares. Sobre estas dos dlgebras, ambas comparten similitudes operacionales, sin embargo la
forma de definir el eje 7 difiere entre los cuaterniones y los vectores de Pauli, ya que los segundos
obedecen al producto entre las matrices de Pauli.

Elipse de polarizacion

Describiendo la propagacién de un haz propagandose en direccion z obedecen a las ecuaciones de
Maxwell en el vacio mediante el propagador 7 = kz — wt de la forma

E, = Ey; cos(kz — wt) = cosT, (2.1)
E, = Ey, cos(kz —wt 4+ 0) = cos(T +9), (2.2)

donde, F, y E, son los campos variables de amplitud en su respectiva coordenada, Fy, y Fjo, son
las amplitudes maximas y ¢ la diferencia de fase entre ambas coordenadas.

___________

-

Figura 2.1 Representacion de la elipse de Polarizacién. En la figura izquierda se
representan por las amplitudes y las fases de cada componente mediante Foy, y Epy,. El
figura de la derecha se representa la elipse de Polarizacién mediante una forma equivalente
usando angulos de excentricidad x y rotacion a.

Ahora, aplicando la identidad de cos(A + B) = cos Acos B — sin Asin B en E,, para cancelar el
término de propagacién 7, y aplicando la identidad cos®t + sin?7 = 1, se obtiene una relacién
geométrica de amplitudes y fases. La cual rige el lugar geométrico del plano de oscilacién siendo
la ecuacion de la elipse de polarizacion, expresada por

2

+ -2 cos§ = sin? 4, 2.3
E(Q)x Egy EOx EOy ( )

esta ecuacion permite representar las formas de oscilacion del campo electromagnético, siendo los
casos de polarizacion lineal, eliptico y circular los permitidos por esta ecuacion. El caso general
de la polarizacion corresponde al estado eliptico y se representa en la figura 2.1.
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2.2. Birrefringencia

La anisotropia en los indices de refraccion reales es la llamada birrefringencia. La cual es explora-
da en aplicaciones mediante las ldminas retardadores de onda, las cuales son hechas por cristales
uniaxiales, y se utilizan para cambiar el estado de polarizacion al introducir una diferencia de fase
en cada componente de polarizacion, su representacion se muestra en la figura 2.2. Los medios
birrefringentes poseen formas de clasificarse, tales como su retardo, orden y modos propios, estos
ultimos pueden ser lineales (BL), elipticos (BE) y circulares (BC).

8, = kned = k. /e d
8 = knod = ky/eyd
§ =08, — 0,

/A Li0y — "
Ep, = Eoye™™ = Ey,

/A Li0e — i
Ep, = Eoze™™ = Eg, e’

Figura 2.2 Retardador de onda, descrito como un material anisotrépico uniaxial sin
absorcion, es decir, indices reales. Las compones del campo en X y Y se desfasan, ya que en
cada eje recorren la distancia d a diferentes velocidad, debido a la diferencia de indices, sin
embargo no ocurre el fenémeno de doble refraccion ya que las componentes del campo
viajan en la misma direccion, al igual la potencia, siguiendo la misma direccion, es decir Ke
|| Ko y Se||So. 0 es el dngulo de rotacion del birrefringente, el cual describe la orientacion
de las fases por tanto se genera un cambio de la polarizacién debido a la rotacion. Figura
desarrollada con Inkscape

Para obtener una descripcion de los cambios en la polarizacion debido a rotaciones en el retardador,
se hace aplicando el operador rotacion a la matriz de un birrefringente. Dicho operador se revisara
en los formalismos de matriciales de Jones y de Mueller, y en formalismos geométricos de algebra
de cuaterniones y vectores de Pauli.

Birrefringencia con modos propios lineales (BL)

Un medio birrefringente con modos propios lineales se representa en la figura 2.3. Este tipo de
medio estd hecho de cristales como cuarzo y calcita en ciertas direcciones de incidencias. En
generar estos tipos de medios BL son los usados para los moduladores de polarizacion comerciales
tales como placas cuarto de onda y media onda.
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O<f<m

y

Slineal

Figura 2.3 Representacion de un retardador lineal rotante de retardo ¢y, el cual tiene
como modos propios todos los con polarizacion lineales.

Ley de los birrefringentes con modos propios lineales BL.

La curva de estados generador por un BL rotante tiene una representacion geométrica caracteris-
tica, es decir, genera una curva especifica sobre la esfera de Poincaré dependiendo del retardo y
estado de polarizacion incidente. Para obtener dicha curva, debemos describir el operador de un
retardador lineal rotante en sus formalismos matriciales y de dlgebras geométricas.

Input Elliptical State
He-Ne Laser ¢ | P Q (Q Polarimeter

6’ = cte O0<bf<m

Senant (20[, _2)()

Figura 2.4 Esquema 6ptico utilizado por Salazar-Ariza y Torres (2018) para placas
birrefringentes con modos de polarizacién lineal, donde C es una lente colimadora, P un
polarizador lineal, # = cte es un dngulo constante y Q son placas de onda cuarto de onda
rotativas.

Utilizando el formalismo de vectores de Stokes, y matrices de Mueller para el operador birrefrin-
gente lineal rotante estd dado por:

M;(0) = R(=0)M;sR(0), (2.4)

los estados emergentes estdn descritos por S, y corresponden a la evolucién de un estado de po-
larizacion incidente S definido al pasar por un birrefringente rotante, al graficar sobre la esfera de
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Poincaré S’ variando 6 entre (0, 27) se obtiene la curva de los estados emergentes, para obtener la
expresion de los estos estados se opera de la siguiente forma

S' = M;(0)S, (2.5)

reemplazando Mj(#) operada por la ecuacién 2.4 obtenemos el vector S,

/
1
0
| cos 2 cos 2 + [cos 2y sin(2a — 260)(1 — cos ) + sin 2 sin §] sin 260
/ = . . . . s (26)
5 cos 2 sin 2« — [cos 2 sin(2a — 20)(1 — cos d) + sin 2 sin §] cos 26
5 sin 6 cos 2y sin(2a — 26) + sin 2 cos §

el cual genera una curva de estados descritas por trayectorias cerradas en formas de ocho simétrico
o asimétrico dependiendo del estado incidente. Las ecuaciones parametrizadas del cono descritas
por la ley de los retardadores serdn caracterizadas por el siguiente vector

1 1
a+ (=559 (2 — ¢)sin 2t
I R 27
Yy b—( o )(z—c)cos?t
z z

donde z y ¢ son parametros independientes. Dicha curva se verific6 experimentalmente mediante
el esquema de la figura 2.4. Y se representa en la figura 2.5, la cual puede describirse por un for-
malismo geométrico Salazar-Ariza y Torres (2018) mediante la siguiente ley:

Ley de los birrefringentes con modos propios lineales: Las trayectorias formadas sobre la esfera
de Poincaré como el resultado de pasar un estado polarizado a través de un birrefringente lineal
rotante son caracterizadas por la curva de interseccion de la esfera de Poincaré con un cono. El
eje de simetria del cono esta definido por el estado de polarizacion de entrada y su estado enan-
tiogiro(estado con misma orientacion y elipticidad girando en sentido contrario). Las trayectorias
sobre el plano ecuatorial de estas curvas corresponde a las limacones de Pascal.

Birrefringencia con modos propios circulares (BC) o Actividad Optica

La birrefringencia circular se evidencia sobre la esfera de Poincaré en la figura 2.6. Como operador,
la actividad Optica actia como una rotacion del plano de polarizacién del haz incidente sin variar
su elipticidad. Siendo el estado circular el unico que al rotarse su plano queda invariante, por lo
tanto corresponde a su modo propio y se puede catalogarse como birrefringencia circular.

2.3. Formalismo de algebras geométricas en la luz polarizada

Los operadores que representan los medios birrefringentes, son transformaciones unitarias Jones
(1941a), lo que permite representar a los birrefringentes como rotaciones sobre la esfera de Poinca-
ré. Donde las dlgebras geométricas surgen de manera intuitiva en dichas transformaciones. Dichas
algebras corresponden a los vectores de Pauli, y los nimero hipercomplejos de cuaterniones.
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Figura 2.5 Representaciéon de la ley de los retardadores lineales para un retardador QWP
rotante generando curvas de estados simétricos y asimétricos al incidirle un estado lineal o
eliptico representado en blanco. Figura tomada de Salazar-Ariza y Torres (2018).

Algebra de cuaterniones

Los cuaterniones corresponden a nimeros hipercomplejos de cuatro dimensiones propuestos por
Hamilton. Los cuales son una extensién de los nimeros complejos a una representacion tridimen-
sional. Estos siguen unas reglas de producto y suma particulares. Pierre Pellat-Finet Pellat-Finet
(1984, 1991) propuso una representacion de la polarizacion mediante su uso, la cual es equivalente
al formalismo de Stokes-Mueller, donde los estados de polarizacion y los operadores estan descri-
tos también por cuaterniones. Dicha dlgebra de cuaterniones tiene la siguiente forma. Definiendo
¢ mediante )

GeCh G=qo+qi+qj+ gk, (2.8)

donde C* representa el espacio 4-dimensional complejo. gy es un escalarreal y ¢; ;i = 1,2,3 son
partes complejas de §. i) y k son unidades imaginarias en diferentes orientaciones, y cumplen
con las relaciones |i| = || = |k| = —1y )k = —1. Los cuales obedecen un regla se suma usual
y producto definido de la forma

€,€; = _5ij + €ijk€k, (29)

donde e; son la base de los cuaterniones {eo, e;, e, e3} = {1,7,7,k}.

Representacion de los estados de polarizacion

La representacion de los estados de polarizacion esta representado por
P = qo+ qii + g2 + g3k, (2.10)

donde gy = S es la parte escalar y representa la intensidad de la fuente, y las partes hipercomplejas
q; = S; cont = 1,2, 3 caracterizan el estado de polarizacién. En esta representacion de cuaternio-
nes, es posible describir estados parcialmente polarizados, mediante las siguientes relaciones: si el
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Medio con actividad éptica levogira Medio con actividad éptica dextrogira
Sinput
F%# Sinput
/% ' Soutput ﬂy\s
\‘ ,% ' Soutput
/%‘ 4/%}
k
Ss
S
Soutput (2a+¢,2x)
S1 it 20.20) S1 Sinpur(20.21)

¢ birrefringencia circular o actividad 6ptica

Figura 2.6 Representacion de la actividad éptica o birrefringencia circular en muestras de
una solucion épticamente activa en un tubo de ensayo de polarimetria en sus dos variantes
dextrogira o levégira y su representacién como operador de rotacién sobre la esfera de
Poincaré.

cuaternién P sélo tiene parte real, de la forma

A

P = q, (2.11)

el haz esta no polarizado. Y si las componentes vectoriales ¢; = .S; para i = 1,2, 3 existen siguen
alguna de las siguientes relaciones
G5 > qi + a5 + 45, (2.12)

el estado es parcialmente polarizado. Si cumple con
G5 = qi + a5 + 45, (2.13)

entonces el estado estd totalmente polarizado. Por lo tanto, la relacion la podemos escribir como

2 2 2
1=, %, 8 (2.14)
% 4d0 9

lo cual representa la ecuacion de una esfera unitaria centrada en el origen. Este resultado permite la
representacion de los estados de polarizacion mediante la parte vectorial de los cuaterniones sobre
la esfera de Poincaré.

Operadores de birrefringencia lineal, eliptica o circular en formalismo de cuaterniones

Los operadores de polarizacién describen aquellos medios que modifican el estado, tales como
birrefringencia y dicroismo. La accién de un birrefringente en un estado polarizado sobre la esfera
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de Poincaré se modela como una rotacion Pellat-Finet (1984). Donde el operador se representa por
un vector e, y un dngulo de rotacién -, de la forma

et — cos% +e, sin% : (2.15)
donde ~ representa el retardo de fase que introduce el birrefringente y e, es un cuaternio puro el
cual se representa los modos propios de polarizacion del medios. Los cuales se modelan como un
vector unitario sobre la esfera de Poincaré expresado de la forma

e, = €1 Cos 2 cos 2cv + e cos 2 sin 2a + e sin 2y, (2.16)

donde a y x son los dngulos de rotacion y elipticidad de los estados propios de polarizacion del
birrefringente. La transformacidén es una rotacién del estado incidente, como se muestra en la figura
2.7. La accién del operador en un estado polarizado S se expresa de la forma

S = ¢et38e %7 (2.17)

donde S representa el estado polarizado incidente en el birrefringente. Al modelarse como una

Figura 2.7 Representaciéon de la transformacion de un estado polarizado incidente S en un
estado S’ al pasar por un medio birrefringente con modos propios elipticos sobre la esfera
de Poincaré.

rotacion, los estados rotan un dngulo 7y con respecto a e, siendo e, aquellos los puntos invariantes a
la transformacion debido a que corresponde a sus modos propios. Este modelo permite representar
un birrefringente lineal, eliptico o circular variando los dngulos del vector e,,.

Birrefringente lineal rotante en Formalismo de cuaterniones
Los estados emergentes generados por un retardador lineal rotante en formalismo de cuaterniones

se representa en la figura 2.8.

Cuando x = 0 en la ecuacion 2.16 se obtiene el caso de un BL de modos propios e; y birrefrin-
gencia J, cuya orientacién del eje rdpido con respecto a la horizontal es v = 6, asi

e, = e; cos 20 + ey sin 26 . (2.18)

. 3 .
De esta manera se obtiene e®2 = cosg + e;sin % Por lo cual un BL opera sobre un estado
polarizado de la forma
Sy el
S’ =e®28e 2, (2.19)
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0 birrefringente lineal

Figura 2.8 Representacion del operador unitario de un retardador lineal rotante en
formalismo de cuaterniones sobre la esfera de Poincaré.

donde, S’ son los estados emergentes, S es el estado incidente. Al describir esta operacién de
manera explicita se obtiene

Sy cos /2 1 cos /2
eS] | | e cos20sing/2 €S —e; cos2sind/2 (2.20)
925/2 o €9 sin 26 sin 6/2 GQSQ —€9 sin 26 sin 5/2 ’ '
esS; 0 e3Ss 0

operando mediante el producto de cuaterniones y aplicando identidades trigonométricas se obtiene
el cuaternién que define la curva de estados emergentes de la forma

1 1
e;S) _ | ei(cos2x cos 2 + [cos 2x sin(2cc — 26) (1 — cos §) + sin 2y sin 6] sin 26)
S, ey(cos 2 sin 2ar — [cos 2 sin(2a — 26) (1 — cos §) =+ sin 2 sin 6] cos 26)
e3S; e3(=£sin d cos 2 sin(2c — 26) + sin 2 cos §)

(2.21)
Los estados emergentes S’ obtenidos por cuaterniones en la ecuacién 2.21 es equivalente a la
expresion obtenida mediante el formalismo de Mueller en la ecuacién 2.6.

Birrefringencia con modos propios elipticos (BE)

En el formalismo de dlgebras geométricas, el producto de dos operadores unitarios da otro unita-
rio Jones (1941a) . En los medios birrefringentes esto se puede explorar para generar retardadores
elipticos, ya que el superponer dos o mas BL este se comporta en equivalente como un BE, donde
se ha evidenciado que su transformacién es diferente a un retardador lineal. Este comportamiento
es de esperarse debido a la no idempotencia del operador de un retardador de onda, siendo regis-
trado una rotacién adicional a un retardador lineal en los elipticos, correspondiente a una actividad
Optica Vala y cols. (2021). En el articulo Pellat-Finet (1984) se aplico el teorema de Jones Hurwitz
y Jones (1941a); Jones (1941a) para describir mediante cuaterniones el retardador eliptico como
una combinacién de un retardador lineal y una actividad éptica, como se muestra en la figura 2.9.
Matemdticamente el operador de un BE expresa de la forma

ol s ®
ef12 — e%2e®2 , (2.22)
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S 3
S + S2

S1

v birrefringencia eliptica  § birrefringencia lineal ¢ birrefringencia circular

Figura 2.9 Representacién de un retardador eliptico en sus dos formas, mediante un eje e,
de retardo v y la segunda a través de su descomposicion por un retardador lineal y una

actividad optica.

donde, v es el retardo de fase de eje e, = e; cos 2y cos 2a + €3 cos 2 sin 2a + ez sin 2y, ¢ es
la actividad 6ptica equivalente de eje e, 0 es la birrefringencia lineal equivalente de eje e; =

e; cos 2a’ + e sin 2¢’. Los parametros equivalentes estan relacionados de la forma

7 5
CoS 5 COS 5 cos £
€; |cos 2) cos 2a sin 5 €; |cos 2a/ sin g 0
€2 [COS 2X sin 2c¢ sin % o €, [sin 20/ sin g 0 ’
. . )
e; [sm 2 sin %} 0 €3 {sm 2]
aplicando el producto de cuaterniones se obtiene
cos g cos &
e; |cos £ cos 2a sin g + sin ¥ sin 2a/ sin g
€, [cos ¥ sin 20/ sin % — sin £ cos 2o’ sin %

@ qin &
e {cos 5 sin 2}

Factorizando sin 2 y aplicando las identidades de cos(A — B) y sin(A — B) se obtiene

) ®
COS 5 COS &
e, [sin 2 cos 20/—£) s
2 2 ed es®
L5 . ’ © =¢€"2e7° 2.
€y |sin g sin (2« —5)

S qin @
€;3 {cos 5 sin 2}

Finalmente la igualdad expresada en 2.22 queda de la forma

cos 5 9 cos s cos 2
e, [sin 5 COS (2a s €; |cos 2) cos 2a:sin 5
e, [sin % sin (2a — £ - ey |cos 2 sin 2arsin 7
{cos 2 sin } €3 {sin 2y sin %]

N
e 7 ees3 % ez

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Siendo la ecuacion 2.26 el operador de birrefringencia eliptica en sus dos representacion, mediante
la superposicion de un retardador lineal y una actividad Optica y la segunda a través de un eje e, y
retardo eliptico.

Algebra de vectores de Pauli

Por un lado, a través de los vectores de Pauli, propuesto por Whitney Whitney (1971) y extendido
por Tudor Tudor (2008, 2010a, 2010b, 2012), los efectos de un medio birrefringente se expresa de

la forma

5 + oA A . 6 (2 27)
= cos — + 17 - &sin — .

2 2’

[S])

eln~¢7
donde ¢ es la birrefringencia del medio, 7 es un vector de Stokes correspondiente a los estados
propios de polarizacién del medio, i es la unidad imaginaria y 6 = (01,09, 03) es el vector de
Pauli.

El algebra de vectores de Pauli para la polarizacion es expresada mediante una expansion de los
operadores unitarios en la base de matrices de Pauli, siendo de interés para la polarizacion ya que
emerge su estructura de manera natural junto a los parametros de Stokes. Lo cual compone una
representacion isomorfa al dlgebra de cuaterniones con menores diferencias y en un lenguaje mas
apropiado para la polarizacidn la cual es el espin del fotén, de esta manera se presenta como un
calculo méds compacto y adecuado. Primeramente, consideremos un operador lineal A, unitario de
dimension dos, es decir, operadores matriciales 2x2. Siendo cualquier de estos expandido en la
base de las matrices de Pauli de la forma

A= agog + @101 + asoo + as0s s (228)

donde {o;} son las matrices de Pauli para i = 0, 1,2, 3, siendo og = I la matriz identidad, las
cuales obedecen al producto entre ellas de la forma

0,05 = 5ij + igijko—k: . (229)

Ahora identificando al operador A como la matriz de polarizacién, se obtiene que los coeficientes
{a;} parai = 0,1,2,3 son los pardmetros de Stokes {.S;}. Adicionalmente, la expansién 2.28 se
puede escribir mediante una notacién vectorial de la forma

A = 6¢S,I +16,.5;, (2.30)

donde, & es la matriz identidad de rango 2, ﬁl es un vector de Stokes el cual define el estado de
polarizacion, y 6:.5; como la proyeccion de dicho vector sobre las matrices de Pauli. Siendo esta
una representacion sobre de la esfera de Poincaré donde los ejes S; son proporcionales y definidos
por las matrices de Pauli &;. Llamaremos al vector normalizado &;/|5;| como el eje de Pauli del
operador. El cual determina un papel central en el dlgebra de Pauli de operadores bidimensionales
ya que en los casos de los operadores unitarios y hermitianos se reducen a un vector real de R3
— siendo el eje de Pauli del operador el correspondiente a los modos propios del operador— y
se puede visualizar en la esfera de Poincaré de manera equivalente a los cuaterniones previamente
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descritos. A continuacidn particularizaremos la expansion expresada en la ecuacién 2.30 para los
operadores unitarios correspondiente a un retardador de la forma

S — ei&i6/2se—iﬁi5/27 (2.31)

donde el operador unitario se representa por %%/ = cos§/2 £ i6;sind/2, y el eje de Pauli y §
es el retardo de fase del retardador. Se evidencia que el operador de birrefringencia expresado en
la ecuacion 2.31 mediante la estructura de vectores de Pauli se obtiene un operador equivalente a
los cuaterniones expresados en la ecuacion 2.17, sin embargo pese a dicha similitud su manera de
operar difiere ya que los cuaterniones se rigen por el producto expresado en 2.9 y los vectores de
Pauli mediante 2.29.

Isomorfismos entre las algebras geométricas de la polarizacion

Dada la caracterizacion geométrica para los medios birrefringentes que en este trabajo se estudia,
aqui adoptaremos el formalismo de las dlgebras geométricas en la base matrices de Pauli, en una
estructura isomorfa a los cuaterniones, lo que permite unificar ambos lenguajes algebraicos. Asi,
considerando el producto de cuaterniones

ee; = —0;; + €ijkex (2.32)

donde e; para: = 0, 1, 2, 3, es la base de los cuaterniones, y la base de los vectores de Pauli obedece
al producto
UZ‘O']' = 51’]’ + igijkzo—k: s (233)

coni = +/—1 la unidad imaginaria y oy = I es la matriz identidad. Estas dos formulaciones se
pueden unificar notando que

(—IO'Z>(—10'J) = _Uigj = _5ij + €ij]€(—i0'k), (234)

es decir, asociando {e;} = {—io;} Pellat-Finet (2012b); Pellat-Finet y Bausset (1992), se tiene

(-lO’Z) (—iO'j) = —(51']‘ + 5ijk (—IO'k) . (235)
S—_——N— ——
€; ej €L

Por lo tanto, estas dos representaciones obedecen a dlgebras isomorfas. Siendo la base expresada
como {ej} la representacion irreductible de los cuaterniones Rao, Rao, y Koneru (1988b).
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Segunda parte
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3. Ley de los birrefringentes con modos propios elipticos

"Nature has a great simplicity and therefore a great beauty.’
Richard Feynman

3.1. Ley de los birrefringentes con modos propios elipticos

Los medios birrefringentes presentan una transformacion caracteristica dependiendo a su retardo y
modos propios. Previamente Salazar-Torres Salazar-Ariza y Torres (2018) caracterizaron la curva
de los estados emergentes de los BL a través de un cono que intersecta la esfera de Poincaré. Lo
cual sugiere que los BE también posean una caracterizacién geométrica de sus estados emergentes
sobre la esfera de Poincaré. Basado en ello, proponemos una caracterizacion geométrica para los
BE basados en la ley de los BL Salazar-Ariza y Torres (2018) y el teorema I de Jones Hurwitz y
Jones (1941a); Poincaré (1892).

Por lo tanto, los estados emergentes generados por un BE pueden ser caracterizados geométrica-
mente sobre la esfera de Poincaré. Los estados emergentes de un BE al incidir luz polarizada, se
escriben en la forma

S’ =e%3Se %7 (3.1)
donde « y x son los dngulos de rotacion y elipticidad de la polarizacién del haz incidente S. Por
el teorema I de Jones Hurwitz y Jones (1941a); Poincaré (1892) se descompone el operador de un
BE de modos propios e, como la composicion de dos birrefringentes, un BL de modos propios ¢,
y una actividad 6ptica o BC de modos e3. Expresado de la forma Pellat-Finet (1984)

€3 = t2e® T (3.2)
y por lo tanto
e T = e Een (3.3)

donde e~¢13 = e(®3)" siendo T el adjunto conjugado. Lo cual permite describir la ecuacién 3.1 de
la forma
S’ = e%2 e TS (20, 2))e @ F e 2 (3.4)
S(2a+¢,2x)
Donde la accién de un BC en formalismo de dlgebras geométricas se desarrolla en el apéndice
A.1. Operando la BC al estado incidente, se llega a

S’ = €428 (2a + ¢, 2y)e 2 (3.5)
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lo cual corresponde a la accién de un BL sobre un estado linealmente polarizado de azimuth de la
forma 2/ = 2a + . La ecuacidn 3.5 se reescribe de la forma

S’ = e3§(2a/, 2x)e 2 (3.6)

La ecuacién equivalente anterior representa los estados emergentes generados por un birrefringente
con modos propios lineales al incidirle un estado lineal S(2a/, 2y ). Expresando la ecuacién 3.6 de
forma explicita obtenemos

S, cOS % 1 cOS %
eS] | | eicos20sin e e S —e; cos 20 sin 2 9.7
eS; | | exsin2fsin § €S, —ey sin 20 sin § ’ (3.7)
égSé 0 63S3 0

procedemos a realizar el producto de los tres cuaterniones, y factorizando los parametros de Stokes
obtenemos
S, =1, (3.8)

0 ) )
S| = <Sl(cos2 26 sin® 3 + cos? 3 sin? 26 sin® 5)

4] y 0
428, cos 26 sin 26 sin® 3 + 283 sin 20 sin 5 ©08 2) , (3.9)

) ) )
S, = <2$1 cos 20 sin 26 sin? 3~ 2S5 cos 20 sin o) cos 3

J J J
+8,(sin® 26 sin® ot cos’ 5 cos? 20 sin® 2)) ; (3.10)

. ) 0 o0 )
Sg = (—251 sin 26 sin 5 cos 3 + 28, cos 26 sin 3 CoS 3
) . 90 90 2 . 90
+S3(— sin” 260 sin 3 + cos 5 —cos 20 sin 5) . (3.11)

Adicionalmente, reemplazamos los parametros de Stokes en su forma de dngulos de rotacién y elip-
ticidad. Ademds, aplicando las siguientes relaciones trigonométricas sin? g = I_CTOS(S y cos? g =
HCTOS& en las ecuacioén 3.9, 3.10 y 3.11 se obtiene los pardmetros de Stokes normalizados S, para
1 = 1,2, 3 respectivamente. Correspondiente a los estados emergentes, expresado de la forma

€0S; + €1S] + €S, + e3S; = ey + € (cos 2y cos 2

+ [cos 2y sin(2a’ — 260)(1 — cos §) = sin 2 sin d] sin 26)

+ ey(cos 2y sin 2/ — [cos 2x sin(2a’ — 26)(1 — cos )

+ sin 2 sin 0] cos 20) + ez (£ sin d cos 2y sin(2a” — 20)

+sin 2y cosd) , (3.12)
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expresada de manera vectorial se obtiene

1 1
¢S] _ | ei(cos2xcos2a’ + [cos 2y sin(2a/ — 26)(1 — cos ) + sin 2 sin 6] sin 20)
&S, ey(cos 2y sin 2/ — [cos 2 sin(2a/ — 26)(1 — cos §) = sin 2 sin 6] cos 26)
esS; e3(£ sin d cos 2 sin(2a’ — 260) + sin 2 cos d)

(3.13)
La ecuacion anterior es equivalente a las ecuaciones de un BL rotante, encontrado previamente en
matrices de Mueller, ver ecuacién 2.6, y en dlgebras geométricas en la ecuacién 2.21. La cual se
caracteriz6 previamente como las ecuaciones paramétricas de un cono que intersecta la esfera de
Poincaré Salazar-Ariza y Torres (2018), dando como desarrollo a la ley de los BL. Por lo tanto,
la ecuacién de estados emergentes generados por un BE rotante presentan la misma estructura
matematica, siendo sus estados emergentes son también determinados por un cono de dngulo 9,
pero con su vértice rotado debido al poder rotatorio a causa de la actividad 6ptica o BC ¢. Dicho
cono por lo tanto presenta la forma de la ecuacion 2.7, con la variante de que el vértice del cono se
encuentra en (a, b, ¢) = S(2a + ¢, —2). Por lo tanto, dicho cono queda de la forma

1 1

x| | cos2xcos(2a+ ) + (1;?(?5) (z + sin 2y) sin 2¢ (3.14)
y || cos2ysin(2a+ p) — (1;210555) (z 4 sin 2x) cos 2t '

& 2

En este caso, se identifica que para birrefringentes con modos propios elipticos se cumple dicha
ley, pero los estados emergentes sufren una actividad Optica adicional. Es asi que su estado de
entrada S;;,:(2cr, 2) también determina el vértice del cono para un BE, S, ,4s(2a/, —2x). Por lo
cual el estado que determina el vértice del cono se expresa de la forma

Seross(20/, =2x) = S(2a + ¢, —2x), (3.15)

de esta manera se obtiene una descripcion geométrica de la curva de estados emergentes para
birrefringentes con modos propios elipticos. Resultando en la generalizacion de la ley de los birre-
fringentes con modos propios lineales, sintetizado de la forma:

Ley de los birrefringentes con modos propios elipticos: Todos los estados emergentes que re-
sultan de pasar un haz de luz polarizado a través de un medio birrefringente con modos propios
elipticos pertenecen a la curva de interseccion entre la esfera de Poincaré y un cono de vértice
rotado, donde dicha rotacion depende de la actividad optica, y la abertura del cono a la birrefrin-
gencia con modos propios lineales.

Dicha ley se representa en la figura 3.1, y tiene como caso particular la encontrada en Salazar-Ariza
y Torres (2018). Cuando la actividad 6ptica es nula ¢ = 0, todas las expresiones convergen a la ley
de los BL. Por otro lado, si la birrefringencia lineal es nula 6 = 0, el modelo se reduce al caso de
un BC.
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Sinput (20&, 2X> 83

Senant(2a7 _2X) & / ) |
Scross (20[ ) 2X ) :S(Z()é + ¢, _QX)

Figura 3.1 Representacion de la ley de los BE. Y la relacion entre el estado de entrada
Sinput con el cruzado S, €l cual determina el vértice del cono.

s
'
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4. Placas de onda compuestas(CW)

“To doubt everything and to believe everything are two
equally convenient solutions; each saves us from thinking.’
Henri Poincaré

Una placa de onda compuesta (CW) Gu y cols. (2018) consta de varias placas de onda, y mediante
a su orden y estructura esta puede disefiar sistemas de polarizacion especificos mas complejos,
tales como retardadores acromadticos Saha y cols. (2012); Vilas y Lazarova-Lazarova (2017); Vi-
las, Sanchez-Brea, y Bernabeu (2013), superacrométicos Gu y cols. (2022); Li y Escuti (2021);
Samoylov y cols. (2004), un rotador 6ptico (birrefringente circular) Al-Mahmoud y cols. (2020);
Jones (1941b); Rangelov y Kyoseva (2015a), un birrefringente eliptico Miller y cols. (2022); Yu
(2016) y un polarizador eliptico Tu y cols. (2017). En los CW se han encontrado propiedades di-
ferentes a los retardadores lineales, donde recientemente se ha medido el fendmeno de actividad
Optica o birrefringencia circular Vala y cols. (2021), la cual no puede omitirse del modelo Vilas y
cols. (2013); X. Zhang (2013). Esto es de esperarse matematicamente ya que estos comparten las
propiedades de rotaciones, por lo tanto la no conmutatividad y no idempotencia deben emerger en
un sistema de varias laminas superpuestas. De acuerdo con el teorema de Jones Hurwitz y Jones
(1941b), un CW se puede describir en mediante la superposicion de dos retardadores lineal y circu-
lar equivalentes Yu y Chou (2011); Yu y cols. (2009), el cual también se ha descrito en formalismo
de MuellerGu y cols. (2018) y cuaterniones Pellat-Finet (1984).

Consideramos una CW compuesta por n—ladminas retardadoras de onda, como se presenta en la
figura 4.1(a), donde cada retardador posee en general modos propios elipticos y un desfase ;.
Los ejes principales de estas ldminas estdn orientados con dngulos 6; respecto a la horizontal. Para
caracterizar la CW proponemos emplear el formalismo de 4lgebras geométricas para abordar el
problema de encontrar el operador que representa una CW arbitraria. Debido a que, en esta repre-
sentacion de cuaterniones o vectores de Pauli Tudor (2008, 2010a, 2010b, 2012); Whitney (1971),
el operador depende explicitamente del estado propio y del retardo, permitiendo una caracteriza-
cién inmediata de dichos pardmetros en la CW.

Para describir mateméticamente una CW compuesta de n-birrefringentes, se debe aplicar n-veces
el operador de la ecuacion 2.15, de la forma

In b2 o _ o R y2 an
S =glnaen el 2 Semtal e 2T e an (4.1)

i
[T et
2



TRANSFORMACIONES DE LA POLARIZACION 35

Birefringent with
Composite Waveplate Elliptical Eigenstates (X, @, ) Jones’ Theorem I (4, ¢, a’)

lm 2 s | Y @ 5

# Elliptical Eigenstates

Optical  Birrefringent with
Activity  linear Eigenstates

Figura 4.1 Composiciéon de n-birrefringentes con modos propios de polarizacion e, y
retardos 7, descritos de manera equivalentes en dos representaciones correspondientes a un
BE y a través del RJ mediante la composiciéon de un BC y un BL.

Desarrollando la productoria de los n-birrefringentes se obtiene un operador equivalente etiquetado
como Q, de la forma

Q, = €)Q, + €,Q, + €Q, + e3Q; = [[ e ¥ (4.2)
=1

Siendo una CW especifica descrita de manera general por un operador de la forma ecuacién 4.2,
sin embargo para obtener este operador se debe conocer el nimero de birrefringente, sus retardos ~y
y sus orientaciones 6. El operador de una CW se puede describirse mediante dos representaciones
equivalentes explicitas, como se representa en la figura 4.1. La primera descripcion de una CW
como un BE, y la segunda a través del RJ, compuesto de la composiciéon de una BL y una BC.
Ambas representaciones poseen tres incognitas, de modo que cada CW posee seis pardmetros que
la caracterizan.

4.1. CW como un birrefringente con modos propios elipticos

La primera descripcién de una CW como un BE se realiza mediante las variables («, x, 7), corres-
pondientes al azimuth, la elipticidad del modo propio, y el retardo, respectivamente. Para obtener
las ecuaciones, se describe el operador de una CW general de la ecuacién 4.2 como un BE de la for-
ma ecuacion 2.15 con modos propios elipticos expresados ecuacién 2.16, obteniendo la siguiente
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igualdad
ol
Q, Cos 3 -
e Q, € |cos 2 cos 2asin 5
= . - (4.3)
eQ, €y |cos 2y sin 2arsin
e: . |si in Y
3Q3 e; {Sm 2y sin 2}
ol
H?:1 ez eeQ%

Mediante esta igualdad en cada componente de la base e; con ¢« = 0, 1, 2, 3 obtenemos la expresio-
nes explicitas de cada pardmetro. Para determinar -y procedemos mediante la componente escalar
€y, de la forma

Q) = cos% : (4.4)
para el azimuth « dividimos la componente e, entre e; obteniendo

Q;

— =tan2«. 4.5

Q, (4.5)

Finalmente, para la elipticidad del modo propio x procedemos sumando las potencias de las com-

ponentes e; y e, de la forma

Q} + Q; = sin” %cos2 2x s (4.6)

de la ecuacién 4.4 obtenemos sin? % =1- qg, reemplazando en la ecuacion anterior obtenemos

=== = cos 2. (4.7)

De esta manera se obtiene las expresiones ecuacion 4.4, ecuacién 4.5 ecuacién 4.6 para (7, a, x),
respectivamente. Estos pardmetros caracterizan una CW arbitraria como una BE mediante el modo
propio eliptico y el retardo de fase de la CW.

4.2. CW descrito a través del teorema I de Jones

Una descripcion de una CW es descomponerlo a través del RJ Hurwitz y Jones (1941a); Jones
(1941a), en equivalente a una composicion de un BL y un BC. A través de los parametros (<, 9, o),
expresado de la forma

Q, cos 2 cos £
e.Q, e; |sin g coS (20/ - %)
e = N ) . (48)
2Q, €y |sin g sin (20 — §
€3Q3 €3 {cos g sin %}
————
n e i
[T e eusen s
Para hallar ¢, se puede obtener a través de las componentes e3 y escalar, de la forma
%:tanf, or %:cotf, (4.9)

QO 2 Q3 2
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por otro lado, para obtener o procedemos dividiendo las componente e, y e; de la forma

gj = tan (20/ — ;0) ) (4.10)

Para determinar el retardo 0 de la BL se obtiene sumando las potencias cuadradas de las compo-
nentes e; y es, 6 €y y e3 de la forma

) )
2 2 : Z 2 2
Qi +Q; :sm2§, 6 Qi+ Q; 200525. (4.11)
De esta manera se obtiene las expresiones ecuacién 4.9, ecuacién 4.10, y ecuacioén 4.11 para
(p, , ) respectivamente que caracterizan una CW arbitraria a través del RJ.

Relaciones presentes entre los parametros equivalentes

Existen relaciones entre las representaciones de un birrefringente con modos propios elipticos y el
RJ. Previamente encontradas de manera independiente en formalismos de Jones Yu (2016); Yu 'y
cols. (2009) y a través de algebras geométricas en cuaterniones Pellat-Finet (1984). Las cuales son
ahora obtenidas mediante la igualdad entre las ecuacion 4.3 y ecuacion 4.8. Para la relacién entre
los retardos en ambas representaciones se iguala componente escalar de la forma

4]
cos % = C0s ; cos g , (4.12)
por otro lado la elipticidad del modo propio también esta relacionado por el retardo del BL y el
poder rotatorio de una BC del RJ. Para ello, se divide la componente e3 entre la norma de e; y e.,

obteniendo

)
tan 2y = cot 3 sin g (4.13)

Adicionalmente existe una relacion lineal entre los azimuth de ambas representaciones 2« y 2a/
expresada mediante la igualdad de las ecuaciones 4.5 y 4.10, de la forma

2% = 20/ — g. (4.14)
Por lo cual ambas representaciones de un BE y el teorema de Jones tiene sus ejes y su retardos
relacionados. Esta relacion se representa sobre la esfera de Poincaré en la figura 4.2. Debido a que

estas relaciones se encuentran presenten para cualquier BE, entonces estardn presentes en las CW.
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Figura 4.2 Representacion de las ligaduras entre los pardmetros intrinsecos y equivalentes
de un BE.

Se realiz6 un cédigo en Python con los resultados obtenidos, el cual permite modelar cualquier
sistema de placas compuestas. El repositorio puede accederse mediante el QR de la figura 4.3.

n
=

= e
e PR A

A

Figura 4.3 QR el cual direcciona al c6digo en un repositorio en GitHub para modelar y
caracterizar sistemas de placas de onda compuestas.
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5. Configuraciones de placas de onda compuestas

‘Science is facts.’
Henri Poincaré

Las caracterizacion desarrollada en la seccion anterior permite modelar cualquier configuracion de
CW mediante dos representaciones de manera explicita. Para probar las caracteristicas del modelo
se aplicara esta metodologia para describir diversas configuraciones de CW previamente descritas
como retardadores con propiedades ajustables.

Basado en la capacidad del modelo de CW de expresar relaciones entre sus pardmetros, propone-
mos un disefio de CW con sus modos propios y retardo ajustables de manera independiente. Dicho
esquema es denominado Full Tuneable Birrefringent (FTB) y estd compuesto de cuatro HWPs y
dos QWPs. Este CW es por lo tanto, un birrefringente totalmente tuneable. Basado en lo anterior,
el grupo de esquemas analizados es:

1. Como BE tuneable, una biplaca compuesta de dos QWPs Gottlieb y Arteaga (2021); Pabon
y cols. (2023).

2. Como BC tuneable, una biplaca compuesta de dos HWPs Dimova, Rangelov, y Kyoseva
(2015); J. Kim y Chang (2006); Rangelov y Kyoseva (2015b).

3. Como BL tuneables, dos CW propuestos por Pancharatnam Pancharatnam (1955) y Mes-
saadi Messaadi y cols. (2018).

4. Un Full Tuneable Birefringent (FTB) compuesto de cuatro QWPs y dos HWPs.

A continuacion, presentamos la caracterizacion de un grupo de CW de manera explicita mediante
vectores de Pauli. A modo de describir sus caracteristicas y buscar si poseen relaciones directas
entre sus modos propios y retardos, tales como ligaduras o restricciones en sus grados de libertad.
Ademads, se desarrollé un cédigo en Python, el cual nos permite construir cualquier CW en forma-
lismo de vectores de Pauli. Donde se presentan las clases de cada CW especifico. Posteriormente,
se caracterizO de manera explicita el F'TB propuesto, y se verificé experimentalmente para todos
los casos particulares. Cuando se comporta como un BC, BL y BE de retardos ajustables.

5.1. Birrefringente con modos elipticos(BE) compuesto de dos QWPs

Analizaremos primero la curva de estados emergentes cuando ambas placas QWP rotan sincroni-
zadamente, manteniendo un dngulo de diferencia entre sus ejes rapidos ¢'.
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Rotacion sincronizada

| Om o | [ 6m on |
0<0< WKComposite Waveplate 0<f<m Composite Waveplate

Figura 5.1 Biplaca compuesta por dos BL de retardos ¢, y d,,. Donde € es el angulo
entre sus ejes rapidos. La figura izquierda ilustra que cuando se incide un estado lineal en
la biplaca, el estado emergente sera eliptico. Por otro lado, la figura derecha muestra un
modo propio de polarizacion eliptico de la biplaca.

La composicion de varias laminas BL produce en general un BE Gu y cols. (2018); Miller y cols.
(2022); Yu (2016). De este modo, al emplear dos QWP para construir una biplaca, se puede disenar
un birrefringente con modos propios elipticos ajustables, en funcién del dngulo de separacién entre
los ejes rapidos de las QWP, como se muestra en la figura 5.1. En la figura 5.2 se muestra el
esquema experimental para el estudio de los estados emergentes generados por la biplaca.

Input Linear State SOMPOsite Waveplate

P 2 Q

He-Ne Laser c Polarimeter

Modulated Cone §(6 — 6")

Figura 5.2 Esquema Optico para biplaca con dos QWPs. Se representa geométrica sobre la
esfera de Poincaré como un cono de angulo de abertura 0 y poder rotatorio ¢. Aqui C es
un lente colimador, P un polarizador lineal, y Q una QWP.
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Modelo de la biplaca de dos QWPs en el formalismo de Stokes-Mueller

Si bien la biplaca puede caracterizarse en el formalismo de Mueller. En formalismo de Mueller un
birrefringente con modos propios lineales rotante Pérez (2022b) se describe de la forma

M;(0) = R(~6)M;R(6)

1 0 0 0
10 cos? 20 + sin? 20cos § sin 20 cos 20 — cos 20sin 20cos § —sin 26 sin §
| 0 sin260cos 260 — cos 20sin 20cos & cos? 20cos § + sin? 26 sin 9 cos 26

0 sin dsin 26 —sin dcos 26 cos 0

(5.1)

Ahora, para un sistema de una biplaca M, consiste en operar dos veces el operador de un birre-
fringente con modos propios lineales rotante, la forma

My, = M, (6) Ms,, (6) , (5.2)

donde, la biplaca estd compuesta de dos QWP, por lo tanto 6, = d,, = 7/2. Y el dngulo 26, es
el angulo de rotacion de la segunda QWP el cual su eje rdpido inicia orientado con respecto al
horizontal y rota de la forma 0 < 26,, < 27,y 26,, es el angulo de rotacién de la primera QWP
mantiene un angulo constante 20" de diferencia entre su eje rdpido con el de la segunda QWP, por

lo tanto se relacionan de la forma
20,, = 20, + 20", (5.3)

reemplazando en el operador equivalente M/, obtenemos

1 0 0 0

0 moy moz Moy
0 m3za m33 M3y
0 myo my3z My

My = Mo (0,) My o6, +0') =

donde las componentes son

Moy = ((3052 29n) (COS2 (20, + 29’)>+sin 20,, sin (26,, + 26") cos 20,, cos (26,, + 260")—sin 26, sin (20,, + 26"),

Ma3 = sin 26, sin?(26,,+26") cos 26,,+sin 26,, cos(26,, + 260')+sin(26,, + 20") cos® 26,, cos(26,, + 26'),

Moy = sin 26, cos 26, cos(26,, + 20') — sin(26,, + 20') cos? 20, ,

mag = sin® 20, sin(20,, + 26') cos(26,, + 26")-+sin 26,, cos 26,, cos?(20,,+260")+sin(26,, + 26') cos 20, ,

mas = sin® 26, sin?(26,,4+260")+sin 260, sin(26,, + 26') cos 26, cos(26,, + 20")—cos 26,, cos(26,, + 26')
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may = sin® 26, cos(26,, + 26') — sin 26, sin(26,, + 26") cos 20,, ,
Mgy = sin 20, cos*(20,, + 26') — sin(26,, + 260") cos 26,, cos(26,, + 26')
my3 = sin 20, sin(20,, + 20') cos(26,, + 260') — sin®(26,, + 20') cos 26, ,

myy = — sin 20, sin(20,, + 20") — cos 26, cos(26,, + 26").

De esta forma se presente el operador de la biplaca de onda en formalismo de Mueller. Aunque,
caracterizarlo como un birrefringente eliptico y sus modos propios se presenta como un problema
laborioso, debido a la extension de los coeficientes de la matriz. A diferencia de los formalismos
vectoriales de Pauli y cuaterniones. Se presenta en las siguiente secciones un desarrollo matematico
mas elaborado. Atn asi, las expresiones finales analiticas permiten caracterizar el operador como
un retardador eliptico en dos formas equivalentes mediante seis pardmetros.

Modelo de la biplaca de dos QWPs en el formalismo de algebras geométricas

Sean para la primera y segunda QWP los indices m y n respectivamente, con modos propios
lineales e,, y e,, de la forma ecuacién 2.18 expresadas como

e,, = cos 20,,e; + sin 26,,e, , (5.5)

e, = cos 26,e; + cos 20,,e, , (5.6)

donde 6,, y 6,, son los angulos de los ejes rapidos con respecto al horizontal. El operador de cada
QWP se representa de la forma

= 7(1 +e,), (5.7)

eem

n 2
e ¥ — \ga ‘e, (5.8)

donde ¢,, = 0, = 5 son los retardos de fase introducidos de la primera y segunda QWP. Estos
angulos mantiene un angulo constante 20" de diferencia entre el eje rapido con el de la segunda
QWP de la forma,

20,, = 20, — 20", (5.9)

bajo esta ligadura los ejes se representan sobre la esfera de Poincaré en la Fig 5.3.
Debido a ello, el producto escalar y vectorial entre e,,, y e,, es

e, e, = cos20 (5.10)

e, X e, = —ezsin26’ (5.11)
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Figura 5.3 Representacion sobre la esfera de Poincaré de los ejes de las QWPs de la
biplaca con una diferencia de 26’ entre ellos.

asi, su producto geométrico se escribe
e,e, = —€, €, e, Xxe,. (5.12)

Finalmente el operador de la biplaca compuesta de dos BL, ecuacién 5.7 y 5.8, se puede escribir
como un operador de BE de la forma

s s — T jus X —_e. X
S’ =gfrae®ms Semae iy =e%28e %2, (5.13)
ez

donde +y es la birrefringencia de modos propios elipticos e, de la forma ecuacion 2.16. Esta ecua-
cién permite obtener las igualdades que caractericen analiticamente los modos propios y la birre-
fringencia de la biplaca. Operando en la ecuacion anterior el producto de las dos QWP y usando el
producto geométrico de la ecuacion 5.12, se obtiene

noen 1 1
et TetnT — 5(1 +e,)(l+e,) = 5(1 —e,-e,+e,+e,+e, xe,), (5.14)
y reemplazando las ecuacion 5.10 y 5.11 obtenemos
us us 1
eraetmi = 5(1 —cos20' +e,, + e, —ezsin26). (5.15)

Reemplazando las ecuacién 5.5 y ecuacién 5.6 en el operador de la biplaca de la ecuacién 5.15
obtenemos

us s
een I eem z

1
5(1 — c0s 20’ + e;(cos 20, + cos 26,,) + ey(sin 26,, + sin 26,,,) — ez sin 26’) .

(5.16)
Aplicando las identidades
1 — cos 20’ 9
—  =sin 0, (5.17)
in 26’
Y sind cosd (5.18)

2
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y
A+ B A—-B
cos A + cos B = 2 cos ( —ig_ ) cos <2> , (5.19)
A+ B A-B
sinA+sinB:2sin< _; )cos( 5 ) : (5.20)
se obtiene
e T o T o 20,, + 26, 20,, — 20,
e 1e®m1 = sin“ 0 + ey cos — cos — 5
(5.21)
+ e, sin — 5 cos — 5 —e3sinf cosf' .

reemplazando la relacién entre los dngulos de la ecuacién 5.9 se obtiene

us

enien i =sin? @' + e; cos (20, — 0') cos O + eysin (20, — 0') cos§' — essin@ cos @, (5.22)

donde se identifica que las componentes real y e3 son constantes, ya que dependen de ¢’'. Por otro
lado, los ejes e y e, varian dependientes de 6,,. La presencia del término en e3 indica que la biplaca
presenta modos propios de polarizacion elipticos, los cuales se pueden expresar en términos de e,
de la forma ecuacién 2.16. Basado en lo anterior, procedemos a caracterizar el operador de la
biplaca de dos QWPs, por un lado como un BE y por otro lado mediante el teorema I de Jones, en
el formalismo de dlgebra geométricas Pellat-Finet (1984). Dicha doble caracterizacion se escribe
de la forma

s

S an®
[N e s es’
en4em4_612632_e

€ (5.23)

Reemplazando el operador de la biplaca expresado en la ecuacién 5.22 en la ecuacion anterior
obtenemos la ecuacion 5.24. La cual proporciona mediante la doble igualdad todas las relaciones
entre el operador de la biplaca y los seis pardmetros analiticos que la caracterizan como un BE y
como un BL y un BC compuestos, expresado en la ecuacion 2.26. Por lo cual la triple igualdad
se expresa de la forma

sin2 @' cos g cos & cos 3
e, [cos (20, — 0)cos®] | | @ sin g oS <2a s | e fcos 2 cos 2asin
e [sin (20, — @) cos @] | | ey |singsin (2a -7 | ex|cos2xsin2asing
€3 [—sin 6’ cos¢'] [cos 2 sin } €3 {sin 2 sin %]
een%eem% ¥
e 76937 et
(5.24)
de la igualdad obtenemos las siguientes relaciones
cos L = cos 0 cos 2 = sin2 ¢/ : (5.25)
2 2 2
N 4 r PN / /
cos 2 cos 2av sin 5 = sin cos 2a/ — 5 ) = cos (20, — 0') cos &', (5.26)

)
cos 2 sin 2« sin% = sin 3 sin (20/ — g) =sin (26, — 0') cos &', (5.27)
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sin 2xsin% = cosgsing = —sinf cosf'. (5.28)
La igualdad expresada en 5.24 permite describir la biplaca de dos QWP como un BE de dos for-
mas equivalentes las cuales requieren de 3 variables angulares para caracterizarlo. Las igualdades
obtenidas en las ecuaciones 5.25, 5.26, 5.27 y 5.28 permitirdn relacionar todas estas variables en
término de dos variables, correspondientes a la rotacion de las QWPs y al angulo fijo de separacion
0’ entre los ejes rapidos de las dos QWP, siendo este el grado de libertad de la CW que modula los

seis pardmetros del retardador haciendo variable.

Biplaca de dos QWPs ondas como un BE

Procedemos a obtener los tres pardmetros que describen la biplaca compuesta por dos QWP como
un BE, resolviendo una igualdad de la ecuacién 5.24, expresada de la forma

€3 (5.29)

ENE]

et = ¢
En esta descripcion se describe la biplaca como un BE de eje e, y rotacion . Para determinar
la expresion analitica del retardo eliptico y se obtiene mediante la ecuacién 5.25 expresada de la
forma N

cos 5 = sin @', (5.30)

Ahora, para describir los modos propios e, procedemos a determinar los dngulos de elipticidad x
y rotacion «. Para ello partimos de la ecuacion 5.28 expresada como

sin 2xsin% = —sin#' cosd’, (5.31)
despejando 2y se obtiene
—sin @’ cos ¢’
2x = arcsin (SIHSOS> , (5.32)
Sin D)

reemplazando 7 de la ecuacién 5.30 obtenemos

2x = arcsin —sind’cos¢f (5.33)
sin (arc cos (sin? §) )
Para obtener « se divide 5.27 en 5.26, de donde se obtiene
tan 2« = tan (260,, — 6') | (5.34)
donde, la relacion entre los dngulos obtenida es de la forma
200 = 20,, — 0'. (5.35)

De esta forma, con las ecuaciones de a y x se obtiene la expresion analitica del eje eliptico e, y
por tanto los modos propios de la biplaca.
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Elliptical retardance Ellipticity
n
n g
3n n
ry 16

—— Elipticity +

> g =<0 Elipticity -
hid =
7 6
0 T

n n 3 n n 3
0 7 3 = n 0 7 3 = n
e' 0'

Figura 5.4 Valores del birrefringencia eliptica ~ en figura izquierda y elipticidad del modo
propio x en figura derecha, las cuales son variables para la biplaca en funciéon del angulo de
diferencia entres los ejes rapidos 6'.

Las ecuacién 5.30 y ecuacién 5.33 fueron graficadas en la figura 5.4. La elipticidad de los modos
propios de la biplaca varfa en el rango de 0 < |x| < g, como se representa en la figura 5.5. Es asf
que no todos los valores de elipticidad pueden ser obtenidos, por lo tanto, una CW de dos QWP
no se puede tener modos propios circulares. Lo cual se podria lograr aumentando el nimero de
QWPs.

Figura 5.5 Representacion de los valores de elipticidad permitidos para los modos propios
de la biplaca sobre la esfera de Poincaré.

Biplaca de dos QWPs a través del teorema I de Jones

De manera andloga, procedemos a obtener los tres pardmetros que describen la biplaca compuesta
por dos QWP mediante el teorema I de Jones. Resolviendo la otra parte de la igualdad de la
ecuacion 5.24, expresada de la forma

)
eenietmi = 2% 7, (5.36)

Para obtener la expresion analitica de la BL equivalente, elevamos al cuadrado las ecuaciones 5.26
y 5.27 y las sumamos obteniendo

)
sin? 5= cos? @', (5.37)
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aplicando raiz cuadrada en ambas partes queda

)
sin 5 =cos 0. (5.38)
Mediante la identidad
™
sin f = cos (2 - 6) : (5.39)
obtenemos 5
T /
Z_Z) = A4
cos (2 2) cos ', (5.40)
de donde se obtiene finalmente
d=m—20". (5.41)
Para la actividad 6ptica BC equivalente dividimos la ecuacién 5.28 entre 5.25 obteniendo
tan g = —cotf, (5.42)
aplicando la identidad
tanf = — cot (;T + 9) : (5.43)
reemplazando en ecuacion 5.42 obtenemos
— cot (72r + g) = —cotf', (5.44)

igualando los dngulos y despejando ¢ queda
o =20 —m. (5.45)

Para determinar el tercer parimetro que corresponde a la rotacién equivalente 2a/. Usando las
ecuaciones 5.26 0 5.27 se determina el dngulo 2o/ para completar la caracterizacién por dngulos
equivalentes. Usando la ecuacién 5.27 de la forma

sin g sin (20/ — (5) = sin (26,, — ') cos ¢’ (5.46)
reemplazando se obtiene
sin (20/ - 920) — sin (26, — 0') (5.47)
de donde se obtiene la expresion algebraica
2/ — g - (5.48)

Reemplazado ¢ obtenida previamente se obtiene

20/ = 20, — 0 + g =20, — g , (5.49)
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con la ecuacion 5.49 se obtiene la expresion analitica del tercer angulo que describe a la biplaca
de dos QWP en rotaciones equivalentes de BL y actividad 6ptica o BC. Es importante sefalar las
ligaduras que se encuentran entre los diferentes dngulos que caracterizan la biplaca

§=—p, (5.50)

) T
Z —— .5l
2—1—9 5 (5.51)

Por lo tanto, el dangulo entre los ejes rapidos 6’ de las dos QWP determina completamente ¢l BE
resultante. De esta manera, se determinaron las expresiones de los seis pardmetros que describen a
la biplaca como un BE, y a través del teorema I de Jones.

Casos de especial interés practico

Usando las expresiones 5.41 y 5.45, se pueden calcular los correspondientes CW para algunos
casos particulares.

CWeceont& =0

En este caso tenemos que en este caso resulta en un birrefringente con poder rotatorio dado por
@ = —m. Por lo tanto, su efecto es equivalente a un BL con birrefringencia 6 = 7. Asi, sus modos
propios son e; = ey sin 26,, — e cos 26,,.

CW con ¢ = 7/2

En este caso tenemos que en este caso resulta en un birrefringente nulo con poder rotatorio dado
por ¢ = 0. Por lo tanto, su efecto es equivalente a un BL con birrefringencia 6 = 0. Y sus modos
propios son e; = —e; sin 26,, + €5 cos 26,,.

CW con ¢ =7 /4

En este caso tenemos que en este caso resulta en un birrefringente con poder rotatorio dado por
© = —m/2, més el efecto de un BL con birrefringencia § = /2 y modos propios e, = e; cos 26,,+
e, sin 20,,.

Experimentos y resultados

Con el propésito de verificar las expresiones previamente obtenidas para la biplaca, se generd una
configuracion experimental ilustrada en la figura 5.2 para capturar los estados emergentes. Para
ello, se utiliza una fuente laser He-Ne de A\ = 632.8[nm], filtrada y colimada, junto con dos birre-
fringentes comerciales de cuarto de onda (QWP) de Thorlabs como se muestra en la figura 5.1 y se
montaron en un soporte que permite rotarla sincronizadamente manteniendo el dngulo 6’ entre los
ejes rapidos de las QWPs. El haz pasa a través de un polarizador lineal P y la respectiva biplaca.
Los QWP son rotados de 0° a 180°, en pasos de 2°, registrando 90 estados emergentes. Los cuales
fueron medidos con el polarimetro comercial de Thorlabs (PANS710VIS, S/N: M00255491). Se
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Y £0,25° [ a° £0,25°
Su 0,01 70,33

Seupt | 20,18 45,07

Seupz | 20,28 45,06

Tabla 5.1 La tabla registra los valores de rotacion « y elipticidad x de los estados
incidentes en la biplaca.

usaron tres estados incidente con polarizacion lineal horizontal y dos elipticos registrados en la
tabla 5.1, donde & y x representan el promedio experimental de los dngulos de rotacion y eliptici-
dad respectivamente, del vector de Stokes S(2c, 2x) = (S1, Sz, S3). Para cada estado emergente se
midieron 100 datos.

Variando #’ se generaron cinco variantes diferentes con valores de #' = 0°, 30°, 54°, 80° y 90°.
Las cuales se iluminaron con un estado linealmente polarizado y se registr6 su curva de estados
emergentes. Finalmente, se iluminé una de las variantes previamente caracterizada con 6’ = 54° y
se incidieron dos estados elipticos tales que fuesen sus modos propios.

Estado incidente lineal con 0’ = 0, 7/2

Primeramente, se incidi6 en la biplaca un estado de entrada lineal horizontal S;,, = Sy, registrado
en la tabla 5.1. En las configuraciones correspondientes a los casos extremos de ¢/ = 0° +2°y
0’ = 90° + 2° y se registraron sus curvas de estados emergentes obtenidas experimentalmente.
Teéricamente dichas curvas descritas por S’(6,,, 6') son determinadas por la ecuacion 5.13 a través
de la ecuacion 5.22. En la figura 5.6 se graficaron dichas curvas de los estados emergentes tedricos
en azul, experimentales en rojo y el estado incidente Sy en negro.

Ss

A

@"SQ
Sl Sl

Figura 5.6 Curva de estados emergentes generados por una biplaca compuesta para
angulos ' = 0° +2° y 6/ = 90° + 2° en la imégenes izquierda y derecha, respectivamente.

Ss
So

La curva de la figura 5.6 izquierda, correspondiente a la configuracién ¢’ = 0° expresado en el
caso 5.1, es similar a la curva generada por una HWP rotatoria. La cual presenta una BL con valor
igual a una HWP y mantiene sus modos propios lineales, sin embargo estd presente una actividad
Optica adicional. Por otro lado en la figura 5.6 derecha corresponde a la configuracién 6’ = 90°
en el caso 5.1. Es esta no se producen cambios en el estado de polarizacion incidente. Ya que
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la birrefringencia es nula y el operador de la biplaca de la ecuacién 5.22 converge al operador
identidad.

Estado incidente lineal con 0 < 6’ < 7/2

Dado que § y 6’ tienen una interpretacion geométrica, ya que conforman dngulos complementa-
rios, ver ecuacion 5.51. Para validar experimentalmente dicha variacion de la BL se generaron tres
curvas de estados emergentes para tres biplacas con valores de ' = 30° +2°, 0" = 54° +2°y
0’ = 80° + 2°. Aplicando la ecuacién 5.41, se obtiene un BL de § = 120° +2°, § = 72° 4+ 2°
y § = 20°£2°, respectivamente. La curva de datos experimentales obtenidos, se muestran en la 5.7.

S3

S, Ss
8182 > Sl S> Sl 82

Figura 5.7 Estados emergentes teérico y experimental generados por una placa compuesta
con angulos de 6" = 30° (Figura izquierda), ' = 54° (Figura central)y ¢’ = 80° (Figura
derecha), descritos por BL de 6 = 120°, § = 72° y § = 20°, respectivamente.

Asi mismo, para los mismos casos de estudio se evalda la actividad éptica o BC presente, que
se relaciona con la o BL en la biplaca segtin la ecuacién 5.50. Por lo cual se obtiene una BC de
= —120°£2° ¢ = —72° £ 2°y p = —20° £ 2° respectivamente, para dichas configuraciones
de la biplaca. Como se muestra en figura 5.8, entre mayor es la birrefringencia ¢ mayor es el poder
rotatorio ¢ de la biplaca.
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&9

0 =120° Sf

Figura 5.8 BL 6 y BC ¢ para 3 biplaca con angulo ¢ =30 , ¢ =54y ' = 80
representados en las figura izquierda, central y derecha, respectivamente.

Scigenstate | On | a(60,,,6") € % =+ de x(0") € % =+ de
Seitipt -72 -45 0,4% <e% <0,7% | 1948 | 2,3% < e% < 4,8%
Saipz | 18 | 45 | 0,4% <¢% <0,6% | 1948 | 2,8% <% <5,3%

Tabla 5.2 La tabla registra los valores de rotacion « y elipticidad x de los estados propios
predichos para la biplaca con 6 = 54.

Estados incidentes elipticos

Por un lado, se encontraron experimentalmente dos estados elipticos, tal que fuesen modos propios
de la biplaca para 6’ = 54. Los estados encontrados se etiquetaron como S.;;,; para j = 1,2y se
registraron en la tabla 5.1. Por otro lado, se probé la caracterizacion tedrica de los modos propios
elipticos de la biplaca a través de las ecuacidn 5.35 y ecuacion 5.33, correspondientes a sus valores
de rotacién y elipticidad, respectivamente. Los cuales son determinados por lo dngulos ¢’ y 6,,. Sus
valores tedricos se registran en la tabla 5.2 con su respectivo error porcentual al compararlos con
los estados propios elipticos obtenidos experimentalmente en la tabla 5.1. El origen del error se
asocia a la incertidumbre en los estados de polarizacion, la precision del polarimetro y la calidad
de las ldminas cuarto de onda.

En las figura 5.9, 5.10 se graficaron las curvas de los estados emergentes tedrica y experimental
para cada estado eliptico incidente, ademads se plotearon las elipses de polarizacion de los estados
incidentes y el emergente correspondiente a su modo propio. Estas se graficaron usando el paquete
Python Polarization Py_pol del Hoyo, Sanchez-Brea, y Soria-Garcia (2021), las cuales requieren
como entrada los dngulos de rotacion y elipticidad de los estados, reportado en la tabla 5.1 para el
estado incidente. Y los estados propios de salida se extrajeron de la curva de estados emergentes
obtenidos experimentalmente.

En las mismas graficas se prueba la ley de los BE. Para ello, se grafica un cono de abertura ¢
expresado en la ecuacion 5.41 correspondiente a la BL. El vértice del cono esta definido por el
estado S.,.ss de la ecuacion 3.15, el cual depende de los valores angulares de rotacion y elipticidad
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S3

Input Polarized State Output Polarized Eigenstate
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00 02 04 06 08 -08 -06 -04 -02 00
Ex Ex

Figura 5.9 La figura de la izquierda es la curva de estados tedrica y experimental de la
biplaca para §' = 54 al incidirle el estado eliptico S.y;1. Las figuras central y Derecha son
las elipses de polarizacion de los estado incidente S¢i,1 ¥ emergente correspondiente a su
modo propio, respectivamente.

Input Polarized State Output Polarized Eigenstate

00 02 04 06 08 08 -06 -04 -02 00
Ex Ex

Figura 5.10 La figura de la izquierda es la curva de estados tedrica y experimental de la
biplaca para § = 54 al incidirle el estado eliptico Scyipe. La figura central y la figura
derecha son las elipses de polarizacion de los estado incidente S.y;p2 y emergente
correspondiente a su modo propio, respectivamente.

del estado incidente y de la BC determinada en la ecuacion 5.45. Por lo cual, se obtiene
Scross(207,2Y) = S(2a + 20" — 7, —2x) , (5.52)

el cual determina la posicidn del cono sobre la esfera de Poincaré para la biplaca.

Biplaca como un caso particular de una CW

El operador de dos QWPs como un BE tuneable fue previamente caracterizado, encontrando las
seis expresiones explicitas. Por un lado, los pardmetros del sistema como un BE, para v la ecua-
cién 5.30, para « la ecuacion 5.35, y la elipticidad x la ecuacion 5.33 . Por otro lado, a través del
teorema I de Jones, los parametros son, para ¢ la ecuacion 5.41, para o/ la ecuacion 5.49, y para ¢
la ecuacién 5.45.

Ademads de esta caracterizacion explicita, la biplaca de dos QWPs corresponde a un caso particular
de una CW general. La cual sera verificada también numéricamente en las ecuaciones de una CW
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general propuestas en las secciones 4.1 y 4.2. Para ello, en la notacion que llevamos de numeracion,
la correspondencia de los dngulos se optard como 6,,, = 01, 0, = 6, y 8’ = 05 — 0. En la siguiente
tabla tenemos los valores de los seis pardmetros para las ecuaciones explicitas

BE Jones’Theorem I

Q@ X ~y o/ o 0
0, =0° 0y =0° 0 0 180° —45° | 180° | —180°
0, =0° 0y =25° | 12.5° | 11.45° | 159.42° | —20° | 130° | —130°
0, =0°, 0, =225° | 22.5° | 17.63° 120° 0° 90° | —90°
0, = 0°, 05 = 60° 30° | 20.45° | 82.82° 15° 60° | —60°
0, = 20°, 60, =50° | 35° | 13.28° | 151.04° 5° 120° | —120°

y en la siguiente tabla la biplaca usando las ecuaciones de una CW general.

BE Jones’Theorem I
a+n90° | x £nl80° | v £n720° | o/ £n90° | § £ n720° | p + n360°
0, =0° 05 =0° 0 0 180° 45° 180° 180°
0, = 0°, 5 = 25° 12.5° 11.45° 159.42° —20° 130° —130°
0, = 0°, 05 = 45° 22.5° 17.63° 120° 0° 90° —90°
0, = 0°, 65 = 60° 30° 20.45° 82.82° 15° 60° —60°
0, = 20°, 8, = 50° 35° 13.28° 151.04° 5° 120° —120°

Comparando las dos tablas probamos que la consistencia del método general de caracterizacion de
una CW en sus seis pardmetros en la biplaca de dos QWPs.

5.2. Birrefringente con modos propios circulares(BC) compuesta de dos HWPs

El sistema compuesto de dos HWPs, se ha caracterizado como un rotador Dimova y cols. (2015);
J. Kim y Chang (2006); Rangelov y Kyoseva (2015b). Ha sido utilizado en aplicaciones de fases
topoldgicas Bhandari (1992b, 1997b), en rotaciones de SU(2) Saito (2023a), en esquemas de CW
como para la generacion de retardadores de onda no reciprocas Al-Mahmoud y cols. (2021), y en un
BL de retardo tuneable Messaadi y cols. (2018). Siendo el poder rotatorio la forma ¢ = 460" + 27,
donde ¢’ es el dngulo de diferencia entre los ejes rapidos de las HWPs. Por lo cual este esquema es
un BC con poder rotatorio variable.

e,, = cos 20,,e; + sin 20,,e, , (5.53)

(5.54)

donde 6,,, y 6,, son los dngulos de los ejes rapidos con respecto al horizontal primera y segunda
HWP, respectivamente. El operador de cada QWP se representa de la forma

e, = cos 20,e; + cos 20,,e, ,

e, dm
e 2 =ey,

(5.55)

e, dn
€2 =€,

(5.56)
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Sinputs Soutputs
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Figura 5.11 Biplaca compuesta por dos HWP. Donde ¢ corresponde al d&ngulo entre los
ejes rapidos de las HWPs. Si se incide un estado polarizado, el estado emergente sera
rotado manteniendo su elipticidad. Por lo tanto, sus modos propios de polarizacién son los
estados circulares, lo cual caracteriza a esta configuraciéon como un BC.

donde 0,,, = 9,, = 7 son los retardo de fase de las HWP. Resolviendo el producto obtenemos

een%eem% =epe, = —€, ¢, +e, Xe,, (557)
resolviendo el producto obtenemos
e 2e®m2 = — cos 20, cos 26, — sin 20,, sin 26,,
(5.58)

+ (sin 20, cos 26,, — cos 26, sin 20,,) es.

Procedemos a factorizar la expresion anterior mediante las identidades de cos(A — B) y sin(A — B),
obteniendo la forma

s
een bl eem

[ME]

= —cos(20,, — 20,,) + sin(20,, — 20, )es, (5.59)

donde la inexistencia de los términos en las componentes lineales e; y e, indican que esta biplaca
no posee modos de polarizacion lineales o elipticos. Siendo la existencia de e3 la que garantiza que
sus modos propios sean los estados circulares.

Procedemos a describir esta biplaca como un BC. Para ello, igualamos la ecuacién 5.59 con el
operador de un BC para determinar analiticamente la expresion que describa su actividad 6ptica.

De la forma
€% = cos g + e3 sin g (5.60)

Igualando la biplaca en la ecuacién 5.59 con la ecuacién 5.60 obtenemos la igualdad

— cos(26,, — 20,,) — sin(26,, — 20,,)e3
% (5.61)

¥ :
_ Y ie r
0082+ 3sin o,

igualando componentes se obtienen dos igualdades que conllevan a una misma relacion expresada

de la forma

g = 20, — 20, + 7. (5.62)
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las orientaciones de la biplaca se relacionan de la forma 6,, = 6,, + 6, manteniendo un angulo
constante 0’ entre sus ejes rapidos. Se obtiene finalmente

o =140+ 27, (5.63)
La ecuacion anterior describe como una biplaca compuesta de 2 HWPs posee un poder rotatorio
ajustable dependiendo del dngulo de diferencia entre sus ejes rapidos 46¢’, y este no depende de las
orientaciones de la biplaca ya que no depende de los dngulos 6, o 6,,. El resultados encontrado se
ilustra en la figura 5.12.

S3
Sinput ‘ Soutput
= ol
( g"k i T >S2 <<
S = S1

Figura 5.12 Representacion de las transformaciones de dos HWPs superpuestas, la cual
en equivalente se comporta como un rotador o un BC.

Biplaca como un caso particular de una CW

Procedemos a probar la expresiones generales para cualquier CW propuestas en las secciones 4.1
y 4.2. Los datos numéricos obtenidos se reportan en la siguiente tabla.

BE Jones’Theorem I
a+n90° | x £nl80° | v £n720° | o/ £n90° | § =n720° | ¢ +n360°
0 = 10° 5° 45° 40° 15° 0° 40°
0 = 30° 74.1° 45° 120° 14.1° 0° 120°

De la tabla obtenido podemos verificar que la elipticidady presenta un valor de 45°, por lo cual
siempre tendrd sus modos propios circulares. Y su valor de poder rotatorio cumple con su valor
predicho por la ecuacién 5.63.

5.3. CW como un birrefringente variable con modos propios lineales(BL)

Los esquemas de CW pueden ser BL de retardo de fase 4. Siendo sus modos propios son de la
forma (o, x = 0), donde « el azimuth. Ademas, los BL poseen una representacion geométrica
sobre la esfera de Poincaré, mediante la ley de los birrefringentes lineales Salazar-Ariza y Torres
(2018). Donde su curva de estados emergentes se describe como la curva de interseccién de un
cono de abertura 9 con la esfera de Poincaré como se representa en la figura 5.13, para tres retardos
diferentes para un estado horizontal incidente. Siendo 6 = 7 la curva en rojo de estados emergentes
generados por una HWP, en azul § = /2 para una QWP y en morado para un § = 7 /4.
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Ss3

Figura 5.13 Representacion de un BL sobre la esfera de Poincaré a través de la Ley de los
birrefringentes con modos propios lineales.

Caso I- BL ajustable propuesto por Pancharamant

Pancharatnam propuso un método para describir una combinacién de un birrefringente con retardo
variable Pancharatnam (1955) usando una CW compuesta de tres placas de onda. Lo cual se logra
superponiendo un HWP con su eje rapido rotado en su propio plano en medio de dos QWPs ro-
tados con sus ejes rapidos paralelos, como se muestra en la figura 5.14. Posteriormente, Bhandari
reporto que dicho esquema siempre presenta modos propios lineales Bhandari y Love (1994) y por
lo tanto corresponde a un BL tuneable.

0=460 — 40, + 27

Figura 5.14 Esquema de BL propuesto por Pancharamant.

Matematicamente, la accidn de este sistema en un estado polarizado S es
S’ = efitaetzetlaSe e 22 M T (5.64)

donde e;; = cos 26 + sin 26, son los modos propios lineales de las QWPs colineales, con su ejes
rapidos orientados a #; con respecto a la horizontal. e, = cos 26, + sin 26, son los modos propios
lineales de la HWP con su eje rdpido orientado a 6, con respecto a la horizontal. Por lo tanto el
operador de esta CW es descrito de la forma

e ietzietnt (5.65)
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En su forma explicita se representa como
1 0 1 — cos(260 — 20,) 1
11 e [cos20,] e, [cos 20] e [cos20,] | 1 e; [cos 20] e, [cos 26, ]
2| ey [sin26] e, [sin 20 e [sin26,] | 2 €, [sin 26 e [sin260;] |’
0 0 0 e; [sin(26 — 26,)] 0
(5.66)
resolviendo el producto de cuaterniones obtenemos el siguiente operador equivalente
—cos(260 — 26;) — cos 26 cos 20, — sin 26 sin 26,
(5.67)

e, [— cos(20 — 26;) cos 26, + cos 20 — sin(260 — 26, ) sin 26 |
ey [— cos(20 — 26;) sin 26, + sin 260 + sin(260 — 26, ) cos 20,

1
€3 [cos 26 sin 20, — sin 20 cos 20, + sin (260 — 20,)]

Procedemos ahora a factorizar las componentes la ecuacion 5.67. Iniciando con la componente

escalar de la forma
— cos(26 — 26,) — cos 20 cos 26, — sin 260 sin 20, = —2 cos(260 — 20,). (5.68)
— cos(20—264)
Para la componente e; de la forma
260/ 20/
——— —
—cos| 20 — 260, | cos26; — sin| 260 — 260, | sin 20, + cos 20 , (5.69)
— cos(26'—2601)
por lo cual obtenemos
— cos(260" — 2601) + cos 20 = — cos(20 — 46,) + cos 20, (5.70)
aplicando la identidad de cos A — cos B = —2sin (A+B ) sin ("‘_TE}) obtenemos
cos 20 — cos(20 — 46,) = —2sin(260 — 26, ) sin(26, ). (5.71)
De manera andloga procedemos a expresar la componente e, de la forma
26/ 20/
——— —
—cos| 20 — 26, | sin 26, + sin | 20 — 26, | cos 26, + sin 26 , (5.72)
sin(20"—261)
sin(260" — 26,) + sin 20 = sin(260 — 46,) + sin 26, (5.73)
aplicando la identidad sin A + sin B = 2sin (A+B ) coS (A2B ) obtenemos
(5.74)

sin(26 — 46,) + sin 20 = 2sin(260 — 26,) cos(26) .
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La componente e3 de la forma

cos 20sin 20; —sin26 cos26; +  sin(20 —26,) =0. (5.75)
—_——
sin 20 cos 2601 —cos 26 sin 264

Ya que su componente e; = 0 indica que sus modos propios poseen elipticidad cero y = 0y por
tanto son lineales confirmando que se comporta como un BL. Reemplazando en el operador de la
ecuacion 5.67 descrito de la forma

0

— cos(260 — 26;) coS3
e, [~ sin(20 — 26,)sin(26,)] | _ | e |cos2asing (5.76)
e, [sin(26 — 26;) cos(26,)] e, |sin 2« sin% '
0 0

Mediante la igualdad de la ecuacidn anterior se obtiene la expresion analitica del retardo y el
azimuth en funcion de los dngulos 6 y 6;. Para obtener el retardo ¢ expresamos la igualdad de la
componente escalar, de la forma

J
— cos(260 — 26,) = cos 2 (5.77)
aplicando la identidad — cos = cos(x 4 7) se reescribe de la forma
J
cos(20 — 20, + w) = cos 2 (5.78)

se obtiene 5
5= 20 — 20, £ 7. (5.79)
Para obtener la expresion explicita del angulo azimuth «, se puede mediante las igualdades de

las componentes e; y es. Las cuales son equivalentes. Mediante la igualdad de la componente e;
expresada como

— sin(260 — 20, ) sin(26,) = cos 2« sing : (5.80)

aplicando las identidades —sinx = sin(x & 7) y sinx = cos (:1: — g) la ecuacién anterior se
reescribe de la forma

— sin(20—261) ,_Sin,L
)
sin (26 — 26, £ ) cos (291 — ;T) = cos 2arsin 3" (5.81)
—_————
I3
2
De la ecuacidn anterior finalmente obtenemos
2 = 20, — g (5.82)

Las ecuacion 5.79 y ecuacion 5.82 caracterizan respectivamente el retardo y el azimuth del BL
tuneable propuesto por Pancharatnam, en funcién de las orientaciones de las waveplates usadas.
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Restricciones del BLL de Pancharamant

Adicionalmente, encontramos que este sistema presenta una ligadura entre sus pardmetros. Para
expresarla despejamos el término #; de las ecuaciones del retardo 5.79 y el azimuth 5.82 y los
igualamos, obteniendo una ligadura expresada de la forma

5
§+2a:20—giﬂ.

(5.83)
Lo cual indica que si bien los pardmetros de retardo y el modo propio en el sistema son ajustables
estos no son variables independientes, por lo cual, existirdn casos de BL los cuales no pueden ser
obtenidos en este esquema.

BL de Pancharamant como una CW

Ademads de esta caracterizacion encontrada y su ligadura, procedemos a probar la expresiones
generales para cualquier CW propuestas en las secciones 4.1 y 4.2. Por lo cual, validaremos este BL
ajustable con las expresiones analiticas obtenidas en esta seccion. Los datos numéricos obtenidos
se reportan en la siguiente tabla.

BE Jones’Theorem I
a+n90° | x £nl80° | v £n720° | o/ £n90° | § £ nT720° | p + n360°
0, = 10°, 0, = 20° 55° 0° 320° 145° 40° 360°
0, = 45°, 0, = 60° 90° 0° 300° 180° 60° 360°

En la tabla se obtienen valores que la elipticidad del modo propio es siempre es nula y por tanto
confirma que es BL. Mientras la actividad 6ptica es compensada. Por otro lado, el valor del retardo
eliptico v y lineal ) obtienen el mismo valor. Las expresiones obtenidas ecuacioén 5.79 y ecuacion
5.82 se cumplen en dicha tabla, comprobando su caracterizacion explicita.

Caso II- BL ajustable propuesto por Meseadi

Messaadi Messaadi y cols. (2018) propuso y caracterizo el esquema de CW compuesto de dos
QWPs orientadas de manera ortogonal, con sus ejes rapidos orientados de manera horizontal y
vertical, respectivamente, en medio de las QWPs se ubica un rotador compuesto de dos HWPs. El
esquema se representa en la Fig 5.15. Caracterizado con un retardo de fase de 0 = 46’ + 27, donde
0’ es el angulo de diferencia entre los ejes rapidos de las HWPs, y el azimuth de su modo propioes
2a0 = 7. Por lo tanto, este esquema se describié como un BL de retardo ajustable en términos del
angulo de diferencia entre los ejes rapidos de las dos HWPs, mientras posee un modo lineal propio
estatico orientado a 45°.

Matemadticamente, la transformacién de un estado polarizado en este esquema se representa por

S/ — ebi3Teli2z b2l T Qe T i2g a2 o3 ’ (5.84)
donde e; = cos 26 + sin 20 y son los modos propios ineales de las waveplates HWPs y QWPs.
Con su ejes rdpidos orientados a ¢ con respecto a la horizontal. Para la primera QWP, de modos
propios €;; su orientacién es de 6; = 0, de la tercera QWP es ortogonal a #; = 7/2 y el dngulo de
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Figura 5.15 CW propuesto por Mesiadi como un BL de retardo ajustable.
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diferencia entre el rotador compuesto de dos HWPs es de 65. Por lo que su operador es descrito de

la forma
el g ell2 3 @li2 g @lll 7 7 (5.85)

resolviendo el producto de vectores de Pauli se obtiene, ya que dos HWPs consisten en un rota-
dor(ver seccidn 5.2) por lo que el operador queda de la forma

e ettt T, (5.86)

Procedemos a resolver el producto de vectores de Pauli, de donde se obtiene

1 cos & 1 cos 3 1 cos &
1| —e 0 e, | 1| @ {— cos %} e | 0 (5.87)
2 0 0 0| 2 ey |sin & 0| | e [Sin %} ’ '
0 es [sin %} 0 e [sin 0 0
el cual corresponde a un BL expresado mediante la siguiente igualdad
cos £ cos g )
e |0 e [cos2asin §
1| ]w —| P (5.88)
e [Sm 5} € |sin 2 sin 5
€3 [0] €3 [O]
Igualando la componente escalar se obtiene
y mediante la igualdad de las componentes e, se obtiene la condicion
sin2a =1, (5.90)
despejando 2« obtenemos
200 = = + 27, (5.91)

2
donde n es un entero. De esta manera se confirma la caracterizacion realizada por Messaadi, ahora
descrito en formalismo de dlgebras geométricas.
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Condiciones de Full Tuneable BL

Analizando el esquema de Messaadi, se revisé el caso adicional cuando las QWPs rotan sus ejes
rapidos un dngulo # manteniéndose ortogonales. Como se representa en la figura 5.16.

Rotator
/¢ = 4¢'+ 27 |

LQW AWP HWP  Qwp \
Full BL tuneable (2«,6)

Figura 5.16 Full BL ajustables, anadiendo una rotacién en las QWPs del sistema de
Messaadi.

0=
6 =40'+ 27

Revisando el esquema original de Messiadi pero afiadiendo la rotacién ¢ de las QWPs ortogonales.
Por lo cual ahora sus modos propios son

e, = cos20 +sin 26, (5.92)

e;3 = cos2(0 + g) +sin 2(0 + g) : (5.93)

para las QWPs ortogonales. De modo, que su operador queda de la forma explicita en dlgebras
geométricas de la forma

1 cos & 1
1 [ —eq[cos26] 0 e;[— cos 20]
2| —ey[sin26) 0 e, [sin 20] (5.94)
0 e [sin 52‘3} 0
Resolviendo el producto de cuaterniones de izquierda a derecha se obtiene
cos £ 1
1] e {— cos 20 cos £ — sin 260 sin 525} e, [cos 26
2| e [cos 260 sin £ — sin 26 cos %} e [sin260] |’ (5.95)
€3 {Sin %:| 0

resolviendo el producto, factorizando obtenemos el operador del sistema, el cual corresponde a un
BL expresado mediante la siguiente igualdad

@ g
cos ¥ COS 5
e {— sin £ sin 20} €, |cos 2 sin g
o = . .5 (5.96)
€, |sin £ cos 260 €y |sin 2asin

0 0
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Igualando la componente escalar se obtiene

=, (5.97)

y mediante la igualdad de las componentes e; o e, se obtiene la expresion para «. Igualando la
componente €;

cos (29 + g) = cos2a, (5.98)
———————
—sin 260
de donde se obtiene finalmente -
200 = 20 + —. (5.99)

2
De esta manera, se obtiene que dicha orientaciéon de las QWPs varia el azimuth de los modos
propios sin variar el retardo. Por lo tanto, la diferencias del rotador sigue tuneando el retardo de
fase d. De esta manera el esquema de Messaadi corresponde a un Full BL Tuneable, siempre y
cuando sus QWPs sean también rotantes. Se obtiene que el azimuth del modo propio lineal y el
retardo no presentan ligaduras, y por tanto son tuneables de manera independiente.

BL de Messaadi como una CW

Procedemos a probar la expresiones generales para cualquier CW propuestas en el documento. Los
datos numéricos obtenidos se reportan en la siguiente tabla.

BE Jones’Theorem I
a+n90° | x £nl80° | v £n720° | o/ £n90° | § =n720° | ¢ + n360°
0" = 20° and 0§ = 10° 55° 0° 280° 145° 80° 360°
0" = 40° and 0 = 0° 45° 0° 200° 135° 160° 360°
0" = 40° and 6 = 30° 75° 0° 200° 165° 160° 360°
0" = 30° and 6 = 30° 75° 0° 240° 165° 120° 360°

De la tabla confirmamos de manera numérica que el sistema corresponde un Full BL Tuneable,
donde su retardo como sus modos propios lineales permite ser ajustados de manera independiente.
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6. Aplicaciones

" We are the eyes through which the Univers observes itself and knows
itself divine.
David Zindell

El estudio tedrico sobre los BE conllevé a la generaciéon de una propuesta de un CW que no
presente ligaduras y por tanto pueda se totalmente ajustable de manera independiente. Ademads,
se revisé la depolarizacién de los CW al incidirles no un estado polarizado, sino parcialmente
polarizado. Adicionalmente se desarrollé un método para caracterizacién de los pardmetros de un
BE sobre la esfera de Poincaré, ya que esta presente el problema de su medicion. Se presenta un
método que permite medir de manera indirecta todos los pardmetros de cualquier birrefringente
independiente de sus modos propios.

6.1. Birrefringente con modos propios elipticos full tuneable

Basados en los esquemas previamente estudiados, y el RJ, proponemos un esquema que se com-
porta como un FTB. Mediante la extension del esquema de Messaadi anteponiendo un rotador
compuesto de dos HWPs. Como se muestra en la figura 6.1.

S3

Rotator I RotatorII
( ©'=40"+ 27

©'= 40"+ 27
v»:% v/ 5 V}%
s Y s R A

HWP HWP . QWP HWP HWP QWP |

L Full BL tuneable |
Full BE tuneable (2¢/,6,¢) and (2« 2x,7)

Figura 6.1 Esquema de CW compuesto de dos QWPs y cuatro HWPs para generar un
Full Tuneable Birefringent (FTB) a través del RJ.

Caracterizando el sistema mediante dlgebras geométricas se obtienen las siguientes expresiones
correspondientes al RJ, compuesto de un BL y un BC. Siendo el BL Full ajustable el esquema
de Messaadi y el BC como la biplaca de HWPs de dngulo de diferencia entre sus ejes rapidos de
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0". De esta manera se heredan las expresiones de los parametros caracterizados por Messaadi y el
rotador. Como se expresa en las siguientes ecuaciones, para el retardo del BL se obtiene

§ = 460"+ 27, (6.1)
con su modo propio lineal de azimuth

20’ =20 + g , (6.2)
y el poder rotatorio del BC de la forma

o = 40" + 2m. (6.3)

De esta manera se obtiene que los parametros del RJ (9, 2¢/, ) son variables independientes, y
se pueden ajustar con los dngulos de las orientaciones de las placas de ondas en el espacio fisico,
correspondientes a (6,60, 0").

Verificacion numérica

Por un lado, el FTB propuesto se probé numéricamente en todos sus casos particulares, donde su
retardo y modo propio sean ajustables de manera independiente, los cuales fueron registraron la
tabla representada en la figura 6.2.

BE Jones'Theorem I
Description Type Orientations of waveplates a£n90° | x £nl80° | v £n720° | o/ £n90° | § £n720° | v £ n360°

a L 0=0° 0 =0° 0" =20° 90° 15° 80° 25° 0° —80°
b X = +45°, o (0") BC 0=0°0 =0° 0" = 30° —90° 45° 120° 105° 0° —120°
c . ; 0=20°, 0 =20°, 0" = (¢ —25° 0° 30° —25° 80° 0°
a| x=0%a=cte 5 BL 0 =20°, 0 = 30°, 0" = (° —925° 0° 120° —25° 120° 0°
N 0=40°, 0 = 40°, 0" = 0° —5° 0° 160° 5 160° 0°

X = 0% 8 = cte, a(f) BL 0 =10°, 6 = 40°, 0" = 0° —35° 0° 160° —35° 160° 0°
sl . _ o 0=10° 0 = —13°, 0" = —25° 30° 28.76° 109.42° 55° 52° 100°
| v=Ecte al@) x(®.07) | BE |y a0 g0 g - _oge 50° 28.75° 109.42° 75° 52° 100°
T R =217, 0 =15, 0" = 1829° | —5° 22.95° 91.87° —25° 60° —80°
j | X=cte a=cte (0,07 | BE | 700 o0 gr Zgpe 50 2295 | 134.96° | -35° 80° —120°

Figura 6.2 Tabla del FTB donde se obtienen los casos particulares de BC (filas a y b),
BL(filas c,d,e,f) y BE(filas g,h,i,j) con retardos y modos propios ajustables de manera
independiente

Verificacion experimental

Para la verificacion experimental se generd la configuraciéon de CW del FTB ilustrada en la figura
6.1, usando HWPs y QWPs comerciales de Thorlabs. Se usé un haz monocromaético espacialmen-
te filtrado y colimado generado con un laser He-Ne de A = 633[nm]. Se incidi6 el haz a través
de un polarizador lineal y un QWP generando el estado incidente que pasard a través del FTB.
Los waveplates rotantes se variaron de 0° a 180° en pasos de 4°, registrando 45 estados emer-
gentes, los cuales fueron medidos con el polarimetro comercial de Thorlabs (PAN5710VIS, S/N:
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M00255491).

De este modo, se prob6 el FTB de manera experimental para todos sus casos particulares. Cuando
posee modos propios circulares y lineales. Los datos experimentales obtenidos se muestra en la
Fig 6.3.

BC (¢") variation

Input Polarized State

Output Polarized State
h 4

BC eigenstates

S3

Input Polarized State ~ Output Polarized State

— N
Out?ut Polarized State [\/Y W \\/ /

Birrefringence (&) variation BL eigenstates
Ss3

0 =0°

Input Polarized State Output Polarized State
Sl SQ

0 = 10°

S Input Polarized State ~Output Polarized State
3
81 : S2

Figura 6.3 Verificacion experimental del Full Tuneable Birefringent (F7TB) en sus casos
particulares de BC y BL de retardo y modos propios ajustables. Se prueba a la izquierda la
curva de estados emergentes y los parametros del teorema I de Jones. En la derecha se
verifican los modos propios ajustables.

Se prob6 también el caso general cuando sus modos son elipticos y mantiene su retardo constante
para dos configuraciones correspondientes a los casos g,/ de la Tabla 6.2. Los datos experimentales
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obtenidos se muestra en la Fig 6.4 . Se mostr6é ademéas que mediante la curva de estados emergentes
generada por el BE rotante se puede comprobar el poder rotatorio y el retardo lineal del teorema I
de Jones de manera grafica a través de la ley de los birrefringentes elipticos Pabon y cols. (2023).

Birefringence variation BE Tuneable eigenstates

Mode 1
0 =10°,0" = —13°,0" = —25°

S 3 Input Polarized State Qutput Polarized Eigenstat:

Q=BT = 2730 o= 315° y = 27.8°
Mode 2
0 =30°,6 =—13°,0" = —25°

Input Polarized State Output Polarized Eigenstat

figZaN
0

a=49.3° % = 288° = 49.9% y — 27.7°

Emergent States of a BE

Figura 6.4 Verificacién experimental del Full Tuneable Birefringent (F'TB), donde se
prueban a la izquierda la curva de estados emergentes y los parametros del teorema I de
Jones y la ley de los BE, a la derecha los modos propios ajustables.

De este modo, se ha probado un sistema de CW el cual permite variar tanto de el modo propio
como el retardo de manera independiente. Lo cual ofrece un control sobre las transformaciones de

la polarizacién.
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6.2. Depolarizacion en placas de onda compuestas

Los CW para el caso de luz incoherente incidente presentan depolarizacion. Por ello. En colabora-
cién con Cristian Cely, estudiante de Maestria en fisica realizamos una colaboracién sobre como
es la transformacion de depolarizacion en un sistema de CW.

El problema radica en que, aunque los sistemas 6pticos compuestos por multiples ldminas retarda-
doras se usan ampliamente, por ejemplo, en el disefio de retardadores de orden cero y acrométicos,
en sistemas de distribucion de clave cudntica y en compuertas de computacioén cudntica, no existe
un método general para determinar sus efectos sobre la luz parcialmente polarizada e incoherente,
considerando la despolarizaciéon. Aqui se propone un método algebraico basado en la teoria de la
coherencia para determinar los efectos de despolarizacion en sistemas de placas compuestas. Esta
metodologia permite calcular las transformaciones de la luz parcialmente polarizada en cualquier
configuracién de dichos sistemas.

Coherencia temporal y polarizacion

Estados de polarizacion dinamicos

El estado de polarizacion dindmico de una onda electromagnética con un frente de onda plano se
define de la siguiente manera:

1 2 (1) 0 (1)
é(t) — gx(t)eid) W] = gx(t)eiqb w | (64)
VER D) + E2(t) \Eve™ ey(t)e’®
el cual también se puede escribir en términos de los dngulos de elipticidad x(¢) y orientacion «/(t)

asociados con la elipse de polarizacion instantdnea en el tiempo ¢. En la base de estados lineales,
el estado de polarizacion serd Brosseau (1998)

<Ez(t)> o) = (cosa(t) cos x(t) — isin a(t) SinX(t)) , (6.5)

E,(t) sin a(t) cos x(t) + i cos a(t) sin x(t)

Definicién (Matriz de Polarizacién): La matriz de Polarizacién J(¢) es una representacion equi-
valente del estado de polarizacién dindmico en términos de las intensidades, se construye a partir
del vector de Jones é(t) de la siguiente manera

_ ([ Eu(t) _ (Ei(t)Ex(t) Er(t)Ex(t)
0= (Ez@)) (Bl B0) = <E2<t>E1<t> E2<t>Ez<t>> ’ (6:6)

donde E; indica el complejo conjugado de E;.

Consideremos el efecto del operador R;s sobre una matriz de polarizacion asociada con un estado
de polarizacién dindmico. En alguna base eliptica arbitraria, la matriz de Jones asociada con un
retardador, con estados propios elipticos que coinciden con dicha base, tiene la siguiente forma

Ry = l‘f ﬂ . (6.7)
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Por otro lado, la transformacion del estado de polarizacion, representado por la matriz J, debida al
retardador R viene dado por Mandel y Wolf (1995)

J’(t)zRﬂ(t)]%j;z( BB El(t)Ez(t)eié). (6.8)

Ey(t) B (t)e™ Ey(t) Ex(t)

Ahora veamos el efecto del producto del factor e con una sefial analitica del campo eléctrico
E;(t). Escribiendo el producto en términos de la transformada de Fourier de E;(t), se encuentra

15E o 7,6/ E 127rutdy
27”’ Anl/ E z27r1/tdy

/ Ei(v)e 2 (t+52) gy, (6.9)

donde se ha introducido el factor ¢/*&“A! dentro de la integral bajo la condicién de que la onda
policromética es de espectro estrecho Goodman (2015). Ahora, la integral 6.9 es una transformada
de Fourier inversa se encuentra desplaza temporalmente, es decir,

/E g2 (H58) gy = <t+ M) . (6.10)

c
Por consiguiente, el factor ¢*>™7 actiia como un operador de desplazamiento

TR (t) = E; (t+7), (6.11)

donde 7 = A"l , siendo An = n; — ny la birrefringencia del material. Aplicando el resultado de la

ecuacion 6. 11 en la ecuacion 6.8, obtenemos la siguiente expresion

J(t) = RyJ()R! = ( E\(®)Eu(t) El(t>E2(t+T)> . (6.12)

Ey(t)Er(t —7) Es(t)Ex(1)

Este proceso se puede generalizar entonces para sistemas compuestos por multiples placas retar-
dadoras mediante la siguiente operacion

T(t) = Roy.. By B, J(O) B B ) (6.13)

Hasta aqui este formalismo soluciona el problema de las transformaciones de estados de polari-
zacion dindmicos a través de sistemas de placas de onda compuestos. Sin embargo, esto solo es
vélido cuando la dindmica de la polarizacion es determinista, es decir, que las funciones tempora-
les F1(t) y E»(t) sean conocidas. Para casos donde estas funciones evolucionan aleatoriamente en
el tiempo se hace necesario considerar los efectos de la coherencia.

Matriz de coherencia y depolarizacion

En la realidad fisica, la emision de luz se lleva a cabo bajo procesos complejos que involucran
una gran cantidad de emisores individuales, y multiples interacciones con su entorno. Por lo tanto,
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el estado de polarizacion de una fuente de luz es naturalmente dindmico y su evolucién temporal
es de caracter aleatorio. En este sentido, la matriz de polarizacion J(¢) es un vector aleatorio y
sus elementos, sefiales aleatorias. Por ello, se debe realizar un promedio de ensamble estadistico
para tratar el proceso de la polarizacion de una fuente de luz como un proceso aleatorio. El valor
esperado, en un instante de tiempo ¢, de un ensamble €2 de fuentes idénticas de luz cuya dindmica
de polarizacién viene dado por la matriz J(t) se expresa como sigue

E{J}() = /Q P30 (e, v; t)dady , (6.14)

donde P(J;t) es la funcién de densidad de probabilidad asociada con el estado de polarizacién
J(t) del ensamble (2. En general, P(J;¢) es una funcién que depende explicitamente del tiempo y
por lo tanto asi también sus momentos estadisticos. Sin embargo, en el equilibrio termodindmico
nos permitimos adoptar un régimen estacionario en la estadistica, y en un modelo simplificado se
puede realizar una formulacion estadistica de la polarizacion con una hipétesis de estacionariedad
en el sentido amplio, en el que al menos los dos primeros momentos de P(J;¢) no dependen del
tiempo. En este sentido, el estado de polarizacién promedio estd dado por

E{J} =T = (E{El(tl)El(tl)} E{El(tl)E2<t2)}> 7 (6.15)

E{Es(t2) Er(t1)} E{Es(t2)Ea(t2)}

donde los valores esperados de los elementos de la matriz vienen dados por
E{Ei(t:) E;(t;)} = /QP(EZ-, Ejiti, ty) Ei(a, x; i) Ej(a, x; ty)dady. (6.16)

y representan las funciones de correlacién de las sefiales aleatorias F;(a, x;t;) y E;(a, x;t;), es
decir, la funcién de coherencia de primer orden del campo eléctrico. Estas funciones de correlacion,
por virtud de la estacionariedad estadistica, dependen de la diferencia t; — ¢;, y ademds, se pueden
escribir en términos del valor medio E{ F;(t;)} = E{E;} de cada sefial

Ly(ti —t;) = BE{E}E{E;}~(t: —t;) (6.17)
= Ty(0)y(ti — t5), (6.18)

donde ~(t; —t;) es el grado complejo de coherencia de primer orden, con 0 < |y(t; —¢;)| < 1. Por
otro lado, I';;(0) = E{E;(t;) }E{E;(t;) } Es el factor de normalizaci6n de la funcion de coherencia.
Este factor consiste del producto de los valores promedio de cada sefial, y por este motivo, equivale
a los elementos de una matriz de coherencia asociada con un estado totalmente polarizado; es
decir, el caso donde no existe una descorrelacion debida a las diferencias de fase ¢; — t; entre las
componentes del campo eléctrico. Esto solo se da cuando la diferencia t; — t; = 0; de ahi proviene
la notacién en la que I';;(0) estd evaluada en cero.

Asi, el primer momento estadistico del estado de polarizacion corresponde con la matriz de Cohe-
rencia de primer orden I' que equivale a la ya conocida matriz de polarizacién de Wiener-Wolf.
Esta matriz es el promedio de ensamble de la matriz de polarizacion asociada con un estado par-
cialmente polarizado en general. A partir de ella se pueden extraer los valores esperados de los
parametros de Stokes asociados Wiener (1928); Wolf (1959):

E{s;(t)} = Tr{6,T}, (6.19)
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y también se puede determinar el valor del grado de polarizacién P

B 4det{J}
P=\1= gy (6.20)

De esta manera, dada la matriz de polarizacion J(¢) que representa el estado de polarizacién ins-
tantdneo del campo eléctrico asociado con una fuente de luz incoherente, se pueden determinar los
observables de primer momento asociados con el estado de polarizacidn, tales como los pardmetros
de Stokes promedio E{s;(¢)} y el grado de polarizacién P.

A

B

R70) [Rs (R7(0) Bs R(9))] R(O)

10 2 COS2. ¢+ ei‘: sin? ¢ cos ¢sin ¢ (gf‘i— ei‘s) R(0). (6.21)
cos ¢ sin ¢ (el — 1) cos? ¢ + € sin” ¢

Posteriormente hay que transformar la matriz de coherencia I' asociada con un estado de polariza-
cidn eliptico con el operador B que representa la biplaca rotante:

! > F:mc<0) F:py<0> >
b= (waw) Fyy<0>> Bl (6.22)

El desarrollo de este producto matricial y la correspodiente traslaciones de las funciones de cohe-
rencia debido a los factores e fue realizado usando un médulo de Python de nuestra autoria con
el que se puede realizar estas transformaciones para cualquier tipo de CW Cely (2024). Segtn el
método planteado aqui, al realizar la debida operacién se encontraran términos de fase e? multi-
plicando a cada elemento I';;(0) de la matriz inicial; lo que se debe hacer es realizar las respectivas
traslaciones de la funcion de coherencia en cada caso.

Para el caso de luz incoherente que posee polarizacion parcial de cardcter aleatorio, el estado de
polarizacién se describe mediante el promedio de ensamble de su estado de polarizaciéon dindmico.
En este trabajo se tomé la representacion de la matriz de polarizacién cuyo promedio de ensamble
da como resultado la ya conocida matriz de Coherencia-Polarizacion de Wiener-Wolf, sin embar-
go, si se trabaja con otra representacion algebraica se debe llegar a una representacion para el
promedio de ensamble equivalente.

Se realiz6 un cédigo en Python con los resultados obtenidos, el cual permite modelar la depolari-
zacion de la luz en placas de ondas compuestas. El repositorio puede accederse mediante el QR de
la figura 6.5.



TRANSFORMACIONES DE LA POLARIZACION 72

Figura 6.5 QR el cual direcciona al cdédigo en un repositorio en GitHub para modelar la
depolarizacion en placas de onda compuestas.
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6.2.1. Método de caracterizacion geométrica de un BE

La caracterizacion completa de un BE requiere medir ambos conjuntos de pardmetros. Los pard-
metros intrinsecos (v, o, x) describen los modos propios y el retardo reales del medio, mientras
que los pardmetros equivalentes (0, ', @) estan relacionados con la ley de birrefringencia para
modos propios elipticos Pabon y cols. (2023), por lo cual define los posibles estados emergentes.

En esta busqueda de caracterizacion, se han generado diversos metodologias, como métodos nu-
méricos mediante regresion lineal para determinar los pardmetros intrinsecos El-Hosseiny (1975),
andlisis de Fourier Berezhna, Berezhnyy, y Takashi (2001) el cual hace una regresién de una curva
de intensidades y relacionar los coeficientes de Fourier con los pardmetros intrinsecos, (Mueller
Matrix Polarimetry)MMP method Gu y cols. (2018) a través de un problema inverso de optimi-
zacion para determinar los pardmetros intrinsecos y un fitting process mediante un heterodyne
interferometric ellipsometry C. Tsai, Liao, Chou, Han, y Chao (2005).

También se ha logrado caracterizar los BE mediante medidas indirectas mediante técnicas como
interferometria WozZniak y Banach (2008) a través de desplazamientos de interferogramas y un
Senarmont compensator de dos pasos Kurzynowski (2001) para una muestra rotada a § = 45°
para determinar v y x. Y a través de medidas de intensidades Sarma (1977) como Three-intensity
measurement technique Lin, Han, y Chao (2008) el cual permite medir los tres pardmetros intrin-
secos. Si bien, en general existen diversos métodos experimentales para conocer retardo de medios
birrefringentesP. Zhang, Tan, Liu, y Chen (2013) desde métodos con muestras rotantes o estéticas,
asi como geométricos sobre la esfera de Poincaré Pabon, Salazar, y Torres (2021) vélido para BL.
Por lo cual, la caracterizaciéon de un medio birrefringente requiere de los modos propios ademds
del retardo, de esta manera se puede determinar la transformacién y el operador de dicho medio.
En esta misma busqueda de la medicién de los modos propios, también se han desarrollado méto-
dos experimentales iterativos Pellat-Finet (2012a). Por lo cual una medida de todos los parametros
requeriria una combinacion de varios métodos, lo cual aumentaria la complejidad de la caracteri-
zacion.

Se ha sugerido que los pardmetros intrinsecos no podian ser facilmente medibles [pierre2, fully
variable]. Por lo que estos se han determinado a partir de su relacidén con los pardmetros equi-
valentes, los cuales son mas accesibles a la experimentacion. Tradicionalmente, la metodologia
utilizada es mediante la medicién de los pardmetros equivalentes, el cual se ha logrado median-
te dual-frequency heterodyne ellipsometer Yu y cols. (2009) y MMP Gu y cols. (2018). En este
sentido, hay que destacar que previamente se sugirié que los pardmetros fisicos de un BE no son
accesibles a la experimentacion Pellat-Finet (1984). Por ello se usaron los pardmetros equivalentes
del Teorema I de Jones, que son més accesibles a la medicion, para obtener los pardmetros fun-
damentales mediante relaciones analiticas Gu y cols. (2018); Pellat-Finet (1984); Yu (2016); Yu
y cols. (2009). Esta metodologia se ha usado para obtener la caracterizacién en cristales como el
BSO Pellat-Finet y Lebreton (1982), en placas de onda compuestas Yu (2016), cristales liquidos
Yu y Chou (2011). Sin embargo, la relacion usada entre estos dos conjuntos de pardmetros no es
inyectiva. Esto conduce a la existencia de multiples soluciones matematicas, las cuales no necesa-
riamente son reales.



TRANSFORMACIONES DE LA POLARIZACION 74

En este trabajo presenta una metodologia experimental para medir ambos conjuntos de pardmetros
de forma independiente y simultdnea, utilizando relaciones geométricas sobre la esfera de Poincaré
a través de cuatro estados de polarizacion especificos.

No inyectividad entre los parametros de un BE y en Teorema I de Jones

Por otro lado, podemos obtener una relacidon adicional entre ambas representaciones. Para ello,
dividimos la ecuacion 4.13 entre la ecuacion 4.12, de la forma

tan(2y) _ tan(p/2) (6.23)

cos(y/2)  sin(6/2)

La relacion obtenida describe como deben coincidir los pardmetros de ambas representaciones si-
multdneamente. Sin embargo, surge un problema: al revisar las ecuaciones 4.12, 4.13 y 6.23, se
encuentra que ninguna de ellas es inyectiva. Esto significa que, para tres parametros dados (7, «, x),
la combinacion de (o, 9, x) no es tnica, y viceversa. Por lo tanto, existen miltiples combinaciones
matematicas posibles entre ambas representaciones. Para evitar las ambigiiedades derivadas de es-
te problema, es necesario conocer ambas representaciones con precision. Los pardmetros (7, o, ¢)
describen los modos propios de polarizacion del medio y el retardo de fase global entre las dos
componentes ortogonales elipticas, proporcionando informacién global del medio.

Ademds, hasta ahora se crefa que los pardmetros (', d, ¢) tenia caracteristicas meramente mate-
maticas, carentes de significado fisico, introducidos por practicidad experimental. Sin embargo,
con este trabajo mostramos que ellos permiten acceder a la curva de estados polarizados emer-
gentes que el BE puede generar al rotarse, segin la Ley de los birrefringentes elipticos Pabon y
cols. (2023); Salazar-Ariza y Torres (2018). Esta ley describe geométricamente la curva de estados
emergentes como el corte entre un cono y la esfera de Poincaré, donde el dngulo de apertura del
cono es J y el vértice estd rotado un dngulo . Por lo tanto, destacamos que ambos grupos de para-
metros son fundamentales para conocer las propiedades fisicas del medio. La representaciones de
esto se ilustran en la figura 6.6.

Algoritmo de caracterizacion de un medio birrefringente

Ahora bien, teniendo en cuenta que se requiere medir ambos grupos de pardmetros para caracterizar
por completo un medio birrefingente. Presentamos a continuacién las ecuaciones que permiten
hallar, por primera vez, los parametros intrinsecos de un birrefringente independientemente de los
parametros equivalentes.

El método se basa en el uso de cuatro estados de polarizacién, dos estados incidentes lineal y
circular, y sus respectivos estados transformados, como se representa en la figura 6.7 (izquierda).

Sean los estados incidentes, lineal S, y circular S¢ de la forma

_>
Sp = (0417 X1 = 0) ) (624)

Sor = (g, £1/4). (6.25)
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Figura 6.6 Visualizacién de las representaciones de BE, a través del modelo de eje angulo
mediante los parametros intrinsecos, y a través de los parametros equivalentes de Jones
como un BC y un BL compuesto.

Sus respectivos estados transformados al atravesar por el BE son

S = (), 0), (6.26)

para el estado lineal emergente, el cual se requiere que sea un estado linealmente polarizado. Y
_>
Sc’ = (a5, X3). (6.27)

— .
Para el estado emergente S¢’, el cual serd un estado eliptico en general. Este proceso se grafica

en la figura 6.7 (derecha). Ahora definimos AS}, como la diferencia de los estados incidente y su
respecto estado emergente sobre la esfera de Poincaré. El cual se representa de la forma

N (6.28)



TRANSFORMACIONES DE LA POLARIZACION 76

Sinputs Soutputs

Suln0 A = /\a
e

Sc(ag, +7/4) - (\ Sy (e, xh)

Figura 6.7 Transformacion de dos estados polarizados S; y S¢ al pasar por un BE y su
representacion sobre la esfera de Poincaré.

del mismo modo, para un estado de polarizacién circular

ASE = 5¢ - S¢. (6.29)

Ahora bien, como se representa en la figura 6.8, el producto vectorial entre los vectores de diferen-
cia de las ecuaciones 6.29 y 6.28 es un vector paralelo a los modos propios, de la forma

AS) x ASp =it (6.30)

donde el vector 77 es paralelo al eje unitario &, = €, cos 2y cos 2a + e, cos 2 sin 2« 4 e sin 2.

| i = ASc x ASy
. S %ﬁ&> 4Fq
Y%% ____________ ;} >
? S, s, Asg/ As;\
(@) (b) (c)

Figura 6.8 Relacion geométrica entre los estados incidentes y transformados con los
modos propios del BE.

De modo que el vector normalizado 7 corresponde al vector de modos propios, de la forma

— =
. ASp x AS¢e .
n=-——""— =¢€4. (631)
|AST x AS¢|
Asi pues, teniendo en cuenta el andlisis anterior, es posible conocer el dngulo azimuth « y la
elipticidad y. Finalmente, para encontrar el retardo v tomemos en consideracion un estado de
entrada S, un estado de salida S" y un eje de rotacién arbitrario (¢,) que permita pasar de uno a otro
(véase la figura 6.9).
Ahora bien, la proyeccién de S y de S’ sobre el eje arbitrario es la misma para ambos estados

proye,S = proye,S'. (6.32)
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H
Rs

Figura 6.9 Representacion geométrica de la relacién entre un estado polarizado incidente
y su transformado, con el eje y el desfase v del BE.

=
Por otra parte, el vector que va desde el centro de la esfera a S, es decir, Rg se puede hallar de la
siguiente manera

f?s =S — proye,S. (6.33)
Del mismo modo sucede para el vector que va desde el centro de la esferaa S’
]—%Z’ =S —proye,S'. (6.34)
Asf, es posible hallar el 4ngulo que hay entre Sy S’
R R’ = |Rs||Rs'| cos. (6.35)

Teniendo en cuenta todo lo anterior,

COS7Y = ———. (6.36)

De esta manera tan sencilla queda demostrado que las propiedades geométricas sobre la esfera de
Poincaré permiten hallar explicitamente los parametros del modo propio («, x) y el retardo v a
partir de las ecuaciones 6.31 y 6.36, respectivamente.

Método geométrico para la medicion de la caracterizacion de Jones(d, o, )

Por otra parte, en lo que se refiere a los pardmetros equivalentes, es posible usar la misma metodo-
logia con estados incidentes lineales y circulares y sus estados transformados.

Desarrollo matematico del método de calcular los parametro del teorema I de Jones

Para determinar los pardmetros equivalentes en términos de dos estados incidentes y sus transfor-
mados, procedemos a describir matemdticamente su transformacion.
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Estado incidente linealmente polarizado

Sobre el estado lineal incidente este debe ser tal que su estado emergente al pasar por un BE
sea lineal. La existencia de dicho lemma se sintetiza de la forma Lemma: Existe un estado lineal
incidente Sy, (2cv,0) tal que al pasar a través de un BE su estado emergente serd también lineal
S} (a},0). prueba: Sea un estado lineal incidente S (2a4,0) en un BE. Mateméticamente esta
transformacion se representa de la forma

S’ = e“28 (o, 0)e 2. (6.37)

Si el BE es descrito mediante el teorema I de Jones el operador se expresa de la forma Paboén y
cols. (2023); Pellat-Finet (1984)

X [ L
etz = e%2e%72, (6.38)

Lo cual permite describir la ecuacién6.37 de la forma

S = e¥3 €28, (2ay,0)e™% % ees (6.39)

S(2al +¢10)

lo cual es equivalente a un estado lineal Sy, (2¢/, 0) de azimuth 2o/} = 2a; + ¢ el cual incide a un
operador de BL. Dicho operador es la forma €3 = cos g + ¢;sin % y modo propio

e, = e; cos 2’ + ey sin 2¢. (6.40)
Por lo que el sistema se reduce a la forma
S’ = e%38(2a/,, 0)e 2, (6.41)
Si el azimuth 20/ es igual al azimuth 2o/ de los modos propios del BL de la forma
20) =201 + p = 2d, (6.42)
Por lo tanto, al ser su modo propio el estado emergente S’ corresponder4 al estado lineal S(2a/, 0).

De la ecuacién 6.42 obtenemos el azimuth o’ de la forma

!/

o =af, (6.43)

y el poder rotatorio ¢ de la forma
© = 2a) — 2a. (6.44)

Estado incidente circular polarizado

Si incidimos un estado circular en un BE descrito por el teorema I de Jones obtenemos la forma

S’ = e%2 8T8 0(2a0, 22 = 7/2)e @ F e 3 (6.45)

Sc(2a2,2x2=7/2)
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ya que el estado S¢ es el podo propio de un BC, es invariante al primer operador, por lo cual el
operador queda la accién de un BL en el estado S¢ de la forma

S’ = €938 (20, 22 = 7/2)e % . (6.46)

Los estados emergentes S’ de un estado circular al pasar por un BL rotante se describen de la forma
Pabon y cols. (2023); Salazar-Ariza y Torres (2018)

S'(20,2x5) = 1+ €181 + €3S, + €383 = 1+ e [sin d sin 20] + e, [sin  cos 20] + e3[cos §]. (6.47)

De la componente e3 obtenemos
S3 = sin 2x;, = cosd . (6.48)

Despejando el retardo del BL 6 queda de la forma
§ = arc cos(sin 25). (6.49)

De este modo, con las ecuaciones ecuacion 6.49, ecuacion 6.43, ecuacion 6.44 obtenemos ex-
plicitamente la caracterizacion de los parametros equivalentes (J, o/, ¢), respectivamente. De este
modo, el andlisis anterior nos proporciona las ecuaciones necesarias para conocer simultineamen-
te y de forma independiente los pardmetros intrinsecos y los equivalentes. Por lo tanto, con estas
ecuaciones, es posible desarrollar una metodologia para medir simultineamente y de forma inde-
pendiente ambos tipos de parametros.
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7. Conclusiones

Se presenta una descripcion explicita de los retardos, modos propios, y el RJ de cualquier configu-
racion de CW. Donde se encuentran seis ecuaciones, las cuales fueron probadas experimentalmente
en un grupo de CW previamente estudiados. Ademds, se aplicaron estas ecuaciones para disefiar
y caracterizar un Full Tuneable Birefringent device a través de un esquema compuesto de HWPs
y QWPs. Donde sus modos propios como su retardo se puede ajustar de manera independiente.
Es por ello, que en el presente trabajo presentamos un marco general para los medios compuestos
de materiales birrefringentes y un disefio de CW que ofrece un mayor control sobre la polarizacion.

Por otro lado, se han desarrollado dos representaciones analiticas del operador de birrefringencia
eliptica aplicado a la biplaca de QWPs. Lo que ha permitido obtener expresiones analiticas para
todas las variables angulares involucradas en la birrefringencia de la biplaca, dependientes del dn-
gulo de separacion entre los ejes rapidos de las QWP y de la rotacién sincronizada de la biplaca.
Esto significa que todos los pardmetros pueden ser ajustados mediante rotaciones de las QWP, lo
que proporciona una gran flexibilidad en el disefio y control del elemento.

Ademads, se ha logrado una generalizacion de la ley de los birrefringentes con modos propios
lineales a elipticos. Donde la curva de estados emergente de un BE se describe su curva de esta-
dos emergentes a través de un cono doble de vértice rotado que intersecta la esfera de Poincaré.
Esta generalizacién ha permitido describir la BL y BC como casos particulares de BE, lo que
proporciona una mayor comprension y un marco tedrico mas completo para describir los medios
birrefringentes.

Sobre el trabajo de depolarizacion en sistemas de CW, se describid el efecto del operador asociado
con un retardador sobre la matriz de Coherencia. El cual tiene como resultado el desplazamien-
to de las funciones de coherencia, de esta manera, se cuantifica no solo el cambio del estado de
polarizacién medio sino también el cambio del grado de polarizacidn, es decir, se tiene en cuenta
la despolarizacién a través de sistemas de retardadores. Esto hace posible determinar las transfor-
maciones de polarizaciéon debidas a cualquier sistema compuesto de placas de ondas de manera
general para fuentes incoherentes y parcialmente polarizadas.

Sobre el trabajo de un método de caracterizacion. Se generd una metodologia experimental po-
larimétrica para medir los pardmetros intrinsecos y equivalentes de un birrefringente. EI método
estd basado en la geometria sobre la esfera de Poincaré la cual sélo requiere conocer dos estados
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incidentes polarizados y sus respectivos estados transformados. El método puede utilizarse para
caracterizar por transmision cualquier medio birrefringente independiente a su modo propio. El
método propuesto evidencia que los pardmetros intrinsecos son medibles. Ademas, la Ley de los
birrefringentes elipticos muestra que los pardmetros equivalentes tienen significado fisico. Por lo
tanto, resaltamos que ambos pardmetros deben ser medidos de manera independiente para conocer
las propiedades del medio.
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Apéndice A

A.1. BC en formalismos de algebras geométricas

La accion de incidir un estado polarizado S(2«, 2 ) en un birrefringente circular (BC) o con acti-
vidad 6ptica describe en formalismo de dlgebras geométricas de la forma:

S’ = eel%eeg’%S(Za, 2x)e’e3§e’el% : (A1)

donde aplicando el primer operador correspondiente a la actividad 6ptica de la forma

cos £ 1 cos £
e3f —e3f 0 6151 0

e®2S8(2a, 2y)e %2 = A2
(2ar, 2x) 0 €5, 0 : (A.2)

€3 sin % e35’3 —€3 sin %

multiplicando los tres cuaterniones obtenemos

22 _ ¢in ® cos € si in € cos € si in2 e

cos® £ —sin £ cos £ sin 2y + sin £ cos § sin 2y + sin® £

ey | cos 2 ( cos 2ar(cos® £ —sin® £) — 2sin £ cos £ sin 2a
, (A.3)

' 29 _gin2¢ in € cos &
ey | cos 2 ( sin 2a(cos® £ — sin® £) 4- 2sin £ cos & cos 2a

—cos €sin & + sin2 € si 224 in € cos 2
e3[— cos ¥ sin & + sin? £ sin 2 4 cos® £ sin 2 + sin £ cos ¥ ]

aplicando las identidades de cos ¢ = (cos* £ — sin® £) y sing = 2sin £ cos £ y las propiedades
de sin(A + B) y cos(A + B) se obtiene

1
e;[cos 2 cos(2a + )]
ex[cos 2y sin(2a + )]
e3[sin 2]

= S(2a + ¢, 2x). (A.4)

La ecuacion anterior representa que incidirle un estado polarizado en un medio con actividad dptica
transforma la rotacién del estado incidente, manteniendo su elipticidad.
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