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NOTACION

n® representa el vector normal a la hipersuperficie tipo tiempo, es decir,

nn, = —1.

N es la funcién lapso.

(0;)* = t* es el vector base asociado a la coordenada temporal.

B = Nn® — t* representa el vector corrimiento.

Yab = Jab + nap €8 la metrica inducida en la hipersuperficie, debido a una mé-

trica g, cuadridimensional.

g, €S el tensor métrico.

g es el determinante del tensor métrico.

A, =~ A, es la proyeccion total de un cuadrivector A sobre la hipersuperficie.

A, = A,n" es la proyeccidn total sobre el vector normal.

V,.¢ es la primera derivada covariante del campo ¢.



* V.o = ¢, es la segunda derivada covariante del campo ¢.

* X = %@qﬁ“ es el término cinético del campo escalar.
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RESUMEN

TITULO: Construccion de teorias escalar-tensor cuadraticas degeneradas de orden superior ﬂ

AUTOR: Nestor Alberto Granados Hernandez [

PALABRAS CLAVE: TEORIAS MODIFICADAS DE LA GRAVEDAD, TEORIAS ESCALAR-TENSOR,
TEOREMA DE OSTROGRADSKY

DESCRIPCION:

Con este trabajo de investigacion se lleva a cabo la construccién de un tipo de teorias modificadas de
la gravedad libres de inestabilidades de Ostrogradsky. En particular, se estudian las teorias escalar-
tensor. Estas teorias representan extensiones de la gravedad de Einstein a través de la inclusién de
un campo escalar con acoplamiento no minimo. En la literatura se encuentra un andlisis de las teorias
escalar-tensor dentro del marco de las teorias no degeneradas, es decir, teorias cuyo determinante
de la matriz Hessiana (cinética) es diferente de cero. Por lo tanto, se propone incrementar el espacio
de teorias modificadas incluyendo los casos en los cuales hay degeneracién, eludiendo asi las con-
diciones del teorema de inestabilidades de Ostrogradsky. Desde una perspectiva fenomenolégica, la
ampliacion del espacio de teorias escalar-tensor abre la posibilidad a nuevas y atractivas explicacio-
nes a diferentes interrogantes abiertos en cosmologia y astrofisica, e.g., la naturaleza de la energia
oscura, materia oscura e inflacién. Con estas motivaciones se construye el Lagrangiano mas general
con términos cuadraticos en la segunda derivada covariante del campo escalar, de donde se deriva
el apelativo de teorias cuadraticas. En general, un Lagrangiano de este tipo reproduce ecuaciones
de campo de orden superior a dos. Sin embargo, cuando se aplican las condiciones de degenera-
cién, las ecuaciones se reducen a un sistema de segundo orden espacio temporal, evitando asi la
aparicion de grados de libertad no fisicos. De esta manera, se encuentra una clasificaciéon de todas
las teorias escalar-tensor degeneradas de orden superior (en las ecuaciones de campo) cuadraticas

(en la potencia de las derivadas de campo en el Lagrangiano).

Tésis de Maestria

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Ph.D. Yeinzon Rodriguez Garcia. Codirector:
Ph.D. Carlos M. Nieto Guerrero
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ABSTRACT

TITLE: Construction of higher order degenerate quadratic scalar-tensor theories [j

AUTHOR: Nestor Alberto Granados Hernandez [’]
KEYWORDS: Modified theories of gravity, Scalar-tensor Theories, Ostrogradsky’s Theorem.

DESCRIPTION:

In this research project it is intended to carry out the construction of a type of modified theories of
gravity free of ostrogradsky’s instabilities. In particular, scalar-tensor theories are studied. These theo-
ries represent extensions of Einstein’s gravity through the inclusion of a scalar field with no-minimal
coupling. In the literature, we find an analysis of scalar-tensor theories that has been carried out within
the framework of non-degenerate theories, that is, theories whose determinant of the Hessian (kine-
tic) matrix is different from zero. Therefore, we proposed to increase the space of modified theories
including the cases in which there is degeneracy, thus avoiding the conditions of Ostrogradsky’s ins-
tabilities theorem. From a phenomenological perspective, the expansion of the scalar-tensor theory
space opens the possibility of new and attractive explanations to different open questions in cosmo-
logy and astrophysics, e.g., the nature of dark energy, dark matter and inflation. With this motivation
the more general Lagrangian is built with quadratic terms in the second order covariant derivative of
the scalar field; hence the name quadratic theories. In general, such a Lagrangian reproduces field
equations of order greater than two. However, the equations can be reduced to a second order sys-
tem space-time, thus avoiding the appearance of non-physical degrees of freedom. In this way, we
find a classification of all degenerate quadratic (in the power of the field derivatives in the Lagrangian)

scalar-tensor theories of higher order (in the scalar field equations).

Master’s thesis

Faculty of Natural Sciences. Physics department. Director: Ph.D. Yeinzon Rodriguez Garcia. Co-
director: Ph.D. Carlos M. Guerrero
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INTRODUCCION

La teoria de la Relatividad General de Einstein [[ ha probado ser bastante exitosa
debido al creciente numero de observaciones que la soportan . Es de particular
importancia la observacién del corrimiento al rojo gravitacional E] de la curvatura de
la luz debido al campo gravitacional solar ¥, de la precesion del periherlio de mercu-
rio |Z] y la confirmacion de la existencia de las ondas gravitacionales Iﬂ Sin embargo,

hay fendmenos que podrian requerir una version modificada de la gravedad a gran-

' A. EINSTEIN. “Die Grundlage der allgemeinen Relativitatstheorie’. En: Annalen der Physik 354
(1916), pag. 769. DOI:[10.1002/andp . 19163540702.

2 Clifford M. WILL. “Confrontation between General Relativity and Experiment’. En: Living Reviews
in Relativity 9 (2006), pag. 3. DOI:|10.12942/1rr-2006-3. arXiv:|gr-qc/0510072 [gr-qcl.

3 Clifford M. WILL. Theory and Experiment in Gravitational Physics. 2.2 ed. Cambridge University
Press, 2018. DOI:(10.1017/9781316338612.

4 G. M. CLEMENCE. “Relativity Effect in Planetary Motions”. En: Reviews of Modern Physics 19
(1947), pag. 361. DOI:[10.1103/RevModPhys. 19.361.

5 R.V.POUND y G. A. REBKA. “Gravitational Red-Shift in Nuclear Resonance”. En: Physical Re-
view Letters 3 (9 1959), pag. 439. DOI:|10.1103/PhysRevLett.3.439.

6 S.S. SHAPIRO y col. “Measurement of the Solar Gravitational Deflection of Radio Waves using
Geodetic Very-Long-Baseline Interferometry Data, 1979-1999”. En: Physical Review Letters 92
(12 2004), pag. 121101. DOI:|10.1103/PhysRevlett.92.121101\

7 SOPHIE M. V. PIREAUX y J. P. ROZELOT. “Solar quadrupole moment and purely relativistic
gravitation contributions to Mercury’s perihelion advance”. En: Astrophysics and Space Science
284 (2003), pag. 1159.

8 B. P. ABBOTT y col. “Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger”. En:
Physical Review Letters 116 (2016), pag. 061102. DOI: |10 . 1103 /PhysRevLett . 116 . 061102.
arXiv:[1602.03837 [gr-qcl.
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des escalas. Por ejemplo, una comprension de la energia oscura [19'['?, la materia
oscura [y el periodo inflacionario primordial podria surgir dentro de teorias

mas alla de la Relatividad General de Einstein.

De acuerdo con el teorema de Lovelock, las modificaciones de la gravedad se pue-

den obtener a través de diversos mecanismos [§°} Entre ellos se encuentra, por
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Miao LI y col. “Dark Energy”. En: Communications in Theoretical Physics 56 (2011), pag. 525.
DOI:/10.1088/0253-6102/56/3/24.

Ryotaro KASE y Shinji TSUJIKAWA. “Dark energy in scalar-vector-tensor theories”. En: Journal
of Cosmology and Astroparticle Physics 1811 (2018), pag. 024. DOI:|10.1088/1475-7516/2018/
11/024]

Dragan HUTERER y SHAFER Daniel L. “Dark energy two decades after: Observables, probes,
consistency tests”. En: Reports on Progress in Physics 81.1 (2018), pag. 016901. DOI:|10.1088/
1361-6633/aa997e. arXiv:1709.01091 [astro-ph.CO]l

A. G. RIESS y col. “Evidence from Supernovae for an Accelerating Universe and a Cosmological
Constant”. En: The Astronomical Journal 116 (1998), pag. 1009. DOI:/10.1086/300499.

Manuel DREES. “Dark Matter Theory”. En: PoS ICHEP2018 (2019), pag. 730. DOI:|10.22323/1.
340.0730L arXiv:[1811.06406 [hep-ph]l

Gianfranco BERTONE y HOOPER Dan. “History of dark matter”. En: Rev. Mod. Phys. 90 (4
2018), pag. 045002. DOI:|10.1103/RevModPhys.90.045002.

Jerome MARTIN. “The Theory of Inflation”. En: Proc. Int. Sch. Phys. Fermi 200 (2020). Ed.
por E. Coccia, J. Silk y N. Vittorio, pag. 155. DOI: 10 . 3254 / ENFI200008. arXiv: (1807 . 11075
[astro-ph.CO].

Alan H. GUTH. “Inflationary universe: A possible solution to the horizon and flatness problems”.
En: Physical Review D 23 (2 1981), pag. 347. DOI:|10.1103/PhysRevD. 23.347.

D.H. LYTH y A.R. LIDDLE. The Primordial Density Perturbation: Cosmology, Inflation and the
Origin of Structure. Cambridge University Press, 2009.

D. LOVELOCK. “The four-dimensionality of space and the Einstein tensor”. En: Journal of Mathe-
matical Physics 13 (1972), pag. 874. DOI:|10.1063/1.1666069.

Timothy CLIFTON vy col. “Modified Gravity and Cosmology”. En: Physics Reports 513 (2012),
pag. 1. DOI:|10.1016/j.physrep.2012.01.001, arXiv: 1106.2476 [astro-ph.CO].
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ejemplo, el incremento en la dimensionalidad del espaciotiempo como sucede en
los modelos tipo Kaluza-Klein P’} Otro mecanismo es a través de la inclusién de
campos extra diferentes a la métrica; por ejemplo, un campo escalar con acopla-
miento no minimo. Este ultimo conjunto de extensiones compone lo que se conoce
como teorias Escalar-Tensor (ET) PFFFF°L La presente tesis de Maestria se enfoca

en este tipo de modificaciones, es decir, en las teorias ET.

Es indispensable que las modificaciones de la gravedad, representadas por las teo-
rias ET, estén libres de inestabilidades. Para estudiar estas inestabilidades, se usa el
teorema de Ostrogradsky, el cual determina que existe una inestabilidad lineal en el
Hamiltoniano de una teoria no degenerada asociada a un Lagrangiano dependien-

te de derivadas superiores, las cuales no se pueden eliminar mediante integracion

20 Oskar KLEIN. “Quantentheorie und fiinfdimensionale Relativitatstheorie”. En: Zeitschrift fiir Phy-

sik A 37 (1926), pag. 895. DOI:[10. 1007/BF01397481.

21 T. KALUZA. “Zum Unitétsproblem der Physik”. En: Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Berlin
(Math. Phys.) 1921 (1921), pag. 966. DOI: [10 . 1142 /50218271818700017. arXiv: [1803 . 08616
[physics.hist-ph].

22 C.BRANS y R. H. DICKE. “Mach’s Principle and a Relativistic Theory of Gravitation”. En: Phys.
Rev. 124 (3 1961), pag. 925. DOI:|10.1103/PhysRev.124.925|

23 Atsushi NARUKO, YOSHIDA Daisuke y MUKOHYAMA Shiniji. “Gravitational scalar-tensor theory”.
En: Classical and Quantum Gravity 33 (2016), 09LTO1. DOI:/10.1088/0264-9381/33/9/091t01.

24 Marco CRISOSTOMI, Kazuya KOYAMA y Gianmassimo TASINATO. “Extended scalar-tensor
theories of gravity”. En: Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 1604 (2016), pag. 044.
DOI:/10.1088/1475-7516/2016/04/044.

25 Bertrand CHAUVINEAU, RODRIGUES Davi C. y FABRIS Jlio C. “Scalar-tensor theories with an
external scalar’. En: General Relativity and Gravitation 48 (2016), pag. 80. DOI:/10.1007/s10714-
016-2075-9.

26 Tsutomu KOBAYASHI. “Horndeski theory and beyond: a review”. En: Reports on Progress in

Physics 82 (2019), pag. 086901. DOI:|10.1088/1361-6633/ab2429.

15


https://doi.org/10.1007/BF01397481
https://doi.org/10.1142/S0218271818700017
https://arxiv.org/abs/1803.08616
https://arxiv.org/abs/1803.08616
https://doi.org/10.1103/PhysRev.124.925
https://doi.org/10.1088/0264-9381/33/9/09lt01
https://doi.org/10.1088/1475-7516/2016/04/044
https://doi.org/10.1007/s10714-016-2075-9
https://doi.org/10.1007/s10714-016-2075-9
https://doi.org/10.1088/1361-6633/ab2429

por partes PPl Una teoria no degenerada es aquélla que presenta una matriz

Hessiana con determinante diferente de cero. Estudios enfocados en esta clase de

teorias permitieron encontrar la llamada teoria de Galileones escalares [°| Estas

teorias describen la dinamica de un campo escalar en espaciotiempo plano a través

de ecuaciones de campo exclusivamente de segundo orden. El nombre de la teo-

ria proviene de las propiedades de simetria de la accion, la cual es invariante ante

una transformacion del campo de la forma ¢ — ¢ + b,z* + c. . La versién de esta

ultima en espaciotiempo curvo se denomina teoria de Galileones generalizados y
covariantizados

De manera independiente, la teoria de Galileones generalizados y covariantizados
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Richard P. WOODARD. “Avoiding dark energy with 1/r modifications of gravity”. En: Lecture Notes
in Physics 720 (2007), pag. 403. DOI: [10. 1007 /978 -3-540- 71013 - 4 _14. arXiv: [astro-ph/
0601672 [astro-ph]l

M. OSTROGRADSKY. “Mémoires sur les équations différentielles, relatives au probléeme des
isopérimetres”. En: Mémoires de I'’Académie Impériale des Sciences de St. Pétersbourg 6 (1850),
pag. 385.

R. P WOODARD. “Ostrogradsky’s theorem on Hamiltonian instability”. En: Scholarpedia 10
(2015), pag. 32243. DOI:|10.4249/scholarpedia.32243.

Alberto NICOLIS, RATTAZZI Riccardo y TRINCHERINI Enrico. “The Galileon as a local modifi-
cation of gravity”. En: Physical Review D 79 (2009), pag. 064036. DOI: |10.1103/PhysRevD.79.
064036. arXiv:/0811.2197 [hep-th].

C. DEFFAYET vy col. “From k-essence to generalized Galileons”. En: Physical Review D 84 (6
2011), pag. 064039. DOI:[10.1103/PhysRevD.84.064039.

C. DEFFAYET, G. ESPOSITO-FARESE y A. VIKMAN. “Covariant Galileon’. En: Physical Review
D 79 (2009), pag. 084003. DOI:/10.1103/PhysRevD.79.084003. arXiv: 0901.1314 [hep-th].

C. DEFFAYET, S. DESER y G. ESPOSITO-FARESE. “Generalized Galileons: All scalar models

whose curved background extensions maintain second-order field equations and stress tensors”.
En: Physical Review D 80 (6 2009), pag. 064015. DOI:|10.1103/PhysRevD.80.064015.
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habia sido encontrada por Horndeski en la decada de los setenta %l Recientemente
se demostré formalmente la equivalencia entre la teoria de Galileones generaliza-

dos covariantizados y la teoria de Horndeski %]

Las teorias de Galileones en todas sus formas pueden ser usadas para estudiar so-
luciones cosmoldgicas y astrofisicas. De hecho, la existencia de un campo escalar
resulta bastante atractiva en el estudio de los periodos de expansion acelerada del
universo temprano y tardio. Diversas aplicaciones en cosmologia, e igualmente en
astrofisica, se han contemplado recientemente (véase la ref. [-%| para un revision del
tema). Ahora bien, es interesante preguntarse si existen modelos ET mas alla de los

descritos anteriormente.

Hasta el momento se ha asumido que las teorias son no degeneradas; por lo tan-
to, el teorema de Ostrogradsky es aplicable. Sin embargo, si se consideran teorias
degeneradas, el teorema no aplica. De esta manera, resultaria posible construir

teorias que generen ecuaciones de campo de alto orden, libres de inestabilidades

34 Gregory Walter HORNDESKI. “Second-order scalar-tensor field equations in a four-dimensional
space”. En: International Journal of Theoretical Physics 10 (1974), pag. 363. DOI: 10 . 1007/
BF01807638.

35 Tsutomu KOBAYASHI, YAMAGUCHI Masahide e YOKOYAMA Junichi. “Generalized G-inflation:

Inflation with the most general second-order field equations”. En: Prog. Theor. Phys. 126 (2011),
pag. 511. DOI:|10.1143/PTP.126.511} arXiv: 1105.5723 [hep-th].
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PPPEPEFF 2] Estas teorias corresponderian a extensiones de la teoria de Horn-

deski. La degeneracion del Lagrangiano conlleva a ligaduras que permiten escribir

las ecuaciones de campo de orden superior como un sistema de ecuaciones de se-

gundo orden. Como tal, estas teorias extendidas serian candidatas para describir

fendmenos naturales que requieren una extension de la teoria de la Relatividad Ge-

neral de Einstein (como se explicé anteriormente, energia oscura, materia oscura,

inflacion, etc). Desde el punto de vista teérico, la extensién de Horndeski amplia el

espacio de teorias modificadas de la gravedad que estan libres de inestabilidades.

Como resultado, se obtendria una clasificacion mas completa de teorias ET dege-

neradas y no degeneradas saludables.
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En el presente trabajo se motiva la construccién sistematica de una subclase de teo-
rias ET de orden superior degeneradas. Como se dijo anteriormente, la degenera-
cidon de las teorias permite la existencia de ecuaciones de campo de orden superior
a dos; de alli el apelativo orden superior. El presente estudio parte de un Lagran-
giano en el cual se escriben los términos mas generales cuadraticos en V,V, ¢,
donde ¢ es un campo escalar y V,, representa la derivada covariante para una mé-

trica g,,,.

Los contenidos de esta tesis se presentan de la siguiente manera. En el segundo
capitulo se hace un andlisis asociado al teorema de Ostrogradsky, ademas, se in-
troduce la nocién de fantasmas y las formas en las cuales se pueden evitar. En el
tercer capitulo, se muestra las diferentes teorias escalar tensor no degeneradas, con
dependencia a lo sumo en la segunda derivada covariante del campo; para estas
ultimas se observa la necesidad de incluir contratérminos los cuales no permiten
ecuaciones de campo de orden superior a dos; adicionalmente, se introducen las
teorias mas alla de Hondeski, las cuales motivan la construccion de una teoria de-
generada de orden superior: DHOST (de sus siglas en inglés Degenerate Higher
Order Escalar-Tensor Theories). En el cuarto capitulo, se propone un Lagrangiano
asociado a las teorias DHOST cuadraticas, es decir, un Lagrangiano con depen-
dencia cuadratica de maximo la segunda derivada del campo escalar. Para finalizar,
en el ultimo capitulo se exponen las condiciones necesarias para que las teorias

DHOST cuadraticas sean saludables.
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1. TEOREMA DE OSTROGRADSKY

El terorema de Ostrogradsky determina que existe una inestabilidad lineal en los
Hamiltonianos asociados a Lagrangianos no degenerados que son dependientes
de derivadas temporales superiores (derivadas iguales o superiores a dos) en una
variable dindmica, donde estas ultimas no pueden ser eliminadas con integracion
por partes @ Esto se observa en este capitulo al realizar un analisis a Lagran-
gianos con dependencia las primeras n-ésimas derivadas del campo. Por otra parte,
la inestabilidad lineal esta asociada a un grado de libertad extra, el cual se deno-
mina grado de libertad fantasma [*¥] Aunque este teorema se describe usualmente
en el contexto de particulas, se le ha podido extender para el caso de campos cla-
sicos [*F9 Este trabajo se centra en la construccién de una teoria escalar tensor
a partir de un Lagrangiano que depende de a lo sumo de segundas derivadas del
campo. Sin embargo, debido a que el teorema de Ostrogradsky predice una pato-
logia tipo fantasma, es necesario relajar una de sus hipétesis, la no degeneracion.
Esto se muestra utilizando un modelo de juguete, para después implementar una

metodologia similar en el capitulo 4| para el caso de las teorias DHOST cuadréticas.

43 Hayato MOTOHASHI y SUYAMA Teruaki. “Quantum Ostrogradsky theorem”. En: JHEP 09
(2020), pag. 032. DOI:[10.1007/JHEP09 (2020) 032. arXiv:[2001.02483 [hep-th]|

4 Fulvio SBISA. “Classical and quantum ghosts”. En: European Journal of Physics 36 (2014),
pag. 015009. DOI:|10.1088/0143-0807/36/1/015009.

45 Hayato MOTOHASHI y col. “Healthy degenerate theories with higher derivatives”. En: Journal of
Cosmology and Astroparticle Physics 07 (2016), pag. 033. DOI:|10.1088/1475-7516/2016/07/
033l arXiv:[1603.09355 [hep-th]l

46 F.J. DE URRIES y J. JUELVE. “Ostrogradski formalism for higher derivative scalar field theories”.

En: J. Phys. A 31 (1998), pag. 6949. DOI: [10 . 1088 /0305 - 4470/31/33/006. arXiv: hep- th/
9802115.
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1.1. ANALISIS DEL TEOREMA

En esta seccién se muestra el teorema de Ostrogradsky en el contexto de mecanica
clasica, es decir, se estudia el caso de un Lagrangiano unidimensional no degene-
rado asociado a una variable dinamica x(t¢). Para tal fin, se divide su analisis en tres
casos: Lagrangiano estandar (dependencia de la primera derivada temporal de la
variable dinamica), Lagrangianos que dependen a lo sumo, de la segunda deriva-
da temporal y, el caso general donde los Lagrangianos depende de las primeras

n-ésimas derivadas temporales.

1.1.1. Primer caso: Lagrangiano estandar  Un Lagrangiano estandar unidimen-
sional en mecanica clasica depende de una variable dinamica x(¢) y su velocidad
i(t) = %, es decir, L = L(x, ). Asi, la variacion de la accion produce la ecuacion

de Euler-Lagrange
— -+ =0 (1)

2
. . , L
Se define un Lagrangiano no degenerado como aquél que cumple: % #0.Lano
X
degeneracion de un Lagrangiano del tipo L = L(z,%) permite reescribir de la
forma

&= F(v,7) = x(t) = X(t,x0, 20), (2)

donde z, y i, representan las condiciones iniciales del sistema. Como la solucién
requiere el conocimiento de dos condiciones iniciales, se definen dos coordenadas

canonicas @ y P. Usualmente, estas coordenadas se definen como
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La suposicion de no degeneracion implica que es posible invertir (@)}, de tal manera
que es posible escribir = en términos de @ y P. Ahora, se define una nueva variable
V(Q, P) tal que

- =P (4)

El Hamiltoniano canénico asociado a L(z, i) se obtiene mediante una transforma-

cién de Legendre en i:

Pi— L (5)
= PV(Q,P)—L(Q,V(Q,P)). (6)

H(Q, P)

A partir de esta definicién, se encuentra la transformacion inversa en el espacio de

fase y la ecuacion de Euler-Lagrange

: 0H oV 9LV

© ==V rop var =Y 7
L _OH L0V LV 0L oL -
o 0Q 0Q IV oQ  0Q  0Q’

Como se observa en (7) y (8), el Hamiltoniano genera evolucién temporal. Ademas,
si se tiene un Lagrangiano que no depende explicitamente del tiempo, el Hamilto-
niano H es asociado a una cantidad conservada (la energia). Observando la ec. (6),
el hecho de que el Hamiltoniano esté acotado por debajo o no depende de la forma

explicita del Lagrangiano.

47 Esta invertibilidad se ve a partir de

0i2

22



1.1.2. Segundo caso: Lagrangianos dependientes a lo sumo de la segunda
derivada temporal  Para observar el efecto de tener derivadas superiores a uno,
se considera un Lagrangiano de la forma L = L(z, #,%). En este caso, la ecuacién

de movimiento estd dada por

oL doL 2oL

or dios Taeor % ®)

, : . . 0*L
Para un Lagrangiano dependiente de #, la no degeneracion se define como Er] £ 0.

Asi, la ecuacion (9) para un sistema no degenerado toma la forma
T = F(a:, jf,i', .Z') - l’(t) = X(t, Zo, il'Z’Q,L.U.Q, .I'O) (10)

Dado que en este caso la solucién depende de cuatro condiciones iniciales, se de-

finen cuatro coordenadas canénicas. En su estudio (ver. , Ostrogradsky introdujo

las variables
oL d 0L
= =— - —— 11
. oL
Q2 =17, Pzzy- (12)
T

La no degeneracién del Lagrangiano permite invertir la transformacién del espacio
de fase (11412) para encontrar & en términos de @, Q2 y P». Ahora, se define una

nueva variable, que se denomina aceleracion, A(Q1, @2, P,) tal que

OL

0% | =1
T=Q9
F=A

= Ps. (13)

Es importante notar que la aceleracion A(Qi, Q», P») depende solamente de tres
coordenadas canonicas debido a que L = L(x,,%) s6lo depende de tres coorde-

nadas del espacio de configuraciones.
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El Hamiltoniano de Ostrogradsky es obtenido mediante una transformacién de Le-

gendre, de la misma forma que en el caso estandar, con & = 2V y & = 2®:

2
H(Q1, Q2 P, P) =) Pa¥ — L,
=1

= PiQs + PA(Q1, Q2 P2) — L(Q1, Q2. A(Q1, Q2. Py)). (14)

Por otra parte, las ecuaciones de evolucién temporal estan dadas por

o0H . o0H
= 1
op y B (15)

“= KCs

Aligual que en el caso estandar, se verifica que se obtengan las ecuaciones de evo-
lucién temporal para las variables canénicas. Para ()¢, la evolucion temporal viene

dada por
. OH
Q1= P Q2 , (16)

la cual corresponde a la transformacion de fase © = @),. De forma similar, para Q-

se obtiene que

OH _ ., p 04 OLOA _

)y = — - = 17
@ 0P, oP, 0AJP, (17)

La evolucion de la coordenada canénica P, esta dada por

o OH _ poA oL 9LoA .,  OL
2700, PT0Q, T 0Q, T 0A0Q, a0,

la cual reproduce la transformacion del espacio de fase para P, = g—é — %%. Por

ultimo, la ecuacion la evolucién temporal de P, es

p__9H 04 0L OLOA 0L
Y00, 20Q, ' 0Q,  0ABQ,  0Q,’
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la cual representa la ecuacion de Euler-Lagrange @)

La dependencia lineal con P, evidenciada en el Hamiltoniano introduce una
inestabilidad lineal. Es decir, el factor lineal en P, implica que no existe una barre-
ra en el Hamiltoniano y, por lo tanto, no esta acotado por debajo, sin importar la
forma explicita del Lagrangiano. Este tipo de Hamiltonianos son asociados con la

existencia de campos fantasmas de Ostrograsky (ver sec[1.2).

1.1.3. Tercer caso: Lagrangianos dependientes de las primeras N-ésimas deri-
vadas temporales  En esta subseccidn, se generaliza el resultado anterior anali-
zando un Lagrangiano dependiente de las primeras N derivadas temporales de x(t).
Como se observara, al tener derivadas sucesivas [ de la variable mecénica en el
Lagrangiano, el problema que se tiene asociado con la inestabilidad en el Hamil-
toniano aumenta. Para tal fin, se considera un Lagrangiano L = L (z,&,...,z®)
dependiendo de las primeras N derivadas temporales de z(t). Si el Lagrangiano
es no degenerado en la N-ésima derivada, ="V, la ecuacién de Euler-Lagrange es

lineal en la 2/ N-derivada z2N):
N

d\" oL
S (<4) g =0 (19)

=0

La ecuacién (19) implica que el espacio de fase posee 2N coordenadas candnicas.

Las escogencia sugerida por Ostrogradsky es

_ B dNi-i OL
Q=a0" y B:Z(_%) - (20)

48 Son derivadas de una funcién superiores a la segunda derivada
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Utilizando la no degeneracion, es posible resolver (") en términos de Py y Q;. Aqui,

se define una funcién A(Q1,...,Qx, Py) tal que

oL

54 — Py. (21)

2(i=D=q,
w(N):A

Por otra parte, el Hamiltoniano de Ostrogradsky toma la forma

N
H = Z]Dix(i)—L,
i=1
= P1Q2+P2Q3+“’+PN71QN+PN~A_L(Q1>---7QN7~A>- (22)

A su vez, la evolucion de las variables candnicas viene dada por

OH : 0H

) = P=- .
Qi P =730,

(23)

Es facil revisar que la evolucion de las variables candnicas reproduce las relaciones
canonicas (20) y la ecuacion de Euler-Lagrange (19). Por ejemplo, para @y se tiene
que

0A 0L 0A

QN:A—FPNﬁ—ﬂﬁ:A. (24)

Las ultimas (V. — 1) ecuaciones de evolucion para P; reproducen la definicion de
Pifl!

0A OL OL 0A

1 =2.... N — PZ‘:—PF — Py—— ) 25
OL
—P_ 1+ —. 2
1+ 90n (26)
Por ultimo, la evolucién de P, reproduce la ecuacion de Euler Lagrange (19)
. L L L
P — Py 0A 0 OL 0A 0 27)

b b =
0Q1  0Q1 0AIQr Oy
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En este caso general, el Hamiltoniano depende linealmente de N —1 momentos
conjugados. Por lo tanto, existen NV — 1 direcciones inestables ya que, como se vio
anteriormente, una dependencia lineal implica que el Hamiltoniano no esta acotado
por debajo. Asi, se concluye que derivadas superiores o iguales a dos introducen
inestabilidades que aumentan con el orden de la derivada. Este resultado es inde-
pendiente de la forma particular de la teoria; la Unica suposicion tenida en cuenta

es la de no degeneracion del Lagrangiano L.

1.2. CAMPOS FANTASMAS

En la anterior seccién se observé como surgen las inestabilidades lineales en el
Hamiltoniano para el caso de Lagrangianos con dependencia de derivadas superio-
res del campo. En esta seccidn, se introduce el concepto de campo fantasma en el
marco de teoria clasica de campos. Como sera claro mas adelante, la existencia de
un campo fantasma y la inestabilidad lineal en el Hamiltoniano estan estrechamente
ligadas. Considérese por simplicidad el caso de un campo escalar libre en espacio

tiempo de Minkowski[, descrito por la densidad Lagrangiana
L= —50,00"6 — Sm¢”, (28)

donde e = £1 y ¢ = £1. Se usa aqui la la convencion 7, = diag(—1,+1,+1,+1). El

momento conjugado para esta densidad Lagrangiana es

oL

== = ¢ 2
93 €¢ (29)

o

Realizando una transformacién de Legendre con respecto a ¢, se obtiene la densi-
dad Hamiltoniana

H=ec (%q'ﬁ? + % [%r) + %m2¢2. (30)
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El Hamiltoniano es definido como

H= | &aH[o, ). (31)

R3

Si ¢ = ¢ = 1, el Hamiltoniano es semi-definido positivo @ entonces esta acotado
por debajo. Para el caso ¢ = ¢ = —1, el Hamiltoniano es semi-definido negativo [
entonces esta acotado por arriba; en este caso el campo ¢ es llamado campo fan-
tasma. Si e = —¢, el Hamiltoniano es indefinido, asi que no esta acotado por arriba
ni por debajo. Es claro entonces que la existencia de un campo fantasma implica
tener un Hamiltoniano que no estéa acotado por debajo, i.e., un sistema inestable.
El Lagrangiano dado en por la ecuacion genera teorias equivalentes para las
condiciones, e = ¢ =1y e = ¢ = —1, en ambos casos la ecuacién de campo que los
rige viene dada por

(O +m?)p =0, (32)

la cual es conocida como la ecuacion de Klein-Gordon, donde O es el D’Alembertiano.

Utilizando una descomposicién de Fourier como

3
o) = [ o= (39)

es posible desacoplar cualquier modo de la siguiente forma
b5 = —(m* + p*) oy, (34)

donde la frecuencia asociada es w(p) = +/(m? + p?). Debido a que la solucién de

la ecuacioén (34) tiene comportamiento oscilatorio, se puede garantizar que teniendo

49 Los autovalores ) asociados al Hamiltoniado, cumplen la condicion A > 0.

50 |os autovalores \ asociados al Hamiltoniado, cumplen la condicion A < 0.
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pequenas perturbaciones permaneceran pequenas todo el tiempo. De esta forma, la
configuracion trivial ¢; = 0 permanece estable paraloscasose =c =1ye=¢ = —1.
Por lo tanto, para un campo "fantasma‘E] libre, el sistema permanece estable sin
importar el signo en comin de ¢y £°3

Como se ha observado, hay estabilidad cuando se tiene un campo "fantasma"libre.
Sin embargo, el sistema posee un problema cuando dicho campo fantasma interac-
tla con otro campo. Para mostrar tal inconveniente se utiliza el siguiente ejemplo de

una teoria interactuante
€ € 9,9 1 1 59
L= —§8ﬂ¢8“¢ —5m 9" — §au93“9 oM 0" = Vini(9,0), (39)

donde ¢ y # son dos campos escalares y la interaccion entre estos campos no po-
see dependencias en sus derivadas. Realizando la transformacion de Legendre con

respecto a ¢ y 0, se obtiene la siguiente densidad hamiltoniana

g . 2 1., 1[=1? 1
H:e<—¢2+—[v¢} )+§m2¢2+§92+§[w] + 5m0" 4 Viu(,0). (36)

Para determinar las implicaciones fisicas de la ecuacién (36), se han de abordar
algunos casos.
* Caso con V;,:(¢,0) = 0. Reescribiendo el Lagrangiano descrito en , tomando

como cero el potencial de interacion, se tiene

:_f po € 22_1 u_122
L= =50,00"0 — 5m*¢* — 20,000 — Sm*0". (37)

51 Las comillas se utilizan porque en este caso, a pesar de la definicion dada para campo fantasma,
se tendria una teoria saludable, debido a que no existe ninguna interaccion con otro campo.

52 Cabe notar que ¢ y € deben ser iguales; si no, el Hamiltoniano puede ser indefinido.
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La ecuaciones de evolucion para cada campo son

(O4+m2)p =0, (38)
(O +m?)6 = 0. (39)

Como se observa, el signo de € no conlleva a ningun problema en la dinamica
de ¢ ni 6 debido a que las ecuaciones de movimiento encontradas para los dos
campos son similares. Es decir, se tienen dos ecuaciones de Klein-Gordon las
cuales se pueden solucionar de manera independiente. La densidad Hamilto-

niana para cada campo se escribe como

(Y T Tegl?) L €

H, = e<2¢ +2[v¢})+2m¢, (40)
IREPEE SR S

Hy = 29 +2[V6’]—|—2m9, (41)

Se ve claramente que las dos expresiones anteriores son muy similares, la
Unica diferencia entre ellas es el factor ¢. Ademas, de se nota que la evo-
lucidn de ambos campos esta dada por la misma expresién. Asi, se concluye
que el signo de ¢ es irrelevante cuando V;,,; = 0. Se puede entonces ignorar la
presencia de ¢ y se tienen dos sistemas estables separados. Como las teorias

para e = +1y e = —1 son equivalentes, se infiere que es estable.

Caso V,,.(¢,0) # 0. Para este caso las ecuaciones de movimiento son

(0 +m?)gp =V, (42)
(O+m?)f =V, (43)

donde V, = g—‘;. De este par de ecuaciones se hace evindente una comuni-

cacion entre los dos campos. Tomando la analogia de particulas, se entiende
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esta comunicaciéon como la posibilidad de tener una interaccién entre entes
con energia positiva y negativa. El problema con este tipo de interacciones
tiene que ver con el espacio de fase disponible para el sistema. Debibo a que
este Ultimo es divergente (espacio de fase infinito), se observan problemas
con la entropia de un sistema de muchas particulas. Sin embargo, para apre-
ciar mejor el problema con las teorias interactuantes, es necesario hacer una

analisis desde un punto de vista cuantico.

Es en el régimen cuantico donde se comprende mejor el impacto de los campos fan-
tasmas en teorias fisicas . En el marco de campos cudanticos, la energia asociada
a las particulas tipo fantasma son negativas para poder tener una interpretacién pro-
babilitisca de la teoria. Por el contrario, las particulas asociadas a campos usuales
presentan valores positivos de energia. El hecho de tener particulas con energia
positiva y negativa en una teoria permite la existencia de procesos inusuales y con-
traintiuitivos. Por ejemplo, se pueden tener situaciones en las cuales se generen
pares de particulas con energias opuestas. En principio, este proceso no esta prohi-
bido y se pueden generar a partir del estado de vacio. La tasa de produccién de
par de particulas es calculable y su valor determina el tiempo de vida de lo que se
conoce como el estado de vacio. Si la tasa de produccidn es divergente, se tiene
un vacio que decae instantaneamente. Por lo tanto, la imagen que se tiene es la de
una generacion catastréfica de pares de particulas. Debido a que esta situacion no
es observada ni esperada de un sistema fisico bien comportado, se busca siempre
evitar predicciones de este estilo. Cuando este tipo de situaciones esta presente en
una teoria, se dice que hay una inestabilidad. Es importante notar también el origen
de la inestabilidad. Para poder apreciar este hecho, se toma el caso de una teo-

ria con un campo fantasma ¢ y un campo estandar ¢) (que anteriormente se habia
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llamado #). La accidén para este teoria se puede escribir como

L= Ly(h,00) + L), 00) + Lina (9, 00,9, 0), (44)

donde L,,; es el Lagrangiano de interaccién entre los dos campos. La primera can-
tidad que nos interesa es la razén de decaimiento del estado de vacio en una colec-

cidén de particulas con momentum p; (o estado final F):

Lyaesr = / (H O 22 > |IM(vac — {p;}s)|*(27) 45(4) <sz> ) (45)

=1

donde {p;} son los cuadrimomento de las particulas emitidas, y E; es la energia de
estas particulas con masa m; y 3-momentum p;. Ademas, el primer factor en (45) es
llamado espacio de fase invariante relativista de n-cuerpos. Esta cantidad contiene

la informacion cinematica del proceso vac — F:

/ (H %%) (27)150 (Z pi) . (46)

Por otra parte, M(vac — F) es llamado el elemento matricial de transicién, el cual
depende de los detalles de la teoria (es decir, la forma del Lagrangiano (44)). Es
claro entonces que la razén de decaimiento depende del espacio de fase disponible
para los estados finales es el elemento matricial M.

Para poder calcular de manera sencilla (46), se considera el caso de dos campos
reales ¢ y 1. Ademas, se toma el Lagrangiano de interaccién L;,; = %gb2¢2. Este tipo
de interaccion permite la existencia de cuatro particulas en el estado final. Llamando
p1, p2 los 3-momentum de las particulas tipo fantasma y k1, k. los 3-momentum de

las particulas ordinarias, el espacio de fase para 4-particulas se escribe como

d3p1 d3p2 dgkl dgk’g (27T)4
Logpp = @) ki + k 47
aad /(27r)32E1 (27 )32E, (2)32wy (27)32uw, 212! 001t pat kit ka) (47)
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donde p} = —\/mZ +p; W) = —\/mI + k2, y los factores 2! vienen del hecho de

tener dos particulas idénticas, tanto para ¢ como para . La presencia del delta de
Dirac en hace que Z,,4,, Sea divergente. Es decir, de el espacio de fase surgen
integrales divergentes que muestran el inifinito numero de posibilidades que se pue-
den tener en el estado final 7. Ahora, la razén de decaimiento total del vacio sera la
suma de todos los posibles procesos en . Asi, se tiene que I'yoe = > 7 Tvacr-
Debido a que Tyucesuy €S divergente, T, también lo sera. Por lo tanto el tiempo
de vida medio del vacio (7 ~ %) es cero. Este resultado nos muestra que el vacio
decae instantdneamente, siendo catastréficamente inestable. Es importante tener

en cuenta que esta conclusién es valida sélo si M es diferente de cero.

1.3. FANSTASMAS Y TEORIAS DE ORDEN SUPERIOR

En esta seccion se muestra la relacion estrecha que existe entre una teoria de orden
superior (i.e., aquéllas que conllevan a ecuaciones de evolucién con derivadas supe-
riores o iguales a dos) y los campos fantasmas. Para hacer el analisis mas sencillo,
se toma un problema de mecénica clasica. Para tal fin, se considera el siguiente

Lagrangiano que involucra la segunda derivada temporal de la variable dinamica

L=58-V(), (48)

donde a # 0y V(¢) es un potencial general. La ecuacion de Euler-Lagrange obteni-

da de es
av.

ap™® — % —

0. (49)

Esta ecuacion de evolucioén, al ser de cuarto orden, requiere el conocimiento de
cuatro valores iniciales para ser resuelta. Asi, siguiendo los lineamientos de las an-
teriores subsecciones, existen cuatro coordenadas canoénicas (Q1, P, @2, P). Esto

implica a su vez que existen dos variables dinamicas en el espacio de fase. Para
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poder observar cdmo surgen estas variables, se define ¢» = ¢. De esta manera, el

Lagrangiano toma la forma

L =apé - 50* = V(9),
= —ad)— 22— V(9) +as (vd). (50)

El dltimo término de la segunda linea, al ser una derivada total, no contribuye a las
ecuaciones de Euler-Lagrange. Ahora, se definen dos nuevas variables ¢ = (¢ +
V)/V2y Q = (¢ —1)/v/2, con las cuales el Lagrangiano (50) se convierte en

L:—gq2+gQ2—U(q,Q)- (51)

El Lagrangiano muestra claramente que existen dos grados de libertad dina-
micos. Sin embargo, como se pudo observar en la ecuacién el signo contrario
en el término cinético corresponde a un campo fantasma, independientemente del
signo de la constante a. Por otra parte, del teorema de Ostrogradsky, se mostr6 que
una teoria no degenerada con L = L(<;5,gz5, é) presenta inestabilidades lineales en
el Hamiltoniano. Por lo tanto, se puede concluir que una teoria de orden superior

introduce variables de tipo fantasma.

1.4. EVITANDO EL TEOREMA DE OSTROGRADSKY: ANALIZANDO UN MODE-
LO DE JUGUETE

Como se explicd anteriormente, la existencia de derivadas superiores a dos en una
teoria no degenerada produce inestabilidades lineales en el Hamiltoniano. Asi, si se
quiere incluir derivadas superiores o iguales a dos del campo en el Lagrangiano, se
debe trabajar con teorias degeneradas. Las teorias degeneradas, en el marco de los

modelos ET, ampliarian el espacio de teorias modificadas de la gravedad estables,
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y por lo tanto, serian fisicamente interesantes. A continuacién, se ilustra con un
modelo de juguete cdmo una teoria degenerada con presencia de una segunda
derivada puede conducir a ecuaciones de evolucién de segundo orden después de
tener en cuenta la degeneracion.

Se parte de un Lagrangiano degenerado para dos variables ¢ y ¢

-2 1'2_12_12
q +2¢ 2¢ 5 (52)

L =36 +bdi+

C

2

donde «, b, ¢ son constantes del sistema. Para el Lagrangiano (52), las ecuaciones

de Euler-Lagrange son de orden superior a dos:

ad +b§ —d—¢=0, (53)
bo +ci+q=0. (54)

Una formulacién equivalente del Lagrangiano dado en (52) viene dada la inclusion
una nueva variable Q, la cual es equivalente a ¢. De esta forma, el Lagrangiano

quedara escrito como

L= gQQ +0Qq + grf + %QQ —V(Q,q) = \NQ—9), (95)

1 1
donde A es un multiplicador de Lagrange y V (¢, q) = §¢2 + §q2. De esta forma es

mas sencillo escribir el Hamiltoniano asociado al sistema:
H = PQ +pj+msQ — L. (56)

Sustituyendo el Lagrangiano dado por en se obtiene

[P 1,
H= (P pM +7Q — 5@+ V(9 9), (57)
q
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donde M es la matriz cinética, (P, p, ) son los respectivos momentos conjugados
de (Q.,q,¢), y 7, = A. Este Hamiltoniano depende de seis variables, por lo tanto,
tiene tres grados de libertad. El grado de libertad extra es debido a la dependencia
lineal del Hamiltoniano con 7, el cual es un grado de libertad fantasma. Para poder
eliminar el grado de libertad extra es necesario que la teoria sea degenerada, es
decir el determinante de la matriz cinética sea igual a cero. En este caso, no es po-
sible escribir (57). Es decir, no se pueden encontrar las derivadas temporales de las
variables dindmicas en términos de los momentos conjugados. Para el Lagrangiano
(55), la matriz cinética contiene los coeficientes de los términos cuadraticos en las

derivadas mas altas. Asi, se obtiene

0L ): a b | (58)

M= (81}“81}” b ¢

donde v/ = (Q?, ¢?). La propiedad de degeneracion, det M = 0, implica que ac—b?* =
0. Es decir, se obtiene una ligadura extra que conecta las ecuaciones de campo.
Combinando las ecuaciones y con la ligadura obtenida, se reduce el orden

de las derivadas. De esta manera, se obtiene el nuevo sistema

é+24+¢=0, (59)

<1—i—2)d—éq§+%q:0. (60)
Se observa de este modo que la condicién de degeneracion reduce las ecuaciones
de campo de orden superior (a dos) a un sistema de ecuaciones de movimiento
de segundo orden. El paso a seguir es poder determinar si, al incluir la ligadura

dada por la condicién de degeneracién, el sistema propaga la cantidad correcta de

grados de libertad. El primer paso consiste en definir un vector v tal que Mv = 0.
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Dicho vector se puede escribir como
v = ) (61)

Es directo ver que Mwv = 0. Ahora, se toma la ecuacion que relaciona las derivadas
temporales con los momentos conjugados

Prom( 9] (62)

Si se multiplica (62)) por el vector (61), se encuentra una expresion que relaciona p y
P
b
-p— P =0. (63)
C

La parte derecha de la relacion anterior se nombrara ¥ y la expresion total deno-
mina ligadura primaria. La notacion ~ 0 indica que una expresién es cero cuando
la restriccién es impuesta; por ejemplo, si se tiene un movimiento de una particu-
la confinada a la superficie de una esfera, la ligadura primaria fijaria el radio de la

esfera. La ligadura se incluye en el Hamiltoniano dado en (56)
H,=H,+a¥ (64)
2
1 .
donde H, = ]2)— + mp@ — §Q2 + V(¢,q) y o es un multiplicador de Lagrange. Para
C
proseguir, se debe determinar si existen ligaduras que perminten mantener ¥ =0 a

cualquier tiempo. Se debe, por lo tanto, obtener la derivada temporal de ¥ (mediante

el corchete de Poisson)

. b
U={V H}=-Q+m— e (65)
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e igualar el resultado a cero: ¥ ~ 0. Asi, se impone una ligadura adicional de la
siguiente forma:

A:\P:{\I/,Hc}:—Q+7r¢—ngO. (66)

La condicion A = 0 es llamada ligadura secundaria. Si se quiere que las ligaduras
primaria y secundaria sean validas a cualquier tiempo, se deben seguir imponiendo
condiciones sobre las derivadas temporales hasta que no sea posible encontrar liga-
duras adicionales independientes. Por ejemplo, es posible imponer que la derivada

temporal de A sea cero. Con la ligadura secundaria, se obtiene que
: b2
A={A H}=a{A ¥V} =« (1 - —2> : (67)
C

Es claro que el resultado anterior no se puede hacer cero porque esto implicaria
eliminar el primer término de la ecuacién 1@) Es decir, hacer <1 — ﬁ—i) igual a cero
implicaria remover el término cinético de la variable ¢ en el sistema reducido. Por lo
tanto, no es necesario imponer A ~ 0. Asi, el proceso de deduccién de ligaduras
termina aqui. De esta forma se tiene que el Hamiltoniano depende de seis coorde-
nadas candnicas menos las dos ligaduras dadas en y (66). Por consiguiente,
al realizar nuevamente el conteo de los grados de libertad, se encuentra que se
ha eliminado un grado extra, es decir, el grado de libertad fantasma. Se concluye
entonces que es fundamental que Lagrangianos con depedencia de una segunda
derivada sean degenerados para que contengan la cantidad correcta de grados de
libertad.

El procedimiento descrito en el modelo de juguete puede ser aplicado al caso de
las teorias ET degeneradas. Estas son de particular interés porque generalizan las
teorias de Galileones y, por ende, representan nuevos candidatos en la busqueda de
las teorias modificadas de la gravedad. De esta manera, se contaria con un conjunto

mas grande de teorias, de las cuales se puede obtener una rica fenomenologia.
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2. TEORIAS ESCALAR TENSOR

La teoria estandar de la gravitacién es la teoria general de la relatividad de Einstein.
Esta es una teoria geométrica del espaciotiempo y es construida a partir del tensor
métrico. Debido a esto, se le puede denominar una teoria tensorial. Sin embargo,
debido a que la realtividad general de Einstein (RG) es una teoria efectiva, y debe
de ser modificada a altas energias, es muy interesante el estudio de extensiones de
RG[4P34 Un conjunto de estas extensiones son las llamadas teorias escalar tensor.
Se denomina teoria escalar tensor a aquélla en la que existe un acoplamiento no
minimo entre un campo escalar y el tensor métrico. El gréafico (1) contiene las teorias
escalar tensor no degeneradas (tradicionales y Horndeski) y no degeneradas (mas
allad de Horndeski y teorias DHOST). Este trabajo se centra en este ultimo conjunto

(véase el cap.[3).

En este capitulo se realiza una recopilacién de las teorias escalar tensor mas co-
nocidas: teorias tradicionales escalar tensor, color celeste en la figura (1) (teoria de
Brans-Dicke), teoria de Horndeski o teoria del Galile6n escalar generalizado y cova-
riantizado, color gris en la figura y teorias mas alla de Horndeski, color naranja
en la figura(T). Estas ultimas son un predmbulo de las denominadas teorias DHOST
cuadraticas, color verde en la figura(T) , siendo estas Ultimas el tema central de esta

tesis.

53 Austin JOYCE y col. “Beyond the cosmological standard model”. En: Physics Reports 568 (2015),
pag. 1. DOI:[10.1016/j . physrep.2014.12.002.

54 Emanuele BERTI y col. “Testing general relativity with present and future astrophysical obser-

vations”. En: Classical and Quantum Gravity 32 (2015), pag. 243001. DOI: 10 . 1088/ 0264 -
9381/32/24/243001.
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Figura 1. Teorias de gravedad modificada.

MAS ALLA DE HORNDESKI

~ .
TEORIAS TRADICIONALES
ESCALAR TENSOR

2.1. TEORIAS TRADICIONALES ESCALAR TENSOR

Las teorias tradicionales escalar tensor son aquéllas en que el Lagrangiano depen-
de, a lo sumo, de la primera derivada del campo, ademas de contener, en general,
acoplamientos no minimos a la gravedad. Fueron inicialmente introducidas por Jor-
dan, mediante la incrustacion de una variedad curva de cuatro dimensiones en un
espaciotiempo de cinco dimensiones ﬁ en el contexto de la teoria de Kaluza-Klein

P¥] El Lagrangiano introducido es

L, =/—g {@, ( R- wJLQgWamayqu) + Linateria(V, 65) | (68)
J

donde ¢; es el escalar de Jordan, R es el escalar de Ricci, mientras que, v, w;
son constantes. El término ¢} R es el denominado acoplamiento no minimo que
suele caracterizar a las teorias escalar tensor. Sin embargo, el término asociado

con la materia viola el principio de equivalencia débil debido al acoplamiento entre el

5 Pascual JORDAN. Schwerkraft und weltall. Vol. 107. Vieweg, 1955.
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Lagrangiano de materia 'y gbﬁ. Por tal motivo, fue propuesto el siguiente Lagrangiano

1
EBD =\ —g |:¢R — wag‘“’a,ﬂﬁuﬁb + Lmateria(lll):| ) (69)
el cual es conocido como modelo prototipo Brans Dicke (BDJ7|B3 Es posible llevar
el Lagrangiano descrito en a su forma canonica mediante la redefinicion del
campo escalar ¢ %

€
Lgp = V=g |:gg02R — 59/“/8#@081/(,0 + Lmateria} ) (70)

§

donde ¢ = 5(,02, ¢ es una constante adimensional arbitraria y e£~! = 4w, siendo
e = +1 = sgn(w). Cuando ¢ = 1 se tiene una teoria libre de fantasmas. Para un

desarrollo completo de esta teoria, vease la referencia P2l

2.2. TEORIA DE HORNESKI (O DEL GALILEON)

En la seccién anterior, se trabajé con un Lagrangiano dependiente de la primera
derivada del campo. Generalmente este tipo de teorias no presentan ninguna ines-
tabilidad puesto que se obtienen ecuaciones de campo a lo sumo de segundo orden.
Sin embargo, al extender la derivada del campo a segundo orden, segun el teore-
ma de Ostrogradsky se produce una inestabilidad lineal en el Hamiltoniano. Este
problema fue abordado en la década de los setenta por Horndeski quién determi-

nd la accion mas general escalar-tensor con ecuaciones de campo, a lo sumo, de

% M. FIERZ. “On the physical interpretation of PJordan’s extended theory of gravitation”. En: Helv.
Phys. Acta 29 (1956), pag. 128.

57 El nombre prototipo se refiere la version original del modelo BD.
% Yasunori FUJIl y MAEDA Kei-ichi. The Scalar-Tensor Theory of Gravitation. Cambridge Mo-

nographs on Mathematical Physics. Cambridge University Press, 2003. DOI: |10 . 1017 /
CB09780511535093.
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segundo orden en cuatro dimensiones 4 La formulacién dada por Horndeski es la

siguiente:

L= G [ mOhRs" + S mx 6] + msdad Roy'™ + x5y

+ 0p) [(F + 2W)RL, + 2Fx ¢hols] — 6(Fy + 2Ws — Xrig)Oprig, (71)
donde §51%20s 6 — mag‘ilag;-..agﬁ es la generalizacion del delta de Kronecker
y las k; son funciones arbitrarias de ¢ y X. La funcion F' debe satisfacer Fx =
2 (ks + 2XK3x — K1) Y la funcion W debe depender de ¢, W = W (¢). Aunque a
esta teoria no se le presto la suficiente atencién durante décadas, gané una amplia
popularidad en la comunidad de la fisica teérica alrededor del afio 2010 cuando se
demostré que la recién formulada teoria de Galileones escalares [ (motivada como
un limite de teorias de gravedad masiva) era equivalente a la teoria de Horndeski
. A continuacién se muestra la teoria de Galileones en un espaciotiempo plano

(Minkowski) y la generalizacion de esta teoria a un espaciotiempo curvo.

2.2.1. Teoria de Galileones (Espacio tiempo plano) Para el caso particular de
un espaciotiempo de Minkowski, la teoria para un campo escalar libre de inestabi-
lidades que reproduce ecuaciones de evolucién con polinomios de la derivada de
segundo orden se conoce como teoria de Galileones . Este tipo de teorias es

invariante ante la transformacién
¢ — ¢+ bt +c (72)

cuya forma es analoga a las transformaciones de Galileo en mecanica clasica (de

alli su nombre). El Lagrangiano invariante mas general en cuatro dimensiones con
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ecuaciones de evolucién de segundo orden se puede escribir como

L =c10+ X —c3XOg

+ % (X [(O¢)? — 8,0,0"0"¢] + D" 0" p0* 0" ¢ — 9, X" X)

n f—; (—2X [(06)® — 30¢0,0,60"0" ¢ + 20,0,60" 0 0,0" ]

+ 30"90,X [(0¢)® — 9,0,0"0" ¢] + 6060, X p0" X — 69,X¢0,X),  (73)
donde X := —n"0,¢0,0/2Y c1,-- -, cs Son constantes de acoplamiento. A pesar de

que el Lagrangiano posea derivadas de orden superior a uno, las ecuaciones de
campo son estrictamente de segundo orden . Es posible escribir el Lagrangiano
descrito en la ecuacién (73) de una manera mas compacta utilizando integracién por

partes. De esta manera, se obtiene

L = Clgb + CQX — CgXqu + C4X [(D¢)2 — 8,ﬁl,3“8”¢}
+ —%X [(D¢)? — 30¢0,0,60"0" ¢ + 20,0,60" 0 $0\0"4) . (74)

2.2.2. Generalizacion de la teoria de Galileones (Espaciotiempo curvo) El
Lagrangiano descrito en puede ser extendido al caso de un espaciotiempo cur-
vo 4 Para esto, se hacen las sustituciones 7,, — g,. Y d, — V,.. Sin embargo, es
importante tener en cuenta la no conmutatividad de las derivadas covariantes. La
no conmutatividad genera ecuaciones de campo de orden superior. Para solucionar
este inconveniente, se deben agregar unos contratérminos unicos que conllevan a
ecuaciones de campo de segundo orden. Teniendo en cuenta estos términos extra,

el Lagrangiano covariante que extiende la teoria de Galileones es

L = ¢16+ X — e XOb + %XQR +eaX [(06)? — ¢ ]

+ o XPG" 0, — 2X [(96)" - 3006 6 + 20,6 04] (75)
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donde R,, es el tensor de Ricci, G, = R, — 3Ry, es el tensor de Einstein,
¢u =V, 0, :=V,V,¢. Los términos asociados al escalar de Ricci y el tensor de
Einstein son los denominados contratérminos %2

La extensién del Lagrangiano a un caso mas general también se ha desarro-
llado En este contexto, la generalizacion se traduce en elevar las constantes
¢ en a funciones arbitrarias G;(¢, X) con el fin de permitir derivadas prime-
ras del campo y el campo mismo en las ecuaciones de campo. Asi, el Lagrangiano

generalizado y covariantizado se escribe como

L = G20, X) = Gs3(6, X)06 + Ga(d, X)R + Gux [(09)" — 6" 0]

G5X

+ G5(¢7 X)leqbul/ - T [(D¢)3 - 3D¢¢MV¢MV + 2¢,uu¢u)\¢lﬂ ) (76)

donde G,, G5, G4 y G5 son funciones arbitrarias de ¢ y X, y el subindice en G, x indica
una derivada con respecto a X. Es posible realizar un mapeo de la teoria de el del
Galiledn escalar generalizado y covariantizado a la teoria de Horndeski mediante la

identificacién de las G;, ademas de realizar integracidn por partes, es decir

X
GQ = K9+ 4X/ dX/(/{&Zg — 2,‘€3¢¢), (77)
X
G3 = 6F¢ - 2XI{8 - 8X/{3¢ + 2/ dX,<Ii8 - 2Ii3¢), (78)
G4 = 2F — 4XI<63, (79)
G5 = —4/€1. (80)

Por un tiempo se crey6 que esta teoria era la mas general para un espaciotiempo
de cuatro dimensiones y libre de patalogias. Sin embargo, como se muestra en la si-
guiente seccidn, es posible generalizar aun mas esta teoria mediante la introduccién

de una ligadura extra proveniente de la condicién de degeneracion.
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2.3. TEORIAS MAS ALLA DE HORNDESKI

La seccién anterior se centr6 en el estudio de la teoria de Horndeski (teoria del
Galileon escalar generalizado). Sin embargo, recientemente se ha determinado que
la accién que rige esta teoria no es la mas general debido a que es posible incluir
en la teoria del Galileén generalizado dada en un par de funciones F, y Fj, los
cuales contienen la informacién de los términos interactuantes y autointeractuantes
del campo, que generalizan la teoria de Horndeski. Estas teorias en general poseen
explicitamente ecuaciones de campo de orden superio@] que son implicitamente a
lo sumo de segundo orden @ A este tipo de teorias se les conoce como teorias

saludables mas all4 de HorndeskiPF?| La accion para esta teoria esta dada por

5
Slgyus 8] = / d'er/=g [Z il )+ Ll ar) | 81)
=2

donde L,, es un Lagrangiano genérico en el cual se encuentran cualquier tipo de

acoplamiento del campo de materia con la métrica. Los cuatro Lagrangianos en la

% Superiores a segundo orden.

60 Dina TRAYKOVA, BELLINI Emilio y FERREIRA Pedro G. “The phenomenology of beyond Horn-
deski gravity”. En: Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 08 (2019), pag. 035. DOI:
10.1088/1475-7516/2019/08/035. arXiv:[1902.10687 [astro-ph.CO].

61 Jérome GLEYZES y col. “New class of consistent scalar-tensor theories’. En: Phys. Rev. Lett.
114 (2015), pag. 211101. DOI:|10.1103/PhysRevLett.114.211101, arXiv:|1404.6495 [hep-th]l

62 Miguel ZUMALACARREGUI y GARCIA-BELLIDO Juan. “Transforming gravity: from derivative
couplings to matter to second-order scalar-tensor theories beyond the Horndeski Lagrangian’.
En: Phys. Rev. D 89 (2014), pag. 064046. DOI:|10.1103/PhysRevD.89.064046. arXiv:|[1308.4685
[gr-qcll
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suma son

Ly = Ga(o, X),
Ly = —Gs(¢, X)0O0¢,
Ly = Gilo. )R+ Gax [(B6)° = 6™0yu] + Fi(6, X)e e 0,660,
L5 = Gs(0, X)Gud™ — 5Gsx [(09)" + 26,050k — 36"6,,0],
(0, X)e 0,600,500 2

donde G;(¢, X) y Fi(¢, X) son funciones arbitrarias, G;x es la derivada de G; con
respecto a X, y ¢*#7? es el tensor de Levi-Civita. Esta accidén generalmente propaga

un grado de libertad extra, para evitarlo se impone la condicién®|E9
2XGsxFy = —3F5[Gy + 4XGyx + X Gsg). (83)

Estas teorias dan comienzo al estudio de teorias saludables que son extensiones de
la teoria de Horndeski, en las cuales es necesario relajar una hipotesis del teorema
de Ostrogradsky: la no degeneracién . Las teorias mas alla de Horndeski corres-
ponde al primer intento en la construccion de teorias degeneradas con dependecia
de la segunda derivada en el Lagrangiano que generan ecuaciones de evolucién a
lo sumo de segundo orden en un espaciotiempo cuadridimensional. En los siguien-
tes capitulos se hace un desarrollo de un tipo de teorias degeneradas cuadraticas
de orden superior (DHOST cuadraticas), realizando una extensién de la metodolo-
gia utilizada en el modelo de juguete (ver seccién [1.4), lo que ocasiona encontrar
una serie de ligaduras que sugieren la disminucién del orden en las ecuaciones de

campo.

63 Generalmente se aplica esta condicion cuando se consideran términos no lineales mas alla de
Horndeski.
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3. LAGRANGIANO GENERAL EN LA TEORIA DHOST CUADRATICA

Las teoria de Horndeski y mas all4 de Horndeski han tenido un gran impacto en la
cosmologia PPFFFel Esta ultima, como se vi6 en el capitulo anterior, da las bases
para encontrar una teoria degenerada con un Lagrangiano que contenga derivadas
de orden superior a uno y que conduzca a ecuaciones de campo a lo sumo de
segundo orden, de tal manera poder evitar el teorema de Ostrogradsky. Por lo tanto,
al tener una teoria mas general que las anteriormente mencionadas, se tiene una
fenomenologia mas rica y puede ser candidata a solucionar problemas aun abiertos
en la cosmologia.

Este capitulo se centra en el estudio de un Lagrangiano con dependencia cuadratica
en las segundas derivadas del campo encontrando su forma explicita. Para tal fin,

se propone el Lagrangiano mas general que gobierna la dindmica de esta clase de

64 Eugeny BABICHEV y ESPOSITO-FARESE Gilles. “Cosmological self-tuning and local solutions
in generalized Horndeski theories”. En: Phys. Rev. D 95 (2 2017), pag. 024020. DOl 10.1103/
PhysRevD. 95.024020.

65 Shun ARAI y NISHIZAWA Atsushi. “Generalized framework for testing gravity with gravitational-
wave propagation. Il. Constraints on Horndeski theory”. En: Phys. Rev. D 97 (10 2018),
pég. 104038. DOI:[10.1103/PhysRevD.97.104038.

66 S. MIRONOV, V. RUBAKOV y V. VOLKOVA. “Genesis with general relativity asymptotics in beyond
Horndeski theory”. En: Phys. Rev. D 100 (8 2019), pag. 083521. DOI: |10.1103/PhysRevD. 100.
083521,

67 Simone PEIRONE y col. “Cosmological constraints and phenomenology of a beyond-Horndeski
model”. En: Phys. Rev. D 100 (6 2019), pag. 063509. DOI:|10.1103/PhysRevD.100.063509.

6 5. MIRONOV, RUBAKOV V. y VOLKOVA V. “Subluminal cosmological bounce beyond Horndeski”.

En: Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 2005 (2020), pag. 024. DOI:|10.1088/1475-
7516/2020/05/024.
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teorias, el cual viene dado por g
Ly=fOR+CH"7V,V,6V,V,0, (84)

donde f es una funcién arbitraria que depende de ¢ y X y el tensor C**“ esté escrito
en funcién de ¢ y ¢,. El Lagrangiano descito en la ecuacién (84), no posee una
dependencia de términos lineales de ¢, y ¢,,, debido a que éstos no contribuyen a

la matriz Hessiana (matriz cinética).

3.1. APLICACION DEL TEOREMA DE OSTROGRADSKY

3.1.1. En el Lagrangiano  Cuando se tiene un Lagrangiano no degenerado con
dependencia de la segunda derivada o derivadas sucesivas del campo ¢, se obtie-
nen ecuaciones de campo de orden superior a dos y el teorema de Ostrogradasky
predice una inestabilidad lineal asociada al Hamiltoniano (ver sec[1.1). Es decir, se
tiene un Hamiltoniano que no es acotado por debajo, generando una teoria patolé-
gica. De acuerdo con este razonamiento, el Lagrangiano dado en posee este
tipo de patologia. Para evitar inestabilidades es necesario degenerar el sistema (de

esta manera se evita el teorema de Ostrogradsky).

3.1.2. En las ecuaciones de campo  Las ecuaciones de evolucién para el campo

¢, vienen dadas por

oCer
99

aCHee
VuVooV,Veé — 2V* (V0 fxR) — V, (—G(V ¢)vuvy¢vpva¢)+
I

2V, VY, (C""°V ,V,8) = 0. (85)

foR +

Estas ecuaciones son de orden superior a dos. Por lo tanto, segun el teorema de

Ostrogradsky, el sistema fisico asociado posee un grado de libertad extra. Como se
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mostr6 en la seccion [1.3] este grado de libertad es un grado de libertad fantasma.
Sin embargo, si se realiza un procedimiento similar al desarrollado con el modelo

juguete (ver sec. es posible solucionar este problema.

3.2. CONSTRUCCION DEL TENSOR (o

Como se observo en la ecuacién (84), existe un tensor C***?. Este tensor se puede
descomponer en su parte simétrica y antisimétrica. Sin embargo, al realizar la con-
traccion con las segundas derivadas covariantes del campo (las cuales representan
un tensor simétrico), sélo sobrevivira la parte simétrica del tensor. Por tal motivo, es

razonable proponer las siguientes simetrias para el tensor C+#77:
CHVYPo — (IHWVOP — (OVHPT _ (IPTIYV. (86)

Este es un tensor de cuarto orden, por lo tanto, es posible escribirlo en términos
de un tensor de cuarto orden Y#*r? el producto de dos tensores de segundo orden
X Xre el producto de dos tensores de primer orden y un tensor de segundo orden
Xmzrze,y el producto de cuatro tensores de primer orden Z+Z"Z°Z° @ Para el
desarrollo de este trabajo el tensor de cuarto orden Y***? sera el tensor de Levi-
Civita, el tensor de segundo orden X*° sera el tensor métrico y el tensor de primer
orden Z" sera la primera derivada covariante del campo ¢. Sin embargo, al intro-
ducir las simetrias dadas por la contribucion del tensor de Levi-Civita se hace
identicamente cero. Por lo tanto, el tensor general C***?, solamente se escribira en
términos del tensor métrico y de la primera derivada covariante del campo ¢.

Imponiendo las simetrias dadas en en los diferentes productos expuestos ante-

riormente, el tensor C'**?? queda escrito de la siguiente manera:

69 M. ITSKOV. Tensor Algebra and Tensor Analysis for Engineers: With Applications to Continuum
Mechanics. Springer Berlin Heidelberg, 2009.

49



1 1
P = Sar (979" +9"9") + axg" 9" + Sas (9907 + g7 9" ¢")

1
+ (Y T+ ST + g7 ) + asg T PPeT, (8T7)

donde, a1, as, as, ay, as dependen del campo ¢ y el término cinético X.
Después de obtener la forma explicita del tensor C***“, se revisan dos casos parti-

culares para el Lagrangiano . Estos son:
m Para f = Gy, a1 = —an = 2G4x Y a3 = ay = a5 = 0, se obtiene
LY = Gu(6, X) DR — 2Gax (¢, X) (D¢ — 9" ¢,), (88)
el cual representa el término cuartico de Horndeski o el término cuartico dado

por la teoria de Galileones Generalizados, ec.(76).

u Paran:—CYQIXF4, 043:—064:2F4y045:0

LY = Fy(9, X>€/;Vp€aﬁw¢u¢a¢'/5¢w’ (89)

es asociado al término cuartico mas alla de Horndeski (ver sec|2.3).

La teoria DHOST cuadratica dada por (84), al ser de orden superior, exhibe el pro-
blema de inestabilidad lineal del Hamiltoniano (ver sec. [3.1). Para poder eliminar
esa patologia, se debe evadir el teorema de Ostrogradsky. En la siguiente seccién
se ejemplificara una metodologia a seguir utilizando un modelo de juguete. Esta me-
todologia se puede extender a casos mas generales como el que nos compete en

el desarrollo del proyecto.
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3.3. MODELO DE JUGUETE

En esta seccién se estudia es otro modelo de juguete, mas general que el dado en
(1.4). La idea es desarrollar una metodologia a seguir cuando se tiene un Lagran-
giano con dependencia de a lo sumo segundas derivadas del campo y se desea
eliminar la patologia descrita por el teorema de Ostrogradsky. Para tal fin, se parte

del siguiente Lagrangiano P8
1wy 1 ., 1 . . o
L= 5a9" + 5kot” + Skisd'd’ + bidd" + ciog" =V (9, ), (90)

donde ¢ tiene n grados de libertad (es decir, se puede entender como un arreglo
vectorial de n componentes), a, k,, b;, ¢c; son constantes, y k;; es una matriz invertible.
Como se vib en la seccién cuando se tienen Lagrangianos no degenerados con
dependencia de segundas derivadas del campo, existe un grado de libertad extra

tipo fantasma. Las ecuaciones de Euler Lagrange para el sistema son

a'¢p —kod+bq" —cij —Vy=0 (91)
ki +bi ¢ +cio+ V=0 (92)
donde V; = %?Q) yV, = %Z’Q). Estas ecuaciones tienen derivadas de tercer

y cuarto orden producto de la derivada de segundo orden en el Lagrangiano (90).
Debido a que son ecuaciones de orden superior, el Hamiltoniano no esta acotado
por abajo. Por lo tanto, se tiene una teoria no saludable.

Para encontrar las ecuaciones de movimiento de una forma mas sencilla es nece-
sario hacer una reducion en el orden de las derivadas del Lagrangiano (90). Para

tal fin, se introduce una nueva variable Y que es equivalente a ¢. De esta forma, el
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nuevo Lagrangangiano queda escrito como sigue

Ly = %aYQ + %/’{:OY2 + %kijqiqj Y
b ey = V(o) = MY - 9), (99
09000
i Kij q
+ §ﬂﬂ+@Y¢—vwﬂy_My_@, (94)

donde \ es un multiplicador de Lagrange. Asi, las ecuaciones de movimiento vienen

dadas por

aY + b’ = eig' + kY — )\, (95)
bﬂ"/ + kijdj =-Vi— CiY7 (96)
=Y, A=V, (97)

Para obtener el sistema de ecuaciones y (92), solamente se deriva con
respecto al tiempo y se introduce en y (95). Como se pudo determinar en la
seccion[1.4] es necesario relajar una de las hipétesis del teorema de Ostrogradsky:
la no degeneracidn. Por tal motivo es fundamental encontrar la matriz cinética M del
Lagrangiano (93). Esta viene dada por

b
Mo [ | (98)
ovou’ b ki

donde v = Y y i = ¢*. Como se desea tener una teoria degenerada, se impone que
detM = 0. Asi, se obtiene

det = det(k)(a — bib; (k")) = 0. (99)
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Es claro que M puede ser degenerada de varias formas. El caso mas sencillo es
hacer a = 0y b; = 0. Este seria el caso trivial el cual dejaria al sistema de ecuaciones
(95)-(97) con derivadas a lo sumo de segundo orden pero que no genera ningln
interés. En este trabajo se tendra en cuenta el caso a # 0y b; # 0. De esta forma se
puede demostrar que, con la ayuda de la degeneracion, las ecuaciones de evolucién
son a lo sumo de segundo orden. Otra manera de determinar si M es degenerada
es encontrar un vector propio diferente de cero asociadado a un valor propio igual a
cero, es decir

Mad = 0. (100)

El @ que cumple con la condion de la ecuacion (100), viene dado por:

i = = . (101)

Sustituyendo las condiciones de degeneracién dadas por en y (96), se
obtiene
(@ +0'Y) + kY +0'V; =\ (102)

Ahora, se define la variable 4 = ' + v'Y’; sustituyéndola en la ecuacién se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

¢l + koY +0'V; = A, (103)
ki) + Y + Vi =0. (104)

Derivando la primera ecuacion, y reemplazando la ecuacion en (103) y (104),
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se llega al siguiente sistema

(ko — V"0 V) + ¢y = —(0'Vi))i — (0'Vig)d — Vi, (105)
b+ ki = -V (106)

La consecuencia directa de implementar la respectiva ligadura dada en sobre
y es obtener un sistema de ecuaciones de movimiento con derivadas a lo
sumo de segundo orden. Por consiguiente, es posible evitar el teorema de Ostro-
gradsky para el caso de Lagrangianos con dependencia cuadratica de las segunda
derivada. En el siguiente capitulo se extiende esta metodologia para el caso de la

teoria DHOST cuadratica determinando las respectivas ligaduras.
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4. CONDICIONES DE DEGENERACION

Como se pudo determinar en las secciones y [1.3} cuando se tienen Lagran-
gianos con dependencia de segundas derivadas o derivadas sucesivas del campo,
existen inestabilidades lineales en el Hamiltoniano. Ademas, se propaga un numero
equivocado de grados de libertad. Para evitar esta patologia, se utiliza un procedi-
miento analogo al utilizado en el modelo juguete (sec. y ademas en el articulo
de Langlois 8] Como se determiné, fue fundamental conocer la matriz cinética y la
condicion de degeneracién.

En la primera parte de este capitulo se determina un Lagrangiano equivalente a (84).
Esto se hace con el fin de poder reducir el orden de las derivadas del campo, de la
misma forma como se hizo con el modelo juguete en la seccién[3.3] Posteriormente
se utiliza la descomposicion en el formalismo covariante 3+1 (ver apéndice (1) para
encontrar la parte cinética del Lagrangino dado en (84). Para finalizar se muestran
las condiciones de degeneracién, las cuales coducen a las diversas clases de la
teoria DHOST cuadraticas.

La accién dada en tiene dependencia con la seguda derivada covariante en
el campo ¢, por lo tanto, es adecuado realizar una reduccién en el orden de estas
derivadas. De la misma forma como se hizo en la seccién [3.3 dicha reduccion se
realiza para encontrar las ecuaciones de campo de una manera mas sencilla. Para
tal fin, todas las primeras derivadas covariantes del campo V,¢, se cambian por
un 1-forma A,, imponiendo la relacion A, = V,¢, por medio de una ligadura en la

accion. Asi, la accion dada en (84) se escribe como:

Slg, ¢; A, N = / Vgl (fYR+ "V, ANV, Ay + M (V= A)) . (107)
donde el tensor C**? es expresado ahora en términos del campo escalar ¢ y el

55



1-forma A,, y \* es un multiplicador de Lagrange.

Las ecuaciones de evolucion asociadas a los campos ¢ y A, son

oCHrre
7 V,ANV,A, =V, =0 (108)
50,1wpa
——V,AV,A, —2V5 (C*"*PV ,A,) = \° (109)

0A,

A, =V,¢ (110)

Si se desea recuperar las ecuaciones de evolucién asociadas al campo ¢ dadas en
(85), simplemente se debe calcular la divergencia en y reemplazar junto con la
ecuacion en (108). En la siguiente seccién se hara la descomposicién en el for-
malismo covariante 3+1 de la derivada covariante de un vector, para posteriormente

encontrar la matriz cinética de la teoria.

4.1. DESCOMPOSICION SOBRE LA HIPERSUPERFICIE

El formalismo covariante 3+1 realiza una separacion entre las derivadas temporales
y las derivadas espaciales sin tener un sistema coordenado privilegiado. A conti-
nuacién, se implementa este formalismo para descomponer la derivada covariante
de un vector. Para tal fin, se tiene un vector B que pertenece al espacio tangen-
te a la variedad T,,. La evolucién temporal de la proyeccion normal y paralela a la

hipersuperfice se define como "]

B, =19V,B. By =" LBa = L (1°V. By + BV, (111)

70 E. GOURGOULHON. 3+1 Formalism in General Relativity: Bases of Numerical Relativity. Lecture
Notes in Physics. Springer Berlin Heidelberg, 2012.
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donde B, = n, * B* es proyeccién normal a la hipersuperficie, B* = 2B’ es la pro-
yeccién paralela a la hipersuperficie, 1° es el operador proyeccion, ., es la derivada
de Lie a lo largo de ¢ y t* es el vector base asociado a la coordenada temporal. Un

tensor de segundo orden L, € Ty, en el formalismo 3+1, se escribe como
Loy = iab - nbMa - na@b + ngnpY, (112)

donde M, Q, L., pertenecen al espacio tangente de la hipersuperficie y Y es una
funcidn escalar que pertenece a la variedad M. De esta manera se tienen tres tipos
de proyecciones diferentes: proyeccién total sobre la hipersuperficie dada por L.,
proyeccion total sobre el vector normal a la hipersuperficie Y y proyecciones mixtas
M. Q.

4.1.1. Proyeccion total sobre la hipersuperficie  Para encontrar la proyeccion
total sobre la hipersuperficie, se aplica dos veces el operador proyector 7 sobre
(112). En nuestro caso, el tensor de segundo orden es L., = V, A, = V,A,. De esta

manera, se tiene que

VANV AL = Y Lea — VvinaMe — vineQa + vovinengY
ViV Ag = ViV Amg = La

DAy + A Ky = L. (113)

De la primera a la segunda linea, en el miembro derecho, se utilizan las propieda-
des ven. = 0, y ¥4 Lea = Lq- En el miembro izquierdo: A, = A, + n,A, . De la
segunda a la tercera linea se utiliza y¢7¢V.n; = —K,;, donde K, es el tensor de
curvatura extrinseco, y vgyglvcfld — D,A,, donde D es la derivada covariante en la

hipersuperficie.
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4.1.2. Proyeccion total sobre el vector normal a la hipersuperficie  De una
forma similar a la realizada anteriormente, se proyecta la ecuacién (112) en direccion

del vector normal de la hipersuperficie, quedando

nntV,A, = n®n’La — nnnyM, — n®n®n,Qp + n®n’n,nyY
nn’V,A, = Y

nVaA, —n*AVnt = Y
(i) VoA, — Ayd® = Y

N
A, B°D, sy
W—TA*—AI,CL =Y (114)

De la primera a la segunda linea se utiliza el hecho de que el producto interno entre
cualquier vector que pertenezca al espacio tangente de la hipersuperficie y el vector
normal a ésta es cero, es decir, M,n* = 0. De la segunda linea a la tercera se utiliza
la definicién de A.. De la tercera a la cuarta linea se utiliza la definicién del vector de
corrimientd1l Ademas, se introduce la aceleracién para un observador euleriand’]
es decir, a® = n*V,n’. En la Ultima linea se utiliza la evolucion temporal asociada a

A,, junto con 89D, = $°V, y Aya® = Ayal.

4.1.3. Proyecciones mixtas Por Uultimo se debe proyectar sobre la ecuacién
(112) una vez en direccion normal y otra vez sobre la hipersuperficie. Este caso

se divide en dos tipos de proyecciones:

71" Es un observador para el cual la cuadrivelocidad corresponde al vector normal a la hipersuperfi-
cie.
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= Proyeccion yn®

a

VnPVaAy = A0’ Lay — yinny M, — 7ennaQy + 7ennanyY’

VIV, A, — 7 AV an® = M,
DCA*—vgfleanb = M,
DA+ AK,, = M,

DA, + A’K,, = M, (115)

De la primera a la segunda linea, en el miembro derecho, se utiliza n®Ly;, = 0,
v¢n® = 0y en el miembro izquierdo la definicién de A.. De la segunda a la
tercera linea v¢V, = D.y n,V,n, = 0. La antepenultima linea es construida a
partir de la propiedad v?n* = 0. En la ultima linea se utiliza el hecho de que el
tensor de curvatura extrinseco pertenece a la hipersuperficie, por lo tanto, se

tiene /VgKab = K.

= Proyeccion v)n®

vgn“VaAb = Vgn“f/ab — yfln“nbMa - vgn“naQb + WsnananbY

’YZVbA* - ’YSAaVb’ﬂa = Qa
Do, = 73AVina = Qq
DA+ A K = Qu

DdA* + ACLKda - Qd (1 16)

Andlogamente al subcaso anterior, cada linea tiene un desarrollo similiar a
(115), solamente se afade la propiedad V, A, = V,A, para encontrar la se-

gunda linea.
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4.2. LAGRANGIANO CINETICO

La parte cinética del Lagrangiano de la teoria DHOST cuadratica posee informacion
acerca de la evolucién temporal del campo ¢ y de la métrica inducida ~,,. Sin em-
bargo, no todos los elementos de la derivada covariante en el formalismo covariante
3+1 dado en contribuyen a la evolucion temporal. Reescribiendo la derivada

covariante como:

Vody =  DyAy+ Aoy — (DQA* + ACKM>

o (Do + AK )+ mamy <é _ 8D,

_A b
N A Aba>. (117)

De la expresion anterior, se ve que los términos relevantes son aquéllos que de-
penden de A., y el tensor de curvatura extrinseco K, [ (el cual da informacién
de la evolucién temporal de la métrica inducida). No aparece la evolucion temporal

del vector sobre la hipersuperficie porque se puede eliminar utilizando la relacién

A, = Dy(A.t%). Por tal motivo, los términos relevantes en (117) se agrupan como

— A Ky — npAK — ng ACK 4+ 2 A (118)

(vaAb)cin N

Debido a que el tensor de curvatura extrinseco es simétrico, la ecuacién (118) se

puede escribir en una forma equivalente como sigue:

(Vady) s, = MapAs + AGK g, (119)
donde
ngn c c c 7
Aap = Nb AS = A — 2ngr A (120)

- . 1 .
2. Una forma de escribir el tensor de curvatura extrinseco es K, = —— (§ap — DafBy — DpBa)-

2N
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Por lo tanto, la parte cinética que surge del lagrangiano general (84), es

E(?)

= %y AV Ay

_ Cabcd <)\abA* + AZ£K€f> <)\ch* + A?;Khz>

= CPL2N A g+ 20N AP G A, 4 CPA NP (121)

a

Una forma alternativa de escribir la anterior expresion se encuentra introduciendo

una funcién escalar A, un tensor de segundo orden B, y un tensor de cuarto orden

Kcefhi . Asi el Lagrangiano cinético esta dado por

L9 = AA? 4 2BV KA, + KK K. (122)
El primer coeficiente del Lagrangiano cinético se escribe como
A = CPN\ ) (123)
1 1
— (5&1 (gadgbc + gacgbd) 4 Ctggabng + 5@3 (gab¢c¢d 4 gcd¢a¢b)
1 a b e NgNpNN
50 (05 + g0+ g B+ gM0°67) + 0500 ¢d> .
1
= m (041 + g — [043 + 044] Az -+ Oé5Ail) s (1 24)

Entre tanto, el coeficiente asociado con el producto mixto entre A, y el tensor de

curvatura extrinseco K, se escribe como

hi abed hi
B - C )\abAcd

2

(125)

1 a C 1 a C Ci a a C
- (5@1 (99" + g°g") + azg® g™ + Sz (966" + g9°6") + asd" ¢

Ng My

N

4
A, A, _—
= oN (2&2 — OégAi) ’th — ﬁ ((1/3 + 2@4 — 045Ai) AhAZ,

+ 1@4 (gad¢c¢b +gbc¢a¢d +gac¢b¢d +gbd¢a¢0))
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el cual se puede reescribir introduciendo dos funciones escalares \; y A, de la si-

guiente manera:

B = Myt 4 N AP AT (127)
donde
A, A,
A= o (ae —asdl), de =~ (as 4 200 —asAl)

Por ultimo, el coeficiente cinético asociado a la segunda potencia del tensor de cur-

vatura es
Kefhi _ Cabchngilé
1 1
— (5041 (gadgbc + gacgbd) + anabgcd + 50[3 (gab¢c¢d + gcd¢a¢b)

1
+ Za4 (gad¢c¢b+gbc¢a¢d+gac¢b¢d+gbd¢a¢c +a5¢a¢b¢c¢d)) %
e~ (e A h i (h fi
* <A*”Y(a’7b) - 2”(ﬂb) Af)) <A*7(07d) - 2n(c%l)A ))
— g A2 Oie (,ye(hAi)Af 4 ,yf(hAi)Ae> I aQAz,yef,yhiAe

. %Ai (AiAhyef + AGAW”) g ACAT AN ATy oy A2ZACAT AR AT, (128)
Si se definen las siguientes funciones
k1= A2, Ky = A%, k3 = —a3A?, kg = =204, ks = asA? — ay, (129)
se obtiene

. ) ) 1 PN PN )
]Cefhz — Kl,ye(hfyz)f + H2,yef,yhz + §I€3 (AzAh’j/ef + AeAf’th>

+%m@@ymuwmmmﬁ+%mymy. (130)

Hasta el momento, no se ha determinado la contribucion del término de Einstein-

Hilbert a la parte cinética del lagrangiano. Para poder establecer esta contribucion
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es necesario que el escalar de Ricci sea proyectado usando el formalismo covariante
3+1. Esta descomposicion del escalar de Ricci se conoce como la relacion escalar

de Gauss[[@y se escribe como

2 2 .
WR=R+K?+ K, K% — N‘Z’”K - NDZ-DZN, (131)

donde R es el escalar de Ricci en cuatro dimensiones, R es el escalar de Ricci
asociado a la hipersuperficie, K es el escalar de curvatura extrinseco, K, es el
tensor de curvatura extrinseco, N es la funcién lapso, D; es la derivada covariante en
la hipersuperficie, y .Z,, K representa la evolucion temporal del escalar de curvatura
extrinseco. Utilizando la relacién escalar de Gauss en (84), la parte gravitacional

quedara de la siguiente manera:

f [R—K2+KabKab] + 2V f (Kn‘+a) = fR+ [f’Vca D fryby Cd] K. gKq

42 zfoAavaA*_M
N
L 2UxKABVA,
N

+ fy (AcAd ab | fa Ab cd> K Koy

+ 2fx A®Apea® + fsA° (Knf + a®) }(,1 32)

0 0
donde fx = EDJ; Y fo = 8£

llos términos que estén acompafados del producto entre A,, y K, ademas de la

Para determinar la parte cinética, sélo se toman aque-

segunda potencia del tensor de curvatura extrinseco (K.4K,;). De esta manera, la

contribucién gravitacional al Lagrangiano cinético viene dada por

4fxKAA

[ [R— K24 K K™ + 2, (K +a9)],,, = === (o (A7Ady 4+ Avdbye?)

can N
+ [f’Yc(a — [ | KapKea.
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Introduciendo los tensores B5%,, y K2, la contribucién gravitacional a la parte ci-

grav?

nética es

[ (R 2 4 K K™] 42, (Ko + ], = 2B, Ay 4 It KoK, (134)

grav grav

donde
2]}(’yab/4*
ab
By, = 2T (135
y
1 .. o
Kot = €79 4 677 + S (ACAM ™ 4 A0 Ay ) (136)
con
G=1 &=—f &=4fx. (137)

Los coeficientes totales asociados a la parte cinética del Lagrangiano son

Bab _ Bab + Bab

grav

7,€abcd _ K:abcd + K:abcd (1 38)

grav’

Estos tensores se pueden descomponer como en (127) y (128). Asi, se obtienen

nuevos coeficientes

A= 2fva* + ;N (205 — a3A?) (139)
Ao = Ao = —2{‘[ (a3 + 204 — asA?), (140)
o= f+aA (141)
Ko = —f+anA (142)
Ky = —azA’+4fx, (143)
Ka = Kq4= —201, (144)
Ks = ks =asA? — ay. (145)
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4.3. CONDICION DE DEGENERACION

Como se menciond en el modelo de juguete en la seccion (3.3), para encontrar las
ligaduras necesarias para la reduccién del orden en las ecuaciones de campo, es
crucial encontrar el determinante de la matriz cinética e igualarlo a cero. En esta
seccién, se muestra una forma de encontrar la matriz cinética asociada a la teoria
DHOST cuadratica.

4.3.1. Matriz cinética y condiciones de degeneracion = Como se hizo en 1)

es posible escribir la parte cinética del lagrangiano como

*

ch
con
A Bcd
M = ~ ~ ) (147)
Bab ]Cabcd

La matriz M es denominada matriz Hessiana o cinética. Si se toma el caso parti-
cular de tener una métrica no dindmica, el tensor de curvatura extrinseco se haria
idénticamente cero (porque éste da informacion de la evolucion temporal del tensor

métrico). Entonces, la parte cinética del lagrangiano se vera reducida a
Lein = AAZ (148)

Como se busca una teoria degenerada, la parte cinética debe de ser cero. Esto

solamente se cumple si A = 0. Por lo tanto, se puede concluir que

a1+a2:0, O[3+O./4:0, 04520. (149)
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Como se observé en la seccién [3.2], estas condiciones las cumplen tanto el Lagran-
giano cuartico de Hondeski como el Lagrangiano cuartico mas alla de Horndeski.

Se pasa ahora al caso general de una métrica dinamica. En este caso, se tiene que
la matriz M dada en debe ser degenerada. Es decir, debe existir un valor

propio igual a cero que tiene asociado un vector propio Y diferente de cero, tal que
MY =0. (150)

Para nuestro caso, el vector Y se define como
Y = (vo, Vea) - (151)

Entonces la ecuacion de valores propios dada en es reescrita como

A B V)
o | =o, (152)
Bab ]Cabcd ‘/cd
es decir,
Avg 4+ BV,4 =0 B%uvy + KV, = 0. (153)

La primera ecuacién es una ecuacion escalar y la segunda es tensorial de segundo
orden. Debido a que V_,; es un tensor espacialmente simétrico, se puede escribir de
la siguiente manera

Vid = 01Yea + V2 A Ay, (154)

Usando esta descomposicién de V., en la primera ecuacién de (153)), se tiene que

Avo + (3&1 + Mx?) v+ (xl,ze + XQ(,ZP)Z) vy =0 (155)
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con A2 = X + A2. Para la segunda ecuacién de (153) se obtiene

IS PUN T v SR vvS P
K1U1 + 3Kav1 + A\vg + 5/%'31)1142 + Fova A% + 5537)2(142)2] Y “+

3 - < 1 1. 4 - ~ A
§~3U1 + K4U1 + K5U1A2 + )\2U0 + 5:‘%11)2 + 5/‘%3142 + K4U2A2 + I<L5(A2)2:| ACAd = 0(1 56)

Debido a que el tensor métrico +*? y A.A, forman parte de la base de tensores
simétricos (sobre la hipersuperfice) de dimensién dos, cada uno de los coeficientes
que los acompafan deben ser cero. Por tal razdn, se puede escribir el siguiente

sistema de ecuaciones:

- 1 . - 1 p

Ao + (/%1 + 3Ry + 553/12) vy + (@42 + 5/%3(142)2) v, =0 (157)
~ R 1 1 o o o
Ao Vo + <§/§;3 + Rq + /15142) vy + (5%1 + 5/%3142 + kg A% + 55<A2)2) vy =0. (138)

Asi, la forma matricial del sistema de ecuaciones descrito por (155),(157) y(158)

queda de la forma

A 3A + AA2 M A2 4 Ny (A2)? Vo
MV = [ X Ry + 3o + 1ry A2 fo A2 + 1i5(A2)? v | =0
Xo SRyt kst ks A2 IRy 4 LRgA? 4 kg A% + ks (A2)? s
(159)
Imponiendo la condicién de degeneracion (i.e. detM = 0), se tiene
detM = Dy(X) + D1(X)A2 + DAY =0 (160)
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Do(X) = —4(oq +ao)(—2f* —8fx X? + fX(4fx + 201 + Xay)) (161)
D1 (X) = 8f2(043 + 044) — 4X(16f)2(0(2 — 4chY1 (Oél + 5@2 + XCYg)

oy (ag + 302) (201 + Xay)) + f(—48f% + 4a? + 16010 + 16X agay

+

fx(2a; — day — Xag) — 4Xa;(3az + Xas) + X? (a3 — dagas))  (162)

3
=
[

—404“;’ — 16f)2<(a1 + 2a3) + 8fX(204f +dajag + 2fas — Xajag)

doj(—2az + X (a3 + Xas)) + 4f(=2fas + X (af — dazas))

- -

a1 (=8 fas — 3X%(a; — dasas)). (163)

Debido a que la ecuacién (160) se debe cumplir para cualquier potencia de A,, todos

los coeficientes deben ser iguales a cero:
Dy(X)=0,  Di(X)=0,  Dy(X)=0. (164)

Se concluye entonces que, para tener una teoria degenerada, siempre se deben
cumplir simultaneamente las tres restriciones anteriomente presentadas. En la si-
guiente seccidn se utilizard la primera condicidn para obtener dos conjuntos distintos

de teorias degeneradas.

4.4. CLASIFICACION DE LA TEORIA DHOST CUADRATICA

Debido a que la condicion Dy(X) = 0 es la restriccion mas sencilla, ésta permite
distinguir dos clases: clase I: a; + a; = 0, clase Il: a; + ay # 0. De acuerdo con
(149), el caso de una métrica no dindmica pertenece a la Clase |. A continuacion se

realiza un desarrollo detallado de cada una de las clases.
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4.41.Clasel Como se puede observar en la ecuacion (161, el criterio dado por

esta clase hace que se satisfaga Dy(X) = 0. Imponiendo las condiciones dadas
en (164) para D;(z) y Do(z), junto con la ligadura dada en esta clase, es posible
encontrar algunas relaciones importante entre las funciones escalares «; y f. Asi,

de D,(x) = 0, se despeja o, de la siguiente manera:

1
B0 — Xa?) |
+  f(48f% + 1203 — 12X anaz — X703 + 8fx (6as + Xas))] , (165)

—8f20./3 + ]_6XO./2(4f)2( + 4on./2 + Oz% + fXXO./g)

oy =

en tanto que, de la condicion D, (z) = 0, se despeja as como se muestra a continua-

cién:

1

05 = 57 Xag (4% + 202 + Xa)(—4fxas =203 + 4fay + 8Xazay)) . (166)

En ambas ecuaciones se observa que hay una dependencia con respecto a las
funciones as, a3, f. Por lo tanto, es posible concluir que para el Lagrangiano dege-

nerado (84) existen sélo tres funciones arbitrarias.

4.4.2. Clase Il  En este caso, al igual que el anterior, se debe de garantizar que

se satisfaga Dy(X) = 0. Por lo tanto, se debe cumplir que:
—2f% —8fiX? + fX(4fx + 201 + Xay) = 0. (167)

De esta condicién se despeja a4, obteniéndose:

f?—fou X —2ffo X +4£2X7)
fX?

. (168)

044:2
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De otra parte, utilizando la restriccion dada por Dy(X) = 0, se despeja «; como se

muestra a continuacion:

—404? — 320&2](.)2( + 4f0[3 (4fX + OégX)
B 1 +a?(—8ay + 16 fx + 43 X)
8f% + 16 fa X — 4o (o + 3a) X2 —ay(8fasz — 32asfx + 16f%

(67

+8aszfx X + 3a2X?)

(169)
Posteriormente, se sustituyen dichos valores en D;(X) = 0, generando la siguiente

expresion:
(f — Xa1)® (4% = 4fx X? (a1 + 3as) + fX(—4fx + 201 + 8z + Xa3)?) =0, (170)

de donde es posible distinguir dos subclases. Estas subclases se exploraran a con-

tinuacioén.

Primera subclase  Esta subclase se da para f — X«; = 0. En este caso, a; toma
el valor

ar= . (171)

Haciendo uso de esta expresidn, se encuentra

A X +2f5X7)

= X , (172)
—4f3 - 32f§(X30é2 - 4f2X(—4:fX + 20./2 + XO[g)
—|—fX2(—16f§( -+ XQOé% + 8fx(4@2 + XOég))
g = (173)

(4fX3(f + Xa))
Estas dos ultimas ecuaciones muestran que a4 y a5 son funciones escalares que se

pueden obtener a partir de algunas relaciones algebraicas dadas entre f, as y as.
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Segunda subclase La Ultima subclase se obtiene cuando 4f% — 4fx X?(a; +
3an) + fX(—4fx + 2a1 + 8as + Xa3) = 0. De una forma similar a la anterior, se

despejan los valores de aq, ay ¥ as:

_ —4f2 + 4ffo — 8fXCY2 -+ 12fXX2a2 — fX2a3

e 2X(—f +2fxX) ’ )
o — 6f° — 163 X% +4ffxX?(4fx — 3aa) + f2X(=12fx + 8as + Xay) (175)
) FX2(f —2/xX) |
4f3 -+ fQX(4fX — 8&2 — 3XO£3) -+ 4ffXX2(2fX + 50&2 + 2XCY3)
s = _2f)2(X3<4fX —+ 60[2 -+ 3XC(3) (1 76)

JX3(f = 2fxX)

Como se puede observar, estas subclases dependen de tres funciones arbitrarias
f, as y a3. Estos resultados nos permiten concluir que la teoria propuesta en esta
tesis de maestria sélo dependera de tres funciones arbitrarias (independientemente
del tipo de solucidén que se tome, ya sea la clase | o Il). Siguiendo el razonamiento
del modelo de juguete, es de esperarse que las ligaduras encontradas reduzcan
el orden de las ecuaciones de evolucién de la DHOST. Por consiguiente, cualquier
grado de libertad extra tipo fantasma debe haber sido eliminado por la degeneracion.
Debido a que los grados de libertad fantasma estan estrechamente ligados con la
inestabilidad lineal en el Hamiltoniano, se puede concluir que nuestro procedimiento
hace que sea estable.
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5. CONCLUSIONES

En esta tesis de Maestria se exploré la construccidén de una teoria que corresponde
a una extension de la Relatividad General. Debido a la gran cantidad de propuestas
de gravedad modificada que pueden existir, en este trabajo se utilizd un principio
guia para tal construccién. Esta base se fundamenta en el teorema de Ostrogradsky
y la necesidad de generar teorias autoconsistentes. Teniendo en cuenta los enun-
ciados de dicho teorema (como se puede ver en la seccién [1)), se decidi6 omitir
algunas de las hipotesis para evadir las implicaciones del mismo. En particular, se
trabaj6é con la degeneracion y se introdujo un campo escalar en la accién con un
término que contiene derivadas de segundo orden. Los resultados de esta tesis y
estudios anteriores sobre teorias escalar-tensor muestran que el uso de principios
fisicos y de autoconsistencia permiten encontar un conjunto limitado de modifica-
ciones a la graveded de Einstein. A los resultados obtenidos en la construccion de
este tipo de teorias se les puede hacer estudios adicionales para acotar ain mas
el espacio disponible de modificaciones. Ademas de las aplicaciones a problemas
especificos, se pueden realizar tests de consistencia. Asumiendo estas extensiones
como teorias efectivas, se pueden analizar las propiedades de Unitariedad (como
se hace en[?). Si se considera la modificacién como una teoria fundamental, se
pueden analizar propiedades de renormalizabilidad. Esta tesis, sin embargo, se en-
foca en la construccion de la teoria. Las aplicaciones en Cosmologia y el andlisis
de restricciones adicionales se dejan para futuros proyectos. En el presente texto se

siguié una metodologia similar a la descrita tanto en el modelo de juguete dado en

73 Scott MELVILLE y NOLLER Johannes. “Positivity in the Sky: Constraining dark energy and modi-
fied gravity from the UV”. En: Phys. Rev. D 101.2 (2020), pag. 021502. DOI:|10.1103/Phys.Rev.
D101.021502. arXiv:1904.05874 [astro-ph.CO].
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la seccidn como en la mostrada en la referencia ¥} El modelo de juguete nos
nostré que la condicién de degeneracion produce ligaduras que reducen el orden de
las ecuaciones de evolucién, evitando asi la presencia de grados de libertad extra
tipo fantasma.

Como se mencion6 anteriormente, se determinaron las condiciones necesarias para
gue una teoria degenerada esté libre de inestabilidades de Ostrogradsky. Para llevar
esto a cabo, se hizo inicialmente un estudio detallado del teorema de Ostrogradsky
en el capitulo[i] Alli, se corroboré la estrecha relacién que existe entre Lagrangianos
no degenerados con dependecias de la segunda derivada o derivadas superiores y
la existencia de Hamiltonianos inestables. Para evitar este tipo de inestabilidades
fue necesario eliminar una de las hipétesis del teorema, la no degeneracion, lo cual
garantizé (como se vio en el modelo de juguete en la seccidn tener una teoria
saludable.

Por otra parte, la accion mas general candidata a representar una teoria DHOST
cuadratica en las segunda derivada covariante del campo escalar fue determinada
en el capitulo 3] Para encontrarla, se tomé el Lagrangiano descrito en donde se
determind la expresion para el tensor C***? de forma explicita. Esta accion hallada
representa un conjunto de Lagrangianos que contiene como casos particulares los
términos cuarticos de Horndeski y mas alla de Horndeski.

Otro aspecto importante obtenido en el desarrollo de esta tesis fue haber encon-
trado de forma explicita las condiciones de degeneracidn. Estas condiciones fueron
determinadas en el capitulo 4| utilizando una metodologia similiar a la expuesta para
el modelo de juguete (ver. sec[3.3). Para tal fin, se usé la descomposicién 3 + 1 de
la derivada covariante del campo A, en direccion normal y tangente a la hipersuper-
ficie (ver sec.[4.1). De esta forma, se encontré la matriz cinética M, la cuél brinda
informacidn sobre la parte cinética del Lagrangiano total. La condicion de degene-

racion (matematicamente escrita como det(M) = 0) impuesta condujo a diferentes
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clases de teorias. Si bien estos conjuntos obtenidos hacen parte de una extension
degenerada de la teoria de Einstein, los subconjuntos no se comunican entre si y
se consideran como candidatos independientes de gravedad modificada.

Se realiz6 un analisis minucioso y clasificacion de las diferentes clases de teorias
DHOST que se pueden obtener a partir de la condicién D, = 0. En particular, se
encontraron dos conjuntos distintos de teorias degeneradas (Clase |: a; + ay = 0
y Clase II: oy + ay # 0). El desarrollo de estas clases se hiz6 en la seccién [4.4]
en donde se observo que en una teoria DHOST cuadratica existe solamente una
dependecia con respecto a tres funciones arbitrarias de ¢ y X = V,¢oV*¢.

Para un trabajo posterior, se motiva seguir explorando el marco de las teorias escalar-
tensor no degeneradas a través del andlisis Hamiltoniano ¥l Como se observé en
caso del modelo de juguete de la seccion([1.4] el andlisis Hamiltonianio permitié rea-
lizar el conteo de grados de libertad y, de esta manera, establecer si una teoria es

saludable.
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ANEXOS

Anexo A. FORMALISMO 3+1

El formalismo 3+1 describe el espacio tiempo cuadridimensional (M, g.,) en térmi-
nos de una familia de hipersuperficies tipo espacio las cuales evolucionan teporal-
mente mediante la derivada de Lie a lo largo del vector evolucion. Este formalismo
puede ser utilizado como una herramienta para separar las componentes espacia-
les de la temporal en las ecuaciones de campo de Einstein. En este apéndice, se
examinan las propiedades asociadas a una sola hipersuperficie y posteriormente se

considera una familia de hipersuperfices que definen una foliacion.

HIPERSUPERFICIE

Una hipersuperficie de M es la imagen ¥ de una variedad tridimensional ¥ que es

embebida mediante un homeomorfismo (ver Fig. 22 @, es decir

Y= d(%), (177)

donde ¥ es una subvariedad”| de M. Debido a que el homeomosfismo & arrastra
las curvas de 3 a M, se define un mapeo entre Tp(i) y T,(M). En lafigura (??) se
muestra un ejemplo de una curva que pertenece a una variedad ¥ y es arrastrada

hacia la variedad M, mediante el homeomorfismo. Este mapeo es denotado por @,

74 Es una funcién uno a uno, con ® y &' continuas.

75 Es un subconjunto de la variedad M con menor dimensionalidad que también cumple con las
propiedades de variedad (S.M. CARROLL. Spacetime and Geometry: An Introduction to General
Relativity. Cambridge University Press, 2019).
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Figura 2. Representacion de la incrustacién de la variedad %> en M mediante el

A

homeomorfismo (¥ = ®(X)). Mediante un push-forward, ®., un vector es arrastrado

~

desde T,(X) aT,M o

. @

y se denomina push-forward. Tomando un sistema adaptado (z*) = (¢,z,y, 2), esta

funcidn se puede escribir como

A

O, :Ty(X) — T,(M)

v=(v"0"0*) — P = (0,070 0°) (178)

El homeomosfismo @ induce un mapeo entre los espacios cotangentes de 3 y M.

Este mapeo ®* se conoce como el pull-back, y se define como

o ¢ THM) — TH(D)

w — P'w:T,(E) — R (179)

v — (w, dv),

donde (,) representa un producto interno. Este Ultimo mapeo se puede extender a
una forma multilineal sobre T;(M). Sea T una forma multilineal que pertenece a

T:(M), T es el pull-back de esta forma multilineal y se escribe de la siguiente
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Figura 3. Representacion de un cilindro incrustado en R3. Los vectores n son aquéllos
normales a la superficie. Esta superficie tiene siempre curvatura extrinseca pero su
curvatura intrinseca es cero.

N
1

1

1

manera

\V/(Ul, Vg, -+ >vn> S Tp(z)na (I)*T(Uh Vo, JUn) = T<(I)*U17 q)*v27

L D). (180)

La operacion de pull-back aplicada a la forma bilineal g, es decir, el tensor métrico
del espacio tiempo, induce una métrica en la hipersuperficie X:

7 =2, (181)

en donde v es conocida como la primera forma fundamental sobre la hipersuperficie.

Dependiendo de la signatura de ~, la hipersuperficie puede ser: tipo espacio si y
s6lo si v es Riemaniand’®] tipo tiempo si y sélo si v es Lorentziand”’} o nula si y sélo

si~yes degenerada[ﬂ En este trabajo nos enfocaremos en una hipersuperficie tipo

76 Posee signatura (+,+,+).

7 Posee signatura (-,+,+)

8 Posee signatura (0,+,+).
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espacio. Ahora, ademas de conocer el tipo de hipersuperficie, es necesario definir
el vector normal a ésta. Este vector puede ser normalizado para las hipersuperficies
tipo espacio y tipo tiempo como
n= L, (182)
VY- Vi

donde Vt es el vector normal a la hipersuperficie. Para nuestro caso, el vector n
debe ser tipo tiempo (i.e., n-n = —1).
Después de definir el vector normal a la hipersuperficie, se determina el tensor de
curvatura extrinseco. Este tensor da informacién del cambio de la deflexion de la
hipersuperficie en la variedad (M, g), evaluando el cambio de la direccion del vector
n cuando se mueve sobre la hipersuperficie. Este tensor es conocido tambien como
la segunda forma fundamental sobre la hipersuperficie. Una forma de definirlo es la
siguiente:

V(u,v) € T,(X)XT,(X), K(u,v) = —u-V,n. (183)

Este tensor también nos da la informacion de la evolucion temporal de la métrica in-
ducida. Es importante notar que el hecho de tener un tensor de curvatura extrinseco
diferente de cero no significa que estemos en un espacio curvo, siendo esta ultima
propiedad determinada por el tensor de Rieman @ Un ejemplo donde el tensor de
curvatura extrinseco es diferente de cero mientras que la curvatura intrinseca es
cero esta dado en la figura (3). Alli se muestra un cilindro como una hipersuperficie
¥ de R®.

Para realizar la descomposicion de cualquier campo tensorial, es necesario utilizar

el operador de proyeccion ortogonal a la hipersuperficie, el cual esta asociado a la

79 S.M. CARROLL. Spacetime and Geometry: An Introduction to General Relativity. Cambridge

University Press, 2019.
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siguiente descomposicién del espacio tangente en un punto p de M:
Tp(M) = T,(£) @ span(n), (184)

donde span(n) es un espacio vectorial unidimensional generado por el vector n. Asi,

es natural definir el operador proyector ortogonal como:

7 = TP(M)%TP(E)

v v+ (n-v)n. (185)

Las componentes de este operador proyeccion, con respecto a una base (e,) que

pertenece a T,(M), vienen dadas por
Te = 0 + nny. (186)

FOLIACION

Un espacio tiempo (M, g,,) es globalmente hiperbdlico si admite una superficie de
CauchyEG]. Este tipo de espacio tiempos pueden ser foliados por una familia de hi-
persuperficies tipo espacio caracterizadas por un pardmetro t (%;);cr. Para nuestro

trabajo se asumié lo siguiente:
m X, NYXy =0, parat #t.

m La foliacion cubre M, es decir

M=% (187)

teR

80 Una superficie ¥ es de Cauchy si y solo si cada curva causal se intersecta una séla vez con la

hipersuperficie X
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Figura 4. Representacién de la foliacién definida entre dos hipersuperficies vecinas ¥, y
it ot-

1
¥ = const

Para poder escribir las ecuaciones de Einstein como un problema de Cauchy, es
necesario introducir unas coordenadas adaptadas a la foliacion (%;)cr. Este sistema
coordenado debe ser bien comportado entre las diferentes hipersuperficies, es decir,
debe variar suavemente entre hipersuperficies vecinas. Sea (z') = (z',2% z*) un
sistema de coordenadas sobre la hipersuperficie ¥;. Si éste varia suevemente entre
hipersuperficies vecinas, entonces el sistema coordenado (z%) = (¢, 2!, 2%, 23) es un
sistema de coordenadas bien comportado sobre el espacio tiempo M.

El vector asociado a la coordenado temporal (t*) se define como el vector tangente
a la curva z' = constante. Generalmente, el vector t* no coincide con el vector

de evolucion temporal m (m = Nnf'), como se muestra en la figura (4). A partir de

81 N es la funcion lapso, siendo su nombre debido a que relaciona el tiempo coordenado de la

foliacién con el tiempo propio del observador Euleriano.
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dichos vectores, se define un vector corrimiento 8 como la diferencia entre (9t)* = t*
y m?, es decir,

B =19 —m?, (188)

el cual es un vector que pertenece al espacio tangente a la hipersuperficie >,( ver
Fig.[4). Para finalizar, debemos decir que es posible construir un sistema de coorde-

nadas adaptado si conocemos la funcion lapso N y el vector de corrimiento f.
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