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RESUMEN

TITULO: ESTRUCTURAS CASI COMPLEJAS AFINES®

AUTORA: OLGA ROCIO VINA ALVAREZ™

PALABRAS CLAVES : Algebras de Lie, Variedad bandera, Grupos de Weyl, Alcobas, Ideales abelianos.

DESCRIPCION:

Sea F = G/C(S) una variedad bandera, donde G es un grupo de Lie complejo semi-simple y C(S) es el
centralizador de un toro S. Cuando S es un toro maximal decimos que la variedad bandera es maximal,
y la denotamos con F. Equivalentemente F = U/T, donde U es una forma real compacta de Gy T es
el centralizador de un toro. En este trabajo, estudiamos las estructuras casi Hermitianas U —invariantes
en variedades bandera maximales, con el objetivo de encontrar condiciones geométricas para que es-
tas estructuras sean (1, 2)—admisibles; para ello fue necesario considerar unos conjuntos denominados
alcobas. Luiz A.B. San Martin y Caio J.C. Negreiros muestran en su articulo Invariant almost Hermitian
structures on flag manifolds, estos resultados. En esta tesis se realiza un estudio y explicitacion a pro-

fundidad de los mismos.

Para cada alcoba A asociamos una estructura casi compleja invariante J(A), llamada afin y mostramos
que esta admite una métrica Riemanniana invariante A, que hace que el par (J, A) sea (1, 2)—simpléctico.
Reciprocamente, se demuestra que el par (J,A) es (1, 2)—simpléctico, entonces J es afin, para ello se
presenta a J en forma de ideal abeliano. Se finaliza esta tesis presentando una férmula que relaciona

dos ideales abelianos diferentes representando la misma clase de equivalencia.

"Dra. SOFIA PINZON DURAN, Directora del Trabajo de Grado.
“Programa de Maestria en Matematicas, Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, Universidad

Industrial de Santander.



ABSTRACT

TITLE: AFFINE ALMOST COMPLEX STRUCTURES"

AUTHOR:  OLGA ROCIO VINA ALVAREZ"

KEYWORDS: Lie algebra, Flag manifolds, Weyl groups, alcove, Abelian ideals..

DESCRIPTION:

LetF = G/C(95) aflag manifold, where G is a complex semi-simple Lie group and C(S) a is the central-
izer of a torus S. When S is a maximal torus we say that the flag manifolds is maximal and me denote
it as F. Equivalently F = U/T, where U is a compact real form of G and T is the centralizer of a torus.
In this work we study the U-invariant almost Hermitian structures in maximal flags, with the objective
of obtaining geometric conditions so that the structures be (1,2)— admisibles; for this it was necessary
to consider some sets called alcoves. Luiz A.B. San Martin y Caio J.C. Negreiros show in their article
"Invariant almost Hermitian structures on flag manifolds"these results, and in this thesis a depth study

and explanation of them is done.

For each alcove A we associate an almost complex invariant structure J(A), called affine and show
that this supports an invariant Riemannian metric A that makes the pair (J,A) be (1,2)—symplectic.
Conversely, it is shown that the pair (J, A) is (1,2)—symplectic, then J is affine; for it a J as abelian ideal
is presented. This thesis ends by showing a formula that relates two different abelian ideals representing

the same equivalence class.

"Dra. SOFIA PINZON DURAN, Graduate Dissertation Director.
“Graduate Program of Master of Sciences in Mathematics, School of Mathematics, Faculty of Sci-

ence, Universidad Industrial de Santander.
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Introduccion

La teoria de Lie es de utilidad en areas como la geometria diferencial, las ecuaciones
diferenciales, los sistemas dindmicos y la mecanica cuantica, entre otras. En el ano 1873,
el matematico noruego Sopuhs Lie dio origen a esta teoria que conocemos hoy como la de
los grupos y algebras de Lie, posteriormente Weyl, Cartan, Killing, Serre y otros realizaron
aportes significativos. La correspondencia entre grupos de Lie y dlgebras de Lie crea un
importante vinculo entre el algebra y la geometria que permite tratar algunos problemas
desde distintas perspectivas.

Asociado a la teoria de Lie, aparecen las variedades bandera. Una variedad bandera es
un espacio homogéneo reductivo F = G/C(S), donde G es un grupo de Lie complejo
semisimple y C(S) es el centralizador de un toro S, cuando este es maximal decimos que
la variedad bandera es maximal. En este trabajo se estudiaran las variedades bandera
hermiticas maximales, es decir, una variedad bandera dotada de una estructura casi-
compleja J. Sobre las variedades bandera asociadas a diferentes algebras de Lie, se han
realizado estudios orientados a encontrar una caracterizacion de las propiedades de este
tipo de variedades por parte de: L.A.B. San Martin, C.J Negreiros, S. Pinzén, M. Pare-
des, vy cuyos resultados se pueden ver en los diferentes articulos dados como referente en
este trabajo. Es por ello que se considera un problema interesante entender los resultados
obtenidos en variedades bandera maximales.

El objetivo de este trabajo es estudiar el articulo [12], entender y explicitar resultados
obtenidos alli. Para ello lo abordamos tomando la variedad bandera maximal asociada a
las algebras clasicas y excepcionales, estudiando en ellas estructuras casi complejas invari-
antes afines. Una estructura casi compleja invariante, a la que abreviadamente llamaremos
ecct, es dada por un endomorfismo J definido en el espacio tangente y satisfaciendo que
J? = —1, donde identificamos a J como {& }aem con €, = —€_4, y IT un sistema de raices,
ademas con una métrica invariante A\, > 0 con A_, = \,, «a € II. Ahora se dice que J

es una ecci afin si existe una alcoba A tal que J(A) = J. Estudiamos este tipo de estruc-

10



turas llegando a caracterizar cuando son (1, 2)-admisibles, esto lo realizamos siguiendo los
resultados obtenidos por San Martin y Negreiros en [12].

Los principales resultados que trabajamos en esta tesis son los Teoremas 2.10, 3.4 y la
Proposicién 4.10.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma:

En el Capitulo 1 se presentan conceptos basicos de algebras de Lie, su clasificacién, se
construye la variedad bandera que tiene una caracterizacion en términos de sistemas
de raices, y es la combinatoria que ofrecen estos sistemas lo que permite realizar un
estudio de las estructuras casi complejas invariantes que se definen sobre la variedad.
Estudiamos las ecci llegando a mostrar que son casi Kahler si y solamente si el conjunto
P = {a,e, = +1} corresponde a una escogencia de raices positivas en II. Finalizamos
el capitulo demostrando que toda estructura ecci sobre F es casi Kahler si y solo si es
Kahler.

En el Capitulo 2 consideramos a los grupos de Weyl, las camaras y las alcobas en b,
que es la subdlgebra de Cartan de un sistema de raices, con la respectiva caracterizacion
de sus coordenadas, llegando a encontrar una interpretacion geométrica semejante a la
casi Kéhler para las ecci (1,2)-admisibles. Para ello asociamos a una alcoba A una ecci
J(A) = {ea(A)} v se le llama ecci afin. El principal resultado lo encontramos cuando se
demuestra que una ecci es afin entonces es(1,2)-admisible.

El Capitulo 3 parte de la construccién de ideales abelianos. Se prueba que para cualquier
ecci (1,2)-admisible existe una seleccién de raices positivas ITT tal que el conjunto {a >
0,64 = +1} es un ideal abeliano en IIT. Uniendo resultados obtenidos en el capitulo
anterior se demuestra que ecci es (1,2)-admisible si y solo si es afin.

Se termina este trabajo con el Capitulo 4 donde relacionamos dos ideales abelianos que
representan la misma clase de equivalencia de ecci. Aqui la ecci afin actiia solo como una

descripcién adicional de estructuras (1, 2)-simplécticas.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentaremos algunos conceptos y resultados bésicos sobre algebras de
Lie y variedades bandera, nociones que seran el soporte y la herramienta que necesitaremos

para el estudio de las estructuras casi complejas afines.

1.1. Grupo de Lie

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con estructura de grupo, en la cual se

ha definido una estructura diferenciable, esto es, dado z,y € G las aplicaciones:

1. G x G — G, tal que (z,y) — Yy, y

2. G — @G, tal que z — =71,

son de clase C'°.

Ejemplo 1.1. GL(n,R), el grupo de las matrices n x n invertibles. Si identificamos el
espacio vectorial M, de las matrices cuadradas de tamano nxn con R entonces GL(n, R)
es la imagen inversa de R\ {0}, via la aplicacién determinante y por lo tanto un abierto en
R™ lo que nos permite afirmar que GL(n,R) es una variedad diferenciable. La aplicacion
producto en GL(n,R) es diferenciable ya que en R™ el producto de matrices se reduce
a una funcién polinomial. La aplicacion inversa es una funcién racional por lo tanto es

diferenciable.

Como todo grupo de Lie es una variedad se puede considerar el espacio tangente a la
identidad T,.G. T.G tiene estructura de algebra de Lie y corresponde al algebra de Lie g

de G. Utilizaremos T.G = g. A seguir una breve exposicién sobre algebras de Lie.
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1.2. Algebra de Lie

Un algebra de Lie g es un espacio vectorial sobre un cierto cuerpo escalar K, junto con
una operacién binaria [-, -] : g x g — g, llamada corchete de Lie, que satisface las siguientes

propiedades:

1. Bilinealidad: [aX + 0Y,Z] = ao[X, Z] + b[Y, Z] y [Z,aX + VY] = a[Z, X]| + b[Z,Y]
para todo a,b en Ky todo X,Y, 7 € g,

2. antisimetria: esto es [X, X] = 0 para todo X € g ( lo que implica [X,Y] = —[Y, X]
para todo X, Y € gy es equivalente si el cuerpo de escalares no es de caracteristica
dos), e

3. identidad de Jacobi: [X,Y], Z] + [V, [X, Z]] = [X, [Y, Z]] para todo XY, Z € g.

La equivalencia dada en el item dos la podemos dar por el siguiente hecho:

Sea X,Y € gdonde 0 = [X+Y, X+Y]| = [ X, X+Y]+[Y, X+Y] = [X, X|+[X, Y]+[Y, X]+
[Y,Y], como [X, X] = 0 para todo X € gentonces 0 = [X+Y, X+Y]|=[X,Y]+[Y, X] de
donde se llega a que [X, Y] = —[Y, X]. Reciprocamente 0 = [X, X|—[X, X], utilizando que
[X,Y] = —[Y, X] tendriamos que 0 = [X, X] + [X, X| = [2X, X], como la caracteristica
del cuerpo de escalares no es dos entonces 0 = 2[X, X| y por lo tanto [X, X] = 0.

Las algebras de Lie pueden ser reales o complejas; en nuestro caso, seran complejas porque
son féciles de abordar y porque la teoria de espacios raices que vamos a tratar aqui,
esta pensada sobre C. A los grupos de Lie reales les corresponden algebras de Lie reales
y a grupos de Lie complejos le corresponden algebras de Lie complejas. Los ejemplos més
importantes son grupos y algebras de Lie de matrices, uno de ellos es gl(n,K), que es
el espacio de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial de dimension n
sobre un cuerpo K, que es lo mismo que el espacio de matrices n X n con coeficientes en

K, en este caso el corchete de Lie es dado por:

(X, Y]=XY -YX
con X e Y matrices. Estas dlgebras aparecen con frecuencia y muchas veces seran indicadas
por gl(n).

Ejemplo 1.2. gl(n,K) es una édlgebra de Lie, veamos:

Para que gl(n, K) sea una algebra de Lie debe cumplir las condiciones dadas, por lo tanto
debemos demostrar que: el corchete en gl(n,KK) es bilineal, antisimétrico y que satisface
la identidad de Jacobi.
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s Bilinealidad

Sean a,b € Ky X,Y,Z € gl(n,K) entonces debemos demostrar que:
1. [aX +bY ,Z]=alX,Z]+b]Y, Z].

[aX +bY ,Z] = (aX +0Y)Z - Z(aX +bY)
= aXZ+bWZ - ZaX — ZbY
= aXZ+bWZ—-aZX -bZY
= aXZ —aZX +bYZ -bZY
= W(XZ-ZX)+b(YZ—ZY)
= a[X,Z]+ b)Y, Z].

2. [Z,aX +b0Y]=alZ,X]|+0b]Z,Y].

Z,aX +bY] = Z(aX +bY)— (aX +bY)Z
= ZaX +2bY —aXZ -bYZ
= aZX +b2Y —aXZ -bYZ
= aZX —aXZ+bZY -bYZ
— a(ZX — XZ)+b(ZY —YZ)
= alZ,X]+0b[Z,Y].

De 1)y 2) obtenemos la bilinealidad del corchete en gl(n, K).

» Antisimetria del corchete.
Sea X € gl(n,K), entonces [X, X]|=X.X - X.X =X?-X2=0.

s Identidad de Jacobi.
Sean XY, Z € gl(n,K):

(X, Y], Z]+ [, [X, Z]]

— ([X,Y)Z - Z[X,Y])) + (Y[X, Z] — [X, Z]Y)

= (XY -YX)Z - Z(XY - YX)+Y(XZ - ZX)
—(XZ - ZX)Y

—XYZ-YXZ—-ZXY +2ZYX+YXZ-YZX
— XZY + ZXY

14



= XYZ+2ZYX-YZX - XZY
— (XYZ - XZY)+ (ZYX - Y ZX)
=X(YZ-2Y)—(YZ - ZY)X

= X[V, Z] - [Y, Z]X

= [X, [y, Z]].

Continuando con definiciones de la teoria de Lie es conveniente introducir la nocién de

subalgebra de Lie.

Definicién 1.3. Sea g un algebra de Lie. Una subdlgebra de g es un subespacio vectorial

b de g que es cerrado por el corchete, esto es, [X,Y] € hsi X,V €bh.

Evidentemente, una subalgebra de Lie es una algebra de Lie con una estructura heredada

por la estructura de g.

Definicién 1.4. Sea g una dlgebra de Lie, V un espacio vectorial y gl(V') el dlgebra de
Lie de transformaciones lineales de V. Una representacién de g en V' es un homomorfismo

p:g — gl(V) que satisface que p([X,Y]) = [pX, pY].

En la teoria de Lie es de gran importancia una representacién en particular, la repre-

sentacion adjunta, simbolizada por ad y definida como:

ad : g — gl(g)
X — ad(X),

donde
ad(X):g—9

Y —adX)(Y)=[X,Y].
Las algebras de Lie trabajadas en esta tesis son de dimensién finita y el grupo de sus
transformaciones lineales también, por lo tanto dada una representacién p, se dira que
esta es de dimensién finita.
Existe una representacion natural de un grupo de Lie G en su algebra de Lie. Esa repre-
sentacion esta construida de la siguiente manera: un elemento g € G define el automorfis-
mo interno Cy(z) = gzg~'. Es claro que Cy(1) = 1, por tanto la derivada en la identidad,

d(Cy)1, es una aplicacion de g en g, definida de la siguiente manera:
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Una derivaciéon de un algebra de Lie es una aplicacién lineal d : g — g tal que VX,Y € g

satisface la siguiente igualdad
dX, Y] =[dX,Y]+ [X,dY].
Luego d es una transformacion que satisface la regla de Leibniz:
d(XY)=d(X)Y + Xd(Y).
La representacion anteriormente nombrada es la Adjunta
Ad: G — Gl(g)

g+ Ad(g),

Ad(g):9g — g
Y = d(gYg )1 = d(Cy).

Definimos en g la forma trazo 3, como la forma bilineal simétrica dada por
B,(X,Y) = tr(p(X) - p(Y)), para X,Y € g.

Esta forma desempenara un papel fundamental. En el caso de que la representacion
p = ad, B.q(X,Y) es denominada forma Cartan - Killing de g y serd denotada de manera

méas simple por (-, -).

Definicién 1.5. Dada un algebra de Lie g definimos, por induccion, los siguientes sub-

espacios de g

(0) (k) (k—1) (k—l)]

=g, 0 =[g0, 0

g =" g y
o' =9, =00, -, 0" =gd"
Decimos que g%, g, . .., g%, .. . es la serie derivada de g v que g', g%, . .., g", ... es

la serie central descendente de g.
Definicién 1.6. Dada un édlgebra de Lie g, decimos que:
1. g es soluble si existe ko > 1, tal que g = {0} y

2. g es nilpotente si existe kg > 1, tal que g = {0}.
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Otra definicién importante que forma parte de la teoria béasica de las dlgebras de Lie es la
de ideal, la cual sera uno de los puntos de partida para la definicion referente a los tipos

de algebras de Lie relacionadas en este trabajo.

Definicién 1.7. Un subespacio h C g es un ideal si
VY ebh Xeg, [X,Y]eh

esto es
0.0 ={[X,Y]: X €g, Y EB} Ch.

Definicién 1.8. Un algebra de Lie g es semi-simple si no contiene ideales solubles ademas
del 0.

Definicién 1.9. Un algebra de Lie g es simple si:
1. Los tnicos ideales de g son 0 y g.
2. La dimg # 1.

Existe un tipo especial de subdlgebra de Lie, la cual es base para poder encontrar las

raices de un algebra de Lie semi-simple, su definicién se encuentra a continuacién.

Definicién 1.10. Sean g un algebra de Lie y X € g. Una subalgebra de Cartan de g, es

una subdlgebra f C g, que satisface:
1. b es nilpotente,

2. el normalizador de b en g coincide con h. Esta condicién es equivalente a que si
[X,b] C b, entonces X € b.

Recordemos que el normalizador de una subélgebra f C g, es definida como
n(h) ={X € g:ad(X)h C b}.

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores se tienen entonces los criterios de Cartan-

Killing, cuyas demostraciones se encuentran en la seccién 3.2 de [11]:

s Sea g un algebra de Lie de dimension finita. Entonces g es soluble si y solo si
(X,Y)=0paratodo X €g yY €g.

» La forma Cartan- Killing es no degenerada, esto es, (X,Y) = 0 para todo Y € g

implica que X = 0, si y solamente si, g es semi-simple.
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Ahora definiremos lo que es un sistema simple de raices, definicién bésica para la com-
prensién del Teorema 1.16, cuya demostracién podemos encontrar en [11], y también para
poder clasificar las distintas algebras del Lie semi-simples de dimensién finita.

Sea « un funcional lineal sobre el espacio vectorial complejo h (subalgebra de Cartan), y

denotamos por g, el subespacio lineal de g dado por
9o ={X €g:[H,X]|=a(H)X, para todo H € b}.

Observemos que para a = 0,g, = h. Si a # 0y go # {0}, el funcional lineal a es llamado
una raiz (de g con respecto a h). En tal caso g, es llamado un subespacio raiz. Denotamos
por II el conjunto de raices no nulas del par (g, b).

El conjunto II de raices con respecto a una subalgebra de Cartan h genera el dual h*.
Los elementos H,,a € II, duales de las raices en relacion a la forma de Cartan-Killing,

generan . Como (-, -) es una forma bilinear, ella define una aplicacién h — h* dada por
H— ay() = (H,).

Como la restriccion de la forma Cartan-Killing a h no es degenerada, esa aplicacién es
un isomorfismo entre h y h*. Para a € h*, su imagen por la inversa de ese isomorfismo

serd denotada por H,, esto es, H, es definido por la igualdad
(Hy,H) = a(H),VH € .

Seleccionaremos dentro del conjunto de las raices, bases especiales de h y h* (sistema
simple de raices). Estas bases serdn escogidas de tal manera que, los elementos de II
seran escritos como coordenadas enteras. Por esta razon, es mas conveniente trabajar
sobre subespacios racionales de h y h*, generados por las raices de sus duales, en lugar de
considerar todo . Como el cuerpo de escalares K es de caracteristica cero, este contiene
el cuerpo QQ de los racionales, decimos que es de caracteristica cero debido a que no existe
un entero positivo n en K tal que n -1 = 0. Por esto, h puede ser considerado como un
espacio vectorial sobre Q. En lo que sigue, el subespacio racional generado por H,, o € 11,

lo denotaremos por hg :
bQ = {alHal —+ OJQHQQ + -+ akHak Lag € @,Ozk < H},

donde 1 < k < n, con n = dimb.
Lo primero que se debe considerar para construir un sistema simple de raices es el orden
lexicografico en los espacios vectoriales. Sea V' un espacio vectorial sobre Q y {vy, vo, ..., v; }

una base ordenada de V', sea v, w € V escritos en coordenadas como
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vV=aiv; + -+ aqu

w:blvl+'--+blvl.

El orden lexicografico en V' en relacion a esa base es definida por v < w si v = w o
si a; < b;, donde 7 es el primer indice en que las coordenada de v y w son diferentes.
Esa relaciéon define de hecho un orden que es compatible con una estructura de espacio
vectorial. Cuando V es asociado a un producto interno, el orden lexicografico en V' satisface
el siguiente lema, que utilizaremos para construir sistemas simples de raices y el cual

estd demostrado en [11].

Lema 1.11. Tomando un orden lexicogrdfico dado por la base ordenada {vi,vs, ..., v},

sea {wy, wa, ..., wy} un subconjunto de V' que satisface
1. w; > 0 para todo i =1,...,m,
2. (w;,w;) <0 para i # j.

Entonces, {wy,ws, ..., wy,} es un conjunto linealmente independiente.

Definicién 1.12. Una raiz o € I1 es simple en relaciéon al orden fijado si:
i). a>0
ii). No existe 3, € II tal que 3y 7 son positivas y a = 3 + .
Definicién 1.13. Un conjunto ¥ = {ay, ...,y } que satisface:
i). ¥ es una base de by y

ii). toda raiz § puede ser escrita como 3 = njai+, ..., +nqq, con ny, ..., n; coeficientes

enteros del mismo signo,
es denominado un sistema simple de raices.

Ademas decimos que una raiz es positiva si al escribirse como una combinacién lineal,
todos los coeficientes son enteros mayores o iguales a cero. La altura de 3 es el entero
positivo nq +...+n;. Por ejemplo las raices positivas de altura 1 son exactamente las raices
simples. Las raices positivas de altura 2 son las de la forma a; 4+« con @ # j, la férmula de
Killing para «; y «;, la cual definiremos a continuaciéon por medio de un teorema el cual
es demostrado en [11], permite encontrar cuales de las posibles combinaciones lineales son

raices.
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Teorema 1.14. Los elementos de a—secuencia iniciada en 3 que son autovalores, forman

un intervalo conteniendo a (3, esto es, existen enteros p,q > 0 tal que

ﬁ_paa"'75_20475_0475,5‘*‘04754‘204,"'>5+qa

son las unicas raices de la forma B + ka con k entero. Ademds, se tiene que

_ 2(,a)

(@, a)

pP—q
que es llamada la férmula de Killing.

El entero 2<<fo?‘>> es denominado el nimero de killing asociado a las raices a y f3.

Los numeros asociados a las raices simples son colocados en forma de matriz [ x [ como

Esta matriz recibe el nombre de Matriz de Cartan del sistema simple de raices. Los
elementos diagonales de esta matriz son todos iguales a 2 y los elementos fuera de la
diagonal son enteros negativos. La siguiente proposicién demostrada en [11] muestra las

posibilidades para los elementos fuera de la diagonal.
Proposicién 1.15. Sean o y (8 raices

1. Si 6 denota el dngulo entre o y 3 entonces,

3 1
cosf = O,il,i?,ig,i?

esto es, 8 = km/6 o kr/4.

2. Los posibles valores para los numeros de Killing son

2

M =0,£1,£2,+£3.

{a, q)
Esta Proposicién nos muestra que los elementos por fuera de la diagonal de la matriz de
Cartan asumen apenas los valores 0, —1,—2, —3 y que #, el angulo entre las dos raices

simples, puede ser 0°,90°,120°, 135° o 150°, si las raices simples son distintas.

Teorema 1.16. Sea g un dlgebra de Lie semi-simple compleja y b una subdlgebra de

Cartan de g.
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1. El dlgebra de Lie g admite una descomposicion en espacios de raices de la forma:

g=hD ga
aEH

2. Los espacios raiz g, o € 11, son de dimension compleja uno, aqui 11 es el conjunto

de raices del par (g,bh).

3. Siay B son dos raices cualquiera (incluyendo 0) y B # —a«, entonces go y g5 Son

ortogonales con relacion a la forma Cartan-Killing en g X g.
4. Sia es una raiz no nula, 1N Z{a} = {—a,a}.

5. Para cada o € 11 existe un vector X, € g de tal forma que para todo 3,€ II

tenemos:

v [ Xo, X o] = H,, [H, X, =a(H)X,, (para todo H € h).
[(Xo, Xp] =0, sia+0#0ya+ ¢l
(Xo, Xp) =1, sia+ =0y (X,, Xg) =0 en los otros casos.

[ Xo, Xg] = Mo sXatp, sia+ eIl conmapg€R ym_o_pg=—mag

M—a,a+8 = Ma+p,—8 = M—3,—a-

Los elementos {X, : a € II} que satisfacen el numeral 5 en el teorema anterior seran
llamados una base de Weyl o Cartan-Weyl de g mdédulo h. Se aclara que en adelante

serd usada la notaciéon m, s para designar el coeficiente de [X,, Xg| en relaciéon a X, 4.

1.3. Clasificacion de las Algebras de Lie

Presentamos aqui la clasificacion de las algebras de Lie semi-simples de dimensién finita.
Primero tomamos una subéalgebra de Cartan, la cual determina via representacion adjunta,
un sistema de raices II y un sistema simple de raices . A partir de la férmula de Killing
se establecen los nimeros de Killing que forman la matriz de Cartan del dlgebra g, con
estos numeros y X se encuentra el diagrama de Dynkin. Para garantizar que un diagrama
es determinado a partir de una algebra semi-simple, es necesario verificar que todos los
sistemas simples en todas las subdlgebras de Cartan de una algebra dada tiene el mismo
diagrama de Dynkin, el cudl es un diagrama que contiene la misma informacién que la

matriz de Cartan como lo veremos aqui.
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Definido un sistema simple de raices
Y = {Oél, ceuy Oél},

un diagrama es un digrafo que contiene [ vértices representando cada una de las raices.
Los vértices son ligados por una, dos o tres segmentos de acuerdo al nimero de Killing
asociado (determinando el d&ngulo que se forma entre las dos raices simples). Se presentaran
los diagramas de las algebras A;, B;, C}, D; que estan asociadas a algebras de matrices,
conocidas como algebras clasicas, los demas diagramas G, Fy, Eg, E7, Fg estan asociados
a las llamadas algebras excepcionales.

Veamos como ejemplo el caso B; particularizando los resultados a Bs.

By, | > 2; esta asociado al algebra de matrices antisimétricas de dimension impar
so(2l+1)={A€sl(n): A+ A=0}.
Para encontrar una subdlgebra de Cartan de so(2] + 1) es més conveniente escribir esta
algebra de la siguiente forma: las matrices de so(n) son matrices de transformaciones
lineales antisimétricas en relaciéon a una forma cuadréatica no degenerada, definida por
la matriz identidad. Como el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado, las formas
cuadraticas no degeneradas son equivalentes, lo que implica que las algebras de matrices
antisimétricas en relacién a formas cuadraticas no degeneradas son isomorfas. Entonces
definimos
gi={A€sl(n): A'J; + J;A =0}

Por lo tanto existen diferentes formas de ver a so(2l + 1), escogiendo diferentes formas
cuadraticas, en este caso la mas conveniente para determinar una subalgebra de Cartan

es dada por la matriz J, escrita por bloques asi

1 0 0
J = 0 0 11 5
0 1, O

donde 1; representa la matriz identidad de tamano [ x [.
Escribiendo una matriz A de tamano (24 1) x (2[4 1) en bloques del mismo tamano que
los bloques de J y comprobando que se cumpla que A*J + JA =0, A € so(2l +1) siy

solo si A es de la forma

0 B~
A=\ a b,
Bt ¢ d



con Jy v matrices 1 x [, las demas [ x [ y con by ¢ antisimétricas.
Una subélgebra de Cartan b es una subalgebra de dimension [ de matrices diagonales en

so(2l + 1), esto es H € b si y solo si H es de la forma

con A una matriz de tamano [ x [ diagonal arbitraria.
Las posibles raices las determinamos al aplicar [A, H] = \;HA, j =1, ...,1 donde resultan

unos sistemas de ecuaciones, que al resolverlos llegamos a que:

» \;,j=1,...,1 con el espacio de raices formados por las matrices A en que a = b =
c=0,=0yv=(0,..,24,.,0).

» —);, J = 1,...,1 con el espacio de raices dado pora = b =c =0,y v =0y

= )\, — \j, con ¢ # j con el espacio de raices dado por b =c =0,y ~v,8 =0y a una

matriz [ X [ cuya tnica entrada no nula esta en 17, J.

» )\, + A, con ¢ # j con el espacio de raices dado pora =c =0,y v,5 =0y b una

matriz antisimétrica cuyas unicas entradas no nulas estan en ¢,7 y j, 4.

» —(\;+ ), con i # j con el espacio de raices dado por las matrices transpuestas de

la anterior.

Utilizando la Definiciéon 1.13, tenemos que el sistema simples de raices es
Y={M =, o — AN T
En el caso particular de B,, seria
Y ={A — A2, Ao},

el cual vamos a escribir como
E = {041, 042},

donde a; = A\j — Ay v g = Ao,
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Ahora encontraremos las raices positivas al escribirlas como una combinacién lineal de las

simples con todos los coeficientes enteros mayores o iguales a cero, estas son:
{a1, a9, a1 + g, aq + 23}

Considerando la a; secuencia iniciada en oy tenemos que p = 0 y ¢ = 1, en cuanto a la
ap secuencia iniciada en a; tenemos que p = 0 y ¢ = 2, en la féormula de Killing. Luego
a1 + ay es la Unica raiz de altura 2 y a; + 25 la tnica de altura 3. No existen raices
de altura 4, siendo la altura de una raiz el entero positivo resultante de la suma de los
coeficientes en la combinacién lineal equivalente a cada raiz positiva.

La matriz de Cartan del sistema simple Bs, obtenida a partir del ntimero de Killing

(5 7)

y su respectivo diagrama de Dynkin tiene ligacion doble debido a que el niimero de Killing

asociado a estas raices esta dada por

entre las raices simples o y ap es —2, ademés apunta a la raiz corta pues ay tiene menor

longitud que «;. Luego el correspondiente digrafo es:

aq (&%)

A continuacion se presentaran los diagramas obtenidos para las dlgebras clasicas y excep-
cionales:

Diagramas de las algebras clasicas.

v A, [ >1; estéd asociado al dlgebra si(l 4 1), que es el dlgebra de matrices de traza

cero.
sil4+1)={Aegl(n) :trA=0}.

El diagrama de Dynkin que la representa es:

» B, [ > 2; estd asociado al algebra de matrices antisimétricas de dimensiéon impar
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so(2l+1)={A € sl(n): A+ A =0}

El diagrama de Dynkin que la representa es:

O o - <:z>
a1 6%)] as 7] (87

» (), 1> 3;estéd asociada al dlgebra simpléctica sp(l) = {A € sl(21) : AJ+ JA" = 0},

siendo J la matriz antisimétrica 20 x 2[ escrita en bloques de tamano [ x [ como

0 -1
J = :

donde 1 representa la matriz identidad de tamano [ x [. El diagrama de Dynkin que

la representa es:

O o - - @
a1 Qo (0%} Qg (0%

= D, [ > 4; estd asociada al dlgebra de matrices antisimétricas de dimensién par
so(2l) ={A e sl(2]): A+ A" =0}.
El diagrama de Dynkin que la representa es:

(078

a

Diagramas de las algebras excepcionales.
Su construccién se sale del estudio de este trabajo, sin embargo consideraremos sus raices
y el diagrama de Dynkin asociado a esta algebra debido a que seran utilizados en el

capitulo 3.

n Gy

(651 (%)
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O———O——O—0O
a (%) a3 Oy
s P
Qg
O O O
aq (6) Q3 Qg (673
s By
Qr
O O O
a7 %) (%] Oy (€7 07
s Fig
Qg
O O )
651 &%) a3 Oy (67 (67 ar

1.4. Variedades Bandera

Para estudiar estas variedades es importante que partamos de la nociéon de espacio ho-
mogéneo y accion transitiva, elementos tratados dentro de esta seccién.

Una variedad M se llama espacio homogéneo de un grupo de Lie G si hay una accion
transitiva de G en X. El grupo G actia transitivamente sobre M de manera natural, esto
significa que dados dos elementos x,y € M existe un g € G tal que x.g = y.

En este trabajo vamos a considerar las variedades bandera maximales, las cuales primero
definiremos de una manera general basdndonos en [8] de la siguiente forma:

Sea F(n) = {(Lu, ..., L,,) : L; un subespacio de C"; dimcL; = 1, L; L L;}. El grupo unitario
U(n) ={A € M(n,C) : AR = I'} actia transitivamente sobre F(n), esto significa que
si tomamos (Ls, ..., L,), (B1,..., By) € F(n) existe A € U(n) tal que (L4,...,L,).A =
(B1, ..., By).
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Usando esta accién, obtenemos una descripcién como espacio homogéneo para F(n) asi:

donde T es un toro maximal en U(n). Este conjunto sera el que llamaremos variedad
bandera maximal, geométrica o clasica.

En un grupo de Lie G un toro es un subgrupo de Lie que es isomorfo al producto St x
St x ... x 8'. Un toro T es un toro maximal en G si para cualquier toro S en G, con
T CSCG,entonces T = 5.

A continuaciéon daremos unas definiciones que nos ayudardan a generalizar este concepto

y a relacionarlo con los grupos y las algebras de Lie.

Definicién 1.17. Sea g una algebra compleja. Una forma real de g es una subalgebra
go = {X € g: 0(X) = X} de g% que es el subespacio de los puntos fijos de una

conjugacién o donde 02 = 1 que satisface
0X,0Y] =0[X,Y].

Definicién 1.18. Una &lgebra de Lie sobre R se dice compacta si su forma Cartan -

Killing es definida negativa.

El término compacto usado para esas algebras tiene un significado topolégico. Una algebra
semi-simple real es un algebra de Lie de un grupo de Lie compacto si y solo si es compacta
en el sentido de la definiciéon anterior. Existe una clase especial de forma real, las formas
reales compactas. Toda dlgebra compleja tiene una tinica (a menos de isomorfismos) forma
real compacta.

Es importante recordar que el grupo S* es el tnico grupo de Lie compacto y conexo
de dimensién uno, y el producto de varias copias de S! son los tnicos grupos de Lie

compactos, conexos y conmutativos.

Definicién 1.19. Una subdlgebra de Borel de una algebra semi-simple sobre un cuerpo

algebraicamente cerrado, es una subdlgebra de tipo p = h @ n™, con n* = Y g,, para
acl] "
una subdlgebra de Cartan b y algin sistema de raices positivo.

La variedad bandera maximal F asociada a g también puede verse como el conjunto
de algebras conjugadas de p. Asi F = G/P donde P = {g € G;Ad(g)p = p} es el

normalizador de p en G ( Grupo de Lie semi-simple complejo con algebra de Lie g).
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Sea g un algebra semi-simple y b una subalgebra de Cartan, cuyo conjunto de raices es II,
y sea X un sistema simple de raices en II. El concepto central en la construcciéon de una
forma real compacta es la base de Weyl. Esa es una base de g formada por H,,a € ¥ y
Xocga, @ € II definida en el Teorema 1.16. Dada una base de Weyl, sea u el espacio real

generado por
iHaa Aa = Xo — X,a, Sa =X+ X4

con « recorriendo el conjunto I de raices positivas. Entonces u es una forma compacta

de g debido a que:

1. g = u—+u, pues H, y X, pueden ser escritos como combinaciones lineales con

coeficientes enteros, como fue enunciado anteriormente.

2. u es un algebra real. Observemos en el Teorema 1.16 que los coeficientes en el

nimeral 5, son siempre reales.

3. u es compacta debido a que la forma de Cartan- Killing de u coincide con la restric-

ci6n de la forma Cartan- Killing (-, -) de g, ya que u es una forma real.

Como la forma real compacta U de GG, correspondiente a u actia transitivamente sobre
F, por restriccion a U, se puede escribir F = U/T', donde T'= P U, el toro maximal de
U. El algebra de Lie de T' es el subespacio real t = ibg.

Denotemos por by el origen del F, visto como espacio homogéneo de G o de U, el espacio
tangente de F en by se identifica naturalmente con el subespacio ¢ = u\ t C u, generado
por A,, iS,, a € II. La variedad bandera general F = U/T es un espacio homogéneo

reductivo debido a que satisface las siguientes condiciones:
). u=qoHt,
ii). Ad(T)q C q, esto implica que [t, q] C q.

Anélogamente el espacio tangente complejo en F en la identidad es identificado con q¢ =

g\bhCg.

1.5. Meétricas Invariantes

Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es una correspondencia que

asocia a cada punto p € M un producto interno (-, -), en el espacio tangente T, M, que varia
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diferencialmente en el siguiente sentido: Si X : U C R™ — M es un sistema de coordenadas

locales en torno a p con X (x1, 2, ....,2,) =q € X(U) y % = dz,(0,...,1,...,0), entonces

<M 9(a)
ox; 8:)3]'

Denotemos por b, el origen de F = U/T', con F la variedad bandera general, vista como un

g = Gij (21, ...z,,) es una funcién diferenciable en U.

espacio homogéneo de U C G y U es una forma compacta de GG. Una métrica riemanniana
U-invariante ds% en F es completamente determinada por sus valores en el origen, esto
es, por un producto interno en ¢, que es invariante sobre la accién adjunta de T, tiene la
forma (X,Y )y = —(AX,Y) con

Aigr—q

Y= AY)=AoY,

donde A es la matriz de representacion de la transformacién y o es el producto de
Hadamard o producto de matrices entrada por entrada. (X,Y), es definida positiva con
relacion a la forma Cartan- Killing, esto es —(AX,Y’) > 0 para todo X,Y € q. Se puede
extender el producto interno (-, -), a una forma bilineal simétrica sobre la complejificacién
qgc de g asi (X +iY, Z +iW)p = (X, Z)a + (X, W)a +i(Y, Z)a — (Y, W). Usaremos la
misma notacién (-, ), para esta forma bilinear simétrica, como para la correspondiente
aplicacién complejificada A que es dada por A(X +iY) = A(X) +iA(Y).

La invarianza de (X,Y'), equivale a afirmar que para X, elemento de una base de Weyl,
A(X,) = Ao X, La explicacion de esto se debe a que la invarianza de (X, YY), es equiva-
lente a que los elementos de la base candnica A,, iS,, @ € Il sean autovectores de A para

un mismo autovalor A, luego en el espacio complejo tenemos:

A(X,) =A ( 5 > = %(AQAQ + AaSa) = %AQ(QXQ) = A X

1.6. Estructura Casi Compleja Invariante

Una estructura casi compleja U-invariante sobre F esta completamente determinada por
Jy : To(F) — T,(F), con x € F tal que la aplicacién J, satisface J? = —1 y dg, o J, =
Jyz 0dg,, para todo g € U, donde 1 denota la aplicacién identidad. Cuando nos refiramos
a este tipo de estructuras lo abreviaremos mediante ecci. Una variedad diferenciable F
equipada en cada espacio tangente T,F con una estructura compleja J, que varfa de
forma diferenciable de punto a punto es llamada casi-compleja. Esta estructura compleja

convierte a cada espacio tangente en un espacio vectorial complejo.
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Proposicion 1.20. Una ecci estd completamente determinada por un endomorfismo J :
q — q, definido en el espacio tangente al origen satisfaciendo J*> = —1 y que conmuta con
la accion adjunta de T (toro) sobre g, esto es, [JX,JY] = —[X,Y], para todo X,Y € q.

Demostracion. Sean b, el origen de F y z € F. Como la acciéon adjunta de U sobre F es

transitiva, existe un g € U, tal que x = gby, entonces definimos a .J,, de la siguiente forma:
Iy Tp(F) — T,(F).
con J, = dgy, o J o (dgy,) "' Debemos demostrar
i). La definicién de J, no depende de la escogencia de g € U.
i), J2=—1.
iii). dgy 0 Jp = Jgz 0 dg,.
En seguida la demostracién de estas afirmaciones:

i). Tomemos ¢,g € U tal que ghy = ghy = x, tenemos g 'gby = by y h = g~ 'g € T,

debido a la accién transitiva de U sobre F. Ahora

dgp, © J o (dgs,) ™" = dgs, 0 J o (dgy,) " Jodg;' = (dge,) ' dgs, o J o (dgy,)
Jodg;' = dg, dgy, o J o (dgy,) "
Jodg;todgy, = (dge,) *dgs, © J
Jod(g '), = d(g'9)e, 0 J

J o dhy, = dhy, 0 J

J o Ad(h) = Ad(h)o J

(O

y esto implica i).
ii)' ‘]:3 = (dgbo oJo (dgbo)_l) © (dgbo oJo (dgbo)_l) = dgbo oJ?o (dgbo)_1 =—1

iii). Mostrar que dg,oJ, = Jy,0dg, es equivalente a mostrar que dg,odgy,oJo (d:cjbo)’l =

dgbo o J o (dgy,) ! o dg,, con g € U, donde gby = gx y gby = x. De i) se llega a que

fq\bo = gﬁbo
g = g9
99 = 7
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basta entonces demostrar que dg, od(g~1§)p, 0 J o (d(g7G)p,) " = dg, 0 J o (dgy,) Lo
dg:va de donde, dgz © dgg_zl o d/g\bo oJo (d/g\bo)_1 o (dgg_x1>_1 = d/g\bO oJo (d/g\bo)_1 © dgz
Utilizando que dg, o dgg*%,1 = d(9g")ga, se llega a

dgs 0 dgyt o dgs, 0 J o (dgi,) ™ 0 (dgyt) ™ = dghy o J o (dgny) ™ 0 d(g,)) ™
= dghy 0 J o (dgs,) " 0 d(g™");
= dghy 0 J © (dgin,) " © dg..

Con lo que se completa la demostracion. O

Vamos también a denotar por J a la complejificacion sobre q¢. La invarianza de J garantiza
que J(ga) = 8o, Ya € II. Los autovalores de J son 44, pues el polinomio caracteristico de
J es 22 + 1. Consecuentemente, J(X,) = ic,X4, con g, = +1. Veamos que A, —i(iS,) =
Xo — X0 —i(i(Xo + X_0)) = 2X,. De ahi que X, = %(Aa —1i(iS,)) ¥

» 1 o
JX, =1J(A,—i(iS,) = §(JAO, —1iJ(iS,))
1 1
= %5ai(Aa — 1(1Sa)) = 515(114& + §i€aSa
= L(ieada + £aiSa).
Igualando las partes real e imaginaria tenemos que JA, = €,(1S,) y J(i5,) = —caidAa.

Como A, = —A_,, entonces JA, = J(—A_,,) y por lo tanto, €,(iS,) = —JA_, =
—£_4(1S_4). Ahora S, = S_, y por lo tanto ¢, = —¢_,.

Usualmente los autovectores asociados a +i son llamados de tipo (1,0) y los vectores
asociados a —i son llamados de tipo (0,1). Entonces para X, los vectores de tipo (1,0)
tendremos ¢, = +1 y para Xz los de tipo (0,1), g = —1.

Una ecci sobre F es completamente determinada por un conjunto de signos {&q }aer, con

€a = —E_q. De ahora en adelante diremos que una ecci sobre F esta definida por un

J ={ea}

1.7. Forma de Kahler

Una métrica invariante ds% se dice hermitica si verifica la siguiente condicién de compati-

bilidad con la estructura casi compleja J:

dsi(JX,JY) =ds*(X,Y).
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Sea 2 = Q;, la funcién de la correspondiente forma Kahler
QX,Y) =ds*(X,JY) = —(AX, JY),

esta 2-forma se extiende naturalmente a una 2-forma U-invariante en la complejificacién
de g, la cual es denotada igualmente por €). Esta 2-forma evaluada en vectores de la base

de Weyl resulta:
Q(Xa,Xﬁ) = —<AXO” JX5> = —</\aXa,i€ﬂXﬂ> = —i/\aéfﬁ(Xa,Xﬂ)

de donde Q(X,, X5) =0 si a+8#0 o QX,, Xp) = UXo, X_0n) = —iAaEa = iAaéa
si a+3=0.
La siguiente férmula es de gran ayuda para poder determinar propiedades de formas

diferenciables.

Lema 1.21. Sea w una forma invariante k-diferenciable sobre un espacio homogéneo
G/T. Entonces

dw(Xla "'7X/€+1) = (k: + 1)2(_1)Z+jw([XZ’ Xj]’ Xla "'75(\ia '-'7‘3(7;’ "'Xk-i—l))
i<j
para Xq, ..., Xxy1 en el dlgebra de lie g de G.
Recordemos que la simbologia 5(\1 significa que esta coordenada no existe.
Aplicada a una 2-forma diferencial, entonces
dW(X, Y7 Z) = 3{X(W(Ya Z)) + Y(W(Z,X)) + Zw(Xa Y)) - W([X, Y]a Z) - W([Y, Z]a X) -
CU([Z, X],Y)}, para XaK Z e q.
Como la derivada direccional de X (Y, Z)) es dada por 4(Ad(e"™)Y, Ad(e')Z)i—g y
esta derivada es Q([X, Y], Z) + Q(Y, [X, Z]) entonces tenemos
(X, Y, Z) = 3{w([X, Y], Z) + (Y, [X, Z]) + w([Y, 2], X) + w(Z, [V, X]) + w((Z, X], )+
W(Xa [Za Y]) - w([Xa Y]a Z) - CU(Z, [Ya X]) - CU([Z, X]a Y>}
=3{w(Y, [X, Z]) + w(Z,[Y, X]) + w(X, [Z,Y])}
Contextualizando lo anterior al caso de la forma de Kéhler en una variedad bandera

tenemos:

Proposicién 1.22. Sea o, 3,7 € Il y a4+ f+ v # 0, entonces dQ2(X,, X3, X,) = 0. En

caso contrario, si o+ 3+ v =0, entonces

dU( X, Xp, Xy) = =3ima pg(eada + 305 + €4 A,).
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Demostracion.

A Xa, X, Xy) = 3{Q([Xa, X5, Xy) = Q[Xa, X,], X) + Q[ X, X, ], Xa)}
= 3{Q(ma,sXars, Xy) = AmanXaty, Xg) + Umpy Xy, Xa)}
= 3{=mapiAa+pey(Xars, Xq) + Mayiratyey(Xaty, Xg)—
Mg i 11Ea(Xpty, Xa)}-

Como (X, Xg) = 0sin+6 # 0 se tiene que d2(X,, X3, X,) = 0si a+ 5+~ # 0. Cuando

a + B+~ = 0 se cumple que m, g = M o, también m, ., = —m,  entonces

dQ(Xa, Xﬂ, X,y) = 3{—ima,ﬂ/\_757<X_7, X,y> - ima,ﬂ)\_ﬁ%(X_g, Xﬂ) - ima,ﬂ/\_a5a<X_a, Xa>}
= —3imag(Eara + €03 +E5A,).

Llegando a la igualdad deseada. O

Definicién 1.23. Sea J = {g,} una ecci. Una tripla de raices «, 3,7 tal que a+p+~v =0

es llamada
1. Una {0,3}-triplasie, =g =¢, ¥y

2. Una {1, 2}-tripla en los otros casos.

1.8. Variedad Bandera (1,2)-Simpléctica

Una variedad bandera casi compleja (I, J, A, Q) es llamada (1, 2)-simpléctica o casi Kéhler
si,

dQ(X,Y,Z) =0, X,Y,Z € T,F, peF,
cuando uno de los tres vectores es del tipo (1, 0) y los otros dos son del tipo (0, 1) o vicever-
sa. Un vector es llamado de tipo (1,0) (reciprocamente (0, 1)) si el autovalor asociado a
la estructura J es 1 (respectivamente —1).
Cada vez que nos vayamos a referir a (F, J, A) con J una estructura casi-compleja invari-

ante y A una métrica invariante utilizaremos, por abuso de notacién, el par invariante

(J,A).
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Proposicién 1.24. El par invariante (J = {e,}, A = {\.}) es (1,2)-simpléctico si y
solamente st

Eada T €80 + 4N, = 0,

para toda tripla {«, 3,7}

Demostracion. = Supongamos que el par invariante es (1, 2)-simpléctico. Dada una {1, 2}-
tripla {«, 5,7} y la férmula para la derivada de la forma de Kéahler, por hipdtesis ten-
driamos

0 =dQUXa, Xg, Xy) = —3ima g(eada + 305 + 4\,),

de donde
Eata T EgA5 + A, = 0.

Si un vector es de tipo (0,1) y los otros dos de tipo (1,0) no se puede usar directamente la
hipétesis. Mas en este caso {—a, —3, —7} es una {1, 2}-tripla con un vector de tipo (1,0)

y otros dos de tipo (0,1). Luego
AUX_o, X 5, X)) = =3im_q_gle_ad_a +e_gAg+e_A_,),
y por lo tanto
0=c_adat+eprgte Ay =—(eara +esAg+eN,).

<« Sabemos que si o + 3 + v # 0 entonces dQ2(X,, X3, X,) =0. Ahorasia+3+v =0
y {a, 3,7} es en particular una {1, 2}-tripla, es claro que utilizando la hipdtesis tenemos
que

dQU( X, X, X)) = —=3imq g(eara + a5 +€4A) = 0.

Por lo tanto sera un par invariante (1, 2)-simpléctico. O

Si una ecci es casi Kéhler entonces no pueden existir {0, 3}-triplas, esto es debido a que

por ser casi Kahler
dUXa, X3, X)) = =3imag(cata + esAg +E1Ay) =0,

de donde
Eata T EpAg T 1A, =0,
y si {e, 8,7} fuera una {0, 3}-tripla los signos de ¢,, €3, €, serian iguales, lo cual imposi-

bilitarfa que e,\q + egAg + €5\, fuera igual a cero.
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Definicién 1.25. Se dice que una estructura J sobre F(n) es integrable si la variedad
(F(n),J) es una variedad compleja, esto es, admite un sistema de coordenadas locales

complejas.

Una condicién equivalente a la anterior definicion es la famosa ecuacién de Newlander -
Nirenberg
[(JX,JY]|=J[X,JY]+ JJX, Y]+ [X,Y],

para cualquier XY campos vectoriales sobre F(n).

Observacion: Sea (F,J, A, Q) una variedad hermitica diferenciable, donde J es una
estructura casi-compleja y €2 es la forma Kéhler asociada a la métrica invariante hermitica
A. Se dice que F es casi Kahler si la forma de Kéahler €2 es cerrada, esto es si df2 = 0. Si

ademas J es integrable, se dice que I es una variedad Kahler.

Proposicién 1.26. Si un par invariante (J, \) es casi Kihler entonces P = {a/ e, = +1}

es una escogencia de raices positivas con relacion a algin orden lexicogrdfico en by.

Demostracion. Debemos demostrar que si o, 3 € P y a4+ es una raiz entonces a+ € P.
Supongamos que « + 3 es una rafz. Si €443 = —1 entonces como a+ 3 — (o + () = 0,
dado que €4 = €3 Y €_(at8) = —Eatp = +1, tenemos que {a, B, —(a + ()} es una {0, 3}-
tripla lo que contradice la hipétesis de ser casi Kdhler. Ademés I = P U (—P) donde

—P ={a/e, = —1} lo cual hace que P sea una escogencia de raices positivas. O
Proposicién 1.27. Si el par invariante (J,\) es casi Kihler entonces J es integrable.

Demostracion. Por la Proposicién 1.21, P = {a/e, = +1} es una escogencia de raices

positivas. Ademés J = {e4}aen donde &, = +1, si @ > 0. Dados «, § € II tenemos que:

[JXO” JXg] = [i{faXa, igﬂXﬂ]
= _gagﬂ[XmXﬁ]
= —€4E8Ma 3Xats
Ademas,
J[Xa, JXg] + J[JXQ,Xﬁ] + [Xa,Xg] = J[Xa,’ié‘ﬁXg] + J[iEQXa,Xﬁ] + [Xa,Xﬁ]
= iEﬁJ[Xa,Xﬁ] + iEaJ[Xa,Xﬁ] + [Xa,Xﬁ]

= Z'Z‘:gjmaﬁXa_Fﬁ + Z'6aJma7ﬁXa+ﬂ + maﬁXOH_ﬂ

= iégjma,g€a+gXa+g — igajma’ﬁ€a+gXa+g + maﬁXoH_g

= Ma,gXatp(—€sCatp — Eafarp + 1).
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Debemos mostrar que

—€a€gMa,6Xa+g = MapXatrp(l = Egats — Eafasp)-

lo cual es lo mismo que demostrar que
—€a€p = 1 — €8€048 — Eafats-

De hecho si a + 3 es una raiz, como no existen {0, 3}-tripla para J pues es casi Kéhler,

entonces las posibilidades de signos para (eq, 3, £€—(a+g)) son:
(+’+>_) (_>_>+) (+’_’+) (_’+7+) (+’_’_) (_7+’_)'
De los dos primeros casos €qeg =1y 1 — €36048 — €afa+ps = —1, de donde
—€a€p = 1 — €8€048 — Eafats-

De los otros casos enepg = —1y 1 — €g60+8 — €afarp = 1 y la igualdad se verifica una vez

méas. Por lo tanto J es integrable. O

Es conocido que en toda variedad ser casi Kahler no implica ser Kahler y viceversa, sin
embargo esto si se cumple en variedades bandera, como lo es tratado en la siguiente

proposicion.

Proposicién 1.28. (J,A) es casi Kdhler si y solo si (J,A) es Kdihler.

Demostracion. = Si (J,A) es casi Kéhler entonces es integrable ( Proposicién 1.27) y
por lo tanto (J, A) es Kéhler.
< Es directa de la definicion. O

Definicién 1.29. Se dice que A es (1, 2)-simpléctica con respecto a J si el par invariante
(J,A) es (1,2)-simpléctico. También, J se dice (1,2)-admisible si existe A tal que el par

invariante (J, A) es (1, 2)-simpléctico.
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Capitulo 2

Estructura casi compleja invariante

afin

El objetivo de este capitulo consiste en demostrar que si en la variedad bandera se con-
sidera una estructura casi compleja afin J = J(A), donde A es una alcoba, entonces la
variedad bandera es (1, 2)-admisible. Para poder entender la demostracién de esta proposi-
cién es necesario realizar un estudio previo sobre camaras de Weyl, grupos de Weyl afines

y alcobas, el cual estd basado en [6], [11] y [13].

2.1. Camaras de Weyl

Sea F un espacio vectorial de dimensién finita sobre R. Dado un elemento no nulo o € F,

una reflexién en relaciéon a « es una transformacién lineal r : E — E que satisface
L. r(a) = —a

2. El conjunto F, = {3 € E : r() = (8} de los puntos fijos de s es un hiperplano de
E.

Definicién 2.1. Sea E un espacio vectorial de dimension finita sobre R, un subconjunto

IT de F es llamado un sistema de raices de E si satisface los siguientes axiomas:
1. II es un conjunto finito de vectores no nulos que generan a E.
2. Para todo « € II, existe una reflexién r, en relacién a « tal que r,(II) = II.

3. Para todo a, 8 € I, 7,(5) — § es multiplo entero de a.

37



Sea II un sistema de raices en E. Denote por W el grupo generado por las reflexiones r,,
a € 1I. W es llamado el grupo de Weyl de II.

Sea II C E un sistema de raices. El conjunto

E={fe€E: (a0 #0

es llamado el conjunto de elementos regulares de . Una Camara de Weyl es una compo-

nente conexa del conjunto de los elementos regulares de E.

Ejemplo 2.2. En el caso en que E es de dimensién 1, las camaras de Weyl estan dadas
por dos semirectas complementarias al origen. En este caso los tinicos sistemas de raices

posibles son el reducido {£a} y el no reducido {+a, +2a}.

Ejemplo 2.3. Las camaras de Weyl de As.
En A, las raices positivas, segtn lo explicado en el capitulo 1, son +aq, fas v +(a; + o)

y el angulo entre ellas es un multiplo de 60°. Por lo tanto A, tiene 6 camaras.

(&%)
a1 + Qg

aq

Proposicion 2.4.
a). Sea C' una camara de Weyl y defina
I (C)={aell:{(a,p) >0,V5 € C}

38



b).

entonces existe un orden lexicogrdfico tal que TIT(C') es el conjunto de las raices posi-

tivas asociadas a ese orden.

Sea X(C') un conjunto de raices simples en IIT(C') entonces

C={peFE: {3 a)>0,VaeX(C)}.

. Sea C1,Cy camaras de Weyl. Entonces

2(01) = E(Cg) < 01 = 02.

Demostracion.

a).

Sea {71, ..., 71} una base ordenada de E y sea v, € C. En relacién con el orden lexi-
cografico definido por esa base el conjunto de raices positivas es IIT(C). Si a € II7(C)

entonces
o = <OZ,'71>’71 + ...+ <04>7l>’71a

donde (a,v;) > 0 pues v € C. Por lo tanto « es positiva en relacion a ese orden
lexicografico.

Reciprocamente, sea o una raiz positiva, escribiendo o como

a = <OZ,'71>’71 + ...+ <04>7l>’71a

con («, ;) # 0 pues v, es elemento regular. Como (a, ;) es el primer coeficiente no
nulo de la descomposicién de «, (o, y1) > 0, supongamos por absurdo que existe 3 € C'
tal que (o, 3) < 0, entonces la funcién dada por (a,ty; + (1 — t)3) seria menor que
0sit =0y mayor que 0 si t =1, luego se anula en t € [0, 1], lo que es absurdo pues
ty1 4+ (1 —t)F estda en C'y es por tanto formado por elementos regulares. De donde si

(av, 1) > 0 entonces v € ITT(C).

.Sea f e CyacX(C)yaque X(C) C II(C), entonces o € II7(C), de donde por

definicién de IIT(C') se tiene que (3, a) > 0.

Reciprocamente suponga que (3,a) > 0 para toda raiz simple « entonces (3,~) >
0,V € ITT(C), pues esas raices son combinaciones de elementos positivos de las raices

simples.
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Como IT = IT" U {—II"}, (3 es elemento regular y por lo tanto pertenece a alguna
cdmara de Weyl. Tomando ' € C y sea t3, + (1 —t)5',t € [0,1), el segmento que lo
une a (3. Para todo ¢ € [0, 1]

(7,161 + (L= 1)8') >0,

para toda raiz positiva . Por lo tanto ese segmento esté contenido en E v de ahi que 3
y 3 pertenezcan a la misma componente conexa del conjunto de los elemento regulares

de donde (€ C.

c¢). Esta demostracién es inmediata de b). O

Una camara de Weyl define de forma natural un sistema simple de raices y viceversa. Sea
Cy={p€FE: (B a)>0Vae X}

una camara de Weyl.

Cy, es un cono convexo contenido en el conjunto de los elementos regulares y por lo tanto
existe una cdmara de Weyl que lo contiene. Tomando Cyx, y C" conos. Si Cy; C C” entonces,
existe algin elemento de su frontera que estd contenido en C’, por lo tanto existe un (3
tal que (3, ) = 0 para alguna raiz simple o y por lo tanto 5 no es elemento regular de
donde Cs, = C" es una camara de Weyl.

Recordemos que al grupo de Weyl de un sistema de raices II como el grupo generado por
las reflexiones r,,a € II. El grupo de Weyl es finito debido a que II es finito y deja el

sistema de raices invariante. Si w € W entonces w(X) C II es una base de E y
I = w(II") Uw(-II"),

ademds los elementos de w(IIT) se escriben como combinacién lineal de w(X) con coefi-
cientes enteros positivos.

En las cAmaras de Weyl w(/3) no es elemento regular si 3 no lo es, pues si (3 es no regular
(o, B) = 0 para alguna raiz o y como el producto interno es invariante (w(a), w(3)) =0,
mostrando que w(/3) no es regular, pues w(«) es raiz. De esta forma w deja invariante al
conjunto de elementos no regulares y por lo tanto al complemento de E.

Como w es continua y w(C) es conexo entonces w(C) C C', C' una cdmara de Weyl. De
forma simétrica w(C") € C de donde C' C w(C) por lo tanto w(C) = C" y de esta
manera el grupo de Weyl también es un conjunto de cdmaras de Weyl.

Ahora se van a considerar el conjunto de alcobas o equivalentemente el grupo de Weyl

afin asociado con el sistema de raices II.
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2.2. Alcobas

Sea II un sistema reducido de raices, que es aquel cuyos tnicos multiplos de o € II que
son raices son o 'y —a. Sea E el espacio euclidiano determinado por II con un producto
interno definido positivo () tal que |a|* = (a,a) = 1 para cualquier rafz corta o de
IT. Escojamos un sistema de raices simple ¥ = {aq, as,...,a;} de II. Entonces IIT y
II~ son los sistemas positivo y negativo de raices respectivamente. Definamos los pesos
fundamentales A1, ..., A; por (s, /) = dy; (delta de Kronecker), donde para algin a € 1I,

oV = é;‘;) es llamada la co-raiz de «. Sea —ag la mas alta de las raices cortas de II.

v
J

no positivos para todo par i, en {0,1,...,1}, con i # j. El conjunto ITV = {a"/a € 11}

Entonces el conjunto {ag, oy, ..., oy} tiene la propiedad de que (o, @) consiste de enteros
de co-raices es un sistema simple de raices tal que el conjunto {ay,...,)"} provee una
escogencia de un sistema simple de raices en si. La raiz (—ap)” es la mds alta co-raiz de
H\/

Sea W el grupo de Weyl de II generado por las reflexiones S, sobre E, donde S, es la

siguiente transformacion:
Sy FE— F

r— 1z — (z,a’).

Denotemos por Q el reticulado ZII. Sea N que denota el grupo de todas las traslaciones

ty operando sobre E con A € Q, donde:

t)\IE—>E
T+— T+ A\

Denotaremos por W, al grupo NW de traslaciones afines de E generado por N y W. Es
bien conocido que W, es la extensién semidirecta de W por el subgrupo normal N sobre
el cual la accién W es conocida.

Para las transformaciones lineales y afines, definiremos sy = sq,t_0y, Si = Sq;,1 <7 <1
y escribiremos a A = {sq, s1,..., 5/} el grupo de generadores de W,. W, sera llamado el
grupo de Weyl afin. Cada w € W, puede ser escrito como producto de esos generadores.

Para cada o € II™, k € Z y un ntmero real positivo m, se definen los hiperplanos
H(a, k)= Hyp ={v € E/(v,a") =k},

o =H". y={ve E/k<(v,a’) <k+m}.
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Llamaremos a cualquier conexo simple, no vacio, de

E— |JHur ke

acllt
una alcoba de E. Cada alcoba de E tiene la forma (|, .+ Ha; 1, para una IIT-upla
(ka)aem+ sobre Z. Dado H',.

notar a la alcoba maerﬁ H,. 1, por ﬂaen H,. i, con la condicién que k_, = —k, para

. =H Olé; ks €0 algunos casos es mas conveniente de-
a € IIT. Mas adelante daremos ejemplos sobre alcobas en Ay y By

El grupo de Weyl afin W, es el grupo de transformaciones afines de hr generado por las
reflexiones ortogonales con relacion a hiperplanos H (o, k), € Il y k € Z. El grupo W,
deja invariante la unién de los hiperplanos H(a, k), € Il y k € Z. Sabemos que W, es

el producto generado sobre Z por las co-raices 11V = {a"V = <j°;>;a € I1}. Otro grupo

relevante de transformaciones afines es I/I//\a que es el producto semidirecto de W por el

grupo de traslaciones generadas por los elementos del reticulado
L={zebp;Vaell,(a,z) € Z}.
Dada una alcoba A y una raiz «, existe un entero k, = k,(A) tal que
ko < (x,0) < ko + 1,

para todo x € A, donde k, = [a(z)] para cada z € A, donde [a] es el menor entero tal
que a — [a] > 0. En [13] los enteros k,(A) son llamados las coordenadas de la alcoba A.
Estos enteros k, deben cumplir una serie de condiciones para ser las coordenadas de una

alcoba. Veamos:

Proposicion 2.5. Si los enteros k,, a € 11, son las coordenadas de una alcoba, entonces
1. kg=—ko—1y
2. ky=kotkgoky=Fk,+kzg+1siy=a+p.

Demostracion.

1. Sabemos que k, < (x,a) < ko + 1, lo cual es equivalente a tener —k, — 1 <
(x,—a) < —k, que es igual a —k, — 1 < (z, —a) < (—k, — 1) + 1, por la definicién

de coordenadas de una alcoba tendriamos que k_, = —k, — 1.
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2. Por definicién de coordenadas k, < (z,a) < ko +1y kg < (z,5) < kz+ 1 de donde
kotks < (x,a+0) < ko+ks+2,si a4 = entonces ko +kg = ky 0 ko+ ks # k.
Si ko + ks # k., entonces k., > k,+ kg pues si ky < k., + kg entonces k, +1 < k,+ kg
y (z,7) < kyt1 < kq + kg y seria una contradicciéon. Ahora k., < k, + ks + 2 pues
si ky > ko + kg + 2 entonces k, + kg +2 < k, < (x,7) lo cual es una contradiccion,
por lo tanto si ko + kg # k., entonces k., = ko + kg + 1. O

Proposicién 2.6. Supongamos que Ay = (), e+ Ha; ko €5 una alcoba de E con k, € Z.

Entonces para cualquier o, 8 € II'T tenemos:
|0*ka + [B*ks + 1 < |a + B (Kass + 1) < [al*ka + |8*ks + |af* + 8] + |a + 5] — 1.

Demostracion. Si v € Ay entonces k, < (v,0") < ko + 1, kg < (v,8Y) < kg+ 1y

katp < (v, (a4 B)Y) < ka+p + 1 como a” = (3%) entonces

|k, < 2(v, Q) < |a|?ka + |af?

161ks < 2(v, B) < |BI*ks + |87

| + BPkars < 2(v, a0+ 8) < |+ B*kats + o + 6]
de donde

lo*ka + |B81%ks < 2(v, @) + 2(v, B) < |a*ka + |B]°ks + |of* + |B* + |o + BI*
pero 2(v, a + 3) < |a + B|*(kass + 1), de aqui se puede concluir que
|a?ka +8PPks + 1 < o+ B (kars + 1) < [a*ka + [B1%ks + |af* + |B]° + o+ B> — 1
0

Ejemplo 2.7. Las alcobas correspondientes a los sistemas de raices II de tipo Ay, By son
como en los diagramas que mostraremos a continuacion, donde cada tridngulo pequeno
en este diagrama representa una alcoba. Cada alcoba estara determinada por sus coorde-
nadas. Entonces cuando II tiene tipo As, sabemos que It = {ay, ag, a1 + a2 }. Si en cada

tridngulo del diagrama se establece,

kOﬂ +a2

ko, ko,

y observando la posicién que tiene las raices en el ejemplo 2,3, algunas alcobas y sus

coordenadas correspondientes en A, son:
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Figura 2.1: Alcobas correspondientes a As.

Cuando IT es de tipo Bs, sabemos que ITT = {ay, as, a1 + an, a1 + 2} si establecemos

en el diagrama la distribucién de las coordenadas de la forma

ko,
kal+a2 kal

kQal +ag

Algunas alcobas y sus coordenadas correspondientes son:
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-3 -2 -2 -1 -1
27 2 172 02 1722 2
0 1 2 2
-2 - -1 -1 0
272 172 0 2|1 2 2 2
0 1 1 2
-2 -2 -1 1 0
0 1 L 2
52y - ol 21
1 -171) 9 1 1
» "% ol o 1°0
-1 0 0 2.0
-2 0 -1 0 0% | 1% 270
0 1
0 1
-1 -1
_2 _1 _1 _1 00_1 1 _1 2 _1
_ - -1 1 1
27 -1 -1 -1 0 -1 1 -1 27 -1
0
-1 0
2 2 -1 -2l o 2 17 2| 27 -2
2 -1
2050 25 0o 172 2%,
) ) S ) 0

Figura 2.2: Alcobas correspondientes a Bs.

Definicién 2.8. Dada una alcoba A con coordenadas k, la ecci afin J(A) = {e.(A)}
donde €,(A) = (—=1)*. Se dice que J es ecci afin si tiene la forma J = J(A) para alguna
alcoba A.

J(A) es de hecho una ecci pues
ald) = (F1)f7 = (21 = (1) = ey (4),

La definicién de ecci afin tiene una interpretacion geométrica. Tomando raices positivas

IIT C II se define la alcoba bésica
Ag={r ebr:Va eIl 0 < (z,a) <1},

con coordenadas k, = 0, o € IT™.
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Dado un hiperplano H(«a, k), € Il y k € Z, cada alcoba A esta en uno de los dos semi-
espacios definidos por H(«, k). Decimos que H(a, k) separa las alcobas A y B si estas
alcobas estéan en diferentes semi-espacios relativos a H (a, k).

Si Agy Ason alcobasy « € II'™, denotamos por ¢, (A) el nimero de hiperplanos de la forma
H(a, k) separando a A de Ag. Como a > 0, g, (A) = |ka(A)], luego (—1)*a) = (—1)(4)

y por lo tanto el nimero de hiperplanos separando a A de Ay determinan a J(A).

Proposicién 2.9. La aplicacion A — J(A) es equivariante por la accion del grupo de
Weyl W, esto es J(wA) = wJ(A), w € W. Aqui wA es la restriccion de W a la accion
de Wysobre A y w{e_o} = {ew-1a} €s la accion de W sobre el conjunto de ecci definidas

anteriormente.

Demostracion. Se debe demostrar que kq(wA) = ky-1,(A). De hecho k,(wA) < (wz, o) <
ko(wA) + 1,V € A,
luego

ko(wA) < (z,wta) < ko(wA) +1,Vz € A,

llegando con esto a la igualdad propuesta.

Tenemos J(wA) = {eo(wA)} = {(=1)*@D} vy wJ(A) = wie,(A)} = cp-14(4), de
donde J(wA) = g,(wA) = (—1)ke@A) = (—1)ku-1a) = ¢ 1 (A) = wJ(A). Por lo tanto
J(wA) =wJ(A). O

Ahora si pasaremos a mostrar el teorema planteado como objetivo de este capitulo y cuya

otra implicacién sera tratada en el proximo capitulo.
Teorema 2.10. Sea J = J(A) una ecci afin, entonces J es (1,2)-admisible.

Demostracion. Debemos definir una métrica invariante A tal que el par (J, A) sea (1,2)-
simplético. Sea k, = kqo(A) las coordenadas de la alcoba A. Tomemos x € A y definamos
una métrica invariante A = {\,} de la siguiente manera:

1—e, a(z) — ka, sig, = +1

Ao = Eala(x) — ko) + = (2.1)
2 1 —a(z)+ ky, sieq,=—L1

Como k, = [a(x)] entonces 0 < a(x) — ko < 1 entonces A\, > 0 para todo a. Si e, =1
entonces e_, = -1y A y=1—(—a)(@)+ko=14+0a(r) — ks —1= A,

Sie, = —1entonces e, =1dedonde A\_, = (—a)(x) —k_o = —a(z) + ko + 1 = A
En ambos casos se aplico que e_, = —¢, vy k_o, = —k, — 1. Por lo tanto podemos deducir

que A\, = Ay ¥ A es una métrica invariante bien definida.
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Ahora se va a demostrar que el par (J,A) es (1,2)-simpléctico. Utilizando la Proposicién

1.24. Dada una {1, 2}-tripla {«a, 3,7} tenemos que

1—¢, 1—
Eada T E8Ag F 4Ny = €4 <5a(a(x) — ko) + 28 ) +ep (eﬁ(ﬁ(x) —kg) + 2%)

ve (506 - k) +157)

€a — 1 eg—1 € 1
= () = ko + 5+ B(x) — ks + T + (@) — ky + 5
€ategt+ey,—3
= /32 . _(koz"'k:ﬁ—"kw)a

vaque a+8+y =0y (g4)* = (e5)* = (g,)? = +1. Ahora k_., = ko+kg o k_ = ko+kg+1.
También k, = —(k, + kg) — 1 0 ky = — (ko + k) — 2 utilizando que k_, = —k, — 1. Esto
significa que k., esta determinado por k,, kg y las clases médulo 2 de k,, kg y k. Como J es
afin, 5 = (—1)™ para toda raiz §. Ahora ko +ks+k, = —1 0 ko+ksg+k, = —2. Realizando

las respectivas combinaciones para «, 3, podemos llegar a que €4\ + A +,A, = 0,

veamos:
1. Si (gq,€8,64) = (+1,+1,—1) entonces W = —1y ko +kg+k, = —1 pues
ko, kg estan en la clase del 0 médulo 2 y k. en la clase del 1.
2. Si (eq,€8,64) = (+1,—1,+1) entonces W =—1yko+ksg+k,=—-1
3. Si (€q,€8,€4) = (+1, —1, —1) entonces W =2y ko+ksg+k,=-2
4. Si (€a,€8,64) = (=1, —1,+1) entonces W =2y ko+ksg+k,=—-2
5. Si (€a,€8,64) = (—1,4+1, —1) entonces W =2y kot+ksgt+k,=-2
6. Si (¢a,€8,64) = (—1,+1,+1) entonces M =—1yko+ksg+k,=—-1

De donde e, Ay + €3Ag + €, = 0 llegando a que el par (J, A) es (1, 2)-simpléctico y por
lo tanto J es (1,2)-admisible. O

Para finalizar este capitulo se probara una propiedad de homomorfismos de ecci afin.
Recordemos que el grupo VI//\Q actua transitivamente sobre el conjunto de alcobas. Por lo
anterior para cada alcoba A existe un A € L yw € W tal que A = tywA,. Aplicando w™!
a esta igualdad obtenemos:

w A = (wtw) Ay.
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Veamos que L es invariante por W. De hecho t\ : hg — bgr es la traslacién dada por
ta(u) = u+ A siu € bp y wltyw = t,-1) dado en [7], por lo cual llegamos a que
A = wt,-1)Ag. Toda alcoba estd en una W-6rbita obtenida de trasladar a la alcoba
basica Ay por un elemento de L. De hecho dada una alcoba A, A e W(t,-1)Ap), dado
que A = wt,,-1)Ag, donde w y A dependen de A como se definié anteriormente.

Como la aplicaciéon A — J(A) es equivariante, tenemos que toda ecci afin es equivalente
a una ecci de la forma J(tyAp), A € L, pues si J = J(A) para alguna alcoba A, entonces
J = J(A) = J(wt,-13A0) = w(J(t,-12Ap)) donde w y A son obtenidos como antes y
dependen de A.

Lema 2.11. Sea \ € L. Entonces las coordenadas de trAg son ko = (A a), sia >0y
por lo tanto, ko, = (A, a) — 1, si v < 0.

Demostracion. Dado x € Ay, tomamos (t)z,a) = (A +z,a) = (A, a) + (x, ). De ahi que
(A, a) < (ar,a) < (A, a)+1,si a > 0pues 0 < (A, a) < 1. Luego k,(trAo) = (N, ).
Ahora si @ < 0, —a > 0y =k, — 1 = k_o(txAy) = (\,—a) = —(\,a), por lo tanto
ko = (N, a) — 1. O

Si a,f y a+ [ son raices positivas el Lema 2.11 implica que koyp = (A, + () =

(A, ) +(X, B) = ko+kg. Asimismo J(£)A) se torna un homomorfismo cuando esta restricto

ant = 3 ga. Esto es eqqp(taAp) = (—1)Ferd = (=1)ke (=1)%s = g, (trAg).€5(trAp), si
aEH+

a,Bya+ellt.

Proposicién 2.12. Una ecci J = {e,} es afin si y solamente si existe una escogencia de

raices positivas It tal que eqy5 = €aep donde ., y oo+ 3 € IIT. En otras palabras la

restriccion de J a nt es un homomorfismo.

Demostracion. = Si J es afin J = J(A) para alguna alcoba A entonces J es equivalente
a J(tyAp) para algin A € L y por la observacion hecha antes esta satisface la propiedad
multiplicativa sobre raices positivas.

<« Supongamos que exista una escogencia de raices positivas tal que €445 = cncg sia, By
a+ [ €I, se quiere demostrar que J = J(t\Ag) para algin A € L. Debemos encontrar
A€ L tal que e, = (—1)<’\’°‘> si a > 0. Como €,43 = €463 para raices positivas, es
suficiente tener e,, = (—1)*) donde ¥ = {ay, ..., a,} es el correspondiente conjunto de
raices simples, pues toda raiz positiva es suma de raices simples. Luego el A requerido es
dado por A = {aywy + ... + a,w, } donde (w;, ;) = &5, a; =0, s €, = +1y a; = 1, si
€, = —1. De hecho,(—1)M®) = (—1)a{wnan)+anfwnan) — (_1)ailwie) — (—1)% Por lo
tanto g,, = (—1)Ma), O
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Capitulo 3

Las estructuras (1,2)-admisibles son

afines

En el capitulo anterior asociamos a una alcoba A una ecci afin denotada por J(A), también
se definié en el Teorema 2.10 una métrica (1, 2)-simpléctica con relacion a J(A). En este
capitulo probaremos que esta construcciéon cubre todas las ecci (1, 2)-admisibles. Partiendo
de J, una ecci (1,2)-admisible, vamos a encontrar una alcoba A tal que J = J(A). La
forma de A no exige utilizar una métrica, mas si que J pueda ser colocada como un ideal
abeliano, por este motivo iniciaremos este capitulo definiéndolo.

Sea g un dlgebra de Lie semi-simple compleja de dimension finita y F la variedad bandera

maximal asociada. Denote por II el conjunto de raices de g.

Definicién 3.1. Sea ITT C II un sistema positivo de raices de g. Decimos que un subcon-

junto ¢ de II™ es un ideal abeliano si verifica las siguientes condiciones:

i). Si € ¢y 3 €Il son tales que o + (3 es raiz, entonces a + 3 € ¢.

ii). Si a, B € ¢ entonces « + [ no es raiz.

La siguiente definiciéon y teorema seran una base para que comprendamos el Teorema 3.4,

objetivo principal de este capitulo.

Definicién 3.2. Una raiz « se dice J-descomponible o simplemente descomponible si
existen rafces (3,7 tales que o« = 3 4 7 con €, = €3 = €. Una suma (3 + 7 es una J-

descomposicion de a. Una raiz que no es J-descomponible se dice que es .J-indescomponible.

Denotemos por I al conjunto de raices indescomponibles. La presencia de una métrica
(1,2)-simpléctica A permite un tratamiento para I analogo a la construccién de un sistema

simple de raices.
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Escribiremos
I"={a€l/e,=+1},

tenemos que [ = ITUI  con - =—-I" ={a€l; e, = —1}.

Teorema 3.3. Sea (J = {e.}, A = {A\.}) un par (1,2)-simpléctico invariante y ¥ un sis-
tema simple de raices J-indescomponibles contenido en I™. Denotemos por ITT el conjunto

de raices positivas con relacion a X. Sea
M(JLY)={aell" /e, = —1}
entonces M(J, %) es un ideal abeliano.

Demostracion. Sea o € M(J, X))y v € ¥ C IIT tal que e+ es una raiz. Queremos probar
que a+v € M(J,X). Si €444 = +1 entonces v = (a+7)+(—a) es una J—descomposicién
de ~y, contradiciendo el hecho de que 7y es J—indescomponible luego a+~v € M(J,X) y se
cumple el numeral (i) de la definicién de ideal abeliano, ahora si @+ € ¥ entonces a+ 7y

seria J-descomponible lo cual contradice la hipétesis, por lo tanto se cumple el numeral
(i7). O

El teorema que trabajaremos a continuacién es el objetivo principal de este capitulo.

Teorema 3.4. Sea J = {e,} un ecci. Fijamos un sistema simple de raices ¥ y supongamos
que

M(J,X) ={a>0/e, = -1}
es un ideal abeliano. Entonces existe una alcoba A tal que J = J(A).

La demostracién de este teorema es basada en los resultados presentados en [13] sobre las
coordenadas de una alcoba y los tratados en este trabajo en el capitulo anterior. Estos
resultados son establecidos con una normalizacion especifica de nuestro sistema de raices
II, que es visto como el conjunto de co-raices de otro sistema de raices.

Comencemos con un sistema de rafces II, normalizado de tal modo que {(a,a) = 1, para
todo « € I1, si este tiene solo ligaciones simples y de lo contrario (a, a) = 1 para las raices
cortas. Dada o € II sea a" = (j;:;) la correspondiente co-raiz. Sabemos que el conjunto

ITY de co-raices de II es también un sistema de raices y viceversa, todo sistema de raices

es el conjunto de co-raices de otro sistema

_ 2 -
H:HV:{aV:< ¢ aet).

a, Q)
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Si II tiene ligaciones simples entonces II = 2II.
Existen condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto de enteros k, sean las
coordenadas de una alcoba, una parte de ellas fueron expuestas en el capitulo anterior y

la otra esta dada y demostrada en [13] mediante la siguiente proposicién.

Proposicion 3.5. Un conjunto de enteros ko, o € ﬁ+, son las coordenadas de una
alcoba si y solo si para cada par de raices o, 3 € I+ tal que o + 3 € " las siguientes

desigualdades
|o*ka + |B*ks + 1 < o+ BI*(Kats + 1) < |o*ka + [8°ks + |af? + |B]* + la + B — 1
se cumplen.

Recordemos también que en una construccién de una ecci afin J(A) = {e,(A)} asociada

ka(4) De esta manera para demostrar el Teorema 3.4 es

a una alcoba A tenemos ¢, = (—1)
suficiente encontrar para una ecci J = {e,} dada, un conjunto de enteros k, que satisfagan
las desigualdades anteriormente dadas. Luego el Teorema 3.4 es una consecuencia de la

construccion dada en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6. Sea J = {e,} una ecci, & un sistema simple de raices fijo y M(J, %) =
{a € I/ e, = —1} un ideal abeliano. Para o > 0 sea
0, siag M(J,X) esto ese, =+1

ko = (3.1)
1, siae M(J,X) esto ese, = —1

entonces la desigualdad
ko +81%ks + 1 < Ja+ B (kass + 1) < |a*ka + |Bks + |af* + |8 + o+ B> — 1
se cumple para los enteros k.. Aqui estamos usando la convencion de kgv = kg, 3 € IL.

Demostracion. La desigualdad |o|?ka +|0ks+1 < |a+ B> (kars+1) < |a)?ka+|0%ks +
la>+|B]2+ |+ B|> — 1 es dada en términos de triplas de raices en II. La definicién dada de
los k, en esta proposicion nos ayudara a escribir las desigualdades en términos de raices
en II. La demostracién la realizaremos en varias etapas, la primera la vamos a considerar
el caso donde el diagrama de II tiene ligaciones simples, caso A;. Este es el caso II = 2I1 y
ambos sistemas son isomorfos, esto implica que para «, 3 € f[, a+fe II si y solamente

si ¥ 4+ Y € II. En este caso para cualquier tripla dicha desigualdad se reduce a
ka+]€g—|—1 SkaJrg-i-l Ska—i-kg-i-z
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Consideremos las posibilidades para k,, a > 0, definidas en (3.1) por medio de los signos

de e,. Escribiendo (4,8, €a+8) = (£, £, £) tenemos:

1. Si los signos son (+,4+,+) entonces k, = kg = kotp = 0 y las desigualdades son
1<1<2.

2. Si los signos son (4, +, —) entonces ko, = kg = 0, koyp = 1 y las desigualdades son
1<2<2.

3. Si los signos son (4, —, —) entonces k, = 0, kg = koyg = 1 y las desigualdades son
2<2<3.

El caso (—, +, —) se comporta igual que el caso (+, —, —). Los signos (+, —, +) y (—, +, +)
no son considerados pues M(J,X) es un ideal abeliano y entonces contradecirfamos la
primera condicién de la definicién. (—, —, —) y (—, —, +) tampoco pues contradicen la se-
gunda condicion de ser ideal abeliano. Esto concluye la demostracién en caso de ligaciones
simples.

Para el caso de ligaciones duplas los diagramas a analizar serian B;, C; o F};, con cualquiera
de ellos obtendriamos el mismo resultado. Tomemos un subsistema de tipo Bs, el cual tiene
solo una ligacion dupla, pues en B;, con [ > 2 las ligaciones seran una dupla y el resto
simples, caso que ya demostramos. As{ mismo vamos a suponer que ||a||> =1 o ||a||? = 2
sia eIl

Cada par de desigualdades es dado por una tripla (a, 3, a+ () de raices en ﬁ, escribiendo [
para una raiz largay s para una corta, tenemos cuatro posibilidades: (s, s, s), (s, (, s), (1,1,1),
(s,s,0). El caso (I,1,s) no ocurre debido a que en un sistema de raices la suma de dos
raices largas no puede dar una corta. El caso (I, s, s) es igual a (s,[,s) y lo trataremos
més adelante. Veamos por que el caso (I, s,1) o (s,1,1) tampoco puede ocurrir.
Revisemos las raices positivas de un sistema By dadas en el capitulo 1, con aq, as raices

simples larga y corta respectivamente y la matriz de Cartan dada por:

(%)

Las raices positivas de By son {ag, ag, a; + ag, a1 + 2a2} donde a1 y a1 + 2a5 son las
raices largas y as v a; + as las cortas. Cuando combinamos una raiz larga con una corta
el resultado es una raiz corta a; + ag, esto excluye el caso (I, s,1).

Recordemos entonces que las posibilidades serian (s, s, s), (1,1,1), (s,(, s), (s, s, 1) para triplas

en II. Tomando co-raices llegamos a los casos (I,1,1), (s, s,s), (l,s,0) y (I,1,s). En los dos
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primeros casos a¥ +3Y = (a+3)Y debido a que a¥ = 2a, Y =20y aV+3Y = 2a+20 =
2+ B) = (a+ B)Y, pues a, 8y a + 8 son de tipo s. También o¥ = «, ¥ = By
(o + )Y = a+ B cuando son de tipo [, luego (a, 3, + (3) corresponden a la tripla de
raices (u,v,u + v) en II. Los otros dos casos no corresponden a triplas en II, mas estas
triplas las obtenemos de la siguiente manera: dada una tripla («, 5, a4 () de tipo (s, 1, s) en
IT tenemos a¥ 426" = 2a+26 = 2(a+ ) = (a+ )" y reciprocamente, la tripla (u, v, w)
de tipo (I, s,!) en II viene dada por una de tipo (s, [, s) en II, si w = u+2v. Andlogamente
para triplas de tipo (s,s,[) en II, tenemos % + % = 270‘ + % =a+pf=(a+p)y

reciprocamente la tripla (u, v, w) de tipo (I,1,s) en II viene de una de tipo (s, s,) en II

siw = “T*” Teniendo ya esta correspondencia reescribiremos la Proposicién (3.6) para
sistemas de ligaciones duplas de la siguiente manera:

Sea IT un sistema de raices de ligaciones duplas. Un conjunto de enteros k,,a € IIT
corresponde a las coordenadas de una alcoba si las siguientes desigualdades son satisfechas,

para las correspondientes triplas de raices en II™:

L (a,B,a+0)=,1L1)=ka+ksg+1<korg+1<ky+ksg+2
2. (o, B,a+B) = (s,8,8) =2ky + 2k +1 < 2koig+2 < 2ky +2ks+5
3. (v, B,a+B)=(l,s,1) =ka +2kg+1 <kaorp+1<ky+2kz+3

4(mﬁﬂy):mugzkm+@+1§2@¥+agkm+%+a

Los valores de k,, definidos en la Proposicion 3.6 deben ahora satisfacer estas desigual-
dades. Como k, es dado por ¢, escribimos las posibilidades en términos de signos. En
los dos primeros casos solamente los signos (4, +,+), (+,+,—) y (+,—, —) = (—,+, —)
aparecen. De hecho (—,+,+4) = (+, —,+) contradice la primera condicién de ser ideal
abeliano y (—, —,+) y (—, —, —) la segunda.

Para los posibles signos tenemos,

(_'_7_'_7_'_) (_'_7_'_7_) (_7_'_7_)
(LLD [1<1<2]1<2<2[2<2<3

(s,8,8)1<2<511<4<5|13<4<7

En el caso de a, 3, a+20 = (I, s,1), tenemos «a, § € II* tal que a+25 € II*. Entonces €5 =
+1. Sieg = —1 implica que a+ 3 € M(J, %), luego por la propiedad abeliana (a+3)+ =
a+2f3 no es una raiz lo que es una contradiccién. También si ¢, = —1 como €3 = +1 para

que sea un ideal abeliano €,43 = —1. Los mismos argumentos aplicados a 3y a a+ 3 nos
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da e4428 = —1. Esto excluye los casos (—, +,+), (—, —,+), (=, —, —), (+,—, +), (+, —, —).

Solo quedan tres casos con sus correspondientes desigualdades:
Lo(+,+,4); 1 <1 <3,
2. (+,+,—); 1 <23,
3. (—+,—);2<2<4.

El caso («, S, #) = (1,1, s). Tomemos «, 3 raices positivas tal que O‘T*ﬁ € II*. Vamos a
identificar la interseccién de II con el subespacio generado por a y 3 con el sistema de

raices By cuyas raices positivas son:
{061, Qg, O + Q9, Q] —+ 20(2}

La identificacion es hecha de forma que : « = a1 y § = a3 +2as, por lo tanto O‘Hj = a1+as.

+ﬂ es mayor que « o 3, dependiendo si

Sie, =€ = —1, entonces Eats = —1 debido a que
iz es positiva o negativa en H. En ambos casos €a+s = +1 contradiciendo el hecho de que
M(J,¥) es un ideal. Notemos que eg = —1y g > ZE) implica que a; + g = # e M(J, ).
Sieg=—1y as <0 implica que f — oy = # € M(J, %), luego los signos (—, —,+) no
pueden ocurrir. Por otro lado si e, = €3 = +1 entonces Eats = +1 debido a que si ay es
negativo en II como +ﬁ = 1 + (g, esto es, # —ay = entonces‘”ﬁ € M(J,%) lo que
implica que 5 € M(J, E) que es una contradiccion, luego los signos (+, +, —) no pueden

darse. Veamos ahora los signos que quedan con sus respectivas desigualdades:
Lo(4+,+,4);1<2 <3,
2. (+,—,+); 2 <2 <4 que es igual (—, +,+),
3. (+,—,—); 2 <4 <4 que es igual (—,+, —),

4 (—,—,—)3<4<5.

De esta forma queda demostrada la proposicién para diagramas de doble ligacion.

Ahora consideraremos el caso Gy esto es II = Gy, en [11] aparecen las raices positivas que

esta algebra posee:
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a1+ oy oy + 209 a1+ 3as 200 + 3an
(&%)

Entonces los posibles J tal que M(J,X) es un ideal abeliano son:

_'_

J1 = + + + +
+
_'_

JQ — —|— + + -
+
_'_

J3 = + + - -
+
_'_

Jy = + - - —.
+

Pues si €4, = —1 y €4, = +1 entonces €440, = =1, €a14200 = =1 ¥ 01430, = —1. Méas

ag + (a1 + 3ag) = 2a4 + 3as no seria raiz. Esto elimina las posibilidades:

+ £ + +.
_'_
Andlogamente si €4, = +1 y €4, = —1 impediria que a3 + 2a sea raiz eliminando:
_'_
+ £ + 4.

Sica, =41y ea, =41 arioa, = =1y (a1 + a2) + (1 + 2a2) = 201 + 3a no seria

raiz. Luego las siguientes posibilidades son eliminadas:

_'_
- £ = =£.

+
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Sica, = €ay = €ayt2a, = —1 entonces €4,130, = —1 ¥V €20,430, = —1. Esto excluye las

posibilidades:
+
+ - 4+ £
_'_
Si€a; = €ar = Cartar = Eayt+2as = +1 ¥ €ay43a, = —1 entonces 94,434, = —1 eliminando
el caso:
+
e e
_'_
Finalmente si €4, = €0, = €aytas = 1V €ar42a0 = €ay+3a; = —1 entonces €g4, 130, = —1
eliminando:
+
+ - = 4.
_'_

Por lo tanto Ji, Jo, J3 y J4 presentadas anteriormente son las tinicas ecci posibles tal que
M (J,%) es abeliano.

Para el caso de ligaciones multiples probaremos la proposicién 3.6 cuando II corresponde
a (G5, verificando las desigualdades para cada una de las posibles ecci dadas arriba. Con-
sideremos a; una raiz larga y as una raiz corta donde ¥ = {ay, as} es un sistema simple

de raices. Las posibles triplas de raices (a, 3,7) en II para las cuales a + 3 = ~ son:
1. (a1, 9,00 + ag) = (I, s, 8) llevada a una tripla (s,[,[) en II.
2. (a9, a1 + ag, a1 + 2a2) = (8, s, s) llevada a una tripla (I,1,1) en II.
3. (a1 + ag, a1 + 209,201 + 3a2) = (8, s,1) llevada a una tripla (,1, s) en II.
4. (a9, a1 + 209, a1 + 3a) = (s, s,1) llevada a una tripla (1,[, s) en II.
5. (a1, a1 + 3ag, 2a1 + 3a) = (1,1,1) llevada a una tripla (s, s, s) en II.

En II, (or, ) = 1, si v es una raiz corta. Ya que el angulo entre o y s es %’T, obtenemos
que (ai,as) = 32 Notemos que (a1, ;) = 1y (as,as) = 3. De ahi que o) = 2 y
ay = %al, (o + a2)Y = 2(a 4+ az), (1 +2a2)Y = 2(a1 + 2a3), (1 + 3ag)Y = %(041 + 3a)
y (201 + 3a)Y = 2(2a; + 3as). Luego quedarfa
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Gy = I 11 Por tamaiio en II

(v, g, 0 + (ig) (u,v,3u+ v) (I,s,s)

(o1, 00 + g, 0 + 202) (u,v,u+ v) (s,s,s)

(o1 + g, 1 + 2009, 201 + 302) | (u, v, 55) (s,s,1)

(ag, a1 + 209, a1 + 3ap) (u,v, ) (s,s,1)

(a1, a1 + 3ag, 201 + 3arp) (u,v,u+ v) 1,1,1)
Veamos por que se obtienen estos resultados. Como «f = %041 entonces o = %alv y
ay = 209 y % = ay, por lo tanto a; + as = 3(3a) + ay) de donde (a; + ) =

2(a1 4+ a) = 3y + a y de esta manera se tiene (a1, ag, a1 + @) en II es equivalente a
(u,v,3u+ v) en II, de la misma manera se prosigue para determinar las otras triplas.
La Proposicién 3.6 para II = G, tendria el siguiente enunciado:

Un conjunto de enteros k,, « € IT", forma las coordenadas de una alcoba si las desigual-

dades se cumplen para:
L. (o, 8,3+ B) = (s,1,1) =3ka + kg + 1 < ksarp + 1 < 3k, + kg + 4.
2. (o, B,a+8)=(LL) =ka+kg+ 1 <koypg+1<ky+ks+2
3@L@gy)IUJJ%:%+%¢+1§3%%Q+1Skm+@+4.

4. (a, S, O‘gﬂ)

(l,l,s):ka+kﬁ+1§3(k%w+1§ka+kg+4.
5. (o, B,a+B) = (s,s,8) =3ka + 3k +1 < 3(kaypg+1) <3ko+kg+38.

Computaremos para la tripla (o, 3,3a + ) las posibilidades de signos (g4, g, €30+3)- Si
€a = —1,e5 = —1 entonces a+ 3 y 3ac+ 3 no son raices. Esto excluye los signos (—, —, =£).
Sien = —1,64 = +1 entonces a+ 3 € M(J,X) y 2a+ f y 3a + 3 no son raices. Esto
excluye los signos (—, +, ). También si e, = +1,e5 = —1, entonces a+ f € M(J,X) y
3a+ 3 € M(J, %), luego las posibilidades de signos con las respectivas desigualdades son:

1 (4,4, 4); 1< 1< 4,
3. (+,— ) 2<2<5.

Para las triplas («, 5,a + (3) correspondientes a las 2 y 5 linea de la tabla, tenemos las
siguientes posibilidades (g4,€8,€a+8): Si €4 = €5 = —1 entonces a + 3 no es raiz, luego

se descarta (—, —, ).
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Sieq, = —1l,e5 =410¢, =+1,e5 = —1 entonces £,13 = —1 y excluirfamos (+, —, +) y
(_7+7+)'

Luego las posibilidades con sus respectivas desigualdades son:

L. (+,+,4); 1 <1 < 2sila tripla es de tipo (I,1,1) y 1 < 3 < 8 si la tripla es de tipo

(87 87 8)7

2. (+,+,—); 1 <2< 25ila tripla es de tipo (1,7,1) y 1 < 6 < 8 si la tripla es de tipo

(87 87 8)7

3. (+,—,—); 2 <2< 3silatripla es de tipo (I,{,1) y 4 < 6 < 11 si la tripla es de tipo

(87 87 8)7

4. (—,+,—); 2 <2 < 3silatriplaes de tipo (1,1,1) y 1 <6 < 11 si la tripla es de tipo

(s,8,58).

Miremos el caso (a, 3, O‘gﬂ) correspondiente a los casos 3 y 4. Identificaremos la intercep-

cién de II con el subespacio generado por o y 3 con el sistema de raices GG5. La identifi-

otf

=

Eqa =€ = +1Y €ats = €4,+a, = +1, entonces las posibilidades serfan:
3

cacion hecha seria a = aq, = 2aq7 + 3as v a1 + ay. Mas con esa identificacién si

Lo (4, +,4); 1 <3 <4,

2. (+,—,+);2<3<5.

Con lo cual se concluye la demostracién de la proposicién 3.6 para el caso Gs.

De lo demostrado en estos capitulos podemos decir que:
1. Toda ecci afin es (1,2)—admisible, de acuerdo con el Teorema 2.10.

2. Toda ecci (1,2)—admisible estd en forma de ideal abeliano con relacién a algin

sistema simple de raices Y., de acuerdo al Teorema 3.3.

3. Toda ecct en forma de ideal abeliano con relacion a ¥ es afin, de acuerdo al Teorema
3.4.
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Capitulo 4

Equivalencia de £FCC1I
(1,2)-admisibles

El objetivo de este capitulo serd encontrar las clases de equivalencia de las estructuras
(1,2)-admisibles sobre el grupo de Weyl. En el capitulo anterior vimos que estas estruc-
turas pueden ser colocadas en forma de ideal abeliano. Falta determinar cuando dos pares
(J1, A1) y (Jo, A2) que satistace la propiedad de ideal abeliano con relacién al mismo ¥ son
equivalentes. Vamos a fijar un sistema de raices Y y verificaremos que existe un w € W
tal que Jo = wJ;. Teniendo eso en cuenta encontraremos una férmula M(wJ,¥) para
cuando tanto J como w.J satisfacen la propiedad de ideal abeliano con relacién a 3.

En términos de los signos de ¢, la accién de W sobre el conjunto de ecci es dada por
wJ = w{ea} = {ew-14}. Asi mismo toda raiz « es J-descomponible si y solamente si
wa es W J-descomponible. De hecho si a es descomponible entonces o« = (3 + v con
Ea = € = E4; queremos probar que wa = i + v, donde d,, = 03 = 0, esto es
Ea = w18, = w1y Mas wa = WH+WY Y €a = Ep-1(wa) = Ew-1(wh) = Ew—1(wy), 1UEZO W
es w— descomponible. Reciprocamente si wa es w— descomponible entonces wa = 3+ 7y
Y €a = Ew-l(wa) = Ew-18 = Ew-1+, ahi que a = w B +wly v a es J-descomponible. De
este hecho podemos concluir que I(wJ) = wil(J).

La siguiente definicién y proposicién seran tutiles para poder demostrar proposiciones

posteriores en el capitulo.

Definicién 4.1. Una raiz positiva p es maxima si para todo o € ¥, p + « no es raiz.

Como II" es finito podemos tomar p como una raiz positiva de altura maxima.

Proposicion 4.2. Si J satisface la propiedad de ideal abeliano con relacion a X3, entonces
ITJ)=% st M(J,X)=0 y It(J)=2ZU{—pu} si M(J,X2) #0.
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Demostracion. Primero vamos a demostrar que I7(J) =X st M(J, X) = 0.

Dado o € IT(J) = {«a € [;e4 = +1}, si @« € II™ entonces —a € It y e, = —1,
implicando que —a € M(J,X) lo que es una contradiccién, de donde podemos concluir
que o € ITT\ M(J,%).

Sia¢ X entonces o=+, con 3,y >0. Como M(JE)=0,e3=¢,=+1y
a = 3+ v es una J-descomposicién para «, lo que contradice la hipotesis sobre o, de
donde « € X..

Reciprocamente dado o € ¥, e, = +1 pues M(J,X) = (). Si o ¢ I7(J) entonces existen
raices 3,7 tal que o=+~ con e, =eg = ey = +1. De ahi que —f3, —y son ambas
raices negativas pues de lo contrario estarian en M(J, X)), entonces 3 y -y son positivas
y esto contradice la definicion para « simple.

Ahora demostremos que si M(J,X) # () entonces IT(J) =X U {u}.

Sia € X, e, =+1, pues M(J,X)NE =0 debido a que M(J,X) ={a cIlt; ¢, = —1}
yXCIt={a€l: e,=+1}.Sia¢II"(J)entonces o = f+7ycone, =g =&, = +1.
Como o € ¥ entonces ~ o [ son raices negativas, supongamos 3 < 0, de ahi que
—3>0,e.5=—-1y —f€ M(J,X) dedonde a—f =~ve M(JX) y e, =—1,
lo que es una contradiccién, por lo tanto o € I1(J). Debemos también demostrar que
—p € IT(J). Tenemos que e_, = +1. De hecho, como M(J,X) # 0 existe « € M(J,%)
y podemos escribir a + a1 + ... + @, = 4, con o; € Xy B = a + a1 + ... + a4 raiz para
todo 1 < k <n. También o+ oy € M(J,Y). Repitiendo el argumento obtenemos que
p e M(J,X) o sea que e, = +1. También si —p es descomponible p también lo es, en
este caso p=a+ [ ye, =¢c, =c5 = —1, de donde o, f € IIT pues p es una raiz de
altura maxima. Luego o, 5 € M(J,X) y a+ [ = p es una raiz. Esto es una contradiccién,
luego 1 es J-indescomponible y por lo tanto —pu € I7(J).

Ahora, ¥ es un sistema simple de raices contenido en I entonces It = XU {—pu} debido
aquesi a € ITya¢X entonces a — 3 no es una raiz para todo 3 € I't, luego o — (3 no

es una raiz para todo 3 € X, esto implica que av = —p. O

La siguiente proposicion caracteriza los w € W que no anulan la propiedad de ideal

abeliano.

Proposicion 4.3. Fijado un sistema simple de raices 3 sea Y=%U {—p}. Silos pares
(J1, A1) y (Ja, Ao) son equivalentes y poseen una forma de ideal abeliano con relacion a ¥
entonces existe w € W satisfaciendo wy = 3 tal que (Jy, As) = w(Ji, A1) que satisface la

propiedad de ideal abeliano con relacion al mismo 3.
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Demostracion. Supongamos que los pares invariantes (J2, A2) y (J1, A1) poseen una forma
de ideal abeliano con relacion a X y son equivalentes, entonces existe w € W, talque
(Jo, Ao) = w(J1, Ay). Sea J; = {en} v Jo = {d.}. Por la Proposicién 4.2

1(7) = I(J2) = (£3) U {2},

Por lo escrito al inicio del capitulo I(J;) = I(wJy) = wI(Jy) y wI(Jy) = I(J;). De

I aplican el subconjunto (£X) U {#u} sobre si mismo. Queremos mostrar

ahi w y w~
que I'T(Jy) = IT(Jy) =X U{—p} es también invariante por w y por w™'. Sea a € ¥
entonces &, = d, = +1 pues M(Jy,X) y M(J1,X) no interceptan a X. Mas d, = €,-14
Y €a = Opa. Luego wX C X U{—p} es w 'Y C ¥ U{—u}. Notemos que e_,, = +1
pues —p € I7(J;). Por la Proposicién 4.2 si w™'S C & entonces w =1 y w® = .
Caso contrario existe o € ¥ tal que w™'a = —pu, esto es w(—p) = a. Esto significa que

wy =3 y wlY =% osea ¥ esinvariante porw y w L

Ahora supongamos que Y U {—u} es invariante por w*! € W. Entonces ¥; = w™'Y es
la otra escogencia de un sistema simple de raices dentro de ¥ U {—pu}, luego J; vy wJ;

estdn en forma de ideal abeliano con respecto a ¥ y a 3. O

Denotemos por W5 el subconjunto de W que deja a 3 invariante. Debido a la biyeccion
de W con el conjunto de los sistemas simples de raices (ver comentarios posteriores a la
Proposicién 2.4), tenemos que Wy estd en biyeccién con el conjunto de sistemas simples de
rafces contenidos en Y. Estos sistemas pueden ser determinados con la ayuda de los grafos
de coxeter de los grupos de Weyl afines, que son los diagramas de Dynkin extendidos (Ver

apéndice).

Lema 4.4. Un subconjunto ¥y C Y =3U {—u} es un sistema simple de raices si y

solamente si 31 es un subgrafo del diagrama de Dynkin extendido, igual al diagrama de
Dynkin de 3.

Demostracion. = Supongamos que ¥, C 3 es un sistema simple de raices. Como 3 es el
diagrama de Dynkin extendido entonces >; es un subgrafo del diagrama extendido, igual
al diagrama de Dynkin.

< Los diagramas de Dynkin extendidos son presentados en el apéndice. Los subgrafos
Y1 que son isomorfos a X, son obtenidos retirando 3 una rafz {—p} o una raiz simple
en un subconjunto A C ¥. En [6] se define a p como una combinacién de raices simples

@ =Y ca;, donde A = {ay,...,a,,}. Tomemos una raiz positiva § = > ¢y, ¢, =0 o
veX
¢y = 1, pues ¢, es menor o igual que el coeficiente de ;v con relaciéon a a. Ahora 3 es
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una combinacién lineal de (X \ {a}) U {—u} con coeficientes enteros m; que son todos
mayores o iguales a cero si ¢, = 0 0 menores o iguales a cero si ¢, = 1. De hecho si ¢, = 0,

[ es combinacién lineal de ¥\ {a} C (¥ \ {a}) U {—u} y todos los coeficientes son no

negativos. Si ¢, = 1 escribiremos

U=+ Z 0+ chy y B=a + Z ce€.

seA\{a} YEX\A cex\{a}
De ahi, 3 = —(—p) — > 6= > cv+ X c=—(—p)— > o+ > my,
seA\{a} vEX\A gex\A seA\{a} vEX\A

donde m., < 0 pues los coeficientes de p son mayores o iguales de los coeficientes de (.

Esto implica que (X \ {a}) U{—pu}, a € A es un sistema simple de raices. O

Observando la tabla de los diagramas extendidos encontramos los siguientes sistemas de
raices ¥ C S(ver [6]):

5 \(Ws| | {raices simples} A

A | 1+1 {ag, .., } {ag, ..., qq}
B | 2 {a1, ..., o} {1}

G| 2 {a, o ar} {au}

D, 4 {ag, ..., } {a1, a1,y }
Eg 3 {aq, ..., a6} {a1, a6}
Er| 2 {ou, ..y ar} {ar}

By 1 {aq, ..., as} 0

5’; 1 {041,042} 0

F, 1 {ag, ...,aq} 0

Los ntimeros de esa tabla son los indices de conectividad del grupo afin W,,. Este indice es
el orden de I/I//\a /W, o, de forma equivalente el orden del subgrupo I/I//\a que deja invariante

a la alcoba bésica Ay € W5. Sea P un paralepipedo abierto
P={ze€bhr; Vae; 0 < (z,a) <1},

donde P es la unién de varias alcobas incluyendo Ag y partes de sus clausuras. Dado
w e W yx e Ay un elemento arbitrario de , existe un p,, € L con pw = Y a;w; tal que
wr € P con 0 < (wzx + py,q;) < 1 para todo i, ahora (wz,aq;) = (z,w ') que se
encuentra entre 0 y 1 debido a que w™' >0 y z € Ay. Por otro lado (p,, ;) = a; es un
entero, entonces si 0 < (wx + py, ;) < 1 que es equivalente a 0 < (wz, ;) + (P, ;) < 1

de donde a; = 0 para w™la; >0 y a; =1 para w lo; < 0.
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Dado w € W, existe justamente una rafz simple, llamémosla a,, tal que w™a,, = —pu.
Para las otras raices o € ¥ y entonces wta; > 0, luego p, = w; si oy, = ;. Esto viene
de la definicién de Ws,.

Lema 4.5. Seanw € Wy y «a > 0. Entonces w™'a > 0 si y solamente si (p,,a) =0 y

wla < 0 si y solamente si {p,, a) = 1.

Demostracion. = Sea w € Ws y o > 0. Tenemos que el coeficiente b,, de a, en

o = Zzbgﬁ es (pw, ), de hecho si a, = , puw = W y (Puw, ) = (w;, Zzbg@ =
ey (wie ) = by, . (Observemos la demostracion del Lema 4.4). En el siste/iria simple
¥ = {way, ..., way}, la raiz retirada es ay,, o sea, a, € A. Como en (p,,a), el coefi-
ciente de a en la direcciéon oy, es menor o igual que el coeficiente de p en direcciéon de
(i, entonces {py,a) =0 0 (p,,a) = 1. Si w™ta > 0 significa que a es una combinacién
lineal de ¥\ {av, }, esto es (py,,a) = 0, ahora si w™ta < 0, significa que «a,, contribuird a
la expresiéon de o como combinacion lineal de elementos de X, esto es (p,, ) = 1.

o es una combinacién lineal de enteros positivos de

< Si (py,a) = 0 entonces w~
w (X \ {an}) C X osea wla > 0. Notemos que w3 € ¥ si 8#a,y3¢eX. Por
otro lado si (p,,a) = 1 entonces w™'a = —pu+ con ~ una combinacién lineal de
w2\ {aw}) con coeficientes necesariamente menores que los coeficientes de u. Luego

1

al menos uno de los coeficientes de w™'a es negativo, implicando que w™la < 0.

O

El siguiente lema establece una conexién entre W5 y el subgrupo VI/ZI que deja a Ay

invariante.
Lema 4.6. Sea w € Wy entonces t,,w(Ay) = Ay

Demostracion. Dado © € Ay y una raiz positiva o, tenemos que (¢, wz,o) = (wzr +
Pus @) = (pu, ) + {x,wa). Si wla > 0 entonces 0 < (z,w 'a) < 1y por el lema
anterior (p,,a) = 0. Luego 0 < (t,, wz,a) < 1y darfa que ¢, wx € A;. Andlogamente
st wa < 0 entonces (py,a) =1y —1 < (z,w'a) < 1, luego 0 < (¢, , wr,a) < 1y
podemos llegar a que ¢, w(Ay) C Ap. La igualdad se da del hecho que las alcobas son

abiertos disyuntos, separados por hiperplanos H(a, k), € m, k € Z. O

Retomemos la pregunta inicial de la equivalencia. Sea J = J(A) una ecci afin y supon-
gamos que esta satisface la propiedad de ideal abeliano con M (J,X) el correspondiente
ideal abeliano. Por el Teorema 3.4 y la Proposicién 3.6 podemos suponer que las coorde-
nadas ko, = ko(A), a >0de Ason ko, =0sia ¢ M(J,X)y ko, =1si € M(J, ).
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Utilicemos los lemas anteriores para calcular las coordenadas de la alcoba p,wA, para
w € Wy, observemos que los hiperplanos separando Ay y A son H(a,1), o € M(J, %),
pues las coordenadas de la alcoba bésica son k,(Ap) = 0, si «a > 0. Utilizando la
aplicacién afin ¢, w vemos que los hiperplanos separando t, wAy t, wAy = Ay son
to,WH (e, 1) = t, H(wa, 1) = Hwa, 1 + (p,,wa)), o€ M(J,X),w € Ws, de acuerdo

a la proposicién dada en [6] pagina 88.

Lema 4.7. Dados w € W5 y o > 0, entonces

0, stwa>0
(Puw, war) = (4.1)
-1, stwa <0

Demostracion. Vamos a calcular los coeficientes de wa en la direcciéon de a,,. Sea o €
¥ tal que wa; = —p. Tenemos o = w'(—pu) y, como w™ € Wy, concluimos que
el coeficiente de p en direccién de «; es 1. De hecho, en el sistema simple de raices
{war, wag, ..,w oy}, @, es una raiz que se retira, o sea, a; € A. Notemos que
way, € X, sk # j. Por el lema 4.3, wa > 0 si y solamente si (w;, @) = 0, pues w; = p,-1.
Sea wtay, = —pu, lo que implica que no existen raices simples oy, tal que way = ay,. Lo
que significa que la tnica posibilidad para wa tener coeficientes no nulos en direccién a,
es cuando (wj, o) # 0. Luego (py, wa) = 0 si (wj, a) = 0, esto es, si wa > 0. Ademas si
(wj, a) # 0, el coeficiente de wa en direccién ay, es el coeficiente de —p en la direccién

de a,,, el cual es -1. O

Por el anterior lema los hiperplanos H(wa, 1 + (py, wa)), o € M(J,X), w € Wy, se-
parando ¢, wA y t, wAy = Ay los vamos a reescribir para o € M(J, %), de la siguiente
forma

H(wa, 1) st wa >0
H(wa,0) st wa < 0.

Lo que implica los siguientes lemas para las coordenadas de ¢, wA :

Lema 4.8. Sea w € W5, y >0, entonces

0, sifé¢xwh(J,X)
ko(tp,wA) =4 1, si3ewM(J¥) (4.2)
-1, sife—-wM(JX).
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Demostracion. Los hiperplanos separando t,, wA y Ay poseen la forma de H(wao, k), a €
M(J, %), k = 0,1. Luego, si f ¢ wM(J,X), cualquier hiperplano de la forma H (3, k)
separa t, wA y Ay, lo que implica que kg(t,,wA) = 0. Ahora, si f = wa > 0, a €
M(J,Y), entonces H([3,1) es el tinico hiperplano ortogonal a [ separando t,, wA y A,.
De ahi kg(t,,wA) = 1. Ahora si, f = —wa > 0, el hiperplano separando a t,, wA y A
es H(B,0) = H(wa, 0). Luego kg(t,,wA) = —1. O

Vamos ahora a obtener las coordenadas de la alcoba wA, w € Ws.

Lema 4.9. Sea w € W5 y B> 0, entonces

0, sif¢xwM(J,X) y {pw,)=0
oy = 4 S EEOMUD) Y (o) =1 ",
1, sifewM(JX)

si e —wM(J,X).

Demostracion. Observemos quesixz € A, >0y A € E, entonces
kal(A) < (z, B) < kal(4) + 1.

Luego,
kp(A) + A, B) < (x,8) + (A, B) < kg(A) + (X, 08) + 1,

que equivale a

ka(A) + (A, B) < (taz, B) < kg(A) + (A, B) + 1,

dado que tyx = A 4 x. Esto implica que
ks(trA) = kg(A) + (A, B).

Ahora, si 8 ¢ wM(J,2) y (pw,S) = 0 por el lema anterior 0 = kg(t,, wA) = kg(wA) +
(pw, B) = kg(wA). Si B ¢ £wM(J,2) y (pw, 5) =1, entonces 0 = kg(t,, wA) = kg(wA) +
(pw, B) = kg(wA)+1, esto significa que kg(wA) = —1. 51 € wM(J,X), estoes, f = wa >
0, « € M(J,%), entonces por los Lemas 4.7 y 4.8, 1 = kg(t,,wA) = kg(wA) + (pw, ) =
ks(wA). Para terminar, para § € —wM(J,X), esto es si f§ = —wa > 0, o € M(J, %)
entonces —1 = kg(t,, wA) = kg(wA) + (pw, —wa) = kg(wA) + 1 lo que significa que

kg(wA) = —1. De esta manera concluimos la demostracién. 0

Podemos describir los ideales abelianos correspondientes a wJ, si w € W5 y J tiene la

forma de ideal abeliano respecto a X.
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Proposicién 4.10. Sea J = J(A) una ecci afin que satisface las propiedad de ideal
abeliano con relacion a ¥, con M(J,X) el correspondiente ideal abeliano. Dado w € Wy,

entonces wJ tiene la propiedad de ideal abeliano con relacion a X y
M(wJ, %) = (wM(J,Z) NI U{B € T/ w5 ¢ M(J,%) y (pu, B) = 1},

Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia de la Proposicion 4.2, debido a que
si w € W5 entonces wy = 3.

Vamos a probar la igualdad entre los dos conjuntos. Si € wM(J,X)NIT, f=wa >
0, a € M(J,X). Dedonde —1 =¢, =¢y,-15 y B € M(wJ,X) ={a>0; gy-1, = —1}.
Sige{pell; w'lgé¢ MUY v (8,p0) = 1}, entonces [ ¢ wM(J,X) y
(pw,B) = 1. Por el lema anterior y la Proposicién 2.4, —1 = kg(wA) = k,-13(A). Como
cw1g = (—1)f15 = 1, entonces ¢, 13 = —1y de ahi llegamos a que § € M(wJ, ).
Por otro lado, dado § € M(wJ,X), entonces 5 >0 y e,-153 = —1. Como €,-15 =
(—1)ks(wA) = —1 entonces kg(wA) esimpar. Luego por el Lema 4.9, kg(wA) = —1, 3 ¢
twM(J,2) v (pw,B) =1 0 kg(wA) =1,y € wM(J,X). Como ¢ twM(J,X)
implica que w™'3 ¢ M(J, %), de donde € (wM(J,X) N II") U {Bellt; w'p¢

M(J, %) vy (pw,B) = 1}. O

De esta expresion para M (w.J, ¥) podemos ser capaces de buscar los ideales abelianos que
representan la misma clase de equivalencia, y eventualmente encontrar formas candnicas
para estructuras casi hermitianas invariantes (1,2)-simplécticas. Miremos el caso de las
ecci candnicas J. = {e,}, o = +1 si a > 0, cuando M (J, %) = (). Por la Proposicién
410, M(wJ,X) = {p € II'"; (pu, 5) = 1}, esto es, M(wJ,X) es el conjunto de las raices
positivas que poseen coeficientes no nulos en direccion o, si w € Ws. Por ejemplo, un
dlgebra A; con raices oy, 1 <i# j <n=10+1 (Ver [10]), cualquier raiz simple o; ;41
Yy Qu para algin w € Ws. En este caso A = Y. También el conjunto de raices positivas
teniendo coeficientes en «; ;11 = ay, y el “rectangulo” {o,s; r <1i, s > i+1}. Cualquiera
de estos rectangulos es un representante de las estructuras Kahler invariantes. Notemos
que los rectangulos interceptan el conjunto de las raices simples, y de ahi que la ecci

canénica no puede ser colocada en forma de ideal abeliano.
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Apéndice A
Grupos Coxeter

Los grupos de Coxeter surgen en la teoria de grupos geométricos como los grupos gene-
rados por reflexiones. Sea Il un sistema reducido de raices y W el grupo de Weyl de I1
generado por las reflexiones S, sobre FE, consideremos a A = {s1,...,s,} donde o € II.

Denotemos a m(a, 3) al orden de s,s3 en W. Por ejemplo m(a, a) = 1.

Definicién A.1. Un grupo Coxeter finito es un grupo finito W con una presentaciéon

W = {sa : (5a58)m(a,p) = 1, @, 3, € IT}.

El par (W, S) es llamado un sistema Coxeter.

Los grupos Coxeter se clasifican en términos de diagramas de Coxeter-Dynkin; todos
son representados por grupos de reflexiéon. La primera clasificacién fue presentada en
el capitulo 1, al realizar los diagramas de la clasificacion de las dlgebras de Lie, estos
corresponden a los grupos de Weyl.

Los grupos de Weyl afines forman la segunda clasificacion importante de los grupos Coxe-
ter. Estos no son ellos en si mismos finitos, pero cada uno contiene un subgrupo normal
abeliano tal que el grupo cociente correspondiente es finito. El diagrama se obtiene medi-

ante la adicion de un vértice adicional, que es la raiz maxima. Veamos estos diagramas:

IZZ
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En la teoria de Lie es conveniente codificar el diagrama extendido de Dynkin con el fin de
tener informacion sobre la longitud relativa a la raiz maxima u, que se define como el mas
pequeno r para el cual w es un producto de r elementos de A. Por ejemplo consideremos

el sistema de tipo B;. En términos de las bases estandar de R"”, las raices simples son:
a1 =A1— Az, @2 = A — A3,y Qo1 = Ayl — Ay Qi = Ay,

y por lo tanto ;1 = A + Ay dado que p tiene la forma p =Y ¢;a4, con o; € X, un sistema
simple de raices. De esta manera realizando las combinaciones adecuadas llegamos a que
los ¢; serfan 1,2,2, ..., 1. De la misma forma se realiza para los otros diagramas llegando

a obtener la siguiente informacion:

Tipo | coeficientes c; 1

A 1,1,...,1 Al — st

B 1,2,..,2 A+ Ao

C 2,2,..,1 2\

D, 1,2,..,2,1,1 AL+ Ao

B 1,2,2,3,2,1 [ 20+ da +As+ A+ X5 — Xg — A7 + Xg)
E; 2,2,3,4,3,2,1 As — A7

By |2,3,4,6,54,3,2 A7+ As

Gs 2,3,4,2 AL+ Ao

Fy 3,2 Mz — A — g
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Conclusiones

= En este trabajo se realizé una revision y explicitacion de los principales resultados
presentados en el articulo: Invariant almost hermitian structures on flag manfolds, en

particular el analisis de las condiciones bajo las cuales una estructura casi compleja
es (1,2)—admisible.

» La condicién necesaria y suficiente para que una variedad bandera maximal sea
(1,2)-simpléctica es que la estructura casi compleja invariante que se considere sea

afin.

= Se muestra que dos estructuras casi complejas afines son equivalentes cuando al fijar

un sistema de raices ¥ existe un w € W tal que Jo = w.Ji.
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