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RESUMEN

TITULO: GEODESICAS EN EL CAMPO GRAVITACIONAL EXTERNO DE
UN OBJETO COMPACTO LENTAMENTE ROTANTE Y LIGERAMENTE DE-
FORMADO. !

AUTOR: ANGIE VIANEY ARIZA PARDO. 2

PALABRAS CLAVE: GEODESICAS, METRICA DE HARTLE-THORNE, OB-
JETOS COMPACTOS.

RESUMEN:

En este trabajo se realiza un estudio de geodésicas ecuatoriales para particulas de
prueba tipo tiempo, en el campo exterior de un objeto compacto lentamente rotante
y ligeramente deformado, el cual es descrito por la métrica de Hartle-Thorne, donde
el pardmetro @) es independiente de la rotacién J. Con el fin de realizar el analisis
de las 6rbitas en este espacio-tiempo se estudia el horizonte de eventos y la ergosfera
para un objeto compacto con distintos valores de deformacién arbitraria. Seguido a
ésto se deduce analiticamente las ecuaciones de las geodésicas para particulas tipo
tiempo, se muestra la equivalencia entre éstas y las ecuaciones de Hamilton en el
estudio de geodésicas, y se resuelve numéricamente estas ultimas usando el método
de Runge-Kutta-Fehlberg. Con las ecuaciones candnicas halladas, se calcula y gra-
fica el potencial efectivo para un objeto compacto sin rotacion pero con distintos
valores de deformacién donde se incluye el caso de Schwarzschild, ademas se calcula
los potenciales V. para dos parametros de rotacion lenta y distintos valores de lige-
ra deformacion. Adicionalmente se estudia la orbita circular marginalmente estable
respecto a los pardmetros de rotaciéon y deformacién del objeto. Luego, con el fin
de calibrar y probar los algoritmos numéricos implementados se reproducen algunos
resultados de la investigacién llevada a cabo por Boshkayev et al. (2016a). Finalmen-
te, se presentan los resultados numéricos los cuales se dividieron en dos secciones.
La primera de ellas trata acerca de la dispersion de particulas tipo tiempo debido
a un objeto compacto que tiene rotacion fija pero distintos valores de deformacion,
y la segunda seccion es sobre el efecto de la deformacion cuadrupolar sobre o6rbitas
cerradas compuestas por uno, dos, tres y cuatro pétalos.

Trabajo de Grado.
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Fabio
Duvan Lora Clavijo, Ph.D., Codirector: Oscar Mauricio Pimentel Diaz, M.Sc.
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ABSTRACT

TITLE: GEODESICS IN THE EXTERNAL GRAVITATIONAL FIELD OF AN
SLOWLY ROTATING AN SLIGHTLY DEFORMED COMPACT OBJECT.!

AUTHOR: ANGIE VIANEY ARIZA PARDO. 2

KEY WORDS: GEODESICS, THE HARTLE-THORNE METRIC, COMPACT
OBJECTS.

ABSTRACT:

In this work a study of equatorial geodesics for timelike test particles is perfor-
med in the external field of a slowly rotating and slightly deformed compact object,
this is described by the Hartle-Thorne metric, where the deformation parameter @
is independet of rotation J. In order to perform the analysis of the orbits in this
spacetime, the event horizon and the ergosphere are studied for a compact object
with different values of arbitrary deformation. Following this, the geodetic equa-
tions for timelike particles are analytically deduced, the equivalence between them
and the Hamilton equations, in the study of geodesics, is shown. Thereby the latter
are numerically solved using the Runge-Kutta-Fehlberg method. With the canonical
equations found, the effective potential for a compact object without rotation but
with different values of deformation is calculated, where the Schwarzschild case is
included, and the V. potentials for two slow rotation parameters and different va-
lues of slight deformation are calculated. Additionally, the innermost stable circular
orbit is studied with respect to the parameters of rotation and deformation of the
object. Then, in order to calibrate and test the numerical algorithms implemented
some results of the research carried out by Boshkayev et al. (2016a) are reproduced.
Finally, the numerical results are presented, in two sections. First, the dispersion of
timelike particles due to a compact object that has fixed rotation but with different
values of deformation. Second, is about the effect of the quadrupole deformation on
closed orbits composed of one, two, three and four petals.

Trabajo de Grado.
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Fabio
Duvan Lora Clavijo, Ph.D., Co-director: Oscar Mauricio Pimentel Diaz, M.Sc.
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1. Introduccion

“En 1930, Einstein y su esposa Elsa fueron al Monte Wilson, donde Hubble les
hizo visitar el observatorio. Cuando le dijo a Elsa que el telescopio de 250 centime-
tros se usaba para estudiar la estructura del cosmos, ella respondio: Vaya, vaya, mi
marido lo hace en la parte de atrds de un viejo sobre (Smoot and Davidson, 1993).”

Mediante el movimiento orbital ha sido posible estudiar y entender el comportamien-
to de diferentes sistemas astrofisicos como, sistemas planetarios, discos de acrecién,
enanas blancas, estrellas de neutrones, agujeros negros y sistemas binarios. Este ha
permitido caracterizar las propiedades tanto del objeto compacto como de su cam-
po gravitacional. Por ejemplo, a través del andlisis de orbitas es posible entender la
estructura dinamica del gas que se mueve en la vecindad de un objeto compacto, lo
cual es de gran utilidad ya que en los alrededores de estos objetos astrofisicos se pro-
ducen rayos-X de alta energia, radiacién gamma, oscilaciones de alta frecuencia, jets
relativistas (Chandrasekhar, 1983) y ondas gravitacionales (Abbott et al., 2017a).

Recientes avances tecnolégicos han conducido al desarrollo de mejores métodos
de observacion. Entre los proyectos mas avanzados se encuentran el “Event Ho-
rizon Telescope.° EHT (Doeleman et al., 2009), el cual estd compuesto por ocho
telescopios localizados en Hawai, el Polo Sur, Arizona, Espana, México y Chile, for-
mando una distribucién global de telescopios vinculados entre si, de los cuales se
combinan datos, con el proposito de tener informacion de diferentes estructuras en la
cercania del horizonte de eventos de los agujeros negros. Esto no solo es importante
para probar la teorfa de la relatividad general en el régimen de campo fuerte (Brode-
rick et al., 2014), sino también para estudiar procesos de acrecién cerca de un agujero
negro (Ricarte and Dexter, 2015). Entre sus objetos de estudio estd el agujero negro
super masivo SgrA*, el cual se localiza en el centro de nuestra Galaxia, y posee
una masa de M = (4.1 £0.6) x 10°M, (Ghez et al., 2008). Observaciones recientes
muestran evidencia de variabilidad de la materia y campos magnéticos parcialmente
ordenados a escalas de aproximadamente 6 veces el radio de Schwarzschild de SgrA*
(Johnson et al., 2015). Estas observaciones demuestran que es de gran importancia
entender el comportamiento de la materia en la vecindad de los agujeros negros.

Otro proyecto interesante es GRAVITY, que es un dipositivo conformado por un
combinador de cuatro haces, un infrarrojo cercano, 6ptica adaptaviva asistida, se-
guimiento de franjas, y de instrumentos astrométricos y de imagenes. Entre sus
objetivos se encuentran observar pequenos detalles del centro Galactico como pla-
netas y estrellas, asi como medir distancias en el cielo con alta precisién. Al igual
que el EHT, GRAVITY estara capacitado para observar los alrededores de SgrA*,
proporcionando informacién, no sélo acerca de las propiedades de los agujeros ne-
gros albergados en los diversos centros galacticos, sino también sobre la formacién y
evolucion de las estrellas que orbitan cerca. Se espera que los resultados de algunos
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trabajos sean confirmados por el GRAVITY, por ejemplo en Zhang et al. (2015), los
autores establecen una relacion entre los patrones de desplazamiento, corrimiento al
rojo y direccién del espin de SgrA*, a partir de observaciones previas de la estrella
S0-2/S2. Ademads, en Grould et al. (2017), los autores esperan discernir, tanto la
naturaleza del objeto central como sus propiedades, a partir del movimiento orbital
de la estrella S2 con una precisién astrométrica de 10 microsegundos de arco.

La existencia de estudios numéricos y analiticos que coinciden con las observacio-
nes, muestra la riqueza de la teoria de la relatividad general. Esto se evidencia en
investigaciones como la realizada por Hees et al. (2017), donde se lleva a cabo un
analisis numérico basado en 19 anos de observacién de orbitas de estrellas alrededor
de SgrA*. En otra investigacién llevada a cabo por Will (2008) se muestra que es
posible probar los teoremas de no-pelo en la teoria de la relatividad general, median-
te el monitoreo astrométrico de estrellas que orbitan a distancias de miliparsecs de
SgrA*. Otros estudios como el realizado por Sadeghian and Will (2011), donde se
analiza la precesion del plano orbital de una estrella alrededor de SgrA*, como con-
secuencia de las perturbaciones producidas por otras estrellas circundantes. Existen
trabajos numéricos con resultados similares a este tltimo, en los cuales se llevan a
cabo simulaciones numéricas usando el método de N-cuerpos (Merritt et al., 2010).
Recientemente en (Grould et al., 2017), se comparan las trayectorias de particulas
tipo tiempo en estrellas de bosones y un agujero negro de Kerr, obteniendo resulta-
dos muy diferentes con ambas soluciones cuando se consideran estrellas orbitando
cerca del objeto compacto.

A través de los anos, se han llevado a cabo varios estudios sobre érbitas alrede-
dor de objetos compactos. Un breve recuento cronolégico sobre algunas de estas
investigaciones incluyen trabajos como el de Glampedakis and Kennefick (2002), en
el cual, con base en la distorsion gravitacional que generan ciertos objetos compac-
tos, se presentan 6rbitas con comportamientos tipo “zoom” (patrones de pétalos, no
necesariamente cerrados y restringidos entre un radio mayor y un radio menor), tipo
“whirl” (multiples rotaciones alrededor del punto de dérbita més cercano al objeto
compacto), y combinaciones de ambos. Estos fendmenos son generados por amplios
rangos de momento angular y energia. Algunas investigaciones presentan resultados
més graficos, como lo es el caso de Levin and Perez-Giz (2008), donde se implementa
un sistema de clasificacién de orbitas en el plano ecuatorial para la solucién de Kerr.
En este trabajo, los autores definen una taxonomia completa de todas las érbitas
periddicas. También en Fujita and Hikida (2009) se presenta una solucién analitica
para orbitas de geodésicas tipo tiempo en el espacio-tiempo de Kerr, cuyas soluciones
estan dadas en términos de integrales elipticas, las cuales usan el método de Mino
(2003), que consiste en un acercamiento por medio de perturbaciones para trazar
la evolucién orbital alrededor de un agujero negro supermasivo. De igual modo, en
Merritt et al. (2010) se mide el espin y el momento cuadrupolar de un agujero negro
supermasivo, a través de la precesion orbital de distribuciones estelares basadas en
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observaciones.

Por otro lado se encuentran investigaciones como la de Grossman et al. (2012) que
es la continuacién y profundizacién del trabajo de Levin and Perez-Giz (2008), en
la cual se clasifican orbitas periddicas en un espacio-tiempo de Kerr fuera del plano
ecuatorial. A partir de dicha clasificacion, describen orbitas no periédicas en términos
de las drbitas periddicas. En Warburton et al. (2013) se explica que las frecuencias
asociadas con los movimientos radial, longitudinal y azimutal, no son una buena pa-
rametrizacién para drbitas en el régimen fuerte. Asimismo, en Zhang et al. (2015),
los autores desarrollan un método para estudiar un agujero negro super masivo,
con el cual es posible restringir de manera simultanea caracteristicas como su masa,
espin y direccién del espin. Esto se lleva a cabo mediante el andlisis numérico de
orbitas de estrellas, basados en observaciones y predicciones de modelos dindmicos
en los alrededores del agujero negro supermasivo.

Si bien hay distintas métricas que son solucién al campo exterior de un objeto
compacto, la métrica de Hartle-Thorne es de las mas usadas por la sencillez de los
calculos, y es muy interesante pues incluye caracteristicas del objeto como ligera
deformacién arbitraria y rotacién lenta. Por ejemplo en Abramowicz et al. (2003)
los autores usan esta métrica para estudiar érbitas ecuatoriales alrededor de una
estrella de neutrones. En Boshkayev et al. (2016a), mediante el andlisis de érbitas
ecuatoriales para distintas combinaciones del cuadrupolo de masa, los investigado-
res derivan la velocidad angular orbital, el momento angular, la energia y el radio
de la drbita circular marginalmente estable. En Boshkayev et al. (2016b), se mues-
tra la equivalencia entre las soluciones de Sedrakyan-Chubaryan, Fock-Adbildin y
Hartle-Thorne, en el estudio del campo gravitacional de objetos compactos lenta-
mente rotantes y ligeramente deformados. También esta el trabajo de Bini et al.
(2013), en el cual se trazan 6rbitas circulares alrededor de una fuente rotante en la
zona ecuatorial para distintos valores de momento angular y cuadrupolo de masa.

Probar que algunos objetos astrofisicos pueden ser descritos mediante la métrica de
Hartle-Thorne, cambiaria el paradigma del teorema de no-pelo (Berti et al., 2005),
el cual estabalece que un agujero negro sin carga unicamente puede caracterizarse a
partir de dos parametros, la masa del objeto y su momento angular. Por el contrario
en la solucién de Hartle-Thorne, el parametro de deformacién cuadrupolar () puede
tomar un valor que no esta ligado a ninguno de los otros parametros que describen
el objeto compacto (Hartle and Thorne, 1968). Adicionalmente, al ser una solucién
para rotaciones lentas, es una métrica de especial interés en la deteccién de ondas
gravitacionales, ya que para el caso de estrellas de neutrones durante un proceso
de coalescencia como el detectado por Abbott et al. (2017b), la rotacién disminuye
a medida que caen en espiral, mientras que su momento angular orbital aumenta.
En este momento la estrella se encuentra en el régimen de rotacion lenta y los de-
tectores en tierra como el LIGO (Abbott et al., 2017a), VIRGO y KAGRA captan
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las ondas gravitacionales que se producen en el proceso, ya que son sensibles sélo
a los ultimos 17 minutos de la 6rbita antes de la coalescencia (Yagi and Yunes, 2013).

En esta investigacién se lleva a cabo un estudio de geodésicas ecuatoriales en el
espacio-tiempo de Hartle-Thorne. La idea central es analizar como se alteran las tra-
yectorias de las particulas de prueba tipo tiempo cuando se considera un parametro
de deformacién () independiente de la rotacién de un objeto compacto lentamente
rotante. Para ésto, se analizan dos tipos de deformacion, ) > 0 que corresponde
a deformacion oblata, es decir, que el objeto es mas ancho en el ecuador que en
los polos, y @ < 0 que representa deformacién prolata cuando el objeto luce mas
alargado en los polos con respecto al didametro del ecuador. Los valores de J con los
que se lleva a cabo el andlisis para rotacion lenta, estan motivados astrofisicamen-
te por los siguientes objetos: el pulsar J1939 + 2134 descubierto por Backer et al.
(1982) cuyo pardmetro de rotacién J/M? < 0.3 (Narayan and McClintock, 2012) y
el agujero negro que se encuentra en el sistema binario A0620-00 el cual tiene una
masa de 6.61 £0.25[M ®] ubicado en la constelacion de Monoceros con una rotacién
de J/M? = 0.12 (Steiner et al., 2010). Durante el desarrollo de este trabajo se usan
las unidades geométricas ¢ = G = 1, donde ¢ es la velocidad de la luz y G es la
constante de gravitacion universal, Adicionalmete en todos los calculos y gréficas se
toma el valor de la masa del objeto compacto como M = 1.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera, en la seccién (2) se
introduce la métrica de Hartle-Thorne, se muestra que ésta reduce a las métricas de
Schwarzschild y de Kerr a segundo orden. Ademés se estudia el horizonte de eventos
y la ergosfera para dicha métrica. En la seccién (3) se deducen la ecuaciones que
describen las geodésicas en el formalismo Lagrangiano, se habla de la equivalencia
entre el lagrangiano y el hamiltoniano. En la seccién (4) se deduce la ecuacién de
movimiento en el plano ecuatorial para particulas tipo tiempo en funciéon de los
potenciales V., con los cuales se puede reducir al potencial efectivo de Schwarzs-
child, cuando no hay rotacién ni deformacién cuadrupolar. Luego en la seccién (5)
se hace un andlisis de la dérbita circular marginalmente estable (ISCO) en la solu-
cién de Hartle-Thorne. Seguido a ésto, en la seccién (6) se presentan los resultados
numéricos del estudio de geodésicas para particulas tipo tiempo en el plano ecua-
torial. En esta seccion se reproducen algunos resultados obtenidos por Boshkayev
et al. (2016¢). Posteriormente, en la subseccién (6.1) se estudia la dispersién de
la trayectoria de particulas tipo tiempo para cinco casos de rotacion variando el
parametro de deformacion del objeto y en la subseccién (6.2) se estudian los efectos
que introduce el parametro de deformacién sobre las orbitas cerradas en el plano
ecuatorial para un objeto no rotante. Por tltimo, en la seccién (7) se presentan las
conclusiones obtenidas de este trabajo.
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2. Propiedades de la Métrica de Hartle-Thorne

2.1. Meétrica

La métrica de Hartle-Thorne es una solucion a las ecuaciones de campo de Einstein
en el vacio, que fue propuesta para modelos de estrellas lentamente rotantes. Es-
ta métrica describe con buena aproximacion, el campo gravitacional exterior de un
objeto compacto lentamente rotante y ligeramente deformado (Hartle and Thorne,
1968), en términos de tres pardmetros independientes M, J y @ los cuales repre-
sentan la masa, rotacién y deformacién del objeto compacto respectivamente. El
elemento de linea de Hartle-Thorne en coordenadas ¢* = (t, 7,0, ¢), tiene la forma

ds® = gudt® + grrdr® + geed0® + guedd® + gerdpdt + gipdtds, (1)

donde los coeficientes métricos estan dados por

2M 2M 2
gy = — (1——> 142k P, (cos@)—l—?(l——) J—4(2c0829—1)] ;
r T T
oM\ [ 2M\
Grp = (1 — —) 1 —2koPs (cos ) — 2 (1 — —) J—4] 5
r T T
Joo — 7’2(1 — 2]€3P2>,
Gop = r? sin? 0(1 — 2k3 Py),
2J
Gor = Gip = ——s1n 9, (2)

con

ki, = J_2<1+¥)+5MQ2< >7

Mr3 8
6.2
ko = k‘l_Fu (3)
J2 5Q — J2/M oM\~ o
ky = ki 42 1 1(——1)

siendo P () el polinémio de Legendre de grado 2 y Q7" los polinémios asociados de
Legendre de segunda clase, de manera que

Py(x) = (Sx2 — 1) ,

3 1 3z2-2
x2—1)1/2 _x1n$+ o
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En la solucién de Hartle-Thorne se han descartado los términos mayores de J2, ya
que al tratarse de un caso de rotacién lenta, los valores para el momento angular en
potencias mayores del cuadrado son muy pequenos. De igual manera, al ser ligera-
mente deformada posee solamente términos lineales del cuadrupolo de masa (. Esta
métrica describe la geometria exterior de un objeto compacto lentamente rotante y
ligeramente deformado (Hartle and Thorne, 1968).

Del la ecuacién (1) puede verse que para J = @ = 0, el elemento de linea de
Hartle-Thorne reduce a la métrica de Schwarzschild. Ademas, la métrica de Hartle-
Thorne también reduce a la solucién de Kerr o métrica de Kerr a segundo orden en
J, sin embargo a diferencia de la métrica de Hartle-Thorne, la métrica de Kerr esta
bien definida por sélo dos parametros, la masa total del objeto M y el momento
angular J, pues una vez dado el momento angular queda definido el parametro de
deformacién @ a un valor tinico (Boshkayev et al., 2016b)

Q= J2/M. (5)

Haciendo la transformacion de coordenadas que se presenta a continuacion

a2 oM M ) oM 3M

a? 2M\ .
0 = @+2—‘RQ(1+?>SIHGCOS@, (6)

donde (t, R, 0, ¢) son las coordenadas de Boyer-Lindquist, a = —.J/M es el pardmetro
de momento angular, el elemento de linea de Hartle-Thorne toma la forma

2M 4aMrsin® 6 ¥
ds? — — (1 _ T) d? — (%) dtdg + < dr? + Tdo?

2a%Mr sin® 6
Y

+ (r2 +a® + ) sin? 0d¢?, (7)
el cual corresponde a la métrica de Kerr a segundo orden en J, donde las funciones
3y A se definen de la siguiente manera

Y =r2+a%cos’d, A=r*—2Mr+d>

Asi puede se observa que la métrica de Hartle-Thorne contiene implicitamente a las
métricas de Schwarzschild y Kerr a segundo orden. En la siguiente seccién se presenta
un estudio del horizonte de eventos y la ergosfera para la métrica de Hartle-Thorne
en el plano ecuatorial, es decir para el plano definido por § = 7/2.
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2.2. Horizonte de Eventos y Ergosfera

El horizonte de eventos de un agujero negro es una superficie de no retorno desde
la cual nisiquiera la luz puede regresar. Cualquier particula ya sea tipo tiempo o
tipo luz que cruce el horizonte de eventos no podra salir de éste (Schutz, 1985).
En el trabajo realizado por Abramowicz et al. (2003) los autores deducen el radio
del horizonte de eventos para la métrica de Hartle-Thorne el cual toma la siguiente
forma

1
rg = 2 1—1—6J2(7—15cos26’)+%Q(1—300520) : (8)

De la expresién (8) puede verse que para la geometria de Schwarzschild, esto es
para J = () = 0, el horizonte de eventos se encuentra en ry = 2. Este es el punto
desde donde la luz ya no puede escapar hacia el infinito. Adicionalmente, un objeto
compacto rotante genera una zona de “arrastre” del espacio-tiempo donde todo rota
con éste, o en otras palabras una zona donde ningiin observador permanece en reposo
respecto al infinito (Hartle, 2003). A esta zona se le conoce como ergoregion, la cual
estd ubicada entre el horizonte de eventos y la ergosfera o ergosuperficie. Al igual
que con el radio del horizonte de eventos los autores calcularon la posicion de la
ergosuperficie la cual se presenta a continuacion

1
rg = 2 1—1—6J2(3—1100829)+%Q(1—300820) : (9)

En la figura (1) se grafica en coordenadas polares el radio del horizonte de eventos y
la ergosuperficie para dos valores de J con tres parametros diferentes de deformacion
Q. Esta es una vista frontal del objeto compacto que esta girando sobre su eje polar
90°, donde el radio del horizonte de eventos se presenta en linea continua, y el radio
de la ergosfera en linea punteada, por lo cual el eje 0° equivale al eje y y el eje 90° al
eje z. Con el fin de analizar el efecto introducido por el parametro de deformacion
arbitrario, ambos radios son comparados con respecto al caso de Kerr a segundo
orden mostrado en color verde. El panel (1a) corresponde a J = 0.12 cuyo valor de
deformacion en la solucion de Kerr a segundo orden es ) = 0.0144, mientras en el
panel (1b) estd dado para una rotacién de J = 0.3 con un respectivo ¢ = 0.09.
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—— Q=00144
— Q=-02
— Q=02

— Q=009
— Q=-02
— Q=02

(a) J =0.12 (b) J=0.3

Figura 1: El horizonte de eventos en linea continua y la ergosfera en linea punteada
para dos sistemas.

Al tratarse del régimen de rotacién lenta el efecto del arrastre del espacio-tiempo
circundante debido a la rotacion del objeto compacto es pequeno por tanto la er-
goregion, es decir, la distancia entre el radio del horizonte de eventos y el radio de
la ergosfera es pequeno. Es por ello que en la figura (1la) la diferencia entre ambos
radios es casi imperceptible, sin embargo los efectos del parametro de deformacién se
aprecian con claridad. A medida que aumenta el valor de .J como ocurre en la figura
(1b) es posible observar la ergoregién, en ésta figura se ve que para los tres tipos de
deformacién ambos radios coinciden en los polos mientras que la diferencia se hace
mayor en el ecuador siendo mayor el radio de la ergosuperficie que el del horizonte
de eventos. En las dos graficas de la figura (1), el efecto del parametro @) es notorio
tanto para deformaciéon oblata () = 0.2 como prolata () = —0.2 pues para los dos
valores de J puede verse que los dos radios se deforman como una elipse mas ancha
en el ecuador o més alargada en los polos de acuerdo a cada tipo de deformacién.

3. Ecuaciones de las Geodésicas

Una de las maneras en que se estudia el espacio-tiempo en relatividad general, ya sea
de manera tedrica u observacional, es analizando el comportamiento de particulas
de prueba que se mueven en la vecindad de un objeto compacto y sobre la cual
no actia ninguna fuerza externa, es decir, estudiar geodésicas. A la trayectoria que
siguen estas particulas en el espacio-tiempo también se le conoce como “linea de
mundo” (Hartle, 2003). Para una métrica general el elemento de linea “ds”, en
coordenadas generalizadas ¢’ estd dada por

ds® = gijdqidqj, (10)
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donde g;; son las componentes covariantes del tensor métrico y los indices 7, j toman
los valores 0, 1,2, 3. Del elemento de linea se puede definir la longitud de una curva
en el espacio-tiempo como

A M s M
[ = / ds:/ _d)\:/ V Giid' 7 dA, (11)
Ao Ao dA Ao

en la cual A\ es un parametro definido sobre la curva, es decir que las coordenadas se
pueden escribir de la forma ¢'(\) y ¢ = dq'/d\. Ahora bien, la geodésica es la curva
de minima longitud entre dos puntos cercanos (Arfken et al., 2012). Cada geodésica
es Unica ya que cuando se da una condicién inicial A = Ay, la posiciéon y direccion
quedan definidas en funciéon de ese parametro afin. Para hallar la ecuacion de la
geodésica, se parte del lagrangiano, el cual en general, se define como la diferencia
entre la energia cinética 7'y la energia potencial V'

L = T-V. (12)

Sin embargo, en relatividad general el lagrangiano correspondiente a una particula
de prueba de masa m, sélo contiene la energia cinética ya que, en este caso, la
gravitacion no es una fuerza sino una propiedad de la geometria del espacio-tiempo
(Hartle, 2003). El lagrangiano en este caso se expresa de la siguiente manera

mo ... om.
2 = Zosiid = Tad
2g]qq 2qq
m ds?
_ mds” 13
2 d)\2 ( )

Luego, con el fin de hallar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange se puede
demostrar que minimizar la longitud [ es equivalente a minimizar la acciéon A, este
analisis parte del principio de Hamilton el cual postula que un sistema fisico evolu-
ciona temporalmente de manera que la accién tiende a ser un minimo, esto indica
que su variacién tiende a cero (6.4 = 0)

A1
SA = 6| ZLqddr=0,
Ao
A1 m .
Ao

Para satisfacer la ecuacién (14), de la variaciéon de A se deducen las ecuaciones de
Euler-Lagrange
M 0L doL

o Z(q,q)dA=0 —

gr 0= _ 1

Ademsds, dado que g;; no depende de las cantidades ¢’, al expandir la ecuacién
anterior se tiene que

g q'q agija_q.k (¢'¢) = GTq’zq T — — (grj@ + ging') =0, (16)

X
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la cual se reduce de la siguiente manera

lq"qj 99i;  Ogkj  Ogik
dgk  Oq 0qJ

— g’ =0, 17
5 gikq ( )

donde d@ /d\ = § y dgxj/d\ = (Ogr;/0q") ¢'. Luego, al multiplicar (17) por g" la
ecuacién general de la geodésica queda (Arfken et al., 2012)

d2ql dqi dqj .
= -

donde el término

. — lgkl 9gi; I OGr; _ Agix
EA) ogk  Oq¢t  O¢ )’
corresponde a los simbolos de Cristoffel de segunda clase. Ahora bien, ocurre que en
relatividad general para el caso de las geodésicas el Hamiltoniano y el Lagrangiano
tienen la misma forma (Arfken et al., 2012), como se muestra a continuacién

H = Z%’pi - g(%di);

) ~ i, (19)

m.
q; 5

H = L, @)

por esta razon, los momentos candénicos conjugados o las ecuaciones canodnicas de
Hamilton se pueden escribir como (20). Esto es importante ya que resolver las ecua-
ciones de Hamilton resulta matematica y numéricamente mas sencillo pues éstas
ofrecen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Los deta-
lles acerca de la solucién de las ecuaciones de Hamilton se presentan en el apéndice

(A).

X
pZ_ 8q2 Y qZ_ apz’

(20)

Cabe mencionar que las geodésicas pueden clasificarse en tres tipos de acuerdo al
elemento de linea ds?. Usando la convencién de signos (—, +, +, +) en la métrica, se
dividen en: las geodésicas tipo tiempo cuyo elemento de linea ds? < 0, las geodésicas
correspondientes a rayos de luz que se conocen como geodésicas nulas, y se identifican
con el elemento de linea igual a cero, ds? = 0, y las tipo espacio para las cuales el
elemento de linea es ds? > 0 (Hartle, 2003).
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4. Potencial Efectivo

El potencial efectivo permite clasificar las érbitas que pueden presentarse alrededor
de un objeto compacto de acuerdo a los valores de energia y momento angular de la
particula de prueba, de ésta manera es posible establecer si se trata de una orbita
que se encuentra acotada entre dos radios, si es una orbita circular o una érbita de
inmersién también conocida como una 6rbita “plunge” (Boshkayev et al., 2016a).
A partir de la métrica de Hartle-Thorne presentada en la ecuacién (1), se tiene el
lagrangiano como
m 2 -2 12 ) [

g = E gttt + GrrT + 9990 + g¢¢¢ + 29t¢t¢ ’ (21)
donde los términos g,p son los elementos de la métrica y el pardmetro m es la masa
de la particula de prueba. Dado que la métrica de Hartle-Thorne es independiente
del tiempo y guarda simetria respecto al eje azimutal, la energia y el momento
angular de la particula de prueba se conservan sobre la trayectoria, por esto dicha
trayectoria puede hallarse por completo con estas dos cantidades (Schutz, 1985), asi
los momentos canénicos de Hamilton son

0L

bt = __875 = —gtti - gt¢¢.) =F,
0L . )
Po 95 Joo® + Gig (22)

en las cuales t y gb son componentes del cuadri-vector velocidad v® = (t,7, 9, gb) De
las ecuaciones (22), se despejan £ y ¢ como se muesta acontinuacion
_ GesE gl gwE A+ gul

t , = . (23)
gqu — 9tt9es gf¢ — 9utYes

Ahora, se define la condicion de ligadura para las geodésicas en relatividad general,
la cual depende de la métrica y de las primeras derivadas de la siguiente manera
9apd®d® = €, donde el valor de € define el tipo de particula, de manera que ¢ = 0
corresponde a particulas nulas, e = —1 corresponde a particulas tipo tiempo, y e = 1
a particulas tipo espacio. Al expandir la sumatoria, se tiene que

€ = gul® + gt + goob? + gsod” + 201610 (24)

Evaluando la ecuacién anterior en el plano ecuatorial, es decir § = /2 y 6 =0 y
remplazando las expresiones de la ecuacion (23) se obtiene

9oo(Egs + guL)? n 20t (Egiy + gu L) (Egps + gro L)
(‘91?(;5 + 9tt9¢¢)2 (9152¢ - gtt9¢¢)(_gf¢ + gtt9¢¢)
91t(Egos + gipL)?

+ g’ = -1 (25)
(9% — 9ut9s0)?
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Luego, al despejar 72 de la ecuacién (25), se encuentra la ecuacién de movimiento o
ecuacion de la trayectoria de las érbitas

F () E)

donde los potenciales V; y V_ son

Ve = g [t 02— 09y — us)] (21)

Ahora bien, de la ecuacién de movimiento de las érbitas (26), se observa que 72/2 >
0, es decir que los valores de energia permitidos son aquellos que satisfacen la si-
guiente desigualdad

E E
— =V ——=V_]>0. 28
(F)(%v)e 2
Aquellos valores de E que no satisfacen la ecuacién anterior se dice que se encuentran
en la regién prohibida, (Schutz, 1985). A partir de los potenciales V. es posible

hallar el potencial efectivo para la métrica de Schwarzschild tal como se muestra a
continuacion.

4.1. Caso Particular sin rotacién ni deformacién (Schwarzs-
child)

Al tomar los valores de J =0y @ = 0 en la métrica de Hartle-Thorne, ésta reduce
a la métrica de Schwarzschild, la cual consiste en un horizonte de eventos ubicado
en 7 = 2 y una singualridad esencial en r = 0 (Chandrasekhar, 1983). La métrica
de Schwarzschild es solucion a las ecuaciones de vacio de Einstein para un objeto
esféricamente simétrico que no rota. Ademas se caracteriza por ser independiente
del tiempo, razon por la cual guarda simetria bajo desplazamientos en la coordenada
temporal ¢, (Bini et al., 2013), cuyo elemento de linea de Schwarzschild es

2 2\~
ds® = — (1 - —) dt? + (1 - —> dr* 4 r* (d6? + sen*0d¢?) . (29)

T T

Teniendo en cuenta las caracteristicas de esta métrica los potenciales V., y V_ pre-
sentados en la ecuacién (27) cambian puesto que el elemento cruzado de la métrica
gt = 0, por lo tanto los potenciales V. toman la siguiente forma

1

BN \/(1 - %) r2(L2 + 12)
oo b N (1-2) e

V+:

I

(30)
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Asi, al graficar los potenciales V. para una particula de prueba con momento angular
L = 3.535534 como se muestra en la figura (2), se observa que éstos se encuentran en
el horizonte de eventos, ubicado en » = 2 y permanecen distantes entre si a medida
que r — oco. En la ecuacion (30) se puede apreciar que V, = —V_, lo cual implica
que las energias que satisfacen la ecuacién (28), para la métrica de Schwarszchild son
E?/2 > V2. Aquellos valores de energia que no satisfacen esta relacion se encuentran
en la regiéon prohibida que en este caso corresponde a la region sombreada en azul
claro.

1.00 ;
V+ :
0754 — V- :
1
1
0.50 - 1
1
1
1
0.25
S" 0.00

—0.25 A :
1
1
—0.50 A 1
1
1
1
—0.75 A I
1
1

—1.00 ! . . .

0 2 4 6 8 10
T

Figura 2: Potenciales V., y V_ para el caso de Schwarzschild, esto es J = @ = 0,
para una particula de prueba con momento angular L = 3.535534.

Para este caso es posible definir el potencial efectivo a partir de V., de la siguiente
manera
1 1 L2 L2
Vegp = Vi=co——+—=——. 31
U o2 + 2r2 3 (31)
Debido a que para el caso el potencial efectivo sélo depende del momento angular,
la ecuacién (26) se reduce a

7;.2

5 = Ectf — Vefs, (32)

donde g.¢y = %EQ. Es interesante mencionar que la expresion para el potencial efec-
tivo mostrada en la ecuacién (31) tiene la misma forma del potencial Newtoniano
excepto por el término —L? /73, que corresponde a la correcién relativista. En la figu-
ra (3) se presentan algunos potenciales efectivos de Schwarzschild en linea continua,
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y la linea punteada representa la aproximacion al potencial Newtoniano. Cada uno
de ellos estda dado para un valor de momento angular diferente, estos L fueron to-
mados de la investigacion sobre érbitas ecuatoriales llevada a cabo por Levin and
Perez-Giz (2008).

1
05249 \
1
! .
1
0504 |
1
1
1
0484 !
1
S I
S I
SJ 0.46 1 :
1
1
0444 1
' | —— L =4.330
| —— L =3.980393
0424 | —— L =3.834058
I —— L =3.718679
| —— L =3535534
0.40 —1 . . . . T T
5 10 15 20 25 30
r

Figura 3: Potencial efectivo de Schwarzschild para distintos valores de momento
angular de la particula de prueba.

En los potenciales de la figura (3) el horizonte eventos se encuentra en r = 2 ya
que son potenciales para la métrica de Schwarzschild. En esta figura se observa
que cuanto mayor es el valor del momento angular de la particula de prueba L, el
potencial se acerca al horizonte de eventos, por esto el potencial correspondiente
a L = 3.980393 se encuentra mas cerca de r = 2, en comparacion a la curva de
menor momento angular con L = 3.535534, representada por la linea azul. Salta a
la vista que cuanto mayor es el valor de L de la particula de prueba, el potencial es
cada vez mas alto, acercandose asi a la aproximacién Newtoniana, cuanto mas cerca
se encuentra L a la aproximacién Newtoniana se dice que ese momento angular se
encuentra en el régimen de campo débil ya que la particula de prueba es afectada
en menor medida por el campo gravitacional del objeto compacto. La grafica del
potencial efectivo para cada valor de L permite deducir el tipo de 6rbitas que pueden
presentarse, por ejemplo debido a la presencia de pozos de potencial es posible ubicar
la posicién a la cual se encuentre un érbita circular estable, también se puede saber
si existe Orbitas acotadas entre dos radios definidos por el pozo de potencial.
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4.2. Caso Particular sin rotacién pero con deformacién () #
0)

Otro caso que se puede analizar es el de un objeto compacto deformado que no
estd rotando, si bien es dificil explicar la existencia fisica de un objeto con estas
caracteristicas, es un modelo que permite hacer un analisis sencillo del efecto de
la deformacién arbitraria () del objeto en el espacio-tiempo de Hartle-Thorne. Al
definir un objeto compacto que no esta rotando, es decir cuyo parametro de rotacion
es J = 0, se indica que el elemento cruzado de la métrica g, = 0, asi los potenciales
V. definidos en las ecuaciones (27), toman la forma

1
Vy = e— L2). 33
e = T ugeslese = 1) (3)

Estos potenciales se grafican a continuacién en la figura (4), donde se trazan los dis-
tintos potenciales V. de la ecuacién (33) para una particula de prueba con momento
angular L = 3.535534 y diferentes valores de deformacién (). Los potenciales V. son
los que se ubican por debajo del eje V. = 0, mientras los potenciales V_ son los que
se ubican por encima del mismo eje.

1.0~ T T
: Q=-02
| ——Q=-01
F——Q=00

05¢ oo ]
| —— Q=02

00

-0.5 .

-1.0— —
1.5 3.5 4.0

r

Figura 4: Potenciales V, y V_, para un objeto compacto con ligera deformacién y
sin rotacién.

En la figura (4) en color negro se muestra los potenciales V. para el caso de Sch-
warzschild. Los valores de deformacién oblata correspondientes a Q = 0.1, (linea
verde), y @ = 0.2, (linea morada), muestran un comportamiento muy similar al
caso sin deformacién en color negro pues se encuentran en un punto sobre V. = 0,
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con la diferencia de que este punto se desplaza hacia un radio mayor, debido a ésto,
se observa que cuanto mas oblato es el objeto, la zona prohibida disminuye ya que
el area entre los potenciales V. se reduce. La reduccion de esta regién indica que
hay una mayor cantidad de energias permitidas de acuerdo a la ecuacién (28). Adi-
cionalmente, los potenciales correspondientes a los valores de deformacién prolata
que son Q = —0.1, representado por la linea de color azul, y () = 0.2 para la linea
de color rojo, no se encuentran en algin punto, sino que por el contrario divergen
el uno del otro, pues el drea entre V., y V_ aumenta por lo que para estos valores
de @) es mas grande la zona prohibida, por ende la cantidad de energias permitidas.
De manera similar al caso de Schwarzschild, de ecuacién (33) se ve con claridad que

V_ = —V,. Asi al escribir la ecuacién (26) para un objeto compacto no rotante, pero
con un parametro de deformacion () diferente de cero, se halla el potencial efectivo
para particulas tipo tiempo (¢ = —1) de la siguiente forma
ﬁ = E_2 — V2
2 2 +
L2
Vepp =V = %<——1>- (34)
2 \ 9

En la figura (5) se presenta el potencial efectivo para una particula tipo tiempo
con cuatro valores diferentes de momento angular L, siendo éstos los mismos que
se usaron en la figura (3). En cada pénel se varia el pardmetro de deformacién Q)
para dos valores de deformacién oblata, dos de deformacién prolata, y para ) = 0,
de manera que se puede apreciar el efecto introducido por la deformacion del objeto
compacto.

En la figura (5) se presentan los potenciales efectivos correspondientes a un ob-
jeto no rotante con @) # 0, donde para deformacién prolata se encuentran la curva
de color azul para () = —0.2 y la curva de color verde para ) = —0.1. En este tipo de
deformacién se observa que el maximo del potencial efectivo es més alto comparado
con el potencial efectivo de Schwarszchild para el mismo valor de L en los cuatro
péaneles, ésto indica que la minima energia que una particula de prueba requiere
para caer hacia el objeto es mayor en comparacion al minimo valor de energia que
requiere la misma particula con el mismo L para caer a un objeto sin deformacion.
Ademas se observa que éstos potenciales se encuentran desplazados hacia r = 0
debido a que el horizonte de eventos se ubica a un radio menor que el radio de Sch-
warzschild. Caso contrario ocurre para los potenciales efectivos correspondientes a
deformacion oblata, que en esta grafica son: la curva de color rojo para Q = 0.1 y la
curva de color morado ) = 0.2, pues el punto maximo del potencial efectivo se ubica
mas abajo que el punto maxino del potencial de Schwarzschild. De igual manera se
observa que estos potenciales correspondientes a deformacion oblata estan ubicados
a un radio mayor, lo que indica que el horizonte de eventos se ubica mas lejos que

el caso de @ = 0.
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Figura 5: Efecto de la deformacién ligera de un objeto compacto sin rotacién sobre
el potencial efectivo de una particula. Cada uno de los paneles esta dado para un
valor diferente de momento angular.
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4.3. Caso Particular con rotacién (J # 0) y deformacién
(Q #0)

Para el caso de un objeto con rotaciéon ocurre que no hay un consenso acerca de
una formulacion sencilla del potencial efectivo, ya que no es posible separar L y E
de la ecuacién (25) debido al elemento cruzado g4, por esta razén en este trabajo
se lleva a cabo un andlisis sobre los potenciales Vi de la ecuacién (27), donde se
encuentran tanto el caso de Schwarzschild, estudiado con anterioridad, como el caso
de Kerr, haciendo de éste, el caso mas general de todos. Este analisis se realiza para
los valores de rotacion correspondientes a el pulsar J1939 + 2134, el cual posee un
parametro de rotaciéon J = 0.3 y el agujero negro perteneciente al sistema binario
A0620 — 00 con un valor de rotacién de J = 0.12. En la figura (6) se presentan los
potenciales Vi para los dos valores de rotacion mencionados anteriormente, donde
en cada una de las figuras se varia el parametro () para poder apreciar el efecto de
la deformacion cuadrupolar. En esta figura, las curvas de color negro representan las
soluciones de Kerr a segundo orden, cuya deformaciéon cuadrupolar se calcula como
Q = J?, que es la curva de referencia para apreciar.

En los dos péneles mostrados de la figura (6) se observa que los potenciales V.
no son simétricos respecto al eje V. = 0, pues en general V, # V_. a diferencia de
los casos en que el objeto compacto no rota. Para los valores de deformacién oblata,
esto es, @ = 0.1 y @ = 0.2, se repite el comportamiento observado en la figura (4)
donde la regién prohibida se redujo con respecto a los potenciales correspondientes
al @ de Kerr. Mientras que para los valores de deformacién prolata (QQ = —0.1 y
@ = —0.2), a medida que se acercan al horizonte de eventos ambos potenciales (V2)
divergen, pero adicionalmente se observa una asintota vertical. En la siguiente sec-
cion se presenta un andlisis de otra propiedad importante en el estudio de orbitas
que es la érbita marginalmente estable.
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Figura 6: Potenciales V., y V_ para J # 0 con distintos valores de Q).

Orbita Circular Marginalemente Estable (IS-
CO)

La érbita marginalmente estable conocida como ISCO por sus siglas en inglés ( “In-
nermost Stable Circular Orbit”), es la érbita circular estable méas cercana al objeto
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compacto en la cual una particula puede permanecer sin caer hacia la fuente (Hob-
son et al., 2006). Estudiar esta érbita es de gran interés astrofisico ya que a partir de
ella es posible deducir informacién de la fuente, por ejemplo, el parametro de espin
de un agujero negro se puede obtener asumiendo que el borde interior del disco de
acrecién estd localizado en la ISCO de la métrica de Kerr (Yagi and Yunes, 2013).
Para hallar la ISCO, se define el lado derecho de la ecuacién (26) como

SEE) e

Ahora bien, el momento angular, la energia y la posicion de la ISCO satisface el
siguiente sistema de ecuaciones

V =0,
av
/ = —_—
Vio= dr 0
>V

En este sistema la primera condicion V' = 0 implica que 7 = 0, es decir, la orbita es
circular. La siguiente ecuacion indica que la ISCO se ubica en un punto extremo de
V', en este caso ese extremo corresponde a un minimo pues se busca un punto estable
y los maximos por el contrario no son puntos estables a pesar de ser extremos. Por
ultimo, la tercera ecuacion indica que la ISCO es un punto de inflexion. En este
caso, al hacer V" igual a cero, se estd asegurando que el punto de la ISCO es el
ultimo punto estable antes de que la particula de prueba que orbita a esa distancia
del objeto caiga debido a la curvatura del espacio-tiempo. Para la métrica de Hartle-
Thorne, el radio de la ISCO estd dado por Berti et al. (2005) de la siguiente forma

2 /2 251647 3 0325 3
1F /s +J? —2401n = ——— +2401n = 37
qE3\/; * (2592 n2)+Q( 9% nz)]’( )

donde el signo + corresponde a particulas de movimiento corrotante, es decir que se
mueven en el mismo sentido de rotaciéon del objeto compacto, mientras que el signo
— corresponde a particulas contrarrotantes que se mueven en direccién opuesta
(Berti et al., 2005). En particular, al resolver el sistema de ecuaciones mostrado
en (36) para el caso de Schwarzschild se obtiene que r75c0 = 6, Lisco = 2v/3 y
Ersco = 2v/2 /3. Para ilustrar mejor estas condiciones, en la figura (7) se muestran
distintos potenciales efectivos en funcion del momento angular L.

risco() = 6
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Figura 7: Potencial efectivo para particulas tipo tiempo en el caso de Schwarzschild,
donde el punto negro corresponde al radio de la 6rbita marginalmente estable.

En la figura (7) todos los puntos marcados sobre cada dérbita denotan el radio de la
orbita circular estable ubicada en el valor minimo del potencial, sin embargo sélo el
punto negro satisface todas las condiciones (36), pues ademéds de ser el radio de una
orbita circular, es marginalmente estable es un punto de inflexién, es decir, que es
la dltima oérbita estable mas interior donde puede orbitar una particula sin caer al
objeto. Ahora bien, para analizar el impacto del pardmetro de deformacién sobre la
ISCO, se grafica r;sco en funcion de la rotacién del objeto J para distintos valores
de @, de esta manera se obtiene la figura (8), donde la linea punteada corresponde
al caso de Kerr a segundo orden en J, el punto de color negro ubicado en J = 0 y
rrsco = 6, corresponde al caso de Schwarzschild.



5 ORBITA CIRCULAR MARGINALEMENTE ESTABLE (ISCO) 32

— Q=02
— Q=01
— Q=

— Q=-01

rISCO
0

==
=
===

T T T
0.000 0.125 0.250 0.375 0.500

J

Figura 8: Dependencia del ;500 para particulas tipo tiempo, respecto a los parame-
tros de rotacién para distintos valores de cuadrupolo de masa del objeto compacto.

En la figura (8) se aprecia que al aumentar la deformacién tipo oblata, la posicién
de la ISCO se mueve a un radio mayor, en comparacion a la linea de color negro
correspondiente a () = 0, ésto ocurre debido a que el objeto aumenta de tamano en la
zona del ecuador por lo tanto al expandirse mueve la posicion no solo del horizonte de
eventos y la ergosfera como se estudio en la seccién (2.2), sino que también mueve la
posicién del radio de la ISCO a un radio mayor. El efecto inverso se observa para los
valores de () correspondientes a deformacién prolata, representados por las lineas de
color morado y azul, pues la ISCO se ubica en un radio menor en comparacion a un
objeto que no esta deformado, debido a que para este tipo de deformacion el objeto
tiene menor tamano en la zona del ecuador. La linea punteada muestra el radio de
la ISCO para la solucion de Kerr a segundo orden, esta linea permite analizar qué
tanto dista la soluciéon de Hartle-Thorne de la solucién de Kerr. Salta a la vista que
ésta linea punteada inicialmente se comporta como la linea de Q = 0 pero luego
intersecta los valores de ) > 0. A continuacion, se hace un estudio acerca del efecto
introducido por el parametro () en la dispersion de érbitas y en 6rbitas acotadas
en el plano ecuatorial, para esto, se resolvieron de forma numérica las ecuaciones
de Hamilton (22) usando una parte del cédigo CAFE (Lora-Clavijo et al., 2015)
que implementa el método de Runge-Kutta-Fehlberg, el cual se explica con mayor
detalle en el apéndice (B).
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6. Orbitas en el Plano Ecuatorial para Particulas
Tipo Tiempo ¢ = —1

Los resultados presentados en este estudio comienzan con la reproduccién de algunos
resultados numéricos obtenidos por Boshkayev et al. (2016a), en donde los autores
llevaron a cabo un corto estudio analitico y numérico de geodésicas tipo tiempo
alrededor de un objeto compacto descrito por la métrica de Hartle-Thorne en el
plano ecuatorial, es decir para § = /2 y 6 = 0. Esta reproduccion se hace con el
fin de calibrar y probar los algoritmos numéricos implementados en este trabajo.
En la figura (9), la cual se presenta a continuacién, las condiciones inciales y los
pardametros de cada sistema son los siguientes: para la figura (9a) se fijan los valores
der =7 ¢=mn/2,7=0, ¢ = 0.07145, y se varfa el pardmetro Q. De la misma
manera ocurre para la figura (9b) con r = 20, ¢ = 0, 7 = —4, $ = 0.06 y distintos
valores de () y para la figura (9c) se fijan Q@ =0, r =20, ¢ =0, 7 = —4, v, = by
se varfa la velocidad vg.
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Figura 9: Geodésicas ecuatoriales de una particula tipo tiempo en el campo gravi-
tacional exterior de un objeto compacto deformado que no rota, el cual es descrito
por la métrica de Hartle-Thorne.

En todos los casos de la figura (9) el valor del momento angular del objeto compacto
es J = 0, y la masa del objeto compacto se iguala a la unidad, esto es M = 1.
Especificamente en la figura (9a), se observan tres tipos de drbitas, la de color azul
corresponde a una érbita circular estable para un objeto descrito por la métrica de
Schwarzschild ya que ademas de no rotar tiene parametro de deformacion ) = 0. La
siguiente, en color rojo, corresponde a una 6rbita de inmersiéon o “plunge orbit” como
se conoce en inglés, la cual corresponde a una érbita cuyo parametro de deformacion
oblata es @) = 0.32. La orbita de color verde esta definida para un objeto compacto
con deformacién prolata () = —0.88, la cual corresponde a una érbita acotada entre
el radio r = 7 y un radio mayor. En la figura (9b) se presentan tres casos donde
las orbitas son dispersadas por el objeto compacto. En esta figura la érbita de
color azul corresponde al caso de Schwarzschild, la 6rbita de color rojo representa
la dispersién debido a un objeto con deformacién prolata () = —0.67 y la orbita
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de color verde corresponde a un parametro de deformacién ) = 0.85, es decir,
deformacién oblata. Por otra parte, en la figura (9¢) la intencién de estudio es un
poco diferente a las figuras analizadas previamente, ya que en las anteriores se varia
el parametro de deformacion (), mientras que en ésta se muestra la variacion de la
componente angular de la velocidad v, para la métrica de Schwarzschild. A diferencia
del trabajo realizado por Boshkayev et al. (2016a), a continuacién se presenta un
analisis mas elaborado de drbitas en el plano ecuatorial, teniendo en cuenta los
efectos del parametro de deformacién en la dispersién de particulas tipo tiempo y
el impacto que éste tiene en las érbitas cerradas.

6.1. Dispersién de particulas tipo tiempo

A continuacion se estudia la dispersion de particulas tipo tiempo en el plano ecua-
torial, debido a un objeto compacto descrito por la métrica de Hartle-Thorne. Para
analizar la dispersion debido al parametro de deformacién, primero es necesario co-
nocer el comportamiento de las particulas de prueba para una configuracion de un
objeto con momento angular fijo y particulas de prueba con diferentes velocidades.
Asi, para un J dado se lanza una particula tipo tiempo desde la posicién x = 20 y
y = 8 con velocidad ¢ = (—wv,,0), donde a la componente v, se le asigna diferentes
valores, los cuales varian desde 0.1 hasta 0.9 cada 0.01.

La primera configuracién que se estudia, es un objeto con J = 0. En la figura
(10) se observan las trayectorias de particulas tipo tiempo con distintas velocidades
alrededor de un objeto compacto descrito por la métrica Schwarzschild, donde para
las velocidades entre 0.1 a 0.6 la particula cae al objeto compacto, demorando mas
en caer cuanto mayor es la velocidad. Mientras que las trayectoria de las particulas
con velocidades de 0.7, 0.8 y 0.9 son dispersadas por el objeto.
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Figura 10: Dispersiéon de particulas tipo tiempo con diferentes velocidades para un
objeto compacto descrito por la métrica de Schwarzschild.

Adicionalmente se hace el mismo analisis del comportamiento de las particulas de
prueba con distintas velocidades para la métrica de Kerr a segundo orden, donde
Q = J%. La figura (11) representan las trayectorias de las particulas de prueba con
distintas velocidades, para cuatro valores diferentes del parametro de rotacion del
objeto compacto. En la figura (11a) se presentan las trayectorias de particulas tipo
tiempo para un objeto compacto cuyo parametro de rotacién es J = 0.3 cuyo valor
de deformacién correspondiente es @@ = 0.09. Por otra parte, la figura (11b) toma
velocidades para un objeto contrarrotante con J = —0.3 donde el pardmetro de
deformaciéon para Kerr a segundo orden es () = 0.09 igual que el caso anterior. De
la misma manera se analiza el caso corrotante de J = 0.12 con un parametro de
deformacion () = 0.0144, y el caso contrarrotante con valor de momento angular
J = —0.12 con un correspondiente ) = 0.0144.
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Figura 11: Dispersion de particulas tipo tiempo con diferentes velocidades para un
objeto compacto descrito por la métrica de Kerr a segundo orden en J.

En la figura (11) se observa que al considerar un objeto compacto con rotacion J # 0,
las trayectorias de las particulas cambian aun estando en el régimen de rotacién len-
ta. Como se aprecia en la figura (11a) las trayectorias de las particulas comienzan a
dispersarse a patir de v = (0.6 mientras que para el caso contrarrotante mostrado en
la figura (11b) las particulas con la misma velocidad caen al objeto en una érbita
de inmersién y sélo se dispersan las particulas para las velocidades de v = 0.8 y
v = 0.9. Un comportamiento similar ocurre para J = 0.12 en la figura (11c) donde
se observa que las particulas son dispersadas a partir de la velocidad v = 0.6 en
color turquesa, la cual alcanza a envolverse alrededor del objeto compacto antes de
dispersarse, sin embargo para el caso contrarrotane en la figura (11d) se observa que
para la particula con la misma velocidad, cae al objeto compacto y se dispersan las
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trayectorias de v = 0.7, v = 0.8 y v = 0.9. En ambos casos se observa que los valores
de J contrarrotantes desvian mas particulas hacia el objeto en comparacion a los
valores corrotantes, por lo que se observa que es menor la cantidad de particulas
que logra ser dispersada, por ejemplo para J = 0.3 las particulas con velocidades
v = 0.6 y v = 0.7 eran dispersadas mientras que para J = —0.3 las particulas con
esas mismas velocidades caen. Ahora bien, con el fin de analizar el efecto que tiene
el cuadrupolo de masa arbitrario sobre la dispersién de las particulas tipo tiempo,
se seleccionan las trayectorias correspondientes a las velocidades v = 0.6, v = 0.7
y v = 0.8 para cada uno de los casos presentados en las figuras (10) y (11). Se
escogen estos valores de velocidades ya que se observa que las particulas con éstas
velocidades son las més sensibles a los efectos gravitacionales, en comparacién a las
particulas con velocidades desde v = 0.1 hasta v = 0.5 que caen al objeto compac-
to, y las trayectorias correspondientes a v = 0.9 cuya velocidad es muy alta por lo
cual las particulas de prueba no se ven tan afectadas por el campo gravitacional del
objeto compacto.

Una vez escogidas las velocidades a analizar se realizan las figuras (12) y (13), en
las cuales cada pénel esté configurado para un valor de fijo de J y v, donde se traza
la trayectoria para de la particula para distintos valores de deformacién cuadrupo-
lar del objeto compacto. Las lineas continuas de distintos colores corresponden a
la trayectoria de la particula dispersada para un valor de ) dado que varia entre
() = —0.1 hasta @ = 0.1 con AQ = 0.01, y la linea punteada es la trayectoria para
Q = J? que es respecto a la cual se analiza la dispersién en cada uno de los casos.

20 20 20

104 10 10+

—104 —10 —104

—20 T T T —20
—20 —10 0 10 20 —20

Figura 12: Dispersién de particulas de prueba debido a un objeto compacto con
J = 0, para particulas con velocidades v = 0.6, v = 0.7y v = 0.8 y () variable.
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Figura 13: Dispersion de particulas tipo tiempo debido a un objeto compacto con
deformacion arbitraria. Cada fila tiene un valor fijo de J, y cada columna un valor
fijo de v. Para todos los casos se varia el parametro Q).
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En las figuras (12) y (13) se observa que en todos los casos para los valores de
@ > 0 la particula de prueba es desviada hacia el objeto compacto, mientras que
el comportamiento contrario ocurre para los valores de ) < 0 donde la particula es
dispersada lejos de éste. Si bien se observa un abanico de dispersién en todos los
paneles, vale la pena resaltar los casos notorios. Asi, en la columna correspondiente
a la velocidad de la particula v = 0.8 en el panel de J = —0.3, es donde se ve con
mayor claridad el abanico, ya que el arrastre ejercido por J hace que la separacion
entre las trayectorias sea mayor cerca al objeto en comparacion a los demés casos de
esa misma columna. Al mismo tiempo, en la columna correspondiente a v = 0.6 la
particula de prueba es donde se observa la mayor cantidad de abanicos, en ésta, el
panel correspondiente a J = 0.12 es en el cual se aprecia la mayor separacién entre
cada una de las curvas dispersadas de toda la figura (13), de la misma manera ocurre
para el panel de J = 0.3 y para J = 0 donde si bien en todos los casos la particula
cae al objeto, se logra ver el abanico en el cual, para los valores de ) < 0 la particula
hace un mayor recorrido antes de caer que para los ) > 0. Del manera similar al
caso anterior, se observa que en la columna correspondiente a v = 0.7, el caso mas
notorio ocurre para J = —0.12 en el cual las particulas se desvian hacia el punto
de partida de la érbita, y el panel de J = —0.3 donde ocurre un comportamiento
similar al del panel v = 0.6 y J =0, y en el cual es posible inferir que para valores
de () < —0.1 la particula puede dar una vuelta alrededor del objeto compacto antes
de ser dispersada lejos de éste.

6.2. Orbitas Acotadas

Otro tipo de orbitas analizadas son las 6rbitas acotadas en el campo exterior de un
objeto compacto no rotante descrito por la métrica de Hartle-Thorne. Estas érbitas
son muy interesantes debido a que en el régimen de campo fuerte las érbitas adoptan
un comportamiento “zoom-whirl” por lo que lucen como flores en lugar del efecto de
precesién de drbitas elipticas como las observadas en las dérbitas planetarias (Levin
and Perez-Giz, 2008). Las érbitas estudiadas en ésta seccién fueron clasificadas por
Levin and Perez-Giz (2008) en la métrica de Kerr, mediante una taxonomia de érbi-
tas periddicas basada en tres caracteristicas, para las cuales se analizara el impacto
que tiene () sobre éstas.

Con el fin de entender esta taxonomia, en la figura (14) se presenta un ejemplo
de una Orbita cerrada, mediante la cual se explica en este trabajo. La primera ca-
racteristica es el “2oom” representado como z, la cual se refiere a la cantidad de
pétalos que componen la 6rbita cerrada, donde el punto méas alejado de cada pétalo
corresponde al apoastro. También es la caracteristica mas facil de reconocer pues se
puede apreciar a simple vista. Al observar la figura (14a), el numero de pétalos que
componen la érbita es 2, por lo tanto es una orbita con z = 2.
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Figura 14: A la izquierda Orbita de dos pétalos sin deformacion con J = 0, L =
3.718679, E = 0.966555 y r = 21.5, cuya taxonomia en funcién del “zoom”, “whirl”
y ‘“vértice” es (z,w,v) = (2,1,1). A la derecha esta la relacién entre la posicién
radial y la posicién angular de la particula de prueba.

La segunda caracteristica es el “whirl” representado por la letra w. El nimero de
“whirls” indica la cantidad de vueltas completas alrededor del objeto compacto en-
tre dos pétalos consecutivos, y se presentan cuando la particula se aproxima al punto
mas cercano del objeto compacto, es decir al periastro. Esta caracteristica es un poco
mas dificil de observar, a diferencia del “zoom”, por lo tanto para analizar el “whirl”
se usa la figura (14b), donde en la parte superior de esta figura se muestra la varia-
cion del radio de la 6rbita a medida que transcurre el tiempo propio de la particula
de prueba 7, mientras que en la parte inferior se muestra la posicién azimutal de la
particula en el mismo tiempo. En la figura (14b) se observa que ¢ varia entre —m/2
y m/2, donde cada caida en vertical indica que la particula de prueba atravesé el eje
y debido a que se invierte el signo de ¢. Adicionalmente, la parte de la figura que
es concava hacia arriba indica que la particula esta cayendo al objeto, mientras que
la concavidad hacia abajo que la particula se aleja del objeto. E1 “whirl” comienza
justo en la mitad de la curva de ascenso que se presenta después de la primera caida
en vertical, en ¢ = 0, y termina a mitad de la curva de ascenso justo antes de la
ultima caida en vertical. Por ejemplo en la figura (14b) el nimero de “whirls” se
calcula de la siguiente manera, desde donde inicia el “whirl”, la 6rbita recorre /2
hasta una caida en vertical, luego recorre m hasta la siguiente caida en vertical, lue-
go vuelve a recorrer 7 y luego de pasar otra caida recorre 7/2 hasta ¢ = 0, lo cual
suma un recorrido de 7/2+m+ 7+ 7/2 = 37, es decir que la particula de prueba da
una vuelta y media alrededor del objeto compacto entre dos pétalos consecutivos,
lo cual resulta en un nimero de whirl w = 1, puesto que sélo son validas las vueltas
completas.
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La tercera caracteristica es el “vértice” representado con la letra v, e indica el orden
en que se forma la orbita. La manera en que funciona es asignando un nimero al
apoastro de cada pétalo. De esta manera se tiene que el “vértice” inicial es v = 0
y los demas se enumeran de modo ascendente en contra de las manecillas del reloj.
El primer “vértice” por donde pasa la érbita justo después del punto de partida es
el valor que se asigna a ©. En la figura (14a), al apoastro del pétalo que se ubica a
la derecha del lector se le asigna v = 0 pues es el punto donde inicia la érbita y al
“vértice” correpondiente al pétalo de la izquierda se le asigna v = 1, asi la dérbita
se caracteriza con el nimero de “vértice” v = 1, ya que es el siguiente vértice hacia
donde se dirige la particula de prueba. Con esta taxonomia es posible describir una
orbita en funcion de los tres parametros explicados anteriormente, por medio de la
triada (z,w,?). Cada una de las 6rbitas que se estudia en esta seccién estd dada
en funciéon de un valor fijo de momentum angular L y energia E de la particula de
prueba. Una vez caracterizada cada drbita, se analizan los cambios que ocurren al
variar el parametro de deformacion cuadrupolar del objeto compacto Q).

6.3. Orbitas de Un pétalo

Las drbitas de un pétalo como la que se aprecia en la figura (15a) toman su nombre
debido a que el nimero de “zoom” es z = 1. Partiendo de la figura (15b) se calcula
el nimero de “whirls”. En este caso ¢ recorre m/2 + 7+ 7+ 7+ w/2 = 47, es decir
que la particula de prueba da dos vueltas completas alrededor del objeto compacto,
por lo tanto w = 2. En cuanto al valor correspondiente al “vértice”, debido a que
s6lo tiene un pétalo, el nimero de “vértice” que caracteriza a esta orbita es v = 0.
Esta érbita se traza con un momento angular L = 3.535534 y energia E = 0.948491
de la particula de prueba, cuyo potencial efectivo esta representado por la curva de

color azul en la figura (3).
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Figura 15: Orbita de un pétalo con L = 3.535534, E = 0.948491 y r = 9.7, cuya
taxonomia es (z,w,v) = (1,2,0).

A continuacién se estudia el impacto del pardmetro de deformacién arbitrario @)
sobre la 6rbita de un pétalo mostrada en la figura (15). La columna del lado izquierdo
en la figura (16) muestra las drbitas de una particula de prueba alrededor de un
objeto compacto,el caso sin deformacién se representa por la linea de color negro, y
los casos de deformacion se representan con las orbitas a color. En la columna del
lado derecho se muestra la relacién entre la posicion radial y la posicion azimutal de
la particula de prueba. En cada fila de la figura (16) se presenta la érbita para un
valor distinto de deformacién cuadrupolar, asi la primera y segunda fila, contando de
arriba hacia abajo, corresponden a parametros de deformacién prolata con () = —0.1
y (Q = —0.05 respectivamente, mientras que en las figuras mostradas en la tercera
fila para @ = 0.1 y la cuarta fila para () = 0.05, correspondientes a deformacion
oblata. En todos los casos de la figura (16), las 6rbitas son trazadas para los valores
de energia y momento de la particula £ = 0.948491 y L = 3.535534 respectivamente.
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Figura 16: Efecto del parametro de deformacion arbitrario, a color, sobre la orbita
de un pétalo con taxonomia (z,w,?) = (1,2,0), en negro.
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En la figura (16) para todos los casos se observa que inicialmente la 6rbita a color
descrita por la soluciéon de Hartle-Thorne sigue la misma trayectoria que la orbita
de un pétalo para un objeto compacto sin deformaciéon. Las érbitas comienzan a
diferenciarse una de otra cuando la particula de prueba pasa por el periastro de la
orbita de un pétalo. Para los valores de deformacion prolata ) < 0, la particula de
prueba es dispersada por el objeto compacto, es decir el radio menor que acotaba la
orbita cerrada aumenta. Ahora, para los valores de cuadrupolo de masa correspon-
dientes a deformacién oblata () > 0, el objeto compacto atrae la particula de prueba,
como consecuencia, las orbitas hacen inmersion, es decir que cambian por completo
de ser orbitas de un pétalo a ser orbitas que caen al objeto compacto, donde para
() = 0.1 la 6rbita cae primero al objeto en comparacion a la érbita correspondiente
al parametro de deformacién Q = 0.05, esto se debe a que cuanto méas oblato es el
objeto, mayor atraccion ejerce sobre la particula de prueba.

6.4. Orbitas de Dos pétalos

Orbitas de dos pétalos, primer tipo. En esta subseccién se presentan dos
tipos de drbitas de dos pétalos, donde cada una estd dada para valores diferentes
de momento angular y energia de la particula de prueba. La primera de éstas se
observa en la figura (17a) cuyo nimero de “zoom” es z = 2. Al calcular el nimero
de “whirls” se analiza el recorrido de ¢ en la figura (17b) donde se observa que
la 6rbita da media vuelta alrededor del objeto compacto pues el recorrido suma
w/2 4+ 7/2 = m, por lo tanto el nimero de “whirl” es w = 0. En cuanto al valor
correspondiente al “vértice”; en todos los casos de orbitas de dos pétalos v = 1 ya
que so6lo hay un vértice ademas del vértice inicial al cual se dirigird la particula de
prueba. El valor del momento angular L para esta orbita es L = 3.980393 el cual
estd representado por la curva de color morado en la figura (3), que es la mas cercana
a la aproximacion newtoniana, linea punteada, y cuya energia es £ = 0.973101.
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Figura 17: Orbita de dos pétalos con L = 3.980393, £ = 0.973101 y r = 27.5, cuya
es taxonomia (z,w,v) = (2,0, 1).

En la figura (18) la columna del lado izquierdo muestra las dérbitas en el plano
ecuatorial, donde la curva a color corresponde a la 6rbita para un objeto compacto
con deformacion arbitraria descrito por la métrica de Hartle-Thorne, y la curva de
color negro corresponde a la érbita de dos pétalos con taxonomia (z,w,v) = (2,0, 1),
para un objeto sin deformacién, (ver figura (17)). Por otra parte en la columna del
lado derecho se muestra la evolucién de la posicién radial y angular de la particula. Al
analizar el efecto introducido por el parametro de deformacién arbitrario en la figura
(18), ocurre algo muy interesante, y es que la forma de los dos pétalos iniciales que
se observa en la figura (17) se conserva en todos los casos. Como puede observarse,
para todos los valores de deformacion cuadrupolar del objeto las érbitas precesan,
con la diferencia de que para valores de () < 0 toda la d6rbita precesa en la direccion
de las manecillas del reloj, mientras que para los valores de ) > 0 precesan en
direccion opuesta a las manecillas del reloj. También puede verse que la cantidad
que precesa cada 6rbita esta relacionada con la deformacion, pues cuanto mayor es
la deformacion, ya sea oblata o prolata, mayor es la distancia entre un recorrido de
toda la estructura de dos pétalos y el siguiente recorrido que hace la particula de
prueba.
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Figura 18: Efecto del pardmetro de deformacién arbitrario, a color, sobre el primer

tipo de drbita de dos pétalos con taxonomia (z,w,?) = (2,0, 1), en negro.
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Adicionalmente al analizar el potencial efectivo para este caso presentado en la
figura (19), es notorio que tanto para los valores de deformacién oblata como para
los valores de deformacion prolata, el potencial efectivo es mayor que la energia que
tiene la particula, por lo cual en ninguno de los casos ésta cae al objeto.
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Figura 19: Potencial efectivo de una particula de prueba con L = 3.980393 y E =
0.973101 para una érbita de dos pétalos con (z,w,?) = (2,0,1) .

Orbitas de dos pétalos, segundo tipo. Ahora, el segundo tipo de 6rbita de dos
pétalos que se estudia en este trabajo, es la orbita que se usd como ejemplo al inicio
de esta seccién, la cual se presenta nuevamente en la figura (20a). A partir de la
figura (20b) se observa que el recorrido de ¢ es /2 + 7+ 7+ 7/2 = 37, es decir que
la particula de prueba da una vuelta y media alrededor del objeto compacto antes
de ir al siguiente apoastro, por lo tanto w = 1. Es justamente el niimero de “whirls”
lo que diferencia estas dos érbitas, ya que en el caso anterior w = 0.
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Figura 20: Orbita de dos pétalos para un objeto compacto sin deformacion, con
L =3.718679, E = 0.966555 y r = 21.5, cuya taxonomia es (z,w,0) = (2,1,1).

A continuacién se presenta la figura (21), donde es posible observar el efecto del
parametro de deformacién () arbitrario sobre la érbita de dos pétalos mostrada en
la figura (20).
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Figura 21: Efecto del pardmetro de deformacion arbitrario, a color, sobre el segundo
tipo de 6rbita de dos pétalos con taxonomia (z,w,?) = (2,1,1), en negro.
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A diferencia de las érbitas de la figura (18) donde se conserva la estructura de dos
pétalos para los distintos valores de @, en la figura (21) la estructura de la 6rbita
no se mantiene, por el contrario lo que se observa es que para los valores de ) < 0
la 6rbita hace muchos pétalos, y para los valores de ) > 0 la particula de prueba
cae en espiral al objeto compacto. Para entender una parte de este comportamiento,
en la figura (22) se presenta el potencial efectivo para los valores de deformacién

Q=-01,Q=0yQ=0.1.
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Figura 22: Potencial efectivo de una particula de prueba con L = 3.718679 y E =
0.966555 para una orbita de dos pétalos cuya taxonomia es (z,w,?) = (2,0, 1).

En la figura anterior se observa que para los valores de ) < 0 el maximo del potencial
efectivo sube haciendo que sea mas dificil que la particula de prueba, con los valores
de L y E dados, caiga hacia el objeto. Por el contrario, para los valores de @) > 0
el maximo del potencial efectivo baja, por lo que la particula no encuentra ninguna
barrera de potencial que le impida caer hacia el objeto compacto.

6.5. Orbitas de Tres pétalos

En esta orbita el apoastro se ubica en tres posiciones angulares distintas como se
aprecia en la figura (23a), por lo tanto el nimero de “zoom” correspondiente a esta
orbita es z = 3. Ademas al calcular el nimero de “whirls” para esta dérbita, en la
figura (23b) se observa que ¢ recorre w/2 + w + 7w + 7/2 = 3w, lo cual indica que
la particula de prueba da una vuelta y media alrededor del objeto compacto, por
lo tanto w = 1. Ahora, el valor correspondiente al “vértice” es v = 1 pues justo
después del punto de partida, la particula se dirige al “vértice” 1 que corresponde
al pétalo de arriba, en lugar de dirigirse al de abajo cuyo v = 2.
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Figura 23: Orbita de tres pétalos para un objeto compacto sin deformacién, con
L = 3.834058, E = 0.979304 y r = 40, cuya taxonomia es (z,w,v) = (3,1,1).

Al analizar la columna del lado derecho en la figura (24), se puede ver que el nimero
de “whirl” se mantiene constante para los valores de () > 0, con la diferencia de que
se adelantan, como se observa en las figuras correspondientes a ¢. Este adelanto se
debe aque el radio del periastro aumenta como consecuencia al efecto de dispersion
introducido por el parametro de deformacién, como consecuencia, la distancia que
recorre la particula en ésta nueva érbita es menor.
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Figura 24: Efecto del parametro de deformacion arbitrario, a color, sobre la orbita

de un pétalo con taxonomia (z,w, ) = (3,1, 1), en negro.
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6.6. Orbitas de Cuatro pétalos

Otro tipo de érbita estudiada en este trabajo, son las érbitas de cuatro pétalos como
la que se muestra en la figura (25a) donde se observa que la particula de prueba
pasa cuatro veces por el apoastro antes de regresar al punto de partida, es decir que
el nimero de “zoom” correspondiente a esta érbita es z = 4. Para hallar el valor de
la caracteristica “whirl”, se analiza la figura (25b) donde se observa que ¢ recorre
/24 w4+ 7+ m/2 = 37, es decir que la particula de prueba da una vuelta completa
mas media vuelta alrededor del objeto compacto, por lo tanto w = 1. Al igual que
la para la érbita de tres pétalos mostrada en la subseccion anterior v = 1.

40
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207 & 22,54

—20 . 0.001

—40 ( ' 4 0 250 500 750 1000

Figura 25: Orbita de cuatro pétalos para un objeto compacto sin deformacion, con
L =3.834058, F = 0.979331 y r = 39, cuya taxonomia es (z,w,?) = (4,1,1).

De manera similar a las figuras analizadas anteriormente, se presenta la figura (26)
donde se observa el efecto que tiene el pardmetro de defromacién arbitrario sobre
la trayectoria de un particula de prueba. Tal como se pudo apreciar en las figuras
correspondientes a uno pétalo, dos pétalos con w = 1 y tres pétalos, el comporta-
miento se repite tanto para los valores de deformacién oblata como los valores de
deformaciéon prolata. La tunica diferencia notoria en el comportamiento general de
las orbitas, es que al obsevar las figuras de la columna del lado derecho, el desfase
entre las curvas a color y las curvas en negro, es el mas pequeno en comparacion a
los demaés casos estudiados.
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Figura 26: Efecto del parametro de deformacion arbitrario, a color, sobre la orbita
de un pétalo con taxonomia (z,w, ) = (4,1, 1), en negro.
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Aqui terminan los resultados que se presentan en éste trabajo. A continuacién se
exponen las conclusiones finales resultantes de este estudio.
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7. Conclusiones

Este estudio sobre geodésicas tipo tiempo comenzé mediante el anélisis del efecto de
la deformacion del objeto compacto sobre el horizonte de eventos y la ergosuperficie.
Seguido a ésto se presentaron la ecuacién de las geodésicas en general para cualquier
tipo de particula, se mostré que es equivalente y més sencillo resolver las ecuaciones
candnicas de Hamilton, las cuales se resolvieron numéricamente para particulas tipo
tiempo, obteninendo de ésta manera la ecuacién de movimiento para las orbitas en
funcion de la energia de la particula y los potenciales V. que dependen tinicamente
de la métrica y el momento angular de la particula. A partir de esto, se analiz6 el
potencial efectivo y los potenciales V. y V_ para tres casos particulares, el primero
es un objeto compacto sin rotacion ni deformacion, el segundo para un objeto sin
rotacién pero con deformacion, y el tercero se centré en el caso de un objeto con
rotacién y deformacién, donde en el primer (J = @ = 0) y segundo (J = 0,Q # 0)
caso se dedujo y estudio en el potencial efectivo. También se estudia la érbita mar-
ginalmente estable (ISCO) en funcién de @) y J. Luego, se estudié la dispersién de
las orbitas de particulas de prueba debido a la deformacion del objeto compacto
para distintos valores de rotacion y se analizé el impacto del parametro () sobre las
orbitas cerradas.

Al estudiar el horizonte de eventos y la ergosfera se trataron dos valores de de-
formacion, ¢ = 0.2 para deformacién oblata y () = —0.2 para deformacién prolata
cuyo efecto se comparé con los radios del horizonte y la ergosfera de Kerr a segundo
orden en cada uno de los J, en donde se observé que incluso para un valor de defor-
macion del 20 %, el efecto introducido por el cuadrupolo de masa es notorio, puesto
que los dos radios se deforman como una elipse mas ancha en el ecuador para () > 0,
y mas alargada en los polos para @) < 0. Luego, al graficar los potenciales efectivos
correspondientes a un objeto no rotante con deformacion arbitraria, se observé que
el maximo del potencial efectivo es mas alto para los valores de () < 0 en compa-
raciéon al potencial efectivo de Schwarszchild para el mismo momento angular de la
particula de prueba, por lo que la minima energia para que una particula de prueba
caiga hacia el objeto compacto debe ser mayor en comparacién al minimo valor de
energia que requiere la misma particula con el mismo L para caer hacia el objeto
con () = 0. También ocurrié que estos potenciales efectivos se desplazaban hacia
r = 0 debido a que el horizonte de eventos se ubica a un radio menor que el radio de
Schwarzschild. Caso contrario ocurrié para los potenciales efectivos correspondientes
a deformacién oblata, donde el punto maximo del potencial efectivo bajé respecto
al punto maximo del potencial de Schwarzschild, ademés, estos potenciales se ubi-
caron a un radio mayor. En cuanto a los potenciales V., las graficas presentadas
mostraron que para los valores de deformacién oblata los potenciales se comportan
muy similar al caso sin deformacién, tanto en la forma como en que se encuentran
en un punto comun sobre V4 = 0, sin embargo, la diferencia yace en que este punto
se desplaza hacia un radio mayor a medida que ) aumenta, como consecuencia la
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zona prohibida disminuye debido a que el area entre los potenciales V. se reduce.
Esta reduccién indica que hay una mayor cantidad de energias F que satisfacen
72/2 > 0. Mientras que los potenciales correspondientes a los valores de deformacién
prolata, las graficas muestran que no tienen un punto comun, sino que por el con-
trario, divergen uno del otro, debido a esto, el area entre V, y V_ aumenta por lo
que para estos valores de () la zona prohibida es mas grande, por ende la cantidad
de energias permitidas también es mayor. Por otro lado, para los casos de J # 0 la
diferencia mas notoria se presentd para los valores de ) < 0 en los cuales aparece
una linea vertical antes del horizonte de eventos que hace parte de los potenciales
V.. De modo similar al radio del horizonte de eventos y la ergosuperficie, el radio de
la ISCO se ubicé mas lejos cuanto mas oblato era el objeto compacto con respecto
a la ISCO para un objeto sin deformacién, mientras que el efecto inverso se observa
para los valores de deformacién prolata donde la ISCO se ubicé en un radio menor
en comparacion a la ISCO de @) = 0. También se grafico el radio de la ISCO para la
solucién de Kerr (Q = J?), lo cual fue muy interesante ya que intersecta las lineas
de Q > 0 dentro de los valores de J usados, ésto demuestra que es valido compa-
rar las soluciones obtenidas para Hartle-Thorne con las de kerr a segundo orden en J.

Con el cédigo implementado fue posible reproducir algunos resultados numéricos
de la investigacion llevada a cabo por Boshkayev et al. (2016a), lo cual funcioné a
modo de calibracién. En ésta, los investigadores obtuvieron érbitas diferentes, entre
las que se encuentran orbitas acotadas, de inmersion, circulares y dispersadas. Una
vez se comprobo la efectividad del cédigo a usar, se incié estudiando la dispersién de
orbitas, en donde se observo que para las distintas configuraciones de velocidad de la
particula y rotacién del objeto compacto, los valores de ¢ > 0 hacen que la particula
de prueba sea desviada hacia el objeto compacto, mientras que el comportamiento
contrario ocurrié para los valores de ) < 0 donde la particula es dispersada lejos
de de éste, como resultado, en cada uno de los casos tratado se puedo apreciar un
abanico de dispersion donde cada linea a color diferente estaba dada para un valor
de deformacién del objeto distinto.

Luego, al analizar el impacto del parametro de deformacién arbitrario sobre particu-
las de prueba que trazaban orbitas cerradas, se encontr6 que en el régimen de campo
fuerte, la érbita de la particula de prueba correspondiente a los valores de deforma-
cion prolata es dispersada por el objeto compacto, lo que ocasiona que la orbita
precese por todo el plano ecuatorial. En cambio, para los valores de cuadrupolo de
masa oblato el objeto compacto atrae a la particula de prueba, lo que ocasiona que
ésta ya no se mueva sobre una érbita cerrada, sino que cae. Ademés se observa que
un comportamiento diferente ocurre con las érbitas a medida que se aleja de régimen
de campo fuerte, tal como se presenta para el caso de la érbita de dos pétalos cuya
taxonomia es (z,w,7) = (2,0, 1), donde para todos los valores de deformacién tra-
bajados se mantuvo la estructura de dos pétalos, en este caso el efecto introducido
por (Q fue diferente puesto que es toda la estructura lo que precesa. En cuanto a la
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taxonomia en general se observé que un valor de deformaciéon arbitrario no afecta el
numero de “whirls”, pues éste se mantuvo invariante en todos los casos a diferencia
del niimero de “zoom” y “vértice”, debido a que para () < 0 la 6rbita no se cerraba
lo que da como resultado una cantidad indeterminada de pétalos por lo tanto una
cantidad indeterminada de vértices, ademas para esta ultima, sucede que algunas
ocasiones la orbita precesaba en sentido horario y otras veces en sentido antihorario
y como los vértices se numeraban sélo en sentido antihorario, no fue posible darle un
valor que fuera coherente en todos los casos. Entretanto para los valores de @) > 0,
la particula caia al objeto sin alcanzar a completar ningiin pétalo, por lo que no fue
posible dar un ntimero de z ni de v.

En general, se concluye que el cuadrupolo de masa arbitrario del objeto compacto,
incluso para valores pequenos, tiene un efecto notable en las érbitas de las particulas
de prueba. Fue posible analizar dicho impacto en el horizonte de eventos y ergosfera,
asi como en la 6rbita marginalemte estable, en el potencial efectivo y en la trayec-
toria misma de las particulas tanto el érbitas acotadas como no-acotadas.

Finalmente, el estudio de geodésicas en el plano ecuatorial resulté ser una herra-
mienta grafica y sencilla para analizar el impacto en el parametro de deformacion
de un objeto compacto en el régimen de rotacion lenta, es por esto que actualmente
se esta realizando un articulo para publicacion en el cual se exponen los resulta-
dos obtenidos en este trabajo, profundizando un poco mas en algunos detalles de
analisis fino, por ejemplo, se calcula el dngulo de dispersién en las trayectorias de
las particulas tipo tiempo. Adicionalmente es posible continuar con el analisis de
las frecuencias epiciclicas en la métrica de Hartle-Thorne. Incluso podria extender-
se hasta adentrarse en el analisis de las “Quasi Periodic Oscillations”, QPOs por
sus siglas en inglés. también, en un futuro trabajo se espera ampliar el estudio de
geodésicas fuera del plano ecuatorial.
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A. Ecuaciones canonicas de Hamilton

Para calcular las trayectorias de las particulas de prueba, se resuelve las ecuaciones
de Hamilton para la métrica de Hartle-Thorne, las cuales se presentan a continuacion

oDt + GtePe

t = > ,
gt¢ — Gtt9e¢p
. _ D
r = -
Grr
by o I
oo
© GtePt T GuDe
o = —5—,
—Jip T Jtt9e¢
pt = OJ
Pr = 5 <t2argtt + T2argrr + 8281“999 + ¢2(9Tg¢,¢ + 2t¢3rgt¢> y
Po = 5 <t2309tt + 72 0pGrr + 0°0ngon + > oG + 2t¢399t¢> ;
Py = 0. (38)

Dado que la métrica de Harle-Thorne es statica y axialmente sim étrica, ocurre que
pr = 0 lo que indica que se conserva la energia E, asimismo, ps = 0 implica que se
conserva el momento angular L de la particula de prueba. En la ecuacién anterior
las derivadas de la métrica respecto a la coordenada r son:

—2(1 + 2ky Py — 2(0, k1) Por + (0,k1) Pyr?) N 8.J% cos(20)

Orgre = 2 5 ’
bg. — SPUZ7T)  2A(Oka)Por® + (14 2Pake + (9rka)r)))
r3(2 —r)3 (2 —1)2 7
Orgoo = _ZT(_l + 2k3 Py + (arkg)PQT‘),
Orgss = —2r(—1+2ksPs+ (0,k3)Por)(sinf)?,

y respecto a la coordenada 6 son,

Opgr = M (—1—1—2) —|—W

r r rd '
Dogrr = —(agpf)fﬂ,
Dogos = —2(0pPa)ksr,
Dogoy = —2r°sin@(—1+ 2k3P,)cosf + (OpPs)kzsin6),
Dogrs — —4.J cosfsin 6 ' (10)

r
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Adicionalmente se tienen las derivadas del polinomio de Legendre Py(z) y los po-
linémios asociados de Legendre Q}"

2¢(7 — 62?) + (3 — 92 + 62* 1+
0:Q3(7) = dl 2(1;2 _( 1)3/2$ z) {log <x—?)] ;
_ 2 _ goh 2 1)2
9,03 x) — 8 + 10x (x26x 1+)23x(x 1) {log (iif)]’
2
iy~ OB =) )
oy = 5O (Q8 ) 70— )
Ok — (8 Q3) Q J?) 5J2+5(J2—Q)Q5_5(5TQ§)(J2—Q)
S P 4r(r — 2)3/2 4/r(r —2)
5(J —Q)Q2_3J2(1—7‘)
4\/r3(r — 2) o 7
OgPo(x) = —3cosfsinb. (41)

B. Método de Runge-Kutta-Fehlberg

El método ntimero usado en la realizacién de este trabajo es el método de Runge-
Kutta-Fehlberg también conocido como RKF45, ya que es un método de cuarto
orden con un error local estimado de quinto 6rden y un error total acumulado de
cuarto orden, que ademas permite un paso adaptativo cuyo tamano se determina
automaticamente de acuerdo a la tolerancia requerida por el problema. Este método
requiere evaluar la funcién seis veces por paso (Kahaner et al., 1989). Asumiendo el
valor principal del problema

Y= f(t7y)7 y(tO) = Yo, (42)

donde yy es una condicién inicial dada, el RKF45 consiste en los siguientes pasos:

1. Se escoge un tamano de paso h > 0 y calcula las funciones aq, as, as, ay, as, ag
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Cco1mo

ap = f(tn:yn)>

1 1
Qo = hf(tn + Z_]:h’ Yn + ZOZl)’
9

3 3
az = hf(t, + gh, Yn + 5061 + 3—2042)7
_hf 12, 1932 7200 7296
A= A T gl Yn T 5197 T 919742 T 5197

),

439 3680 845
a5—hf(tn+h7yn+%oz1—8a2+ 513 Oé3—4104044),
| 8 3544 1859 11
A = hf (b + Sy = 700 4200 = 5omas + roras = pas):

La aproximacién a la solucién del problema (42) estd dada a cuarto 6rden como

25, 08 217 )
Yntt = Yn T 506 T 5565 T 4104 T 5

y un valor incluso mejor para la solucion es determinado usando un método RKF
de quinto 6rden

16 6656 28561 o 2 )
Sl = A T e T 0005 ™ T 56430 T 507 T 550

2. Luego, la estimacién del error puede calcularse usando,

e = |2n+1—yn+1|
1 128 2197 1

2
oy — ~ s+ — 45
‘3600‘1 1275%% T 75220 T 50" T 557 (4)

3. Si e > e, siendo e,,,, una tolerancia definida por el usuario antes de que el
método iterativo inicie, entonces se devuelve al punto 1 y se recalcula el tamano del
paso como sh, donde s esta dado por

I 1/4
5 — (L) 7 (46)
2|21 = Yni1l

Luego, el punto 1 se repite para el nuevo paso sh. Ahora, si por el contrario, e < €4z,
se acepta el tamano de paso h y el siguiente valor de y, es decir es y,11, se calcula
usando (43).



	Introducción
	Propiedades de la Métrica de Hartle-Thorne
	Métrica
	Horizonte de Eventos y Ergosfera

	Ecuaciones de las Geodésicas
	Potencial Efectivo
	Caso Particular sin rotación ni deformación (Schwarzschild)
	Caso Particular sin rotación pero con deformación (Q =0)
	Caso Particular con rotación (J =0) y deformación (Q =0)

	Órbita Circular Marginalemente Estable (ISCO)
	Órbitas en el plano ecuatorial
	Dispersión
	Órbitas Acotadas
	Órbitas de Un pétalo
	Órbitas de Dos pétalos
	Órbitas de Tres pétalos
	Órbitas de Cuatro pétalos

	Conclusiones
	Referencias
	Apéndices

