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“Puede que no sepamos nada de este mundo;
pero hay esta diferencia,

él cree saber aunque no sepa nada.

Y yo no sabiendo nada,

creo no saber.”

APOLOGIA DE SOCRATES
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Resumen

TITULO: SISTEMAS BINARIOS DE ESTRELLAS DE NEUTRONES COMO
SUPER-EMISORES DE ONDAS GRAVITACIONALES.

AUTOR: FIGUEROA HERNANDEZ, Juan Diego®.

PALABRAS CLAVES: Ondas gravitacionales, sistemas binarios compactos, estre-
llas de neutrones.

DESCRIPCION: En el presente trabajo se calcula la eficiencia de emisiéon de ondas
gravitacionales durante el proceso de fusion de objetos compactos, con especial enfoque
en sistemas binarios de estrellas de neutrones. El objetivo es determinar la detectabi-
lidad del objeto postfusion y comprender por qué en el evento GW170817 se detectd
una energfa tan baja en los canales de emisién electromagnética (del orden de 10¢ erg
), a pesar de que el defecto de masa del sistema binario es considerablemente mayor
(aproximadamente 2.5 x 10 erg). Se estudian y extienden modelos aproximados ya
propuestos en la literatura, como el modelo simplificado para la fusién cuasi-circular de
objetos compactos, propuesto en Ref. [1], y el modelo de leyes de conservacién descrito
en Ref. [2]. Estos modelos dividen la fusién en cuatro fases principales: i) régimen es-
piral adiabatico, ii) caida y fusién, iii) amortiguamiento o “ringdown”, y objeto final:
agujero negro de Kerr o estrella de neutrones con rotacion rapida. Para el andlisis y la
correspondencia entre el sistema inicial y final se utiliza, ademas de la férmula Newto-
niana de radiacion cuadrupolar, leyes de conservacion, tales como: la conservacion de la
energia, la conservacién del momento angular, la conservacion de la materia bariénica; y
relaciones cuasi-universales que describen a la estrella de neutrones axialmente simétri-
ca final que no emite radiacion gravitacional. Se estudia el impacto de la presencia o
ausencia de un disco de acrecién alrededor del objeto final y, el efecto de la rotacion de
las estrellas de neutrones que forman el sistema binario inicial. Por iltimo, se modela
el objeto postfusion como un elipsoide de Riemann-S y se determinan las caracteristi-
cas de la senal emitida en esta fase. Se determina que el intervalo de frecuencias de
las ondas durante la parte final del proceso se encuentra en el rango de los kHz. Esto
permite inferir la no detectabilidad de dichos objetos, al final de la evoluciéon, por parte
de los interferometros terrestres actuales, como LIGO y Virgo, cuyo rango 6ptimo de
operacion se encuentra entre 10 Hz y 1 kHz. No obstante, proyectos futuros como el
Telescopio Einstein esperan alcanzar una sensibilidad significativamente superior, tanto
en frecuencias bajas (por debajo de los 10 Hz) como en el rango de frecuencias altas
(hasta varios kHz), lo que permitiria detectar este tipo de senales. Para GW170817, la
emisién gravitacional durante la fase de inmersion y amortiguamiento (segin el modelo
de elipsoides de Riemann-S) genera una energia total en ondas gravitacionales del orden
de 10°® erg, con una eficiencia neta de hasta un 2%. Sin embargo, esto no es suficien-
te para explicar la baja energia detectada en los canales de emisién electromagnética.
Ademas, se determina que esta eficiencia no puede ser tan alta como la prevista en Ref.
[1], mayor al 5%. Modelos aproximados que siguen leyes generales de la fisica, como
los modelos en cuestién, sirven de guia para investigaciones numéricas mas detalladas.

“Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, José Fernando Rodriguez Ruiz (Director), Laura Marcela
Becerra Bayona (Codirectora), Luis Alberto Nuifiez de Villavicencio (Codirector).



Abstract

TITLE: BINARY NEUTRON STAR SYSTEMS AS SUPER-EMITTERS OF GRA-
VITATIONAL WAVES.

AUTHOR: FIGUEROA HERNANDEZ, Juan Diego®.

KEYWORDS: Gravitational waves, compact binary systems, neutron stars.

DESCRIPTION: The efficiency of gravitational wave emission during the merger
process of compact objects is calculated, with particular focus on neutron star binary
systems. The study aims to determine the detectability of the post-merger object and
explain why the GW170817 event exhibited such low energy in electromagnetic emis-
sion channels (of the order of 10%¢ erg), despite the binary system’s mass defect being
considerably larger (approximately 2.5 x 10° erg). Approximate models previously
proposed in the literature are studied and extended, including the simplified model
for quasi-circular merger of compact objects proposed in Ref. [1], and the conservation
law model described in Ref. [2]. The merger process is divided into four main phases:
i) adiabatic inspiral regime, ii) plunge and merger, iii) ringdown, and iv) final object
formation (Kerr black hole or rapidly rotating neutron star). The analysis employs, in
addition to the Newtonian quadrupolar radiation formula, conservation laws including
energy conservation, angular momentum conservation, and baryonic matter conserva-
tion, along with quasi-universal relations describing the final axially symmetric neutron
star that does not emit gravitational radiation. The impact of both the presence and
absence of an accretion disk around the final object is investigated, as well as the effect
of the neutron stars’rotation in the initial binary system. The post-merger object is
modeled as a Riemann-S ellipsoid, with the characteristics of the emitted signal in this
phase being determined. The frequency range of the waves during the final stage of the
process is found to lie in the kHz range. This result suggests that such objects at the
end of their evolution cannot be detected by current ground-based interferometers like
LIGO and Virgo, whose optimal operational range is between 10 Hz and 1 kHz. Future
projects like the Einstein Telescope are expected to achieve significantly superior sen-
sitivity in both low frequency (below 10 Hz) and high frequency ranges (up to several
kHz), enabling detection of these signals. For GW170817, the gravitational emission
during the plunge and ringdown phases (according to the Riemann-S ellipsoid model)
is calculated to produce a total energy in gravitational waves of the order of 10°3 erg,
with a net efficiency of up to 2 %. This efficiency is found to be insufficient to explain the
low energy detected in electromagnetic emission channels. Furthermore, the efficiency
cannot be as high as predicted in Ref. [1] (greater than 5%). The approximate models
following general physics laws, as discussed herein, provide valuable guidance for more
detailed numerical investigations.

“Faculty of Sciences, School of Physics, José Fernando Rodriguez Ruiz (Director), Laura Marcela
Becerra Bayona (Co-director), Luis Alberto Nufiez de Villavicencio (Co-director).
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Notacion

Los indices griegos representan cualquiera de los nimeros {0, 1,2, 3}, mientras que los
indices latinos representan cualesquiera de los nimeros {1,2,3}. La derivada parcial
0, A" se denotard como A”  y la derivada covariante V,A” como A" ,. La signatura de
la métrica g,, es (—,+,+,+). Los simbolos de Christoffel estan dados por:

1
I 59”” (Gpow + Guop — Guvol (0.0.1)

y las componentes del tensor de Riemann y Ricci por:

0 _ TP  _ TP PO _ TP TC

R puAxv Fuu)\ Fu)\,u + F)\UF,UJ/ FI/UFN/V
_ o

R, = R,

La distancia a la fuente se denotard por D, la distancia de separacion entre los objetos
binarios que se encuentran fusionando se denotard por ry.,, €l radio y la masa gravi-
tacional de cada estrella se denotaran por R; y m;, i=1,2, y en caso de que no haga
falta especificar la estrella simplemente serdn R y M. La variable r denotara el rango
de valores que va desde cero hasta el radio de la estrella R (se emplea en el estudio de
politropas), y M, representard la masa total gravitacional del sistema. La frecuencia
angular rotacional de una estrella se denotara €,.;, y la frecuencia angular de las ondas
gravitacionales se denotaran por wg,,.

El lambertiano viene dado por:

2
-t o (0.0.4)

La derivada parcial de la componente temporal del 4-vector dyf se relaciona con la

derivada temporal de la siguiente manera: dyf = %ft = % 1.

Sea T}, un tensor de rango dos, la simetrizacién de los indices se expresa de la siguiente
manera:

1
T(W) = ) (le + Tvu)

La circulacién normalizada se denotard C' y la compacidad de las estrellas C.



Introduccion

La primera deteccion de ondas gravitacionales, GW150914, se realizé en 2015 por el
observatorio LIGO y fue consistente con la fusién de dos agujeros negros [3]. Poste-
riormente, en 2017, se detecto el evento GW170817, consistente con la fusiéon de dos
estrellas de neutrones [4]. A diferencia de la deteccién anterior, este evento permitié
no solo la observacién de las ondas gravitacionales, sino también la identificacion de
su contraparte electromagnética GRB170817A. La deteccion simultanea en multiples
canales resulta de gran importancia, ya que posibilita la determinacién del corrimiento
al rojo, la asociacién de estos eventos con estallidos de rayos gamma (GRB) cortos y la
confirmacién de la produccion de elementos pesados, como el oro y el platino, en dichas
fusiones [5]. Hasta la fecha se han detectado mas de 200 eventos de fusién de objetos
compactos que involucran emisién de ondas gravitacionales [6]. En contraste, solo se ha
confirmado una deteccion de ondas gravitacionales consistente con la fusién de estrellas
de neutrones.

La expectativa general es que los sistemas de agujeros negros binarios generan escenarios
que pueden emitir ondas gravitacionales de manera mas eficiente que otros sistemas,
como los sistemas binarios de estrellas de neutrones. Esto se respalda por el hecho de
que, al ser mas compactos los agujeros negros, registran campos gravitacionales intensos
y altas velocidades durante su fusion [7]. La compacidad de estos objetos viene dada
por la expresion C = %,
masa del objeto, R es su radio y c es la velocidad de la luz.

donde G es la constante de gravitacién universal, M es la

Aunque las fusiones de agujeros negros generan deformaciones espacio-temporales mas
intensas que otros sistemas compactos, como las estrellas de neutrones, esto no garan-
tiza que sean las fuentes mas detectables de ondas gravitacionales. La detectabilidad
depende tanto de la amplitud de la senal como de su duracién y caracteristicas espec-
trales. Dado que los detectores actuales responden a la energia recibida dentro de sus
rangos de frecuencia caracteristicos, es fundamental analizar si los procesos de fusién
de otros objetos compactos, con una emision prolongada, podrian ser més detectables
que eventos breves pero intensos de fusién de agujeros negros de masa equivalente [1].
Lo anterior resulta clave para optimizar la identificaciéon de eventos gravitacionales y
ampliar la comprensién sobre el origen y la evolucion de las fuentes de ondas gravita-
cionales. En particular explicar por qué en el evento GW170817 se detecté tan poca
energfa en canales de emisién electromagnética, del orden de 10*® [erg] [8], cuando el
defecto de masa del sistema binario se estima en el orden de 10 [erg] [4]. Esto plantea
la posibilidad de que dicho fenémeno pueda explicarse mediante un sistema binario de
estrellas de neutrones super-emisor de ondas gravitacionales.

En una fusién de agujeros negros, una fraccién significativa del momento angular orbital
se transfiere al momento angular de rotacién del agujero negro de Kerr resultante [9, 10].



CONTENIDO

La fraccion retenida esta restringida por la condicién de no superar el estado extremal
de un agujero negro de Kerr, expresada mediante el parametro adimensional de espin
ay = G‘]I\jQ <1 [l1, 12] donde J y M son el momento angular y la masa gravitacional
del agujero negro. En contraste, en la fusion de estrellas de neutrones, el momento

angular de la estrella remanente tiene un limite inferior al del agujero negro de Kerr.
Esto se debe al equilibrio entre la fuerza centrifuga y la atraccion gravitacional en su
superficie. Segin [13], una estrella de neutrones solo serd estable si J < 0.7%. Como
consecuencia, la estrella de neutrones podria llegar a liberar mas energia, AE = AJSQ,
de su orbita justo antes de la fase de fusion. Esto podria resultar en una mayor emisién
de ondas gravitacionales y, en principio, una mayor detectabilidad. De lo contrario, si
la estrella de neutrones pierde masa suficiente, colapsaria formando un agujero negro
[14].

Ademas, el objeto estelar postfusién podria experimentar deformaciones significativas
debido a su menor compacidad en comparacién con un agujero negro, lo que influiria
en la eficiencia de emisién gravitacional. La presencia de un disco de acrecién a su
alrededor también podria alterar la dinamica del sistema y por lo tanto la radiacion
emitida, ya que el disco contiene tanto parte de la masa del sistema, como momento
angular [2]. Por ello, en este trabajo se analiza el impacto de la formacién de dicho
disco, asi como la morfologia del remanente, en la eficiencia de la emision gravitacional.
Tal eficiencia se estima como la razén entre la energia liberada en forma de radiacion
gravitacional y la energia total del sistema.

La morfologia de un remanente estelar se puede asociar con la de un elipsoide, es de-
cir con un objeto cuya superficie es tridimensional cerrada y caracterizada por tres
ejes independientes y secciones planas con forma de elipses. A partir de esta figura de
equilibrio autogravitante y su evolucién a lo largo de una secuencia de equilibrio de
Riemann-S se tendria la energia emitida por el remanente en forma de ondas gravita-
cionales, asi como las caracteristicas de la senal emitida. Esta energia total emitida en
forma de ondas gravitacionales determina si el sistema corresponde a un super-emisor,
es decir, un sistema que emite mayor cantidad de energia por unidad de masa en forma
de ondas gravitacionales que su andloga binaria de agujeros negros de masa equivalente.
Un posible candidato seria entonces una binaria de estrellas de neutrones cuya fusién
forme otra estrella de neutrones de rotacién rapida en lugar de un agujero negro. Sin
embargo, para sistemas binarios de estrellas de neutrones suficientemente masivos, el
colapso a un agujero negro ocurre de manera inmediata tras la fusién. Esto sucede si
la masa de la estrella recién formada, bajo rotacién uniforme, es igual o superior a 1.2
veces la masa maxima permitida para una estrella estable y no rotante, determinada
por la ecuacién de estado correspondiente [15, 16]. En particular, segun [15], la masa
maxima que una estrella compacta no rotante puede soportar contra la gravedad se
encuentra en el rango de 2.01 Mg a 2.16 M.

La estructura del trabajo es la siguiente: en el Capitulo I se presentan los conceptos
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bésicos de la relatividad general, los fundamentos de las ondas gravitacionales y casos
particulares de sistemas que radian ondas gravitacionales. En el Capitulo II se detallan
las fases de la fusion de un sistema binario, la relaciéon masa-radio determinada por las
ecuaciones de estado de las estrellas, asi como las leyes de conservacion y las relaciones
cuasiuniversales que permiten relacionar las propiedades del sistema antes y después de
la fusion. En el Capitulo III se describen los modelos del objeto postfusion: esferoides
de Maclaurin, elipsoides de Jacobi y elipsoides de Riemann tipo S. Estos objetos se
utilizan para modelar la estrella rotante y altamente deformada, resultado de la fusion.
En el Capitulo IV se aplican estos modelos al evento GW170817 para analizar la energia
emitida durante todo el proceso de fusion y evaluar si estos modelos explican la baja
cantidad de energia detectada en otros canales de emisién. Finalmente, en el Capitulo
V, se presentan las conclusiones y la discusion de los resultados.
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CAPITULO I

Fundamentos de las ondas
gravitacionales

Las ondas gravitacionales son perturbaciones en la geometria del espacio-tiempo que se
propagan a la velocidad de la luz, predichas por Einstein en el marco de la relatividad
general [17, 18]. Su origen se encuentra en sistemas astrofisicos altamente dindmicos,
como la fusién de objetos compactos. A pesar de su débil interaccién con la materia,
su deteccién ha sido posible gracias a interferémetros de alta precision, como LIGO y
Virgo.

En este capitulo, se presenta el formalismo tedrico para describir estas ondas en la apro-
ximacién de campo débil. Mediante la aproximacién de espacio-tiempo de Minkowski
perturbado, se deriva la ecuacion de onda gravitacional, determinando sus modos de
polarizacién y caracteristicas de propagacion. Finalmente, se introduce el tensor de
energia-momento asociado y su papel en la transferencia de energia.

1.1. Teoria de la relatividad general

La teoria de la relatividad general de Einstein es una teoria relativista de la gravedad,
que hasta el momento ha sido verificada experimentalmente [19]. Las ecuaciones de
campo de esta teoria son:

1 8rG
G/W = ij — §Q/WR = 771“,, (111)

donde T),, es el tensor energia-momento, g,, es la métrica del espacio-tiempo, y G, es
el tensor de Einstein. Este ultimo se construye a partir del tensor de Ricci y la métrica
para garantizar consistencia con el limite newtoniano. Especificamente, debe incluir
términos lineales en las segundas derivadas de los coeficientes métricos, condicion que
satisface el tensor de Ricci [12].

12



CAPITULO I. FUNDAMENTOS DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

1.2. Fundamentos de las ondas gravitacionales

En el limite de campo débil, la métrica del espacio-tiempo g,, es aproximadamente
plana:

Y = Ny + Py, (1.2.1)

donde h,, es una perturbacién de tal manera que |h,| < 1, y 7, corresponde a
la métrica del espacio-tiempo de Minkowski. Este sistema de coordenadas se llama
marco de referencia cercanamente lorentziano. Este marco de referencia se contruye
al proporcionar la condiciéon de campo gravitacional débil y bajas velocidades en la
fuente: v < c¢. Estas condiciones se cumplen en general en el universo, excepto en
regiones cercanas a agujeros negros y estrellas de neutrones, o en el inicio del universo
[12]. Al reemplazar esta expresion de la métrica en las ecuaciones de Einstein (1.1.1) y
conservando los términos a primer orden en h,,, se obtiene la siguiente ecuacion:

7 = - 167G
h;w,)i/\ + nuuhag’aﬁ —2h > = —LTW, (1.2.2)

Alpv) A
donde BW =hu —nuwh/2,y h = h,*. La métrica del espacio-tiempo no esta comple-
tamente determinada, ya que existe una libertad en la eleccién de coordenadas. En la
aproximacién de campo débil, esta libertad da lugar a transformaciones de gauge sobre
la perturbacién h,,,, que tienen la forma:

h;“/ = h,uz/ - f,u,l/ - gu,;u (123)

donde &* es un pequeno cambio en las coordenadas. Las ecuaciones de Einstein proveen
libertad para elegir condiciones sobre las transformaciones de gauge que las simplifique
sin cambiar la fisica. El gauge de Lorentz es precisamente una de estas elecciones per-
mitidas, ya que se puede encontrar una funcién &* que haga que Baﬁ, 5 = 0. En otras
palabras, la teoria da suficiente libertad para elegir un sistema coordenado que satisfaga
esta ultima condicién. Al imponer el gauge de Lorentz, la ecuacién (1.2.2) es:

167G
—— T, (1.2.4)

hoA =

O hﬂl’ JTI79.N

la cual en el vacio toma la forma de la siguiente ecuacion de onda:

Ohy, = 0. (1.2.5)

En sintesis, en el limite de campo débil y en el gauge de Lorentz, las ecuaciones de
Einstein se reducen a una ecuacién de onda, donde se aprecia que la velocidad de

13



1.3. POLARIZACION DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

propagacién corresponderia a la de la luz [20]. De este modo, la Teoria de la Relatividad
General de Finstein concilia la idea de interaccion no instantanea con la comprension de
la fuerza gravitacional, por medio de ondas gravitacionales que viajan a una velocidad
finita.

1.3. Polarizacion de las ondas gravitacionales

Con el fin de entender estas ondas gravitacionales se busca un marco de referencia
en el cual se simplifiquen las componentes del tensor BW. A priori este tensor tiene 16
componentes, ya que como se mostré en la notacion los indices griegos denotan cada uno
4 componentes; sin embargo, al heredar la simetria del tensor energia-momento (1.2.4),
tendria tan solo 10 componentes independientes. Ademas, el gauge de Lorentz, Blw’” =0,
impone 4 ecuaciones adicionales las cuales implican 4 restricciones. Estas 4 restricciones
surgen porque es posible elegir condiciones iniciales que fijen 4 componentes de BW (por
ejemplo, BOu = 0) en todo el espacio-tiempo. El tensor BW queda con 6 componentes
independientes, pero aun se puede realizar otra transformacién de gauge que cumpla
las siguientes ecuaciones, y que mantiene al sistema en el gauge de Lorentz:

hpu” =0,
by, = 0.

La primera condicion corresponde a elegir un observador lorentziano particular, en
donde su cuadrivelocidad u” es transversal a BW. A priori esta condicién impone 4
ecuaciones, sin embargo, debido a la normalizacién del vector cuadrivelocidad — (u%u®)+
(u'u') = —1 entonces se puede expresar una de las ecuaciones como funcién de las otras
4, lo cual implica entonces solo 3 restricciones. La segunda condicién implica que en
este marco la traza del tensor l_zz es cero, asi que se impone una restriccion adicional.
Todo esto es conocido como el gauge transversal y sin traza (TT), que impone otras
4 restricciones en total a las componentes, reduciendo el niimero de componentes del
tensor h,, a tan solo 2. En otras palabras, solo existen 2 polarizaciones posibles para
las ondas gravitacionales si se requiere que se satisfagan las ecuaciones de campo de
Einstein.

Una vez en el gauge de Lorentz, las componentes (TT) de la solucién de onda pla-
na, propagandose en direccién n = k/|k|, pueden ser obtenidas usando el operador
proyector Fj;:

Pij = 0ij — nin;. (1.3.3)

Este proyector es espacial porque las componentes temporales ya han sido eliminadas
por el gauge de Lorentz. La perturbacién de la métrica queda expresada de la siguiente
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CAPITULO I. FUNDAMENTOS DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

manera:

1 _
h;TGT = (lepjm - éljmplm)hlm = Aij,lmhlm = Aij,lmhlm> (134>

donde se define el operador A, = (PyPjm — %Pijle). Si se parte de una solucion de
onda plana para h;; y se usa el gauge transversal y sin traza, la ecuacién (1.2.5) tendra
la siguiente solucién: hl" = e;;(k)e™™”, con k* = (w/c,k) y |k| = w/c, donde el tensor
e;j(k) es denominado el tensor de polarizacién. Debido a que las ondas se propagan
en la direccién n = k/|k|, las componentes distintas de cero de hiTjT estan en el plano
transversal a n. Si 7 se define como el eje z, entonces se tiene que [20]:

he he 0
hil(t,2) = [hx —hy 0| cos(wgu(t —z/c)), (1.3.5)
0 0 0

ij

donde wy,, corresponderia a la frecuencia angular de las ondas gravitacionales.

1.4. Tensor energia impulso y luminosidad asociada a las on-
das gravitacionales

En relatividad general no se puede definir la densidad de energia gravitacional en un
punto del espacio-tiempo, debido a que el principio de equivalencia permite eliminar la
fuerza gravitacional en dicho punto [12]. Por lo tanto, para determinar esta cantidad
fisica se debe recurrir a una definicién no-local. Como se muestra a continuacion, para
definir un tensor energia impulso no-local, se debe recurrir a segundo orden la teoria
de perturbaciones en la métrica [12].

G = 952 + B0 + b2 + O(h). (1.4.1)

), en este caso de la métri-

La métrica del espacio-tiempo depende del fondo original gffj
ca de Minkowski, y de las correcciones a primer y segundo orden en la amplitud de
las ondas, las cuales vienen dadas por las perturbaciones h,(},,) y h;(f,,), respectivamente.
Como senala Maggiore [20], a primer orden, h,(},,) describe ondas gravitacionales en el
limite lineal, pero a segundo orden, h,(fy) introduce efectos no lineales que modifican
la geometria de fondo: términos cuadraticos contribuyen al tensor de Einstein prome-
dio (G,.), haciendo que el fondo efectivo ya no sea plano. Esta curvatura inducida es
inevitable y obliga a reinterpretar el espacio-tiempo subyacente como un fondo curvo
cuando se consideran perturbaciones de segundo orden, lo cual es esencial para definir
cantidades fisicas como la densidad de energia gravitacional, que requiere promedios
espacio-temporales [20, 12]. Al reemplazar en las ecuaciones de Einstein se deduce que
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1.4. TENSOR ENERGIA IMPULSO Y LUMINOSIDAD ASOCIADA A
LAS ONDAS GRAVITACIONALES

el siguiente tensor, relacionado con perturbaciones del tensor de Ricci a segundo orden,

contribuye a la curvatura del fondo original de la métrica, por lo tanto se denota como
el tensor de energia-impulso de las ondas gravitacionales:

A 1
TEW) — ot RO)(h) — §g£§> R®), (1.4.2)

donde R® = (RZ)(h)) g((fg;), y el promedio de la contribucién a segundo orden del ten-

sor de Ricci es (Rfﬁ = —2{0,has0,h*?) [20]. Por notacién (-) representa el promedio
espacio-temporal sobre escalas mucho mayores que la longitud de onda A. Si adicional-
mente se impone el gauge de Lorentz se llega a la siguiente expresion para el tensor
energia impulso de las ondas gravitacionales:

4

c «
T = o= {0uhasd ). (1.4.3)

Dado que esta expresion esta construida tunicamente a partir de derivadas de la per-

turbacién métrica h,g, su valor no cambia bajo transformaciones de gauge de la forma
hyw — by + 0,8, + 0,€,, ya que los términos adicionales introducidos por la transfor-
macién se cancelan al tomar las derivadas [12]. Esto garantiza que T,wa) solo depende
de los grados de libertad fisicos de la onda gravitacional. Por lo tanto, al tratarse de
un invariante de gauge, es conveniente usar el marco de referencia (TT) para hallar la
densidad de energia:

2 2
@w) _ pewypo _ _© ity . © g2 g2 1.4.4
p 327TG< 17 3] > ].67TG< + + z>7 ( )

y el flujo de energia S, el cual viene dado por:

&
327G

of _ 1 ¢ . .
= = ¢f. Para una onda gravitacional, pro-

pagdndose en direccién n’ = 2%/ D, el flujo de energfa radial viene dado por S™ = n'S".

§i = (p@W0i _ _C g0y TT iy 1Ty (1.4.5)
Cabe recordar que por notacién 0y f =

Por lo tanto, la luminosidad de las ondas gravitacionales, correspondiente a la energia
total por unidad de tiempo cruzando la superficie de una esfera de radio D, es:

Liegw) =c / dAn;, T EV0 — / dATGEW)Or _ . / dATEW)00,
(1.4.6)

63D2 . . C3D2 . )
Liew) = 59O /dQ<hg;Thg;T> = /dQUﬁ iy,

Observe que se empleo la conservacion del tensor energia impulso para, por medio de

la ecuacién (1.4.3), tomar T(EWI0 = TEWIOr " ademds dS2 corresponde a el elemento
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CAPITULO I. FUNDAMENTOS DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

diferencial de dngulo sélido: dA = D?df). Determinar la luminosidad de las ondas
gravitacionales permite realizar un balance energético en la fase espiral de la fusién de
binarias, el cual se presentard mas adelante en el capitulo II.

1.5. Radiacion de ondas gravitacionales

Para determinar la luminosidad de las ondas gravitacionales a partir de la dinamica de
la fuente, se supone que la distancia D entre la fuente y el observador es mucho mayor
que la longitud caracteristica de la fuente, d (ver figura 1) y que la fuente se mueve a
velocidades no relativistas (v < ¢).

Strong Fields

Local Wave Zone

Distant Wave Zone

Figura 1: Esquema, no a escala, de las zonas relevantes en la generacion de ondas
gravitacionales. La zona de radiacién corresponde a las zonas de onda local y distante
(tomado de [21]). El radio r; esta dado por el mayor valor de distancia para el cual el
campo se comporta como un campo de zona cercana (campos fuertes) o hay corrimiento
al rojo (por la fuente). Por otro lado, el radio exterior, mayor a r,, estd determinado
por el punto en el que hay corrimiento al rojo y/o refracciéon producida por el fondo
(no por la fuente).

En este contexto, la zona de radiacion se divide en dos regiones clave: la zona de onda
local (r; < D < r,), donde las ondas gravitacionales se propagan como ondas planas en
un fondo aproximadamente plano sin efectos cosmologicos significativos; y la zona lejana
(D > r,), donde la curvatura del universo (corrimiento al rojo) afecta la propagacion.
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1.5. RADIACION DE ONDAS GRAVITACIONALES

Esta division garantiza que, para D > d, la energia radiada se calcule en un régimen
donde las ondas gravitacionales son detectables.

Bajo estas consideraciones, se obtiene la expresiéon en la aproximacion cuadrupolar para
la perturbacion gravitacional, donde el momento cuadrupolar de masa se calcula en la
aproximacién Newtoniana (ver desarrollo en A). La solucién de la ecuacién (1.2.4) en
el régimen de campo débil y fuente no relativista es:

2G

TT _
hij (t,x) ~ D&

cuad

Amm@kl(t - D/C), (151)

donde Q" corresponde al momento cuadrupolar de la masa, el cual se halla a partir
del segundo momento en la masa de la fuente M%7 = c% [ &2 T, x" )" 2", que en
tltimas depende del tensor energfa-momento en la fuente: Q¥ = M*% — 1% Mj,,. Cabe
aclarar que en algunos casos es mas conveniente calcular la perturbacion gravitacional
utilizando la expresion del segundo momento en la masa del sistema, en vez del momento

cuadrupolar del mismo:

2G

= mAij,klel(t — D/C) (152)

TT
hij (t,x)

cuad

La energia radiada se obtiene reemplazando la expresion (1.5.1) en la ecuacién de lu-
minosidad de las ondas gravitacionales (1.4.6). De acuerdo con el desarrollo presentado
en A, tal luminosidad corresponde a:

& G

P @(Qw@ﬁ- (1.5.3)

Ligw) =

1.5.1. Emisién gravitacional de una binaria

Determinar la emisién de ondas gravitacionales de sistemas binarios es fundamental
para comprender la fase espiral del proceso de fusién del sistema, la cual se detallara
en el capitulo II. Un sistema binario de masas puntuales consiste en dos objetos que
orbitan mutuamente alrededor de su centro de masa comun, ligados por su interaccién
gravitacional. Los objetos tienen masas gravitacionales m; y ms, y coordenada relativa
Xg = X1 — Xg, la cual describe un movimiento circular (ver figura 2) en el plano (x,y)
con una 6rbita parametrizada como:

To(t) = Tgep cos(Qt + E),

2
Yo(t) = rsepsin(Q2st + g), (1.5.4)
ZO(t) = 07
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’

AZ

*

> >
mo y’

4

X

Figura 2: Sistema binario con la geometria del problema, el observador se encuentra
fijo a una distancia D sobre el eje z’. La normal al plano de la érbita hace un angulo 0
con el eje 2’ [20].

donde la masa reducida del sistema es u = 7211”:32,

fuente es (2, y la distancia relativa entre las masas es 7,.,. En el marco de referencia

la frecuencia angular orbital de la

del centro de masa (CM), el segundo momento de masa estéd dado por:

MY = pad (t)z)(t). (1.5.5)

Las polarizaciones de la onda son (ver desarrollo en A.2):

14Guers,, (1 2
hi(t)=— s sT%p( o8 9) cos(29t)

D ct 2
1 4GuQ2r2, (1:56)
he(t) = ETP cos(0) sin(292t),

donde la frecuencia angular de las ondas gravitacionales corresponde a wgy,, = 2}, lo
cual es de esperar por la simetria del sistema: cada vez que el sistema da una rotacién
de 7, la configuracién de masa regresa a su estado inicial. Si adicionalmente se considera
la tercera ley de Kepler que relaciona la frecuencia orbital del sistema con la distancia

entre las dos masas puntuales, ? = W, y se define la masa de chirrido:

sep

(m1m2)3/5

M. = ,u3/5(m1 + m2)2/5 = Wa

(1.5.7)

entonces las ecuaciones (1.5.6) quedan expresadas de la siguiente manera:
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1.5. RADIACION DE ONDAS GRAVITACIONALES

5/3 2/3
0= (52" () (5o

c? c 2
(1.5.8)
5/3 2/3
he(t) = % (GC];/IC) <7Tf%> cos(0) sin(27 fyut),

donde fg, = wgw/27m es la frecuencia de las ondas gravitacionales. Al emplear estas
polarizaciones y la ecuacién (1.4.6) se llega a:

AL &D? ., ., 2GuPr, Q8
- 167rG<h+ +hy) = 79(9)7 (1.5.9)
donde , )
1 0
9(0) = (++S()) + cos?(0). (1.5.10)

Al integrar sobre el angulo solido se obtiene que la luminosidad de estas ondas gravi-
tacionales, en la aproximacién cuadrupolar para la perturbacion gravitacional, corres-
ponde a:

2
Low = —?rﬁepsz‘j. (1.5.11)
Adicionalmente, segiin [20], a partir de la transformadas de Fourier de hz-TjT se puede de-
terminar la tasa de cambio de la energia transportada en forma de ondas gravitacionales
respecto a la frecuencia de las mismas ondas:

dE 7?3 5/3
= (GM,)3 1B, 1.5.12
=g (CM) g (15.12)
La energia radiada por un sistema binario de masas puntuales corresponde a integrar
la anterior ecuacién respecto a la frecuencia:

2/3
Erod = Z—G (GM.)** f22. (1.5.13)

1.5.2. Emision gravitacional de un objeto triaxial rotante

Determinar la emision gravitacional de un objeto triaxial rotante, un cuerpo cuya forma
tridimensional se caracteriza por tener tres ejes principales de diferente longitud, es clave
para entender sistemas més complejos con autogravitacion, especialmente en el contexto
de la emisién gravitacional del remanente del proceso de fusién descrito en el capitulo
ITI. Se estudia un cuerpo elipsoidal, es decir un objeto volumétrico cuya frontera es una
superficie bidimensional cerrada caracterizada por tres ejes independientes (triaxial)
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CAPITULO I. FUNDAMENTOS DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

y secciones planas con forma de elipses. Se supone que este cuerpo rota rigidamente
alrededor de uno de sus ejes principales, 2, a una frecuencia angular llamada €,..;.
Se denotan (2, x},x%) como las coordenadas en el sistema de referencia del cuerpo,
que rotan con el mismo, y (z1,x2,23) como las coordenadas en un sistema fijo tal que
xfy = x3 (ver figura 3). Ambos sistemas estan relacionados por una matriz de rotacién
dependiente del tiempo R;;:

;= Ryaj,
cos(Qport)  sin(Qpt) 0 (1.5.14)
Rij = | —sin(Qott) cos(Qpet) 0
0 0 1

Qyort x
Xy rot \xl

Figura 3: Objeto triaxial rotante en el marco de referencia z; fijo, y el marco de referen-
cia o que rota con el cuerpo. Los ejes del sistema que rotan a una frecuencia angular
Q.o se encuentran alineados con los ejes principales del elipsoide. También se aprecia
el dngulo ¢ formado entre el eje de rotacién del sistema y la linea de visién sobre la que
se encuentra el observador lejano.

El tensor de inercia del objeto Z;;, se define como:
Ti; = /d3xp(t,X) (%67 — a'a?) . (1.5.15)

El tensor de inercia en el sistema (', 75, 73), denotado Zj; = diag(Z;,Z5,T3), es cons-
tante y se relaciona con el tensor en el marco (x1, 22, z3), Z;;, mediante:

T; = (RIR");, Ty = (R'T'R);. (1.5.16)
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1.6. POTENCIAL RADIACION-REACCION

Las polarizaciones de las ondas gravitacionales obtenidas a partir del tensor de inercia
y las segundas derivadas del momento cuadrupolar (ver detalles en A.3) corresponden

a:
1 2
i = A0, — T cos(20, 1) (%) |
p (1.5.17)
hy = m‘leot(ﬂ — T5) sin(28,.1t) cos .
c

donde ¢ corresponde al dngulo entre la linea de visién y el eje x3 respecto al cual
se encuentra rotando la estrella (ver figura 3). La frecuencia angular de las ondas
gravitacionales corresponde a wgyw = 2{2;0¢, andlogo al caso de emisiéon gravitacional en
sistemas binarios.

La luminosidad de las ondas gravitacionales en la aproximacion cuadrupolar se deter-
mina usando la ecuacién (1.5.3):

2
L:Egﬁ

5¢5 rot(Ié _11)2 (1518)

Asi que, la pérdida de energia del sistema por radiacién gravitacional estd dada por:

dE _ %96

E - 5¢5 rot(Ié _11)2 (1519>

1.6. Potencial radiacion-reaccion

Cuando una fuente emite radiacién gravitacional, como por ejemplo un objeto triaxial
rotante, pierde energia y momento angular. Esta radiacion afecta dindmicamente a la
fuente, por lo que se requiere describir este fenémeno mediante un potencial (e
que cuantifique la “reaccion” de la radiacion. Es decir, la influencia retroactiva que las
ondas gravitacionales ejercen sobre el sistema que las genera y que, por lo tanto, puede
influir en el campo de velocidades de la materia que compone al objeto. Este potencial
P(react) ests directamente relacionado con la componente temporal de la perturbacién

métrica hégem) a través de [12]:

reac 1 reac
i t>=—§hgo 2 (1.6.1)

t) .. . p . . . . .,
donde h&eac ) inicamente contiene los términos principales asociados a la reaccién pro-
ducto de la radiacién (ver detalles en B). Para hallarlo primero se retoma la solucién
espacial de la perturbacion de la métrica en el gauge original:

- 2G
hij (t, X) = m

cuad

Q(t—D/c). (1.6.2)
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CAPITULO I. FUNDAMENTOS DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

Esta solucion si bien no es exacta en presencia de materia, si es una solucion exacta
de las ecuaciones de campo en el vacio, valida tanto para las zonas intermedias y las
cercanas (D < A con D > d) como en la zona de radiacién (ver figura 1). Se toman las
siguientes consideraciones:

= Condicién de frontera de onda saliente en el infinito, lo que resulta en la depen-
dencia temporal ¢t — D /c. Esta condicién impone que las perturbaciones métricas
l_zij solo representen ondas gravitacionales que se alejan de la fuente (radiacién sa-
liente), y no ondas entrantes desde el infinito. La forma funcional t — D/c indica
que las perturbaciones en un punto x (a distancia D = |x| de la fuente) estan de-
terminadas por el estado de la fuente en un tiempo retardado t,e, =t — D/c. Esto
es consistente con la velocidad finita de propagacion de las ondas gravitacionales.

= Expansion de ﬁij en series de potencias de D para estudiar las contribuciones
cerca de la fuente. Es decir, separar las contribuciones del campo cercano y lejano,
donde los términos de orden superior codifican efectos no lineales y de estructura
finita de la fuente, cruciales para modelar la reaccién radiativa.

Mediante una transformacion en un gauge Newtoniano, se obtiene la expresion:

reac 2 j
plreact — _gQﬁ)xﬂx’“, (1.6.3)

donde el siper indice entre paréntesis representa el orden de la derivada temporal. El
potencial de reaccion a la radiacion se escribe como:

d = —%hgg“’“"“ = éQg.;w. (1.6.4)
Para mas detalles sobre las derivaciones matematicas ver el apéndice B. En objetos
compactos no axisimétricos, como estrellas elipsoidales o discos de acrecién, et
puede inducir torques en la fuente que redistribuyen el momento angular interno. Esto
puede llevar a la reconfiguracién de la estructura del objeto o incluso a la formacion de
nuevas inestabilidades dindmicas, como precesiones anémalas o modos oscilatorios no
lineales [12]. Estos aspectos seran particularmente relevantes en el Capitulo I1I cuando
se analice la emisién gravitacional de una estrella de configuracion elipsoidal.

1.7. Deteccion de ondas gravitacionales

Dado que las senales de las ondas gravitacionales son muy tenues, se requieren instru-
mentos muy sensibles para su deteccién. En varios paises, se han construido dispositivos
especializados para este proposito, principalmente utilizando técnicas de interferometria
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1.7. DETECCION DE ONDAS GRAVITACIONALES

para obtener mediciones precisas. Estos detectores miden las distancias relativas entre
cuerpos de referencia. La idea principal es medir las distancias entre espejos a través
de haces de laser que se reflejan entre ellos. La configuracion tipica corresponde a un
interferometro de Michelson y Morley, el cual es una estructura en forma de “L” con
espejos en los extremos y en el dngulo, como se muestra en la figura 4. Al combinar los
haces de luz de los dos brazos, se genera un patrén de interferencia que se utiliza para
medir las variaciones en la distancia relativa entre los espejos causadas por el paso de
una onda gravitacional.

Pantalla

Patrén de Interferencia

Objetivo de
Microscopio
Ly

Divisor de Haz
Léser \ ’ ’

L, Espejo Plano 1

V7777 A

Espejo Plano 2

Figura 4: Esquema del interferémetro de Michelson y Morley [22].

Con respecto a los detectores, Virgo, por ejemplo, corresponde a un interferémetro de
Michelson aislado de perturbaciones externas, capaz de medir ondas gravitacionales
cuya frecuencia se encuentre entre los 10 Hz hasta los 10 kHz. Por lo tanto, es poten-
cialmente sensible a la deteccion de fusion de un sistema binario compacto, estrellas de
neutrones o agujeros negros y explosién de supernovas [23]. Sin embargo, su funciona-
miento 6ptimo estd en el rango de 10 Hz hasta 1 kHz. La primera deteccién de ondas
gravitacionales se llevé a cabo utilizando los observatorios LIGO, ubicados en Hanford,
Washington, y Livingston, Luisiana, Estados Unidos [3]. LIGO es un observatorio de
ondas gravitacionales también por interferometria laser, cuyo rango de frecuencias es
de 30 a 7000 Hz. No obstante, su rango de funcionamiento éptimo esté en el rango de
10 a 1000 Hz aproximadamente.

Por otra parte, en el caso de LISA, constara de tres naves espaciales, con forma de discos
de hockey, orbitando a cinco millones de kilémetros entre si, formando un tridngulo
equildtero. El espectro de ondas gravitacionales de LISA cubre una amplia gama de

24



CAPITULO I. FUNDAMENTOS DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

frecuencias, ya que opera en el rango de baja frecuencia, entre 0,1 mHz y 1 Hz. Por
lo cual, LISA puede detectar ondas gravitacionales provenientes de fuentes tales como:
binarias ultracompactas en nuestra galaxia, fusiones de agujeros negros supermasivos y
espirales con proporciones de masa extrema [24]. Por ultimo, el Telescopio Finstein, es
un proyecto de detector de ondas gravitacionales de tercera generacion, disenado para
operar en un rango de frecuencias entre 1 Hz y 10 kHz [25], con una sensibilidad diez
veces mayor que los detectores actuales.

Segun la teoria de la relatividad general, la accién de una onda gravitacional sobre
masas de prueba corresponde a dos modos distintos de cémo el espacio-tiempo se estira
y encoge perpendicular a la direccién de propagacion; el modo dado por la polarizacién
+ y el dado por la polarizacién x (ver figura 5).

t

t

Figura 5: Representacion esquematica de las dos polarizaciones de las ondas gravita-
cionales: hy (arriba) y hy (abajo), que corresponden a los tnicos grados de libertad
fisicos en el gauge T'T. Los anillos con trazo discontinuo muestran la posicién del anillo
en ausencia de ondas gravitacionales (Imagen tomada de [26]).

Estas polarizaciones no ejercen fuerzas clasicas sobre las particulas, sino que cambian
las distancias relativas entre masas de prueba en caida libre, al modificar la geometria
misma del espacio-tiempo [20]. Que existan solo dos polarizaciones es consecuencia de
la estructura de la teoria de la relatividad general.
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CAPITULO II

Sistemas binarios y leyes de
conservacion

En astrofisica, el término sistema binario se utiliza para referirse a dos objetos que estan
ligados por su fuerza gravitacional, orbitando uno alrededor del otro. Estos pueden ser
dos estrellas, dos agujeros negros, un agujero negro y una estrella, entre otros. La
radiacién de ondas gravitacionales impulsa a los sistemas binarios cada vez més cerca
uno del otro, hasta que los dos cuerpos se fusionan en un evento violento que emitiria
una intensa rafaga de ondas gravitacionales. La senal gravitacional emitida justo antes
de la fusion es de gran importancia para estudiar los sistemas binarios compuestos por
objetos compactos [7]. A una distancia relativa r,., mayor, entre las estrellas, menor es
su velocidad relativa y, por lo tanto, la senal de onda gravitacional es mas débil. Esto
se puede concluir de las ecuaciones expuestas en la seccién 1.5.1. La distancia relativa
justo antes de la fusién depende de la compacidad de los objetos [2], la cual viene dada
por C; — 523
empiece la fusion. Por lo tanto, uno de los factores mas relevantes en la eficiencia de

ya que la compacidad determina la distancia minima justo antes de que

emisién de ondas gravitacionales, es precisamente la compacidad de los cuerpos que se
estan fusionando. Tal eficiencia se estima como el cociente entre la energia liberada en
forma de radiacién gravitacional y la energia total del sistema.

Sin embargo, existen otros factores que influyen en la eficiencia de la emisién de ondas
gravitacionales, como: (i) la relacién entre la energia emitida y el momento angular
emitido, (ii) el momento angular del objeto final estacionario, y (iii) la presencia de un
disco de acrecion asociado. Un aspecto particularmente relevante para las contrapartes
electromagnéticas es la formacién de discos remanentes. De hecho, como se discute en
[27], tales discos pueden generarse con masas del orden de 0.1M, cuando el material
del sistema adquiere suficiente soporte rotacional durante la fusion. La existencia de
una correlacion directa entre las configuraciones pre y postfusion resalta la necesidad de
caracterizar la evolucion dinamica del sistema a lo largo de todas las etapas del proceso
de fusion.
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2.1. Fases de la fusion de los sistemas binarios

El proceso de fusién de binarias se puede dividir en cuatro fases: inmersion, fusiéon, amor-
tiguamiento y objeto final [28]. Durante la fase de inmersién, a medida que la binaria
pierde energia debido a la radiacién gravitacional, las masas se acercan gradualmente
entre si. Un sistema binario compacto en proceso de inmersion puede describirse como
dos particulas puntuales con masas m; y ms, que sigue orbitas cuasi-circulares, es decir,
cuyo decaimiento es lento, respecto al periodo orbital, alrededor del centro de masa.

my me

Ry R

T

I L I
\/

Figura 6: Sistema binario en el que se aprecian los radios R;, masas gravitacionales m,,

-~

y distancias desde el centro de masa de cada estrella al centro de masa del sistema r;,
con i=1; 2. La frecuencia angular a la que giran respecto al centro de masa se denota €2,
el momento de inercia de cada estrella respecto a su propio eje de rotacién se denomina
I;, y la distancia relativa entre las estrellas se denomina r,., = r; + 72 (imagen tomada

de [1]).

Durante la fase de inmersién el sistema presenta una evolucién adiabatica, es decir, un
proceso en el cual los cambios ocurren de manera gradual y lenta en comparacion con
otros tiempos caracteristicos del sistema. El sistema evoluciona adiabaticamente si:

§§<L (2.1.1)

S
donde € corresponde a la frecuencia angular orbital de la binaria [20]. En el sistema
de masa reducida, y en el régimen Newtoniano, la energia orbital de la binaria, con-
siderando el movimiento traslacional y no el espin de cada estrella, corresponde para
orbitas circulares a:

G
Epy =T+ W = — 4112 (2.1.2)

27 sep
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2.1. FASES DE LA FUSION DE LOS SISTEMAS BINARIOS

donde Ty W corresponden a la energia cinética traslacional del sistema y energia
potencial gravitacional respectivamente, mientras rg, corresponde a la distancia entre
las binarias (ver figura 6). La anterior ecuacién se puede expresar en términos de la
masa de chirrido y de la frecuencia angular de las ondas (f,, = 2f5);

2/3

R Tel (GM,)*? f2/3. (2.1.3)

qw
Esta expresion es equivalente a la energia emitida en forma de ondas gravitacionales
por un sistema binario de masas puntuales (1.5.13). Por lo tanto, la energia orbital
perdida se emite toda en forma de ondas gravitacionales, AFE,,, = —AFE,.q, sin afectar
el espin de las estrellas. La potencia emitida por el sistema binario corresponde a la
luminosidad de las ondas gravitacionales, es decir:

. 3265 [ M.Guw,o \ ' 2 fG2MP\ Y3
L w _Eor = < A == L ~1/3; w- 214
g NE ( 263 ) 3( 32 ) Wow Wy (2.14)

Despejando wy,, se obtiene:

M, 5/3
g = 315 (G—g) wi/3, (2.1.5)

5 c gw

Al medir el comportamiento de esta frecuencia a lo largo del tiempo se puede dar
un estimado de la masa de chirrido de la fuente. La frecuencia f,, aumenta en todo
momento de la fase de inmersién, y por lo tanto con base en la ecuacién (1.5.8) la
amplitud de la propia onda gravitacional h(t) también aumenta a medida que el sistema
evoluciona.

Después de la fase de inmersion, las dos masas atraviesan la fase de fusién. Esta puede
conducir a la formacion de un agujero negro, en caso de que al menos uno de los objetos
sea un agujero negro, o de una estrella de neutrones de rapida rotacién, si ambos objetos
son estrellas de neutrones no tan masivas y se expulsa suficiente momento angular. En
ambos casos, se libera una fraccion de su energia en forma de ondas gravitacionales
[29]. Esta fase empieza formalmente cuando no se satisface la condicién adiabética,
ya sea porque los objetos entran en contacto, porque exista transferencia de masa o
porque se llegue a la orbita circular estable més interna (ISCO). Los detalles de la
determinacién del inicio de esta fase seran expuestos en la seccién 2.2. Esta fase de
fusion suele ser estudiada por medio de simulaciones de relatividad numérica porque se
deben considerar efectos no lineales en fuertes campos gravitatorios y el acoplamiento
materia-geometria en regimenes relativistas [30].

Al terminar la fusién e iniciar la etapa de amortiguamiento, el remanente estd inicial-
mente deformado e irradia la energia asociada con estas deformaciones en forma de
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ondas gravitacionales y otros canales de emision, hasta que se estabiliza en un obje-
to axialmente simétrico. En una fusién de agujeros negros, una fraccion significativa
del momento angular orbital se transfiere al momento angular de rotacion del agujero
negro de Kerr resultante [9, 10]. La fraccién retenida esta restringida por la condicién
de no superar el estado extremal de un agujero negro de Kerr, expresada mediante el
parametro adimensional de espin a, = Gﬁz <1 [11, 12] donde Jy M son el momento
angular y la masa gravitacional del agujero negro. En contraste, en la fusion de estrellas
de neutrones, el momento angular de la estrella remanente tiene un limite inferior al
del agujero negro de Kerr. Esto se debe al equilibrio entre la fuerza centrifuga y la
atraccion gravitacional en su superficie. Segin [13], una estrella de neutrones solo serd
estable si J < 0.7GTM2. En el caso de un agujero negro de Kerr, al ser solucién de vacio,

no hay materia y por lo tanto no existe tal limite. Como consecuencia, la estrella de
neutrones debe liberar mas energia, AE = AJS), desde su érbita justo antes de la fase
de fusién. Esto podria resultar en una mayor emisién de ondas gravitacionales y, en
principio, una mayor detectabilidad. De lo contrario, la estrella podria perder masa y
colapsar en un agujero negro. Ademas, el remanente estelar postfusién podria experi-
mentar deformaciones significativas debido a su menor compacidad en comparacion con
un agujero negro, lo que influiria en la eficiencia de emisién gravitacional. La presencia
de un disco de acrecion a su alrededor también podria alterar la dinamica del sistema
y la radiacién emitida. En sintesis, la etapa de amortiguamiento es crucial para deter-
minar si la energia emitida en forma de ondas gravitacionales podria ser mayor en el
caso de estrellas de neutrones que en el caso de agujeros negros, ya que la radiacién
depende de las caracteristicas que tenga el remanente [28].

2.2. Radio de fusion

Para estimar el momento en que finaliza la fase de inmersion y comienza la fase de
fusién, se definen los siguientes tres radios caracteristicos del sistema;

» Radio de contacto: Cuando la distancia 7., entre ambas masas corresponde a
la suma de los radios de cada una de ellas, es decir el radio de contacto rcont
corresponde a Ry + R, y por lo tanto las superficies de las estrellas estarian en
contacto. A partir de la definicién de compacidad de las estrellas C, y del cociente
entre masas ¢ = 2

= m

(con my > my) se obtiene la siguiente expresion:

.  GMo (Co+qCy)
CONT = c? (1 + q)C1€2 ’

(2.2.1)

» Radio de la érbita circular estable méas interna (ISCO por sus siglas en inglés): En
la geometria de Schwarzschild, existe un valor minimo de la distancia radial mas
alld de la cual ya no se permiten orbitas circulares estables. En las coordenadas
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2.2. RADIO DE FUSION

de Schwarzschild, esta se encuentra en rg., = 15c0 = %. Por lo tanto, para
binarias compuestas por agujeros negros o estrellas de neutrones, una fase que
atraviesa una sucesion de orbitas casi circulares y es impulsada por la emisién de
radiacién gravitacional, solo puede ocurrir a distancias rs, 2 Tsco [20], donde
todavia existen drbitas circulares estables. Al acercarse 7y, al valor de 7isco,
los efectos de campo fuerte se vuelven dominantes y la evolucién deja de ser
adiabatica, dando paso a una caida cuasi-radial. Si bien esta descripcién es exacta
en el limite de masa de prueba, para binarias con masas comparables existen
correcciones asociadas a la razén de masa simétrica v = p/M;o, que modifican
ligeramente la posicién efectiva de rigco. Con base en la Ref. [31], en sistemas
binarios de masas comparables (v = % para el caso de masas iguales), la ISCO
se ubica a un radio de 5.72 G M, /c? comparado con 6 GM;,/c* para el limite de

masa de prueba (v — 0).

» Radio de pérdida de masa por fuerzas de marea: Con base en el estudio [32] si se
modelan las estrellas como esferoides newtonianos incompresibles, existe una sepa-
racion orbital minima r\g, por debajo de la cual no se alcanza ninguna configura-
cién de equilibrio, es decir, una estrella comienza a transferir masa a su companera
debido a las fuerzas de marea. En esta aproximacién ryg = 2.2q_1/ 3Ry como se
muestra en [32]. Por otro lado, simulaciones numéricas en relatividad general de
estados de cuasi-equilibrio del tipo agujero negro-estrella de neutrones [33] sugie-
ren que la pérdida de masa ocurre a una distancia de ryg ~ 0.27072/3¢"1/3R,. Se
emplea la primera expresion, ya que el presente trabajo se enfoca en las binarias
de estrellas de neutrones.

El radio de fusién corresponde al mayor de los tres anteriores. Esta pauta depende de la
compacidad de los objetos que se estan fusionando, en el caso de los agujeros negros de
masa estelar su compacidad es de aproximadamente 0.5 pero en el caso de las estrellas
de neutrones depende de su relacion masa-radio. Por lo tanto es necesario implementar
posibles ecuaciones de estado (E.O.S) que determinan tal relacion.

Para el caso de los sistemas binarios de estrellas de neutrones se presentan 3 E.O.S,
cada E.O.S provee una relacién de masa-radio y masa-compacidad para cada una de
las estrellas (ver figuras 7 y 8). La compacidad de las estrellas de neutrones se en-
cuentra aproximadamente entre 0.05 y 0.3, y hay una relacién creciente entre la masa
gravitacional de la estrella y su compacidad.

La figura 9 muestra la razon entre el radio de contacto y el radio de la ISCO, en funciéon
de la masa total del sistema. Se observa en esta figura que para una misma E.O.S el
comportamiento de la curva es ligeramente el mismo e independiente de la razén de
masas, ¢. Se determinan los puntos de corte de las curvas de la figura 9 con la recta
horizontal dada por “€2XL — ], para encontrar a partir de que valores de masa total

rIsco
la ISCO supera la distancia de contacto, los resultados se aprecian en la gréafica 10.
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Figura 7: Relacién entre la masa gravitacional y el radio de una estrella de neutrones
modelada por tres ecuaciones de estado: EL3, NL3 y TMI1.
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Figura 8: Relacién entre la masa gravitacional y la compacidad de una estrella de
neutrones modelada por tres ecuaciones de estado: EL3, NL3 y TM1.
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En general si la masa gravitacional total del sistema es menor a 2.85M, entonces
rconT > T1sco, independiente del valor de ¢ y de la ecuacion de estado.

— EL3
—— NL3
2.51 — ™M1
2.0
Q
QO
]
&
~
1.5
O
1.0
0.5

Masa total del sistema [Mg]

Figura 9: Comparacion entre las distancias de contacto y de la ISCO en funcién de: (i)
la masa gravitacional total, (ii) la ecuacién de estado, y (iii) la razén de masas g = 1.0,
0.8, 0.6, 0.4. Cada valor de ¢ se representa con un estilo de linea distinto: sélido (-),
discontinuo (- -), punto-raya (-.), y punteado (:), respectivamente.

La figura 11 muestra la razon entre el radio de contacto y el radio de desprendimiento
de masa, en funcion de la masa total del sistema. Para este caso se considera que ¢
debe ser menor que 1, ya que la expresion dada para r,;¢ solo tiene sentido cuando
las compacidades de las estrellas son lo suficientemente distintas para que aparezcan
las respectivas fuerzas de marea [2]. En esta figura se aprecia que, siendo ¢ < 1, en
general la distancia de desprendimiento de masa serda mayor a la distancia de contacto,
independiente de la E.O.S.

En conclusion, para un sistema binario de estrellas de neutrones con ¢ < 1, la distancia
a tomar para determinar el paso de fase de inmersién a fase de fusion sera la distancia
ryms. Sin embargo, si ¢ &~ 1 entonces la férmula de desprendimiento de masa no aplica
porque la compacidad entre las estrellas seria comparable [33]. En el caso de binarias de
agujeros negros, en una primera aproximacion, se toma la ISCO de Schwarzchild, aun-
que estudios con simulaciones numéricas muestran que la verdadera ISCO del problema
de dos cuerpos es un poco menor [31, 34]. No obstante, la distancia de la ISCO siempre
serd considerablemente mayor a la distancia de contacto, debido a la alta compacidad
de los agujeros negros.
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Figura 10: Cortes de las curvas de la grifica 9 con la recta horizontal 720X = 1 (es
decir a partir de que valor de masa total r7sco > rconr) en funcién de la ecuacién de
estado y variando el parametro de razén de masas q.

Por tal motivo, en este tipo de binarias siempre se presenta una caida cuasiradial al
momento de la fusion. Por otro lado, si el sistema es de agujero negro-estrella de neutro-
nes, en algunos casos ocurre primero la caida cuasiradial, y en otros el desprendimiento
de masa; en general esto depende de la comparacién entre rgco v rus. Entre mayor
sea la masa gravitacional del sistema, mayor serd el valor de la ISCO, pero a su vez se
podria modificar, por ejemplo, el valor de R, el cual al aumentar incrementa el valor
de rys.

En el cuadro 2.1 se comparan las energias radiadas por sistemas binarios compactos,
considerando tres casos: binarias de estrellas de neutrones, binarias de agujeros negros
y un sistema mixto (agujero negro-estrella de neutrones). Los cdlculos se basan en la
razéon de masas ¢, la distancia de fusién y la frecuencia orbital derivada de la tercera
ley de Kepler, obteniendo la energia emitida mediante la ecuacién (1.5.13).

La energia radiada por el sistema binario de agujeros negros es un orden de magnitud
mayor que la del sistema binario de estrellas de neutrones (NS-NS) o del sistema com-
puesto por un agujero negro estelar y una estrella de neutrones (NS-BH). Las frecuencias
maximas de las ondas gravitacionales emitidas por los tres sistemas se encuentran en
el rango de los cientos de Hertz, asi que seria detectable por LIGO y Virgo, cuyo rango
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Figura 11: Comparacion entre las distancias de contacto y de desprendimiento de masa
en funcién de: (i) la masa gravitacional total, (ii) la ecuacién de estado, y (iii) la razén
de masas ¢ = 0.9, 0.8, 0.6, 0.4. Cada valor de ¢ se representa con un estilo de linea
distinto: sélido (-), discontinuo (- -), punto-raya (-.), y punteado (:), respectivamente.

Caracteristicas NS-NS BH-BH NS-BH
Masa total (M) 2.9 8 4.4
Radio de fusion (%) rcont = 7.54 risco =6 rus = 7.67

q 0.93 0.60 0.47
fmaz (Hz) de las ondas
gravitacionales en la 1336.7 546.5 683.4
fase espiral
E\qq (erg) por las
ondas gravitacionales 5.47 x 1052 2.80 x 10%3 7.03 x 1052
en la fase espiral

Cuadro 2.1: Comparacion de las caracteristicas fisicas de distintos tipos de binarias
compactas: sistema de estrellas de neutrones (NS-NS), agujeros negros (BH-BH) y
combinacién de estrella de neutrones con agujero negro (NS-BH). Para los dos tltimos
pares de binarias se tomaron valores tipicos de estos sistemas, mientras que para la
binaria de estrellas de neutrones se tomaron los valores utilizados en [2].
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de sensibilidad comienza en las decenas de Hertz [6].

Con base en las ecuaciones de las polarizaciones y de la energia radiada por las ondas
gravitacionales provenientes de la fase de inmersién de un sistema binario (1.5.8) y
(1.5.13), la amplitud de la onda gravitacional y la energia total radiada dependen
proporcionalmente de M y 51{,3. En el caso de binarias de neutrones, la masa de
chirrido es de M, ~ 1,26M, y en el caso de los agujeros negros es de M, ~ 3.35Mg,.
Por lo tanto, tanto la amplitud de la onda gravitacional producida justo antes de la fase
de fusiéon como la energia radiada estan, en el caso de un sistema binario de agujeros
negros, un orden de magnitud por encima de las de un sistema binario de estrellas de
neutrones.

2.3. Leyes de conservacion

Uno de los principales retos al estudiar las fusiones de binarias compactas es com-
prender la naturaleza del objeto remanente que se forma tras el evento. Las leyes de
conservacién juegan un papel fundamental en este andlisis, ya que permiten estable-
cer restricciones fisicas robustas independientemente de la complejidad de los procesos
dindmicos involucrados.

En esta seccion, se analiza el objeto postfusion suponiendo que se forma una estrella
de neutrones. Para ello, se aplican las leyes de conservacion del niimero bariénico, la
energia y el momento angular. Ademas, se emplean relaciones entre propiedades fisicas
del sistema que muestran una débil dependencia con respecto a la ecuacion de estado,
las llamadas relaciones cuasi-universales [13, 35].

Conservacion del nimero barionico:

El nimero bariénico es un niimero cuéntico definido como B = $(n, — ng), donde ng y
ng son el nimero de quarks y antiquarks respectivamente, por ejemplo un protén tiene
numero bariénico +1. Este valor se conserva en interacciones fuertes y electromagnéticas
debido a la simetria U(1)p del Modelo Estandar [36]. La masa bariénica es la suma de
las masas en reposo de todos los bariones y su conservacion deriva de la conservacion del
nuimero baridnico [37]. En contraste, la masa gravitacional incluye contribuciones como
la energfa de enlace gravitacional (Egay/c?), lo que explica por qué la masa bariénica
es en general mayor a la masa gravitacional.

La conservacién de la masa barionica implica que la masa barionica del sistema binario,
M, = mp 1 + my 2, se redistribuye entre: la masa del remanente central posterior a la
fase de amortiguamiento (m ), la masa del material eyectado (m;), que no estd ligado
al sistema, y la materia que permanece ligada al sistema, en forma de un disco (mg).
Asi, se establece la siguiente relacion:
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Mb = Mpc + Mej + mg. (231)

Para una estrella de neutrones que presenta rotacion rigida, existe una relacion cuasi-
universal entre su masa bariénica (m;;), su masa gravitacional (m;) y su momento
angular (J;) dada por la siguiente funcion [35]:

my.; m; 13 m; 2 1 1.7 .
) ~ 1 —_ = ]_ 2 2.3.2
M, S M. 200 (]MQ>) ( TR A (232)

)i Esta relacién se ajusta a las soluciones numéricas de las ecuaciones de

GM2
(O]
Einstein axialmente-simétricas para varias E.O.S, con un error méximo del 2 % [13]. Por

donde j; =

lo tanto, la ecuacién es practicamente una relacion cuasi-universal, i.e. independiente
de la E.O.S. Esta férmula se aplica tanto a los componentes en fusién (i = 1,2) como
al remanente central (i = ¢).

Conservaciéon del momento angular:

El momento angular total del sistema durante la fase de inmersiéon estd dado por:

J =T+ Jo + Jow, (2.3.3)

donde J; y J; representan los momentos angulares intrinsecos (espin) de cada estrella,
y Jop corresponde al momento angular orbital. Sea v; la velocidad de cada estrella
respecto al centro de masa, entonces, el momento angular orbital J,, se define como:

Jorb = ‘771 X mlﬁl + FQ X mg’UQ’. (234)

Dado que las érbitas de las estrellas estan contenidas en un mismo plano, y considerando
Tsep = 71 + T2, se deduce a partir de la definicién del centro de masa que:

T12 = #, (235)

donde 7 5 representa la distancia de cada estrella al centro de masa. Por lo tanto, se
cumple que:

Tsep = T1,2 (m> . (236)

ma1

Con estas relaciones, el momento angular orbital J,,;, puede expresarse como:

Jorb = maQr} + maQry = Qurl, p. (2.3.7)
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En consecuencia, el momento angular del sistema binario justo antes de la fase de fusién
se expresa como:

I =S+ Jo + pQrl,,, (2.3.8)

donde 74, corresponde al radio de fusién. Considerando las distancias rys v rcont
segun los valores de ¢ sean menores o cercanos a 1, se encuentra que el valor del
momento angular en el final de la fase de inmersién estd dado por:

g3 (2.2 (1 + q)Co) V2 M g 4 gy g <1

¢

I = , (2.3.9)
GM;, Cat+qC ~
v araaie Tt g~
donde se definié el parametro de relacién de masa simétrica v = ﬁ = ﬁ Los

momentos angulares de las componentes estelares son:

ngwmﬂﬁ,z:Lz (2.3.10)
con m;, R; y §; como la masa gravitacional, el radio estelar y espin de la i-ésima
estrella, respectivamente. Se denota x; como el factor de forma de orden uno. Tras la
fusién, el momento angular se conserva y se distribuye entre el remanente central J.,
el disco Jy, y el momento angular eyectado AJ (por ejemplo, debido a la emisién de
ondas gravitacionales):

I = Jo+ Ja+ A, (2.3.11)

El momento angular que se lleva la masa eyectada no se incluye en el balance de
momento angular, ya que se espera que tengan una masa pequeiia 10™* — 1072M, [2],
y ademas simulaciones sugieren que esta masa eyectada proviene de la interfaz de la
fusion, donde la materia es comprimida y expulsada perpendicular al plano orbital,
cerca al eje de rotacion del sistema, y por lo tanto el aporte al momento angular es
practicamente nulo [38, 39].

El momento angular del sistema binario al momento de la fusién es mayor que el méximo
que puede alcanzar una estrella de neutrones uniformemente rotante, es decir, el limite
de momento angular de la secuencia Kepleriana (J) [2]. Por lo tanto, durante la fase
de amortiguamiento el objeto debe perder momento angular de tal manera que a lo
sumo el momento angular final del objeto estacionario sea igual al valor de la secuencia
Kepleriana:

G 2
J, = Jg e 0.7

(2.3.12)
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Segun [13, 2] este valor se ajusta a la secuencia Kepleriana obtenida mediante integra-
ciéon numérica de las ecuaciones de Einstein y es casi independiente de la ecuacién de
estado nuclear, con un error aproximadamente del 1.7 %.

El disco se modela como un anillo en la 6rbita circular mas interna estable del remanen-
te. Por lo tanto, se emplea la férmula derivada en Cipolletta et al. [35], que ajusta, con
un error maximo del 0.3 %, los resultados numéricos del momento angular por unidad
de masa de una particula de prueba en érbita circular, en el campo axialmente-simétrico
relativista de una estrella de neutrones en rotaciéon rigida:

G jc 0.85
Jy = Jisco & —mumy | 2v/3 — 0.37 . 2.3.13
1= hsco & —memy [ V3 (mc/M@> ( )

Conservacién de la masa y la energia:

La conservacién de la masa-energia antes y después de la fusién implica que la energia
liberada es igual al defecto de masa del sistema, es decir,

EGW —|— Eother = AM62 = [Mtot — (mc + mej + md)] 62, (2314)

donde AM es el defecto de masa del sistema. Eqw = Eglf,g + Edyy es la energfa total
emitida en ondas gravitacionales: durante la fase de inmersién se emite Epnp, y durante
las fases de fusién y postfusion, EQyy. Eother €8 la energia irradia a través de canales
distintos a la emisién de ondas gravitacionales (i.e en radiacién electromagnética y
emisién de neutrinos).

2.4. Analizando una fusion de estrellas de neutrones

Se procede a analizar la fusion del sistema binario de estrellas de neutrones de 1.505 y
1.404 M, presentado en la Ref. [2]. A partir de la expresién de conservacién del nimero
bariénico (2.3.1), junto con la relacién cuasi-universal entre masa gravitacional y masa
bariénica (2.3.2), suponiendo que j; = j, = 0, se obtiene:

me n 13 m? 0.54m34 mq my + qmy 13 (mi+q¢*mi\ 0. (2.4.1)
M, 200 M2 130M2* ) My My, 200 My, ST

Al considerar la conservacién del momento angular (2.3.11) y la relacién del momento
angular asociado al disco de acrecién (2.3.13), se obtiene:

¢ (Jm —0.7%m2 — AJ)
Gme (2¢§ - 0.37(0.7;-;)0-85> '

Ma( Sy Mey AJ) = (2.4.2)
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Las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2) forman un sistema de ecuaciones para m, y my una
vez se define el sistema binario inicial (m; = 1.505Mg y mg = 1.404M) ya que las

ecuaciones (2.3.9) determinan .J,, (5.42 G]\C% para EL3 y 5.73G]L4% para TM1). Se define
algtin valor arbitrario AJ > 0, de esta manera se obtiene m., y por lo tanto my, el cual
se le exige también que sea my > 0. Las dos tultimas condiciones acotan el rango de
valores permitidos para AJ y, por lo tanto, para mg y m., tal y como se presenta en la

grafica 12, ya que conforme aumenta AJ disminuye my.

AJj=0.000 oA/ =0.000

s — EL3 3 ™1

= 0.0201 = 0.081

ke kel

IS g

Tg 0.0151 Tcu 0.06

o o A/ =0.208

(@] o e

£ 0.0101 8 0.041

> >

o o

©0.005 0 0.021

? ]

© O

= 0.000{ 4=0.10 = .00/ N=0416,
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Masa gravitacional m. [My] Masa gravitacional m. [My]

Figura 12: Masa gravitacional del remanente central vs masa del disco. Se emplearon
las ecuaciones de estado EL3 y TM1. Los valores seleccionados de perdida de momen-
to angular estdn en unidades de GMZ/c. La masa gravitacional total del sistema es
2.909 M), la masa barionica total del sistema es 3.184 M. La razén de masas del siste-
ma binario es ¢ = 0.933, por lo que se determina que la fase de fusién inicia en el radio
de contacto.

En la Figura 12 se muestra que los parametros finales del sistema se encuentran entre dos
casos limite: la pérdida de momento angular AJ = 0, que conduce a una masa maxima
del disco, y la pérdida de momento angular méxima, que conduce a una masa del disco
mg = 0. El valor minimo de la masa gravitacional del remanente es aproximadamente
2.736 M, y 2.680M© para las E.O.S EL3 y TMI1 respectivamente (ver figura 12). Un
analisis detallado de los valores numeéricos revela que la curva correspondiente a la
E.O.S EL3 constituye un segmento de la regiéon final de la curva asociada a la E.O.S
TM1. Esta superposicién parcial indica que el comportamiento general de las graficas
es esencialmente idéntico, demostrando asi su independencia de la E.O.S utilizada en
el modelo, por este motivo la masa méaxima del remanente para ambas E.O.S es la
misma 2.755M. Esto es consecuencia de la ecuacion (2.4.1), con mg = 0, la cual es
independiente de la E.O.S. Por otra parte, la masa méxima permitida a lo largo de la
secuencia Kepleriana para la E.O.S EL3 es 2.75 My, y para la E.O.S TM1 es 2.62 M
[2]. Por lo tanto, para la primera E.O.S (EL3), el remanente central es una estrella
de neutrones masiva y de rotacién rapida, mientras que la segunda (TM1) sugiere un
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colapso a un agujero negro de Kerr.

Caso sin disco

A partir de ahora el enfoque estd en el mismo sistema binario pero solo en la E.O.S
TM1, E.O.S usada en la Ref. [2] con el fin de comparar resultados. La solucién de
las ecuaciones de conservacién conducen a la maxima pérdida de momento angular,
AJ ~ 0.416GM2 /¢, y a la masa méxima del remanente, m, = 2.755 M, (ver figura
12). A partir de la ecuacién (2.4.1) se puede relacionar la masa gravitacional del sistema
con la del remanente en funcién del parametro ¢ (ver figura 13).

401 — q=1
— q=0.8
— q=0.7

3.5 g=0.6

= N N w
6] o Ul o

Masa gravitacional del remanente central Mg
—
o

o
(&)

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0
Masa total gravitacional del sistema M,
Figura 13: Comportamiento de la masa gravitacional del remanente vs masa total gra-

vitacional del sistema binario en funcién de la razon de masas ¢, donde se impone
mg = 0. El sistema binario en cuestion se encuentra en el punto rojo sobre la curva,

donde Mo = 2.909, m, = 2.755 y AJ ~ 0.416G M2 /c.

La grafica 13 muestra que la masa gravitacional del remanente central es independiente
del valor de ¢, mientras que la grafica 12 muestra que es independiente de la E.O.S,
para este caso en el que la masa del disco es my = 0. Por lo tanto, cuando no hay disco
la masa gravitacional del remanente solo depende de la masa total gravitacional del
sistema antes del proceso de fusién.

Respecto al andlisis energético, el limite superior del momento angular transportado por
las ondas gravitacionales esta dado por la maxima cantidad de pérdidas de momento
angular, es decir, AJqgw < 0.417 GM%/C. En la fase de inmersién de la fusion, el sistema
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libera una energia en ondas gravitacionales dada por:

ins Gm1m2 quCgMc2
Elw ~ = 2.4.3
GW 27dcont 2(1 + Q) (CQ + qcl) ( )

Para este sistema binario, Eé“\s,g ~ 8.674 x 1052 erg. Si no se forma un disco el defecto de

masa-energia es AMc? ~ 2.75x10% erg. Esto implica que Eoher+Eqw = 2.75x 10%erg.
Si se tiene una cota maxima sobre la energia F,u., se podria dar un estimado de la
energia minima emitida en forma de radiacién gravitacional para este caso.

Caso con masa del disco maxima

Al establecer AJ = 0, la solucién del sistema de ecuaciones formado por la conservacion
de la masa bariénica (2.3.1) y del momento angular (2.3.11) conduce a una masa del
remanente central de m. = 2.680M/, asi como una masa maxima para la masa del disco
de mg = 0.092M,,. Este caso limite no tiene emisién de ondas gravitacionales, ya que
las ondas llevan momento angular, por lo que también establece un limite superior a
la energfa liberada en mecanismos distintos a estas ondas. Asi, la Ecuacién (2.3.14)
implica que:

Eyther = AMc?* = [Myoy — (M + Mej + My)] &~ (M —m, —mg)c?
~ 0.137 My c? (2.4.4)
~ 2.448 x 10°% erg

de energia son transportados al infinito por un mecanismo distinto a las GW y no
acompanados por pérdidas de momento angular. Ya que este valor de otras formas de
energia radiada es un limite superior, entonces, al volver al caso sin disco, y por lo tanto
de maxima perdida de momento angular, se tiene que la energia emitida en forma de
ondas gravitacionales es en aquel caso de minimo Egw = AMc? — Eyper = (2.75 —
2.448) x 10%3[erg] =~ 3.02 x 10°?[erg]. Este valor se puede alcanzar gracias a la emisién
de ondas gravitacionales durante la fase de inmersién y la fase de amortiguamiento que
se presenta en el capitulo III. De nuevo se relaciona la masa gravitacional del sistema
con la del remanente, esta vez considerando hipotéticos valores para la masa del disco,
obteniendo los resultados de la figura 14.

Como se mostré en la figura 12 el comportamiento de la curva es independiente de la
E.O.S; sin embargo, es tal ecuacién de estado la que determina la maxima masa del
disco que se puede tomar. Por ello en la figura 14 no se varié la ecuacién de estado,
solo se empleo TM1. Tampoco se varié en la misma figura el valor de g ya que segun la
figura 13 se mantiene el comportamiento de la curva. La conclusién que anade la figura
14 es que entre mayor sea la masa del disco, ligeramente serd menor el valor que toma
la masa gravitacional del remanente central.
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Figura 14: Comportamiento de la masa gravitacional del remanente en funcién de la
masa gravitacional del disco, para j. = 0.7, 5, =0y ¢ = 1.

2.5. Conclusiones

= A partir de la conservacion de la masa bariénica y del momento angular, junto
con relaciones cuasi-universales, se obtienen los valores de masa gravitacional del
remanente central y del disco de acrecién para distintos valores de AJ, con E.O.S
EL3 y TM1 (para el sistema binario de 1.5 y 1.4 My). El valor maximo de m,
es el mismo para ambas ecuaciones de estado, 2.755M,, pero las correspondien-
GJ\C/% vy AJ = 0.416GJ\C/%, para
EL3 y TM1 respectivamanete. Se determina un comportamiento mondtonamen-
te decreciente entre my y m,. independiente de la E.O.S, no obstante la E.O.S
determina el valor maximo para mg y AJ.

tes perdidas de momento angular son AJ = 0.106

= Al considerar dos casos extremos: uno sin formacién de disco (mg = 0) y otro
con pérdida nula de momento angular (AJ = 0), se acotan los valores posibles
de las masas gravitacionales del remanente y del disco, dependiendo de la E.O.S
a emplear. Ademas, el caso AJ = 0 permite imponer cotas en formas de emisién
de energia distintas a las ondas gravitacionales.

= Al establecer cotas superiores para la energia transportada en formas distintas a
las ondas gravitacionales (Eype, = 2.448 x 10° erg para TM1), se permite obtener
una mejor comprension del balance energético del evento. Por ejemplo, en el caso
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sin disco para el sistema binario en cuestion y la E.O.S TM1, la minima energia
emitida en forma de ondas gravitacionales es de Egy ~ 2.92 x 10°[erg].

Este enfoque proporciona una herramienta analitica potente que permite inferir pro-
piedades claves del sistema sin recurrir a simulaciones numéricas complejas. Ofrece
estimaciones fisicas relevantes, como la masa del remanente y la maxima perdida de
momento angular, y permite comparar escenarios fisicos bajo distintas E.O.S. Ademas,
sirve como base para aplicar este modelo al evento GW170817, como se presentara en
el capitulo IV. A pesar de su utilidad, el modelo requiere asumir ciertas idealizacio-
nes, como la no rotacién inicial de las estrellas (j; = jo = 0) y el uso de relaciones
cuasi-universales, lo que puede limitar su precision en casos mas generales. Ademaés,
no considera efectos relativistas completos ni la dindmica detallada durante la fase de
fusiéon y de amortiguamiento, que si estan presentes en simulaciones numéricas mas
sofisticadas [38].
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CAPITULO III

Modelos de objeto postfusion

La emisién de ondas gravitacionales en sistemas binarios de estrellas de neutrones se
concentra principalmente en las fases de inmersiéon y amortiguamiento. Esto se debe
a que la fase de fusion, aunque intensa, es extremadamente breve en comparacion vy,
segun simulaciones de relatividad numérica, su contribucién energética total es inferior
a la de las otras dos fases [27]. En el capitulo IT se present6 como es la emisién de ondas
gravitacionales durante la fase de inmersion, en este capitulo se estudia la emision
gravitacional del remanente central, con el fin de determinar la eficiencia de emisién
gravitacional de todo el proceso de fusién del sistema binario. A continuacién, se modela
el remanente de la fusion mediante figuras elipsoidales de equilibrio. El anélisis comienza
con la configuracién mas simple, correspondiente a una esfera, para posteriormente
considerar esferoides y finalmente elipsoides. Se examina un campo de densidad de
masa homogéneo, luego se extiende el tratamiento al caso de un fluido politrépico.
Posteriormente, se incorporara rotacion uniforme alrededor del eje Z. Por 1ltimo, se
incluyen efectos de vorticidad en el sistema. Este enfoque secuencial permite analizar de
manera sistematica como cada una de estas propiedades fisicas afecta las caracteristicas
del remanente resultante.

3.1. Caso esférico: estrella politropa

En una estrella politropa, su estructura se describe utilizando la ecuacién de estado
politrépica, que relaciona la presion P y la densidad p de la siguiente manera [40]:

P=Kp, (3.1.1)

donde K es una constante relacionada con las propiedades fisicas de la estrella y v =
1+ %, con indice politrépico n.

Para una estrella politrépica, su energia interna, U, energia potencial gravitacional, W,
y momento de inercia I vienen dados por:

U = ky(n)K p2 M, (3.1.2)
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3 GM?
W= —c——pm = —ha(m)GM %, (3.1.3)
2 2
1= r MR (3.1.4)

Los factores ki(n), ka(n) y K, son coeficientes dependientes del indice politrépico n y
permiten generalizar los resultados de una estrella esférica homogénea al caso politrépi-
co (ver detalles en C.1, C.2, C.3). La masa gravitacional, el radio de la estrella y la
densidad central se denotan M, R y p. respectivamente.

En equilibrio hidrostatico, una estrella se considera estable si su configuracién corres-
ponde a un minimo de energia total £/ = U + W, para una masa y momento angular
fijos [41, 40]. Este principio es la base del método variacional en astrofisica: se asume
una forma funcional para la distribucion de densidad y presién, con uno o més parame-
tros libres (en este caso, la densidad central p.). Luego se calcula la energia total del
sistema como una funcién de esos pardmetros, y se impone que esta sea minima (o
estacionaria) para obtener condiciones de equilibrio:

oF
Ope |y

-0, (3.1.5)

lo que conduce directamente a la relacion virial para una estrella politropa:

3
~U+W =0, (3.1.6)

Usando las ecuaciones de energia interna (3.1.2) y energia gravitacional (3.1.3), junto
con la relacion virial, se obtiene la relacién entre la masa y la densidad central:

3k K

3/2
M(p.) = (—nkQ ) pBmren, (3.1.7)

asi como la energia del sistema en equilibrio:

3—n 3—nGM?
3 5—n R

(3.1.8)

3.2. Caso esferoidal: estrella politropa

Un cuerpo esferoidal es un objeto volumétrico cuya frontera es una superficie bidi-
mensional cerrada generada por la rotacion de una elipse alrededor de uno de sus ejes
principales (a3). Esta geometria se caracteriza por tener dos ejes iguales y uno distinto
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(a1, a9, a3, tal que a; = ay). Este objeto es un caso particular del elipsoide, la figura
general empleada en el modelo final para el objeto postfusién. Un elipsoide es un objeto
volumétrico cuya frontera es una superficie bidimensional cerrada caracterizada por tres
ejes independientes (triaxial) y secciones planas con forma de elipses. Para construir
estas figuras elipsoidales se sigue el procedimiento establecido en [41], el cual se basa
en las siguientes suposiciones:

» La estrella se compone internamente de superficies de iso-densidad constante, de
tal manera que la geometria de la configuracion esta completamente definida por
los 3 ejes principales (ag,as,as), y en la superficie més externa se cumple que
P = p = 0. Bajo esta suposicion
superficies de igual densidad.

oy ¢* mantienen sus valores en todas las

» El perfil de densidad p(m) y energia interna U(m), con m correspondiente a la
masa interior gravitacional contenida por la superficie de iso-densidad, es idéntica
a la de una politropa esférica de mismo K y n, pero con radio R = (ajazas)*/® lo
cual corresponde a una politropa del mismo volumen que la configuracion dada.
Este radio no es igual al radio Ry, correspondiente a la politropa de configuracion
de equilibrio esférica, no rotante, de misma masa M e indice n.

Las anteriores suposiciones son exactas para el caso n = 0, i.e. densidad constante (caso
incompresible), mientras que para n # 0 (caso compresible), son una aproximacion.

Para el caso de un esferoide (a; = as > a3) de masa homogénea, que se encuentra
rotando uniformemente respecto al eje menor ag, y tiene momento angular J, la energia
potencial gravitacional corresponde a [41]:

W=—=
5 ag e

(3.2.1)

. 1 ; . ., . .
donde e viene dado por: (1 —e?)2 = 2. Ahora, con base en la aproximacién elipsoidal,
un esferoide homogéneo que se modela con un fluido politropo tendria energia potencial
gravitacional igual a:

sin~!(e ) (3.2.2)
o) = 21 s
. 2/3
con Ae) = (1 —e?)s = (Z—f) . Es conveniente introducir, en lugar de la densidad
central p,., el radio medio R del esferoide,
R = (aa3)"? = a; (1 — )Y = a \V2, (3.2.3)
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Teniendo en cuenta que p = , y usando la definicion de ks, se encuentra

47rR3 3pc

que la energia potencial gravitacional se puede reescribir como:

3 GM?
W=_——""
5—n R

g(A). (3.2.4)

Las variables radio, r, y densidad, p, se relacionan con las variables sin dimensiones &
y 0 respectivamente, al normalizar las ecuaciones de estructura (ver detalles en C.1).
Bajo la aproximacién elipsoidal, las expresiones del momento de inercia, I, y energia
rotacional del sistema 7', son:

2
I:gMMﬁ, (3.2.5)

]Q2 2
=5 ;I = JPAM 5323 ks(n), (3.2.6)

donde se define k3(n) como un factor que permite estimar la energia cinética rotacional
de una estrella esferoidal politrépica (ver detalles en C.2). La energia total de una
configuraciéon con una masa dada M y momento angular J es:

E(pes N\ M, J)=U+W +T, (3.2.7)
y en equilibrio se cumple:
oF oF
=0 y — = 0. (3.2.8)
Ipe|ar g O |y

La primera condicién da de nuevo la relacion virial,

3
SU+W+2T =0, (3.2.9)
n
mientras que la segunda condicién permite derivar una relacién de equilibrio entre A (o
e) y el cociente |W| [14]:
T 3 e(1 — e?)1/?
—=— (1l —— | — 1 3.2.10
[W|  2e? < sin"te ( )

Usando la relacién virial (3.2.9), junto con las expresiones (3.1.2) para U y (3.2.2) para
W, se determina la relacién de equilibrio entre M y p. para un J dado,

Mipei )= M(p0) o0 (120 )] o (3:2.11)
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donde M (p.;0) esta dado por la ecuacién (3.1.7). La energia total de equilibrio es:

3—n 3—2n T
E., = Will—-————. 3.2.12
= (-5 ) 3212
La frecuencia de rotacion, el momento angular y la energia se normalizan de la siguiente
manera:
_ Q — J — E
Q=— J=—- FEF=— 3.2.13
(mGpo)'/?’ (GM3Ro)Y? GM?/Ry’ ( )
donde py = QLRS y el radio Ry de la configuracién politropica esférica, no rotante de
3%
misma masa M e indice n, empleada para la aproximacion elipsoidal es [42]:
1—n n
_ln MNP ((n+ 1)K\ 3"
= 2100) 5 [ — —_— : 2.14
Ry =& (£1161]) i i (3 )
Combinando las ecuaciones (3.2.14) y (3.2.11), se encuentra que Ry Ry estan relacio-
nados por:
R R{(A)(l 2T>}_3n" (3.2.15)
W]

Se analiza una secuencia de modelos de equilibrio con un solo parametro libre, donde
las estrellas tienen una masa fija M y un indice politrépico n, estas secuencias se deno-
minan secuencias de esferoides de Maclaurin. Cada modelo a lo largo de la secuencia
se determina completamente especificando solo otra cantidad, como la excentricidad e,
o el parametro \.

Usando los resultados de las condiciones de equilibrio (3.2.9), (3.2.10), (3.2.11), (3.2.12)
y (3.2.15) se pueden demostrar las siguientes relaciones entre J y € con la excentricidad
e [41]:

3(1 —€?)

_ (3.2.16)
(&

Y

(3 —2e*)sin'e—

_ R 3 N
T2 — kn V) 2~ 22802
(1-12) (RO) 5!

Como ilustracion, la Figura 15 muestra el comportamiento de las cantidades normali-
zadas F, Q% y J a lo largo de las secuencias de equilibrio correspondientes, al variar el
parametro e de 0 a 1, con diferentes indices politrépicos n.

48



CAPITULO III.  MODELOS DE OBJETO POSTFUSION

0.0+

—0.11

—0.21

I —0.31

—0.4

—0.51

—0.61

o
o
o
N
o
D
o]
(e}
o
(o]
[}
o
=
N

0.4

0.3

0.1

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 15: Energia de equilibrio y frecuencia angular de rotacién vs momento angular
a lo largo de secuencias de esferoides de Maclaurin, con distintos indices politrépicos n,
construidas variando el parametro de excentridad e de 0 a 1.

Se aprecia en esta figura que de existir un mecanismo de pérdida de energia, el sistema
tenderfa a reducir su momento angular J? hasta alcanzar rotacién nula. Sin embargo, en
el caso de los esferoides de Maclaurin, no hay emision de ondas gravitacionales debido
a la simetria axial estacionaria. Es decir, la distribucién de masa es invariante en el
tiempo, i.e. su segunda derivada temporal, ;F,f , responsable de la emisién de radiacién
gravitacional es nula. Esto se aprecia facilmente con las componentes del tensor de
inercia I] e I} las cuales son iguales para un esferoide, por lo tanto, segin la ecuacion
(1.5.19), la pérdida de energia por emisién de ondas gravitacionales es nula.
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3.3. Modelo de elipsoides de Jacobi compresibles

En este caso se considera una estrella elipsoidal, uniformemente rotante,

Q = QZA’, ai; > as > as, (331)

y cuya composicién es un fluido politrépico, tal rotacion también serd uniforme respecto
al eje menor az. La energia potencial gravitacional corresponde a

-3 GM?
wW=_—_°>_
5—n R

FOWAs) = —ka(m)GM 3 F (A, Ao), (3.3.2)

donde la funcién f estd dada por:

Al Ao
1 2
2/3
La razon entre ejes corresponde a \; = (‘;—3> , con ¢ = 1;2;3, y las funciones A;

dependen unicamente de la geometria del remanente, cuya forma explicita esta en el
apéndice C.3. En tal secciéon también se definen las funciones A;;, B;;, y A caracteristicas
de la geometria de los elipsoides, i.e. de la razén entre ejes \;, las cuales son funciones
auxiliares empleadas para determinar el potencial gravitacional.

El momento de inercia junto con la energia cinética rotacional vienen dadas por:

IS ere 1
]elips = ;DZ = gﬁnM(a% + ag), (334)
J2
T = = ks(n)hJ2 M52 p*/3, (3.3.5)
2Ielips
donde
2A2)\2
h(A1, Ag) = 2 (3.3.6)
A3+ A3

Estos resultados son consistentes con el caso esferoidal, ya que si a; = as, entonces
A1 = Ao = h(A, A2) = A, y también f(Aq, Ay) = g(\). Las condiciones de equilibrio son:
oF

oF oFE

Ipe M,J O\ M,J X M,J ( )
De la primera condicion, gTE = 0, se obtiene el mismo resultado que en el caso
cln,g

esferoidal, ya que la estructura de U , W y T son las mismas:
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3
EU + W +2T =0. (3.3.8)

La diferencia radica en que, en lugar de tener funciones de A, el sistema ahora esta
descrito por funciones de \;, ejemplo:

3 GM?
Wesferoide = _5 —n R g(/\)

s o (3.3.9)
Welipsoide = _5 —n R f(/\l7 /\2)

Asi que la relacion para la masa también se cumple, salvo el cambio en las funciones ya
mencionadas, asi como también se mantiene la ecuacién para la energia de equilibrio
E, [41]:

Mipsd) = M(p0) (5 2e) (1- 2|—VTV|))/ (33.10)
E,= 3;”W <1—%%> (3.3.11)

De las otras dos condiciones se puede demostrar la siguiente relacion entre el cociente
T con |W| y la geometria del elipsoide:

T . Ala% + AQCL% — 2A3a§

3.3.12
|[W| 2A ( )
Estas condiciones de equilibrio también implican que:
5’22 _ 2B12
Gn (3.3.13)

2.2 2

. . . . =~ 2
donde se normaliza la frecuencia angular de la siguiente manera: Q2 = ﬂQ—Gﬁ y se define
¢n = kn(l — %). Por otra parte, se relaciona el momento angular con la frecuencia
angular del elipsoide de la siguiente manera:

7 J v3(at+d) o
J=— 2 V2%, Q. 3.3.14
(GMPR)'2~ 10 R2 (3:3.14)
Estas tltimas ecuaciones, (3.3.13) y (3.3.14) se resuelven para determinar la secuen-
cia de equilibrio, para mas detalles sobre el desarrollo matemético véase el apéndice

C.3 y sus respectivas subsecciones. Los resultados se aprecian en las figuras 16 y 17.
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3.3. MODELO DE ELIPSOIDES DE JACOBI COMPRESIBLES

Estos modelos son aproximados y segun la Ref.[41] al comparar con simulaciones de
SPH (simulaciones hidrodindmicas tridimensionales de politropas en sistemas binarios),
se encuentra que la desviacién fraccional més grande es de aproximadamente un 3 %
para Q2. Este méximo error ocurre cerca del punto de desprendimiento de masa de
la secuencia n = 1. La desviacién fraccional de E nunca supera el 1% para todas las
secuencias.

0.0

—-0.1;

—0.21

I —0.3

—0.41

—0.51

—0-8%% 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Figura 16: Variacion de la energia de la estrella, junto con su momento angular, a lo
largo de secuencias de elipsoides de Jacobi con distintos indices politropicos. Las lineas
solidas corresponden al caso de los esferoides de Maclaurin.

De la figura 16 se aprecia que la evolucion del sistema elipsoidal de Jacobi tiende a la
perdida de momento angular, a su vez que, con base en la figura 17, su frecuencia an-
gular tiende a aumentar. Ademas, conforme disminuye la energia del sistema, la razon
Z—f tiende a 1, comportamiento que concuerda con la pérdida de energia por emisién
de ondas gravitacionales hasta llegar a una configuracion de equilibrio esferoidal. Este
fenémeno se explica porque, segin la ecuacién (1.5.19), los elipsoides de Jacobi presen-
tan emisién de radiacion gravitacional cuando I; # I,. No obstante, cuando = =1
se cumple [; = I, i.e. el sistema deja de emitir ondas gravitacionales al alcanzar una
configuracion esferoidal.
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0.5 0.5
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Figura 17: Comportamiento de la frecuencia angular respecto al momento angular, para
los elipsoides de Jacobi y esferoides de Maclaurin, con tres distintos valores de indice
politrépico. Para n=2.5 ambas curvas son practicamente iguales si J > 0.55, pero si J
es menor a ese numero, no existe secuencia de los elipsoides de Jacobi.
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3.4. MODELO DE ELIPSOIDES DE RIEMANN TIPO S

3.4. Modelo de elipsoides de Riemann tipo S

Aunque los elipsoides de Jacobi emiten ondas gravitacionales, no es a lo largo de esa
secuencia que evoluciona el objeto postfusion, ya que segin la Ref.[43], se debe conservar
la circulacion C' en el sistema. A partir de esta ley de conservacién, un elipsoide de
Jacobi que evoluciona por radiacién gravitacional, no puede permanecer en la secuencia
de Jacobi. Por lo tanto, se generaliza el tratamiento anterior mediante la inclusion de
rotacién no uniforme, siguiendo el desarrollo presentado en la Ref.[41, 42]. Para ello se
introduce una vorticidad 5 , en el marco de referencia corotante con el elipsoide:

—

(= (Vxv), (3.4.1)

donde v corresponde al campo de velocidades del fluido en el marco de referencia co-
rotante con la figura de equilibrio elipsoidal. La energia potencial gravitacional W' y
la energia interna U no se ven afectadas, ya que dependen solo de la distribucién de
masa y de variables locales como la densidad y la presién. Sin embargo, al cambiar el
momento angular J debido a la vorticidad E , la energia cinética T' si se ve modificada.
Con esto en cuenta, se procede con las siguientes suposiciones que permiten obtener
condiciones de equilibrio: (i) ¢ serd paralela a € [41], i.e. paralela al eje de rotacién
és, (ii) la vorticidad debe ser tal que no genere cambios en la figura elipsoidal i.e. el
vector velocidad v en cualquier punto del fluido debe ser tangente a la superficie de
isodensidad que pasa por tal punto (ver detalles en C.4).

La circulacion del fluido a lo largo del ecuador del elipsoide es:

C:fv-dlz/A(va)-dA, (3.4.2)

donde A es una superficie cuyo borde coincide con el bucle a lo largo del ecuador. Al
derivar respecto al tiempo esta expresion se obtiene:

ac dv
— = / (v X %) -dA. (3.4.3)

Las ecuaciones Newtonianas de la hidrodindmica de un fluido perfecto, como una
politropa, son [44]:

dv 1 F
= _VP+ — 4.4
o pv + — (3.4.4)

dv._ 00 10P 0(®—-w)
dt  0ra pOrea  Oxa

(3.4.5)
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CAPITULO III.  MODELOS DE OBJETO POSTFUSION

donde w corresponde a la entalpia especifica del fluido y ‘fl—‘t’ es un gradiente. En fluidos
barotrépicos (donde P = P(p) como en el caso de una politropa), el gradiente de presién
por unidad de densidad puede expresarse como el gradiente de la entalpia especifica
w: %VP = Vw [44]. Si se incluyen efectos de reaccién a la radiacién en las ecuaciones
de movimiento, entonces el potencial de reaccién-radiacion ®@e.c; (determinado en el
capitulo 1.6) debe anadirse a @, este dltimo contiene también el potencial gravitacional
Newtoniano. La derivada del campo de velocidades se puede expresar como el gradiente
de un potencial, y por lo tanto su rotacional es nulo. En consecuencia, la circulacion se
conserva [43]:

ac
— =0 — C = cte. (3.4.6)
dt

Esto implica que no se genera vorticidad adicional en el plano ecuatorial del elipsoide,
y que el objeto postfusién evoluciona a lo largo de una secuencia de equilibrio en la que
se conserve C'. El momento angular y la energia cinética corresponden a:

- 2
J = ([Q — AaldngnM) ég, (347)
1 9 9 2
T = 5[ (A% +Q7) — gK,nM(llagAQ, (3.4.8)
donde A = —-3192,( (ver detalles en C.4). Las condiciones de equilibrio son las mismas

ajtay
que en la anterior seccién pero ahora las derivadas parciales deben ser realizadas para

una masa M, momento angular J y circulacién C| fijas:

oF oF oF
= — = — =0. (3.4.9)
pelyge  Mlge  elyge
De la primera condicién, gTE = 0, se obtiene la misma relacion virial que antes,
clm,c

ecuacion (3.3.8). Dadas las otras dos condiciones y siguiendo el desarrollo presentado
en [32, 21], las ecuaciones a resolver son:

Qz+ﬁ§2_232:0
(af + a3) 2=5
2.2
2af2 SCQ —aja3 A 4 a3A;3 =0, (3.4.10)
CLl a2

C = ’/T(Zlag(c + 29)
Donde las nuevas variables normalizadas corresponden a:
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A2 02 % ;2 2 ? ~ C
0= nQ = 4n—==; ={qn = 4n— =2 C=—.
¢ Gy ¢ SWC T ey
La figura elipsoidal de equilibrio autogravitante, producto de la fusién de una bina-
ria de neutrones, evoluciona en el tiempo a lo largo de una secuencia de elipsoides de

(3.4.11)

Riemann-S. Esto se debe a la radiaciéon gravitacional, la cual extrae energia y momen-
to angular del sistema [21]. Esta pérdida de energfa obliga al remanente a ajustarse
continuamente a nuevas configuraciones de equilibrio. Asi, la secuencia de equilibrio
se construye seleccionando alguna circulacion, y resolviendo el sistema de ecuaciones
correspondiente. Los resultados se presentan en las figuras 18 y 19, donde se muestra el
modelo final del remanente estelar de la fusion de un sistema binario. En cada grafica se
seleccionan los valores de circulacién empleados en la Ref. [21], con el fin de comparar
resultados.

~0.151 e T=1.94n 121y -—- C=1.94r
\,‘%\ ...... C =239 T A (o C=2.391
-0201 { e I 1.0 1 %% —— C=2.92n
5 kY [
— - A
0.25 \;}‘\ 081 @
v W\
W v\ ~ \
~0.30 N 0,
LN 0.6 N,
NN AAN
N Mo
—0.35- N e RN
N el T - R
N 0.41 N~
.40 SUNSS - DN S
T T T T ~~~~~ T 0l2 L T T T ~~~—'- ----- T
02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0
a/ax az/a

Figura 18: Secuencias de equilibrio, para distintos valores de la circulacion y n = 1, en
donde se relaciona la energia y momento angular del sistema con la razén entre los ejes

as 'y aj.

Como se aprecia en la figura 18, conforme el sistema pierde energia (debido a la emisién
de ondas gravitacionales) la razén o tiende al valor de 1. Es decir tiende a ser simétrico,
ya que busca la forma de un esferoide, figura la cual ya no emite ondas gravitacionales.
También, la figura 18 muestra que el sistema pierde momento angular conforme evolu-
ciona a lo largo de la secuencia de equilibrio, lo cual tiene sentido, ya que parte de ese
momento angular seria transportado por las ondas gravitacionales emitidas. Ademas,
segun la figura 19 aunque se pierde energia conforme evoluciona el sistema, el mismo
tiende a girar mas rapido, es decir se presenta un fenémeno de espin-up. Lo anterior va
acorde con el hecho de que conforme el sistema tiende a ser simétrico, su momento de
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Figura 19: Secuencias de equilibrio de elipsoides tipo Riemann-S, para distintos valores
de la circulacion y n = 1. Se relaciona la frecuencia angular rotacional del sistema y la
vorticidad con la razén entre los ejes ay v ay.

inercia disminuye de tal manera que la frecuencia angular aumenta.

3.5. Ondas gravitacionales producidas por el objeto postfusion
del sistema binario.

A partir de las expresiones de las polarizaciones de las ondas gravitacionales de un
objeto triaxial rotante (1.5.17), la amplitud de las ondas gravitacionales corresponde a:

4GQ? ,

h() — _D—CZL(II —1'2), (351)
donde D corresponde a la distancia desde el observador hasta la fuente y Z}, Z) son los
momentos de inercia respecto a los ejes a; y ao respectivamente. Para un objeto con
figura elipsoidal de equilibrio autogravitante y estructura politropica, con base en la

expresion (3.3.4), estos momentos de inercia corresponden a:

1
—k, M (a3 + a3). (3.5.2)

1
T, = -k, M(a3+a3), Ih= -

b}

El tiempo de escala tipico caracteristico de las ondas gravitacionales es:

dE (dE\ ™
daf \ dt

donde ‘fj—f se obtiene de la luminosidad de las ondas gravitacionales hallada en (1.5.19), y
Cfi—? de las secuencias de equilibrio presentes en las figuras 18 y 19. Este tiempo de escala

TGW:i':f

; , (3.5.3)
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3.5. ONDAS GRAVITACIONALES PRODUCIDAS POR EL OBJETO
POSTFUSION DEL SISTEMA BINARIO.

tipico se interpreta como el tiempo que le toma al elipsoide para que la frecuencia
de las ondas gravitacionales cambie de manera apreciable. La figura 20 muestra la
normalizacion de hg y el tiempo de escala tipico de las ondas gravitacionales, ambos en
funcion de la frecuencia de las ondas. En estos casos fue necesario definir la masa M
y radio Ry del objeto elipsoidal, asi que se tomaron los valores de 1.4[My] y 10[K'm)|
respectivamente. Estos valores de masa y radio corresponden a los empleados en la Ref.
[42]. Se toman estos valores con el fin de corroborar el modelo, y asi poder aplicarlo en
el préximo capitulo al evento GW170817.

500 1000 1500 2000 2500 3000
fgW[Hz]

Figura 20: Secuencias de equilibrio, para distintos valores de circulacion, en donde se
relaciona la amplitud y el tiempo caracteristico de las ondas gravitacionales con la
frecuencia de las mismas, para n = 1.

El tiempo que tarda en evolucionar el sistema durante la emisiéon de ondas gravitacio-
nales (fase de amortiguamiento) se calcula como:

fmaz
ac= [
b

min

(ﬂ)_ g, Y _GdE (3.5.4)

dt dt — dE dt

Para un remanente estelar de valores tipicos de una estrella de neutrones, el tiempo
de duracién de la emisién de ondas gravitacionales At (ver figura 21) es del orden de
décimas de segundos, y emite en el orden de los kilo Hertz.

Las polarizaciones de las ondas gravitacionales de un objeto triaxial rotante corres-
ponden a las presentadas en la ecuacién (1.5.17), por lo cual se requiere determinar el
angulo ® asociado a estas ondas:
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x10*
30004
7-
6 2500 1
N& > N 2000
— N 1
= 41 z
S 2
= 3 > 15001
kU\
T o
1000 A
1.
500
500 1000 1500 2000 2500 3000 0.00 0.05 0.10 0.15
fow [HZ] Tiempo [s]

Figura 21: Secuencias de equilibrio, para distintos valores de la circulacién y n = 1. (Iz-
quierda) Se relaciona la derivada temporal de la frecuencia de las ondas gravitacionales
con la frecuencia. (Derecha) Se relaciona la frecuencia de las ondas gravitacionales con
el tiempo en el que se emiten.

(1) = /t (1) = 27 /t )t (3.5.5)

donde se asumié ®(ty) = 0. Los resultados de tales polarizaciones y de su respectiva am-
plitud hg en funcion del tiempo se presentan en la figura 22, donde ambas se normalizan
de la misma manera. Se aprecia que efectivamente la emision de ondas gravitacionales
ocurre en un lapso muy corto de tiempo (décimas de segundos), y que su amplitud al
final de la emisién tiende a cero.

El espectro de las ondas gravitacionales puede obtenerse aplicando la transformada
de Fourier a las polarizaciones de las mismas. Para tal motivo se define la densidad
espectral de potencias (PSD, por sus siglas en inglés) de la amplitud efectiva como
[45, 46]:

h) = \/|h+(f)|2 ; |h><(f)|27 (3.5.6)

donde f~z+,x( f) es la transformada de Fourier de las respectivas polarizaciones de las
ondas:

N { [ b=t dt (f 2 0) (357)
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3.5. ONDAS GRAVITACIONALES PRODUCIDAS POR EL OBJETO
POSTFUSION DEL SISTEMA BINARIO.

La PSD es una medida de cémo se distribuye la potencia (o energia) de una senal en
funcion de la frecuencia. En el capitulo IV se emplean estas expresiones.

N

L 0.2

0.14
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Figura 22: Polarizaciones de la onda gravitacional producida por elipsoides de Riemann-
S. (arriba) Amplitud de las polarizaciones para n = 1 y distintos valores de la cir-
culacién. (abajo) Polarizaciones durante una pequena franja de tiempo, con el fin de
visualizar el comportamiento de las ondas, paran =1y C = 1.767x.
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CAPITULO IV

Objeto postfusion de GW170817

El evento GW170817 fue la primera deteccién de ondas gravitacionales provenientes de
la fusién de dos estrellas de neutrones, observada el 17 de agosto de 2017 por los detec-
tores LIGO y Virgo [4]. Este suceso marcé el inicio de la astronomia multimensajero,
yva que, ademas de las ondas gravitacionales, se detectaron senales electromagnéticas
para un intervalo amplio de frecuencias (rayos gamma, luz visible, ondas de radio, etc.)
provenientes del mismo evento GRB170817A [47]. Se estima que la fusién ocurrié apro-
ximadamente a 40 megaparsecs de la Tierra, duré aproximadamente 100 segundos y
emitié ondas gravitacionales en el rango de frecuencias detectables por LIGO/Virgo,
es decir, entre las decenas y cientos de Hertz [4]. En los dias siguientes, se observé una
kilonova, una explosion transitoria que produce elementos pesados como oro y platino
mediante el proceso de captura rapida de neutrones (proceso r) [47]. La importancia
de este evento radica en que confirmé que las fusiones de estrellas de neutrones son
una fuente de ondas gravitacionales y de estallidos de rayos gamma cortos. La energia
isotrépica liberada (Fis,) fue de aproximadamente 3.1 x 106 erg [8], aproximadamente
6 ordenes de magnitud por debajo del valor esperado [48, 2]. Una posible explicacion es
que gran parte de la energia emitida correspondi6 a radiacion gravitacional, por lo tan-
to es importante determinar la emisién gravitacional del objeto postfusion del sistema
binario de estrellas de neutrones asociado a GW170817.

4.1. Aplicando leyes de conservacién y relaciones cuasi-universales

Con base en los datos reportados por los observatorios LIGO y Virgo [4], el sistema
binario asociado al evento GW170817 tiene las siguientes caracteristicas:

(i) Masa de chirrido de M, ~ 1.1887005) M
(ii) Masa total gravitacional de 2.7410-61 M;
(iii) m; entre [1.36—1.60] My y mg entre [1.17—1.36] Ma;

(iv) Razon de masas ¢ en el rango de [0.7—1].
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4.1. APLICANDO LEYES DE CONSERVACION Y RELACIONES
CUASI-UNIVERSALES
Segun Ref. [4], estos datos abarcan los intervalos de confianza del 90 % bajo diferentes
suposiciones del modelo de forma de onda, con el objetivo de acotar la incertidumbre
sistematica. Los valores de masa se reportan en el sistema de referencia de la fuente,

teniendo en cuenta la incertidumbre en el corrimiento al rojo de la misma.

Para realizar este estudio, se elijen los siguientes 3 posibles valores para la razén de
masas ¢ = 0.95; 0.85 y 0.75, ya que se encuentran en el rango permitido, y se estudia
el sistema con las E.O.S EL3, NL3 y TM1. Es decir, se proponen en total 9 bina-
rias candidatas a modelar el evento GW170817. El conjunto de masas gravitacionales
encontradas numéricamente que cumplen las anteriores caracteristicas corresponden a
(1.40M y 1.33My), (1.480M¢ y 1.258 M), (1.577My y 1.183My), donde por cada
una de estas binarias hay tres posibles E.O.S.

Una vez determinadas las binarias, se procede a aplicar el modelo basado en leyes de
conservaciéon y relaciones cuasi-universales en dos casos extremos: cuando la masa del
disco de acrecion alrededor del remanente es la maxima permitida y cuando no se forma
disco.

Caso con masa del disco maxima y AJ =0

Primero se determina el momento angular del sistema binario justo antes de la fusion,
considerando los casos g =~ 1y ¢ < 1y, por lo tanto, rcont 0 rars como los radios de
fusion que definen el paso de una fase a la otra, respectivamente. Los nueve posibles
momentos angulares tomaron valores entre [4.698 — 5.4730|GM2 /c.

La configuraciéon correspondiente a la masa méaxima del disco se obtiene al establecer
AJ = 0, y seguir el procedimiento presentado en el capitulo 2.3. Las leyes de conser-
vacion conducen a obtener la masa del objeto central, la masa del disco y el defecto
de masa AF, tal y como se aprecia en el cuadro 4.1. Este caso limite no tiene emisién
de ondas gravitacionales, AJ = 0, por lo que también establece un limite superior a la
energia liberada en mecanismos distintos a las ondas gravitacionales.

Con base en el cuadro 4.1, la ecuacion de estado EL3 es la que provee los maximos
valores que podria tomar E,.,, estando esta energia en el rango de aproximadamente
2.2954 —2.6064] x 10°3 erg, donde el menor valor corresponde a la binaria cuyo cociente
de masas es g3 = 0.75 y el mayor valor corresponde a ¢ = 0.95. Esta energia es
transportada al infinito por un mecanismo distinto a las ondas gravitacionales i.e. no
acompanada por pérdidas de momento angular, lo cual impone una cota superior a la
energia F,per, estos valores también son consistentes con los presentados en [2].

Caso sin disco y AJ maximo

Para el caso ideal sin masa del disco, como se presenté en la seccién 2.3, el compor-
tamiento de la masa del objeto central, en caso de ser una estrella de neutrones, seria
aproximadamente independiente de la E.O.S. Asi que hay 3 posibles valores para m.:
2.583; 2.592 y 2.616 [My], siguiendo el orden en el que se presentaron las binarias, tal
y como se muestra en el cuadro 4.2. Estas masas del remanente central corresponden
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Cuadro 4.1: Valores de masa del objeto central m,, masa del disco mgy, pérdida de
energia neta AFE por defecto de masa, y momento angular justo antes de la fusion J,,,
para diferentes valores de ¢ y ecuaciones de estado.

EOS | ¢ |m.[Ms) | mq[Ms) | AE [Moc?] | Jm [GMZ /(]
0.95 | 2.5793 0.0057 0.1450 4.6987
EL3 | 0.85 | 2.5272 0.0812 0.1296 5.0585
0.75 | 2.5489 0.0834 0.1277 5.1553
0.95 | 2.5531 0.0382 0.1387 4.8418
NL3 | 0.85| 2.5014 0.1133 0.1233 5.1928
0.75 | 2.5254 0.1125 0.1220 5.2781
0.95 | 2.5280 0.0694 0.1326 4.9757
TM1 | 0.85 | 2.4675 0.1555 0.1151 5.3649
0.75 | 2.4872 0.1599 0.1128 5.4730

a las maximas posibles a alcanzar, ya que la masa del disco le resta valor a la masa
del objeto central. A partir de estos valores se estima la energia emitida por defecto de
masa y se presenta también en el cuadro 4.2.

Cuadro 4.2: Valores de masa del objeto central m, y AFE para diferentes valores de ¢,
estos resultados en particular son aproximadamente independientes de la ecuacion de
estado a emplear (ver seccién 2.4, caso sin disco).

me[ Mo AE[M®C2]
g1 = 0.95 | 2.5838 0.1462
g2 = 0.85 | 2.5926 0.1454
g3 =0.75 | 2.6163 0.1437

Si se considera la cota superior impuesta a F,.,, entonces a partir de la perdida de
energia presentada en el cuadro 4.2 se puede determinar la minima cantidad de energia
que tuvo que haberse emitido en forma de ondas gravitacionales AE = E3Y + E;’Zj”,
para este caso sin disco.

Dicho lo anterior, si se elije por ejemplo la ecuaciéon de estado EL3, para ¢ = 0.95 se
obtiene E;Zf” = AF — Em® = (0.1462 — 0.1450[ M c?] = 2.1444 x 10°![ergs]. Andloga-
mente, para gz = 0.85 se tendrd que E/" = 0.0158[ Mo c?] = 2.8234 x 10°*[ergs] y para
g3 = 0.75 entonces E]u™ = 0.0160[Mqc?] = 2.8601 x 10°*[ergs]. Observe como efectiva-
mente conforme aumenta el valor de AJ (ver cuadro 4.3) aumenta el valor minimo de
energia emitida en forma de ondas gravitacionales. Cabe aclarar que este valor minimo
de energia emitida en forma de ondas gravitacionales es para este caso en el que la masa
del disco es cero, como a priori se desconoce la masa de un posible disco de acrecién
alrededor del remanente, entonces no se puede hablar de un valor minimo en general

distinto de cero. Sin embargo, surge la pregunta de si existe un mecanismo fisico capaz
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de emitir energfa en forma de ondas gravitacionales del orden de 10°%[erg] o mds, lo
cual se estudiara en la siguiente seccion al aplicar los modelos de figuras elipsoidales de
equilibrio autogravitantes presentados en el capitulo III.

Cuadro 4.3: Pérdida méaxima de momento angular para diferentes valores de ¢ y ecua-
ciones de estado, las unidades son de GMZ /c.

EL3 NL3 TM1
g1 = 0.95 | 0.0250 | 0.1680 | 0.3020
g2 = 0.85 | 0.3530 | 0.4875 | 0.6596
g3 = 0.75 | 0.3645 | 0.4870 | 0.6821

Finalmente, observe que de todos los casos posibles, la mayor masa gravitacional aso-
ciada al remanente tomé el valor de m. = 2.616M,, las masas maximas permitidas
por las ecuaciones de estado EL3, NL3 y TMI1 corresponden a 2.75;3.4 y 2.62[M)]
respectivamente, asi que en teoria se esperaria que el remanente fuese una estrella de
neutrones de rapida rotacion.

4.2. Aplicando el modelo de elipsoide de Riemann-S

En esta seccién se modela el hipotético objeto postfusion estelar, asociado a la fusion
de binarias de neutrones del evento GW170817, como un elipsoide de Riemann-S. En
particular se modela su evolucion durante la fase de amortiguamiento, y se estima su
emisién de ondas gravitacionales.

Primero, se definen las condiciones iniciales a partir de las cuales debe evolucionar la
estrella remanente, con base en los datos presentados en la secciéon anterior. Estos datos
incluyen la masa del objeto central, su momento angular, la razén de ejes ay/a; y el
valor de la circulacion. Como todas estas variables estén relacionadas, el procedimiento
serd el siguiente: Se toman dos casos particulares de las nueve posibles binarias, el
primero correspondiente a un valor intermedio de momento angular de la binaria justo
antes de la fusion J,,,, cuya E.O.S es EL3, y el segundo a un caso extremo de momento
angular de la binaria correspondiente a la E.O.S TM1. Se escogen estas dos E.O.S ya que
segtin la Ref. [49], los radios de estas estrellas estén en el rango de: R, = 11.971km
y Ry = 11.9711km con un nivel de credibilidad del 90 %. Por lo cual, con base en
la figura 7, las E.O.S mas apropiadas a emplear por sus bajos valores de radio son
EL3 y TM1. Los valores de momento angular .J,, para cada binaria, justo antes de
la fusién, son J,,1 = 5.0585[GMZ/c] y Jme = 5.4730[GMZ/c] (ver cuadro 4.1) con
masas gravitacionales del remanente central de m. = 2.5272[My]| y meo = 2.4872[Mg)],
respectivamente.

La conservacion del momento angular implica que estos valores corresponderan al re-
manente justo después de la fusion. A partir de estos, se determinan los respectivos
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momentos angulares normalizados J; = 0.3542 y J, = 0.3956. Recordar que para nor-
malizar el momento angular se requeria no solo la masa de la estrella sino el radio R,
para hallar este radio se supuso en ambos casos una compacidad tipica cercana a 0.27.
Con estos valores, se calcula el valor inicial de ag/a;. Al comparar el punto inicial en la
secuencia de equilibrio con el sistema cuando se llega al objeto final en la secuencia, i.e.

forma esferoidal, as/a; = 1, se determina A.J y AFE, por ejemplo AJ, = J ay_ — Ji.

al

Los resultados se presentan en la figura 23, donde se seleccionan dos valores para la
circulacién C' = 3.47; 3.67.
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Figura 23: Secuencias de equilibrio de elipsoides de Riemann-S con dos valores de cir-
culacién y n = 1, en donde se relaciona la energia y momento angular del sistema
con la razon entre los ejes as y aq. Los puntos sobre las secuencias de equilibrio hacen

referencia a los datos iniciales de la fase de amortiguamiento, con base en los valores
de J; (verde) y J, (rojo).

Con base en estos resultados, se determina la perdida de momento angular y perdida
de energia de las binarias, como se mencion6 antes, evaluando estas cantidades cuando
o> = 1y restando su valor inicial con base en el valor que debe tomar .J,,. También

se determina la eficiencia en la emisién de ondas gravitacionales durante la fase de
amortiguamiento, los resultados se aprecian en el cuadro 4.4.

Para la primera binaria seleccionada, su E.O.S corresponde a EL3 y q=0.85. Por lo
tanto, posee una masa gravitacional inicial de 2.738 M y una eficiencia porcentual,
del objeto postfusion, aproximadamente del 0.32% v 0.11% para C' = 3.47; 3.67 res-
pectivamente. Para la segunda binaria, su E.O.S corresponde a TM1 y q=0.75. Por lo
tanto, posee una masa gravitacional de 2.76 M. y una eficiencia porcentual aproxima-
damente del 0.79% y 0.58 % para C' = 3.47; 3.6 respectivamente. Sin embargo, segin
el modelo basado en leyes de conservacién, las pérdidas maximas de momento angular
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Cuadro 4.4: Pérdida de momento angular, de energia, y eficiencia en radiacién gravita-
cional, producto de la fase de amortiguamiento. Se emplean diferentes valores de C, y
las dos binarias seleccionadas, con valores de ¢ = 0.85, ¢ = 0.75 y ecuaciones de estado
EL3 y TMI1 respectivamente.

AJ; [Gﬂj%] AJ, [G]\j%] AE; [Moc?] | AE;[Moc®] | AEJE, | AEy/E,
C =34rn 0.3398 0.8883 0.0086 0.0219 0.0032 0.0079
C = 3.67 0.1263 0.6804 0.0031 0.0162 0.0011 0.0058

para este par de binarias son AJyee1 = 0.3530 [GMZ/c] v Adpags = 0.6821 [GMZ /]
(ver cuadro 4.3). Por lo tanto, el umbral de perdida de momento angular es sobrepasado
por la segunda binaria para una circulacién de 3.47, pero no para una circulacién de
3.67. Precisamente este caso corresponde al de mayor eficiencia, ya que solo en forma
de radiacion gravitacional emitirfa durante la fase de amortiguamiento un 0.79 % de su
energia total inicial.

Por otra parte, si bien para una circulacion de 3,67 se obtienen los casos de me-
nor eficiencia en emision de ondas gravitacionales, sus valores de perdida de momen-
to angular si se encuentran por debajo del umbral permitido por el modelo de leyes
cuasiuniversales, siendo la mayor eficiencia de aproximadamente 0.58 %. Es decir a la
segunda binaria, con circulacién C' = 3.67 (dentro del umbral permitido), le correspon-
de una perdida de energia por emisiéon de ondas gravitacionales de aproximadamente
AE; = 0.0162Myc? = 2.911 x 10°%[ergs|, mientras que a la primera binaria, también
con C = 3.67 le corresponde una pérdida de energfa de AE; = 5.572 x 10°![ergs]. Estos
resultados demuestran que, aunque actualmente no hay métodos directos para medir
la circulacion del remanente, es posible estimar valores factibles gracias a la aplicacién
de las relaciones cuasi-universales. Sin embargo, cabe aclarar que un posible rango de
valores a tomar de la circulacién no es algo genérico, ya que depende de la masa y radio
de cada posible estrella remanente, asi como de la E.O.S para el sistema binario.

En la fase de inmersion, el sistema radia energia en forma de ondas gravitacionales
dada por la ecuacién (2.4.3). Para el primer sistema binario (con C' = 3.67) Eglf’,g(l) ~
8.295 x 10°2 [ergs], y para el segundo sistema binario, Eir® ~ 7.044 x 1072 [ergs]. Por
lo tanto, el aporte energético total por emision de ondas gravitacionales corresponde
para la primera binaria a Eoy, = Emer®M 4 EPY (8,205 4 0.557) x 10%2[ergs] ~
8.852x 10°?[ergs] y para la segunda binaria a E(GQ‘}V = Egﬁf(Q)—i—Eggv(z) ~ (7.044+2.911) x
10°2[ergs] = 9.955 x 10°%[ergs]. Estos valores estdn aproximadamente en el orden de
~ 10°%[erg] lo cual si bien representan una alta emisién en ondas gravitacionales, no
necesariamente llegaria a explicar el por qué se midié tan poca energia en otros canales
de emision en GW170817. Como se presentd anteriormente, la perdida de energia total
del sistema (por el defecto de masa) se estima aproximadamente entre 2.03 x 10°3 y
2.62 x 10%erg].
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Combinando estos resultados con los presentados en la subseccion anterior se obtiene
que, en el caso ideal en el que no se forma disco, el defecto en la masa de ambas
binarias (el cual es méximo) corresponde a AMjyc? = 0.1454 M c* = 2.6135x 1073 [ergs]
y AM@gyc? = 0.1437Myc* = 2.5830 x 10%[ergs], (Ver cuadro 4. 2) Esto implica que

EY) =AMy — ES), ~ 1.728 x 1053[ergs] y EC).. = AMgc® — By, ~ 1.588 x
10%3[ergs]. Pero los méximos valores en otras formas de energfa corresponden al caso de
maxima masa del disco, que para este par de binarias corresponden, segin el cuadro 4.1,

a: B2 = 0.1128Myc? = 2.027x10%ergs] y EY) . = 0.1296Moc? = 2.329%10%ergs].

other — other —

Todo lo anterior implica que al modelar GW170817 con la primera binaria, cuya
E.O.S es EL3, se obtiene: 0 < Equ < 8.852 x 1072 [ergs] y 1.728 x 1073 < EC(,t,)w
2.329 x 1052[67’98]. Mientras que, al modelar el evento con la segunda blnarla cuya
E.0.S es TM1, se obtiene: 0 < Eany < 9.955 x 1052 [ergs] y 1.588 x 10% < E®)

~ other
2.027 x 10%3[ergs].

Se determina el cambio en la frecuencia de las ondas gravitacionales respecto al tiempo
en funcién de la frecuencia misma, cuyo resultado se precia en la figura 24. Aunque el
caso de la segunda binaria, cuya circulacién es C' = 3.47 y E.O.S TMI, se descarta por
las cotas impuestas por el modelo de relaciones cuasi-universales, se continua analizando
sus demas resultados para determinar que tanto varian de no utilizar tales cotas. Se
aprecia en estos resultados que el valor maximo en la tasa de cambio respecto al tiempo
de la frecuencia de las ondas para el caso de menor circulacién es mayor al caso de mayor
circulacion, resultado consistente con lo visto anteriormente en la figura 21. A cada
circulacién le corresponden dos y no una curva, ya que al devolver las normalizaciones
influyen el valor de las masas y radios de cada estrella remanente. También se aprecia

que af =2 >0, lo cual predice un comportamiento de espin-up.

Con base en el anterior resultado se determina el comportamiento de la frecuencia
de las ondas gravitacionales respecto al tiempo, el cual se aprecia en la figura 25.
La emision durante la fase de amortiguamiento ocurre en el rango de los kilo Hertz,
aproximadamente entre 1450 y 1700 Hz, y en un tiempo en el orden de las centésimas
de segundos, aproximadamente entre 0.025 y 0.035 seg. Esto es consistente con la no
deteccion por parte de los observatorios LIGO y Virgo de la senal gravitacional del
objeto postfusién [4], ya que emite en un rango superior al de funcionamiento éptimo
de estos detectores (mas de 1000 Hz).

Por otra parte, el comportamiento de la amplitud y tiempo caracteristico de estas
ondas se aprecia en la figura 26, donde segin estos datos a menor circulacién mayor
la amplitud de las ondas gravitacionales, como era de esperarse. También, conforme
el sistema se acerca a la frecuencia maxima para las ondas gravitacionales, el tiempo
caracteristico crece abruptamente, ya que se acerca a la fase de objeto final, que no
emite radiacién gravitacional.
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Figura 24: Secuencias de equilibrio, para distintos valores de la circulacion y n =1, en
donde se relaciona la frecuencia de las ondas gravitacionales y el tiempo de emision.
Los puntos sobre las secuencias de equilibrio hacen referencia a los datos iniciales con
base en los valores de .J; (verde) y J, (rojo).

4.3. Detectabilidad del objeto postfusion.

La deteccién de ondas gravitacionales requiere separar la senal fisica del ruido instru-
mental. La sefial medida h(t) por un detector de ondas gravitacionales proyecta las
componentes del tensor métrico h;;(t) segin su geometria:

h(t) = Dhy;(t) = Frhy + Fyhy, (4.3.1)

donde D¥ es el tensor de respuesta del detector [20], y F,, Fy son los patrones de
antena que determinan la sensibilidad del detector a cada polarizaciéon [50]. En un
sistema lineal, en el dominio espectral, la salida del detector se relaciona con la entrada
mediante:

hout(f) = T(f)R(f), (4.3.2)

donde T(f) es la funcién de transferencia del sistema. Esta funcién describe cémo se
modifica la senal de entrada en funcién de la frecuencia. Sin embargo, en un detector
real siempre hay ruido presente. El ruido instrumental n(t) se modela como un proceso
gaussiano estacionario con estadistica:
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Figura 25: Secuencias de equilibrio, para distintos valores de la circulacion y n =1, en
donde se relaciona la frecuencia de las ondas gravitacionales y el tiempo de emision.
Los puntos sobre las secuencias de equilibrio hacen referencia a los datos iniciales con
base en los valores de .J; (verde) y J, (rojo).

(A1) = 300 = 1)), (43.3)

donde S,,(f) representa la densidad espectral de potencia del ruido. Esto implica que la
estadistica del ruido no cambia con el tiempo y que su comportamiento puede describirse
a través de la funcion de correlacién [20]. Para maximizar la razon senal-ruido (SNR),
se emplea un filtro adaptado cuya forma en frecuencia es:

e B
MI(f) = ete x o (4.3.4)

La constante es arbitraria, ya que no afecta el cociente senal-ruido. El SNR tedrico

maximo alcanzable esta dado por:

 [h(f)
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Figura 26: Secuencias de equilibrio, para distintos valores de circulacion, en donde se
relaciona la amplitud y el tiempo caracteristico de las ondas gravitacionales con la
frecuencia de las mismas, para GW170817 con n = 1.

La orientacién y localizacion de la fuente no se conocen, por lo que la SNR se promedia
para evaluar la detectabilidad. Los promedios de las funciones patréon del detector
satisfacen: (F?) = (F2) y (FpFy) =0, por lo tanto se obtiene:
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(3 >2> ey [ (e (P + Ve (D)
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Esta ultima expresién permite definir la amplitud caracteristica, sin dimensiones, de
las ondas gravitacionales:

he = IF2 (R (12 + [ (F)P) . (43.7)

Siguiendo la Ref. [51], y a partir de la ecuacién (1.4.6), esta tltima expresion estd
dada en términos del cambio en la energia de las ondas gravitacionales respecto a la
frecuencia:

G dEg,,

ArD?*c?  df - §f2(\il+(f)|2 + |BX(f)‘2) (4.3.8)

Por lo tanto, la amplitud caracteristica h. corresponde a:

1 [ Gan,,

hc(f):WD 2 3 df

(4.3.9)

donde (F?) = 1/5, en el caso en el que el detector sea un interferémetro [21]. Este
resultado permite cuantificar la detectabilidad de una senal gravitacional en presencia
de ruido instrumental. También segiin la Ref. [41], esta amplitud caracteristica puede
ser obtenida por medio de un ajuste dado por la siguiente expresion:

30M
he~9.1x 1072 (Tpc) MR 15, (4.3.10)

donde la masa y radios de la estrella estan normalizados por 1.4M y 10km, respectiva-
mente y la distancia a la fuente debe estar en Mpc. Esta expresiéon es aproximadamente
valida para cualquier valor de circulacién e inidice n.

Para el estudio de la senal de la onda gravitacional emitida por el objeto postfusion se
selecciona solo una de las 3 posibles secuencias de evolucién del elipsoide, correspon-
diente a la primera binaria, cuya E.O.S es EL3 y circulacién C' = 3.47. Se selecciona
esta binaria ya que se encuentra en el umbral de perdida de momento angular permi-
tido, y su E.O.S, EL3, es la mas adecuada al considerar el rango para los radios de
las estrellas impuesto por la Ref. [49]. Esta binaria en particular prevee una frecuencia
maxima durante la fase de inmersion de aproximadamente 1187 Hz, y si se considera
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la emisién gravitacional tanto de la fase de inmersién como de amortiguamiento, posee
una emisién gravitacional neta de 9.84 x 10°?erg. Por lo tanto, le corresponde una efi-
ciencia neta del 2 %, donde un 0.32 % viene de la fase de amortiguamiento (ver cuadro
4.4) y el resto viene de la fase de inmersién. A partir de la ecuacién (4.3.9) y de los
datos liberados por el observatorio LIGO, respecto a la sensibilidad de sus detectores
y la senal gravitacional de GW170817, se obtienen los resultados presentes en la figura
27. Estos resultados muestran que la senal del objeto postfusion, asociado al evento
GW170817, no fue detectada debido a que emitié en un rango de frecuencias muy alto,
aproximadamente entre 1450 y 1700 Hz, y entonces la amplitud A. se encuentra muy
cercano al ruido de los detectores L1 y H1. Al sobre estimar el valor esperado de la
razén senal ruido, SNR, esta es del érden de ~ 4. También se aprecia que un futuro
proyecto como el telescopio Einstein podria llegar a detectar este tipo de senales, ya
que tiene mas sensibilidad a altas frecuencias que el observatorio LIGO.

10-17 { —— Einstein Telescope
Advanced LIGO
10-184/— LI
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109 — Post-fusion
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Figura 27: Ruido de los detectores L1 y H1 del observatorio Advanced LIGO. Las curvas
naranja y azul muestran la sensibilidad tedrica de este detector y la que se espera que
tenga el telescopio Einstein, respectivamente. La amplitud caracteristica predicha por
el modelo de elipsoides de Riemann-S, h,., corresponde a la curva morada.

En sintesis, a partir de los modelos presentes en este capitulo, aplicados al objeto
postfusién en el evento GW170817, se obtienen los siguientes resultados y conclusiones:
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Al modelar la evolucién del objeto postfusion a lo largo de secuencias de Riemann-
S, calculando las pérdidas de energia y momento angular durante la fase de amor-
tiguamiento por radiacién gravitacional, se determina que: La eficiencia en la
emisién de estas ondas depende fuertemente del valor de la circulacién C, asi
como de la compacidad del objeto final.

Para valores altos de circulacién (C' = 3.67), las pérdidas de momento angular
estan dentro del umbral permitido por las relaciones cuasi-universales, lo cual va-
lida fisicamente estas configuraciones. Las eficiencias energéticas durante la fase
de amortiguamiento alcanzan hasta un 0.58 % de la energia inicial. En contraste,
para el caso de la segunda binaria con E.O.S TM1, se observa que valores bajos
de circulacién (C' = 3.47) producen pérdidas de momento angular que exceden
los limites permitidos por las leyes de conservacién. Ciertamente este caso corres-
ponde al de mayor eficiencia en emisién de ondas gravitacionales durante la fase
de amortiguamiento, alrededor de un 0.79 %.

La energia total emitida en ondas gravitacionales, para los sistemas dentro del
umbral permitido, estuvo en el orden de ~ 10°® erg, comparable a la perdida de
energfa total del sistema por defecto de masa, ~ 2.5 x 10>3erg. Pero no lo suficiente
para explicar por qué se midié tan poca energia en otros canales, como los rayos
gamma (~ 10 ergios).

Las frecuencias de las ondas gravitacionales emitidas por el objeto postfusion
estédn en el rango de los kilohercios (entre 1450 y 1700 Hz), con duraciones tem-
porales del orden de centésimas de segundo, entre 0.025 y 0.035 seg, mostrando
un comportamiento de espin-up (aumento de frecuencia con el tiempo).

La amplitud de las ondas gravitacionales es mayor para menores circulaciones,
asi como las frecuencias de las ondas durante la fase de amortiguamiento.

Aunque no existen métodos directos para medir la circulaciéon de un remanente,
este estudio muestra que es posible restringir sus valores utilizando leyes de con-
servacion, y asi obtener predicciones fisicamente consistentes para la evolucion del
objeto postfusion. Sin embargo, no hay un rango general de circulaciones validas
ya que depende de la E.O.S que se esté empleando.

Segun el modelo de elipsoides de Riemann-S, la senal del objeto postfusion no es
detectable por el observatorio LIGO. Esto se debe a que el objeto emite en un
rango de frecuencias muy alto, entre 1450 y 1700 H z, por lo cual h. se encuentra
muy cercano al ruido de los detectores L1 y H1, y sobre estimando el valor espe-
rado de la razén senal ruido es del orden de ~ 4, pero se requiere que sea superior
a 8 para poder detectar la senal.
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CAPITULO V

Discusion y conclusiones

Este estudio sobre la fusion de sistemas binarios y la correspondiente emisién de ondas
gravitacionales permite caracterizar el comportamiento del remanente postfusion de
una binaria de estrellas de neutrones y su detectabilidad, con aplicacién al evento
GW170817. Se determina que los sistemas binarias de estrellas de neutrones, si bien
emiten una alta cantidad de energfa en forma de radiacién gravitacional ~ 10%3erg, con
una eficiencia neta de aproximadamente 2 %, no es tan alta en contraste con la prevista
en la Ref. [1], mayor al 5%. Esto se debe a que aquel estudio considera que las estrellas
durante la fase de inmersién tenian la misma frecuencia angular de rotaciéon que la
frecuencia orbital, lo cual implicaria una mayor emision en ondas gravitacionales, pero
no hay un sustento fisico claro para suponer ese comportamiento. Adicionalmente, segin
la Ref. [3], el espin observado de las componentes estelares es despreciable. Y segin
simulaciones numéricas presentes en la literatura, la fusion de binarias de neutrones no
deberia tener eficiencia neta emitiendo radiacién gravitacional superior al 4.5 % [52].

Con respecto al objeto postfusion de GW170817, modelado como un elipsoide de
Riemann-S, se determina que el ancho de banda de emisién de las ondas gravitacionales
se encuentra en el rango de los kilohercios, aproximadamente entre 1450 y 1700 H z,
con tiempos de emisién durante la fase de amortiguamiento del orden de centésimas
de segundo, aproximadamente entre 0.025 y 0.035 seg. Por lo tanto, segiin el modelo
de elipsoides de Riemann-S, el objeto postfusion asociado a GW170817 no se detectd
porque de facto no era detectable, ya que la senal se salia del ancho de banda de fun-
cionamiento ptimo del observatorio LIGO [6]. No obstante, futuros proyectos como
el telescopio Einstein podrian llegar a detectar eventos de este tipo, ya que operan de
manera mas optima y con mayor sensibilidad en el rango de los kilohercios [53].

Durante la fase de amortiguamiento se observa un comportamiento de espin-up, es de-
cir, un aumento progresivo de la frecuencia con el tiempo. Esto se debe a que conforme
el sistema emite ondas gravitacionales, se vuelve simétrico respecto al eje de rota-
cién, por lo tanto disminuye su momento de inercia de tal manera que atn perdiendo
energia logra continuar en aumento la frecuencia de las ondas. Se determina que tanto
la amplitud, como la frecuencia de las ondas gravitacionales, son mayores para menores
valores de circulaciéon. Aunque no existen métodos directos para medir la circulacion
de un remanente, es posible restringir sus valores utilizando leyes de conservacién, para
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asi poder obtener soluciones fisicamente consistentes. Sin embargo, no hay un rango
genérico de valores vélidos para la circulaciéon, ya que depende de la E.O.S.

Los modelos de leyes de conservacién y elipsoides de Riemann-S sugieren que el rema-
nente pudo haber sido una estrella de neutrones con rotacién rapida y una alta emision
de energia en forma de ondas gravitacionales, ~ 10°3[erg|, aunque no necesariamen-
te suficiente para explicar por completo la baja energia detectada en otros canales de
emisién, como los estallidos de rayos gamma ~ 10%¢[erg], va que la perdida de energia
total por defecto de masa se estima en aproximadamente 2.5 x 10%[erg]. Este esta-
llido de rayos gamma corto, GRB170817A, es a la fecha el estallido mas tenue de su
clase observado [54]. Segun esta tltima referencia la baja energia de GRB170817A se
explica principalmente porque el chorro de radiacién no apuntaba directamente hacia
la Tierra, y en lugar del chorro principal de rayos gamma, se observo la emisién débil
de sus estructuras laterales, combinada con una kilonova térmica. Cabe destacar que,
debido a la dependencia del remanente central con la ecuacion de estado de las estre-
llas progenitoras, no se descarta la posibilidad de que el remanente haya colapsado en
un agujero negro. Al suponer una estrella de neutrones de rapida rotaciéon como ob-
jeto postfusién, esta habria evolucionado a lo largo de una secuencia de equilibrio de
Riemann-S hasta llegar a un objeto final de configuracién esferoidal, la cual no emite
ondas gravitacionales por ser axialmente simétrico.

Se determina también que, a menor masa del disco de acrecién alrededor del remanente
estelar, mayor es la pérdida de momento angular y, por lo tanto, mayor la eficiencia
en la emisién de ondas gravitacionales. Ademas, el valor de la circulacion del rema-
nente restringe el punto de inicio en la secuencia evolutiva del objeto remanente. Las
limitaciones de este estudio se encuentran alrededor de la fase de fusién, la cual no se
considera debido a su corto lapso de tiempo y baja emision en radiacién gravitacional,
segun simulaciones de relatividad numérica presentes en la literatura [27]. No obstan-
te, es una fase importante, ya que es el puente entre la fase de inmersion y la fase
de amortiguamiento, y puede influir en como se describen las frecuencias de las ondas
gravitacionales de manera continua, ademas, la perdida de momento angular durante
la fase de fusién influye en el punto de inicio que se selecciona durante la evolucién de
la fase de amortiguamiento. Tampoco se considera la variacién relativista de la masa
del objeto remanente, lo cual permitiria una descripciéon mas clara de la dinamica de
la fuente. En conjunto, estos resultados refuerzan la relevancia de los modelos semi-
analiticos como complemento a las simulaciones numéricas, contribuyendo a una mejor
interpretacion de futuras observaciones.
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APENDICE A

Radiacion de ondas gravitacionales

Este apéndice muestra la derivacion de formulas relacionadas con la perturbacién de
la métrica y la radiaciéon de ondas gravitacionales de fuentes no relativistas. Primero
se retoma la ecuacion (1.2.4), se pasa al gauge (TT) y se resuelve la ecuacién tensorial
usando la funcién de Green de la versién escalar de tal ecuacién [20]:

- 4G Tt (tret, '
hi (%) = Agjuhw(t,x) = — / Md?’ (A1)

ct |x — x|

donde ¢, = t— |x x| , X es el vector posicion en donde se quiere evaluar la perturbacion
hZ;T, mientras que x' denota la posicién de la fuente (ver figura 28). Al aplicar la

xR

aproximacién de fuentes de campo débil ie. |x — x| = D( (’B—lz)) , con
|x'| < |x], la ecuacién queda de la siguiente manera:
4G D x'-n
T _ 3.0
hz’j (t,X) = WAij,kl/Tkl(t — ? + g , X )d €T . (AQ)

En el denominador, el término aproximado de |x — x'| solo introduce una pequena
variacion global en la amplitud, por lo que no es necesario incluir términos de orden
O(r'/D), se aproxima a la distancia D. En el tiempo retardado el término a primer
orden si afecta directamente la fase de la radiacion, por lo que no se puede despreciar
i.e. Tkl(tret,x/) = Tkl( n X/).

Por otra parte, cuando las velocidades de la fuente no son relativistas, v < ¢, de tal

manera que la longitud de las ondas gravitacionales A son mayores a una longitud ca-
racteristica de la fuente d, A > d, se puede aplicar la expansion a bajas velocidades. Por
lo cual, el tensor energia impulso Tj; se puede expresar en términos de sus componentes
de fourier, donde T}, seria un pico, de frecuencia wy, rodeado de demas frecuencias con
wsd K c:

D X/'ﬁ d4k’ ~ D, x'ay ’
Tult—=+=—— %)= Ty (w, ke @wlt—c+50) gikx’ A.3
et ( c + c ,X) /(2 )i w(w, ke e (A.3)
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Figura 28: Tlustracién grafica de la relacién entre x y x’, donde D corresponde a la
distancia al punto donde se evaltia la perturbacion hg;T y d corresponde a una longitud
caracteristica de la fuente.

entonces %x’ n < %d < 1, por lo tanto al expandir se obtiene:

A ) ) o —1 2 L

& 2 c

lo cual es equivalente a expandir el tensor energia impulso como una serie de Taylor en
el dominio temporal:

D x-n 't 2l ining
Ty (t—;—{— c ,X/) ~ (Tkll(t_D,x/)_F OtTkH——@kaH—),

c 2c?

(A.5)
donde las derivadas son evaluadas en (t — £,x). Se reemplaza en (A.2) y se obtiene
que:

TT _ kl klom | "'mT Skim
hij (t,X) = D_C4Aij’kl <S + EnmS + 2—025 P4 ) , (A6)

donde los nuevos términos que aparecen entre paréntesis corresponden a los siguientes
momentos:

S (t) = /d%'T’j(t,X’)
Sk (L) = /d%’T"j(t,X’)x’k (A7)
SiH(p) / B2 T (¢, %)k,
Analogamente también se definen los siguientes momentos
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M = é d*x’ T (t,x),

M' = é d*x" T (t,x")2",

MY = é >’ T (t, x")a""z", (A.8)
Pl = %/d%’TOi(t,X’),

. 1 . .

P = —/d3x’ T (t,x") 2",
c

Al aplicar la conservacién del tensor energia-impulso, conservacion de la masa y con-

servacion del momento total se obtiene: 9T = 19,7 = —9,T% M = coM =

0, Pi=0, considerando los anteriores resultados, se puede demostrar qué [20]:

59 Lips a9

A.1. Radiacion de cuadrupolo

En la expresién (A.6) se aprecia que el primer término es aquel que méas aporta al tensor
BIT
la relacién (A.9), se obtiene:

por lo cual si se toma en cuenta solo el aporte del primer término, y se considera

2G

TT —

Aijklel(t - D/C) (AlO)

cuad

El momento de masa M* por definicién es simétrico, entonces se puede representar de
la siguiente manera:

donde el primer término seria aquel sin traza. Obsérvese que la contracciéon Aij,klékl =0,
por lo tanto, el tratamiento de las ecuaciones puede continuar correctamente, inica-
mente considerando el término sin traza, el cual se denomina momento cuadrupolar:

QY = MY — %(5”Mkk = /d3x’p(t,x') (x”xU — gw’2(5”) : (A.12)

donde p(t,x') = LT%. Al definir Q77 (¢t — D/c) = AyjaQn(t — D/c) entonces la expre-
sion final es la siguiente:
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2G

TT
hij (t,x) = DA

Aij’lekl(t — D/C) (A13>

cuad

Esta expresion corresponde a la aproximacion cuadrupolar de la radiacion de ondas gra-
vitacionales. Se halla la energia radiada a partir de la tltima expresion, y considerando
la ecuacién de la luminosidad de las ondas gravitacionales (1.4.6):

;o _dE _ D 4
©W) =4t~ 327G D2

/ dQ<Aij,mnAij,kl@ankl>v (A14)

al aplicar la siguiente propiedad AjjmnNiju = Akimn € integrar sobre toda la superficie
esférica de radio D, se obtiene [ dQA;j . = % (110,01 — 4901 + 6:10;1), por lo tanto,
la luminosidad es:

Law) = 508 (11(Q4;Qij) — HQuQk) + (Qi;Qij)) » (A.15)
cuad
Lcw) " = @(Qij@ig‘)- (A.16)

Cabe recordar que el valor esperado corresponde a un promedio temporal sobre periodos
caracteristicos de las ondas gravitacionales y evaluado en t — D/ec.

A.2. Emision gravitacional de una binaria

En esta seccion se presenta el desarrollo matematico para determinar la radiacién gra-
vitacional de un sistema binario de masas puntuales (ver figura 2). Tomando las ecua-
ciones de la orbita parametrizada (1.5.4), y utilizando la expresién para el segundo
momento de masa (A.8), se obtiene que para un sistema binario de masas puntuales
M corresponde a:

i _ i,.J id i J i J J i i
MY = myzix] + mexsx) = MunZep Tons + 1(Teney + oh ) + prord, (A7)

donde z%,, denota la posicién del centro de masa. Por lo tanto, en el marco del centro
de masa (CM), el segundo momento de masa esta dado por:

MY = pah(t)h(1 (A18)
por lo que las componentes son:
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5 1 —cos(2Qst)

Mll = /“Lrsep 2 ,
1 20t
M22 = Mrgep%a (Alg)
1
M2 = —éurgepsen(QQst).
Las segundas derivadas temporales estan dadas por:
MY = 22 = 212, Q2ocos(20t) (A.20)
M2 = 2012, Q2 sen(20t). '

A partir de la expresion (A.13) las polarizaciones de una onda gravitacional que viaja
en direccién 1 = Z estan dadas por [20]:

) 1G -
h+(t, 2) = 5—4(M11 — MQQ)
¢ (A.21)
R 2 G -
h,x<t, Z) = Bngg,

mientras que en caso de que la onda gravitacional viaje en direccién n arbitraria (ver
figura 29) las polarizaciones de la onda gravitacional estan dadas por:

) 1G ., .
h+(ta”) = EE(MII - Mzz)
(A.22)
) 2G .,
hw(t7 ) = Bg 129

Figura 29: En esta figura se supone un marco de referencia (x,y,z) que se encuentra en
la fuente, en el cual una onda gravitacional se propaga en una direccién arbitraria n, y
el observador se encuentra sobre el eje 2 (tomado de [20]).

donde el simbolo prima hace referencia a Mj; = (R"MR);;, siendo R la matriz de
rotacién a emplear en esta situacién, mas detalles en [20]. Desde el punto de vista
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A.3. EMISION GRAVITACIONAL DE UN OBJETO TRIAXIAL
ROTANTE

observacional, solo hay acceso a la radiaciéon que una estrella binaria emite en la di-

reccién que apunta desde el sistema binario hacia nosotros. Por lo tanto, el angulo 6
es igual al dngulo entre la normal a la dérbita y la linea de visién, ¢ (ver Figura 29).
Dicho lo anterior, ya se pueden determinar las polarizaciones de la onda gravitacional
reemplazando las segundas derivadas temporales de los segundos momentos en la masa,
y considerando la matriz de rotacion:

1 4Gur2, /1 20
ho () = ———Fslsep (2HCOSTN o 9000)
D ct 2 A23
1 4GuQ3r? (4.25)
hy(t) = 5#008(9)8671(29825)
c

A.3. Emisiéon gravitacional de un objeto triaxial rotante

En esta seccién se presenta el desarrollo matematico para determinar la radiacién gra-
vitacional de un objeto triaxial rotante (ver figura 3). Se denota Z}; = diag(Z;, 1y, Iy),
el tensor de inercia en el sistema coordenado (27, x5, 25), v Z;;, en el sistema (z1, z2, z3),
es decir en los marcos de referencia co-rotante con el objeto y estatico respectivamente.
Evidentemente, I{j es una matriz constante, mientras que Z;; es dependiente del tiempo
y se define de la siguiente manera [55]:

I = /d3xp(t, x) (2%0Y — 2'a7) . (A.24)
El tensor de inercia transforma de la siguiente manera:

8_17/. 895’-
= L IT. = R RijTy. A.25
1] a[L’k al,; J k4jliLkl ( )

Por lo tanto, las componentes de Z;; son:

U U

I, -1
Ill =1+ 1 B 2 COS(QQTOtt),

I, - 1}
Ty =1 — 22 cos(20, i), (A.26)
-1
112 = 1 2 SiIl(QQrott)a
Ts3 =T,

Ademas, del dlgebra tensorial es bien sabido que haciendo uso de la propiedad ciclica de
la traza, la misma se conservard, i.e la traza es inariante ante rotaciones. Por otra parte,
observe que por la definicién del tensor de inercia (A.24), es equivalente a la definicién
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del momento M;;, a excepciéon de un signo y de la traza, pero como ya se mostro, la traza
es constante, asi que se las segundas derivadas temporales de los segundos momentos
de masa son:

T -1

MH = _jll = COS(QQTOtt)ZngOt,
. .. I -1

. .. I —7

My = —Tjy = =2 zsen(Qtht)éleot.

Por lo tanto, al considerar la expresion para las polarizaciones de las ondas gravitacio-
nales, presentada en (A.21), las mismas estan dadas por:

G , ,
h+ = D—C44Q£ot(z:/[ - Ié) COS(2QTOtt) <$) ’
A28
¢ 2 4 AR ( )
hx = D_C4497~ot<:z.1 - IQ) Sln(Qtht) COS L.

donde ¢ corresponde al angulo entre la linea de vision y el eje x3 respecto al cual se
encuentra rotando la estrella (ver figura 3). Por otra parte, al aplicar la ecuacién de
la luminosidad de las ondas gravitacionales en la aproximacién cuadrupolar (A.16), se
obtiene:

A __32G
dt 5¢b ot

(7, — 1;)*. (A.29)
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APENDICE B

Potencial radiacion-reaccion

El andlisis empieza con la solucién (A.13) para la parte espacial del campo de radiacién
en el gauge original:

2G

Bij(t7X) = Dt

M"Y (t—DJc), (B.1)

cuad
aunque esta solucion es originalmente derivada descartando los términos que decaen
més rapido que 1/D, es de hecho una solucién exacta a las ecuaciones de campo en

* = ( de la teoria linearizada. Por lo tanto, es valida para las zonas

el vacio W%
intermedias y cercanas (D < A, con D > R) asi como en la zona de radiacién (ver
figura 1). Si se reemplaza la condicién de onda saliente por una condicién de onda

entrante en el infinito, la solucién exacta corresponde a:

- 2G - .
Ahora, en aras de describir los efectos de condicién de frontera de onda saliente, uno
puede escribir la solucion exacta de la siguiente forma:

26 ypig— 2y, -4, (B.3)

Bij (t,x) = Dct c

y entonces se pondria atencién a los efectos del signo de €. En la zona cercana, pero afue-
ra de la fuente aproximadamente Newtoniana, esta expresion expandida en potencias
de D queda de la siguiente manera:

hij - ? e

3) 2
D cM +WM D—WM D—i—...), (B.4)

cabe recordar que el nimero entre paréntesis representa el orden de la derivada tem-

2n+l gerd € para n € N. Las expresiones corres-

poral, ademés €2" serd 1, mientras que e
pondientes de hoj v hoo se obtienen de las condiciones de gauge ya antes mencionadas

R’ ap = U, y entonces h]OO = hjkk
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@ 2.0

_ 2G [ (3x7xk — D257%) (xixk — D257%)
foo = c_4< o M T

(B.5)

ik 1 D2gik A(203 2% 1 D2Ik
3(x :1:4';2 )Mﬁ)—e ( SL’:C5‘+3 )M(5)—|—...>.
'Dc fe

Al acercarse a la fuente, el término principal es aquel que cae con 1/D3, es decir:

2G (3z7 2% — D?¢7%) _ 6GQjnin®
25 kT T aps

hoo =~ (B6)
Es precisamente este término el que se relaciona con la parte cuadrupolar del potencial
Newtoniano,® = —%hoo = —%BOO. Los demas términos sin € s enfrente son correcciones
del potencial Newtoniano. Mientras que los términos con €'s enfrente estan asociados
con la reaccién a la radiacién [20, 12]. Asi que, se extraen estos términos y se asocian
con el potencial de reaccién:

7 (react 2G 3 1 G j j 5
o = _@M;j) - A+ D) My} (B.7)

A continuacidn, se emplea la relacién entre el tensor h,, (con traza inversa) y el tensor

Py

T 1.
Py = by — §7hwh7 hoo = hoo + ih (B.8)

Para obtener h, se utiliza su definicion como traza con la métrica de Minkowski:

_ . L _ G 1G
h=n0"hye = —hoo + hat,  hy = —2—MP — 2= MO D2, (B.9)
cd 3c7

sustituyendo esta expresion en la férmula de kg, se obtiene

_ 1 _ _ 1 - _
hoo = hoo + 5(—}100 + hii) = §(h00 + hii), (B.10)
. 1.(react) G (3) 1 G ik 2 ik (5) G (3) G 5) 12
react 4G 3 G ] j 5
oo™ = —3 My = T (aa" + 3D M (B.12)

Se realiza una transformacion de gauge que exprese las ecuaciones de forma Newtoniana,
siguiendo el desarrollo presentado en la Ref. [12]:
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Thew = xﬁzd + g#(x)’ Py = Ppwgg — (gu,v + gl/,p);

donde la funcion £ convenientemente se expresa de la siguiente manera:

G

(B.13)

1 o G [ 2 1w 1
€ - (_ ML Ml(l?’)l“]) =G (__ M IOk - L DQ)

cd A 3

Finalmente, en este nuevo gauge la expresion corresponde a:

(5) ik __é (react) _E 5) j. .k
Qipr’z", — ©= hgo Qv

2G
h(react) - —
2 5¢®

0 = 5
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APENDICE C

Construccion del remanente

Este apéndice muestra la derivacién matemaética de los modelos para el objeto postfu-
sién. Los procedimientos acé presentes siguen el desarrollo de las Refs. [41, 42, 14, 13,
43]. También se emplean resultados matemadticos presentes en el libro sobre figuras de
equilibrio elipsoidales [32].

C.1. Caso esférico: estrella politropa

Las ecuaciones de estructura empleadas para la estrella remanente son:

dP  —Gmp
dr — r2 7

(C.1)

— = 4qr?

dr P
donde p representa la densidad, P la presion, m la masa y r la distancia radial desde
el centro hasta un punto contenido en la estrella. Estas ecuaciones se condensan en la
siguiente expresion:

1 d [(r*dP
L B N 2
Tsz(p dr) Gp (C.2)

Las estrellas politropas se caracterizan por las siguientes relaciones [40]:

1
P=Kp, p=pb" y=1+-, (C.3)

donde p. es la densidad central de la estrella, K es una constante relacionada con las
propiedades fisicas de la estrella, n es el indidice politrépico, con v = 1 + %, y 0 es
una variable sin dimensiones que determina el comportamiento de la densidad p. Se
normalizan las ecuaciones por medio de las siguientes expresiones:

B (e
r=a&, a= e . (C.4)
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La constante a relaciona la variable r con la variable sin dimensiones £. Se obtiene la
ecuacion de Lane-Emdem:

1d
e de (5 %) - (©5)

donde se puede demostrar que se deben cumplir las siguientes condiciones:

6(0) =1, 0'(0) = 0, 0(&1) = 0 — superficie. (C.6)

Estas condiciones de contorno se imponen sobre la solucién de la ecuacién de La-
ne-Emden para garantizar la consistencia fisica del modelo. La primera condicion,
0(0) = 1, refleja que la densidad en el centro de la estrella (r = 0) alcanza su va-
lor méximo, correspondiente a la densidad central. La segunda, 6'(0) = 0, asegura la
regularidad de la solucién en el origen, evitando un gradiente de densidad no fisico en
el centro. Finalmente, la condicién 6(&;) = 0 define el radio adimensional & en el cual
la funcién de densidad se anula, lo cual representa la superficie de la estrella, donde la
presién debe caer a cero. De (C.1), la masa de una politropa esférica es:

R &1
M = 4rr?pdr = 4mwap, 20md¢ = 4ma’p.£2)0' (&) (C.7)
0 0
M 16" (1))
- = dnp, C.8
“R3 TP 3 (C.8)

El caso de densidad homogénea, corresponde al caso de n = 0 y por lo tanto se deno-
mina, caso incompresible. La energia interna de una politropa viene dada por:

&
d —d Kp'/m 6" +1q C.9
/um / m = Kp! wm/f 3 (C.9)

al considerar la ecuacién de Lane-Emden se obtiene:

n Mn n+1 , 1
1
donde k;(n) se define como:
n(n+1 ,
i) = " Ve ©1)

La energia potencial gravitacional viene dada por:
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M 2
W:—/ SUCPR S (C.12)
0

Ahora, haciendo uso del resultado obtenido en la subseccion sobre las politropas, po-
demos expresar esta energia potencial de la siguiente manera:

3 GM? 3 drlo' ()| ?
W = — - _ GM3/3 3 2SI — L GMP/3 13
5—n R 5—n Pe 51 Z(n) Pe

Y

(C.13)

con lo cual se define ky(n) como:

3 (g
kg(n)—5_n< . ) . (C.14)

El momento de inercia viene dado por:

2

M 2
I= —/ r?dm = —a5pc47r/ oretde = /~€nMR2 (C.15)
3 Jo 3 0

donde k,, se define como un factor que permite pasar del momento de inercia de una
estrella esférica homogénea al de una politropa:

5 onglag

K YT (C.16)

C.2. Caso esferoidal: estrella politropa

El potencial gravitacional B(r) corresponde a:
G——— d3 ’ C.17
- [e (c17)

que en el caso de un esferoide homogéneo con semiejes ai, (ay = a1) y as se puede
demostrar que corresponde a [32]:

B(r) = —mGpA - Auj) (C.18)

=1

donde x; define la posicion r en la que se estd evaluando el potencial B, y se definen
los parametros A y A; de la siguiente manera:
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9 21_21/2
W2 2

e? e3

sin~!(e), e:( —“—é)m. (C.20)

La energia potencial gravitacional esta dada por:

W = —/B(r)dm. (C.21)
Al resolver la integral volumétrica en la fuente se obtiene:

§G.M2 sin~(e)

W =—
5 ag e

(C.22)

donde (1 —e?)z = 3. Con base en la aproximacion elipsoidal [32], se extrapola este re-
sultado del esferoide homogéneo para dar una estimacion en la que, ademas, se entiende
la estrella como un fluido politrépico:

wo 3GMPsinTie) 3
5 ag e 5

S | : L
W= —kg\(nzo)GMipé%}e)u — )5 . W = —ky(n)GM:p3 ——(1- e?)s

1 in—1 1
W = —ko(n)GM®2pZ g()) donde se define g(\(e)) = W(l —e?)s

El momento de inercia de un esferoide homogéneo es trivial y viene dado por:

2
I= 5Ma‘;’, (C.26)

asi que la razén entre este momento de inercia y el de una esfera homogénea con el
mismo voltimen, es decir cuyo R = (ajasas)/?, viene dado por:

I a? a\s 1
Isphere (CL% a3)2/3 (0,3 ) A ( )
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De nuevo, bajo la aproximacién elipsoidal, se extrapola esta relaciéon para el caso en
el que tanto el esferoide como la esfera son politropas y se supone que tal relacion se
sigue cumpliendo:

Is ere 2 nMR2 2
[ e 5" —— = M. (C.28)

La energia cinética rotacional viene dada por:

P B2A B2 3EN0(&)] M/

= = = C.29)
2 €1 pn —2/3 R2’ (
2 4k, MR 4 5[019 gide M—PR
al emplear (C.8), se obtiene la ecuacion:
T = J2AM 3 p*3ks(n), (C.30)
donde se define k3(n) como:
3(47)2/3 10/3 o' 5/3 5 (47)2/3 /10 2/3
4[5 omerde Kn &
C.3. Elipsoides de Jacobi compresibles
Se consideran figuras triaxiales uniformemente rotantes alrededor del eje as:
ﬁ = Qég ay > as > as. (C32)

Siguiendo el desarrollo matemadtico de la Ref. [32], se definen los siguientes nimeros
caracteristicos del elipsoide:

A — A
Ap = Ay = — 2

* du
Ai = a1020as3 3 5 2
0 /T (@F +u)(af + u) az — &

donde el potencial gravitacional corresponde a la traza del siguiente tensor:

_ 2
Bz‘j = Aj —a; Aij;

(C.33)

3
sz(r) = —7TG,0 <2Bij$i$j + a?éij (Ai — Z Aw?)) . (C.34)
l

La energia potencial gravitacional de un elipsoide homogéneo es:
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1

W= /V B(r)pd*r, (C.35)

y al resolver la integral utilizando coordenadas elipsoidales se obtiene:

M M M 1 3 GM? —3GM?
2 2 2
W = —27TGp (Alalg + AQCLQE —+ Aga,gg) = _QWEE R3 A = 1—0 RS A
(C.36)
_—3aM? 1A

w f donde se define flay,az,a3) = (C.37)

5 R 5 (a1a2a3)2/3’

también se puede expresar esta funcion f en términos de la razén entre los ejes de la
siguiente manera:

1 A1G2 1 Al
= fM ) == —L ] ==
flar, a2, a3) = f(A1, A2) 9 (af/gag/‘ga;/?’ - ) 2 (1(&2/&1)2/3((13/@1)2/3 - )
(C.38)
Ady Asd 273
FO, Ag) = (% + = +A3/\1>\2), donde ;= (%) . (C.39)
1 2 7

Ahora, siguiendo con la aproximacion elipsoidal, se obtiene que una estructura elipsoidal
autogravitante cuya composicion se entiende como un fluido politrépico tiene asociada
la siguiente energia potencial gravitacional:

-3 GM?
wW=_—_°>_
5—n R

FOW ) = —ka(m)GM3p2 (A1, As). (C.40)

Se procede con el calculo del momento de inercia, comenzando con el caso de elipsoide
homogéneo:

I = / p(a® +y*)dV, (C41)
\%4
4 4 M
I, = %(gwaf + §7T(12) = ?(CL% + a%) (042)

Se halla la razon entre los momentos de inercia, esta vez el de un elipsoide homogéneno
con el de una esfera homogénea:
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Laps _ (ai+d3) 1 ai+af 1 (C.43)
Isphere N %]\4}%2 N 2 (a1a2a3)2/3 - h '
Por lo tanto, al considerar la aproximacion elipsoidal, el momento de inercia es:
‘[S ere 1
]elips = p]}; = ERTLM(G% + ag), (C44)
donde h, expresada en términos de la razon entre ejes, esta dada por:
1 1 a?+a? 2X\2\2
E Ll B (C.45)
h 2 (a1a2a3)2/3 )\1 + )\2

Para hallar la energia cinética rotacional de la estructura, el proceso es el mismo al de
las subsecciones anteriores, pero en este caso en vez de 1/ se tiene 1/h:

J2

T =
2Ielips

= kshJ2M %3 p2/3, (C.46)

Estos resultados son consistentes con el caso esferoidal, ya que si a; = as, entonces
A1 = A2 = h(A1, A2) = A, y también f(A1, A2) = g(A).

Condiciones de equilibrio para los elipsoides de Jacobi

Primero se retoma la ecuacién (3.3.7), donde las condiciones de equilibrio son:

oF oF oF
— = =0. (C.A4T)
Opelpry Ol Ol
De las dos tltimas condiciones, gTE‘ = gTE = 0, se pueden demostrar las si-
Yim,g 21M,J

guientes dos expresiones, que corresponden a la misma ecuacién pero intercambiando
un sub-indice por el otro:

al sumar ambas condiciones se obtiene:

T . Ala% + AQCL% — 2143&%
w| 2A '

(C.49)

Por otra parte, al reemplazar en la ecuacién (C.48) la energia cinética por T = %I 02,

y la energia potencial gravitacional por W = _kQGM5/3pi/3f()\17 A2), se obtiene:
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B 20mGpM

1 1
- (Alcﬁ — §A2a§ — §A3a§) + Kkn (205 — a3)Q* =0, (1 2). (C.50)
—n

Al hacer una ecuacién més la mitad de la otra se obtiene:

—20 1 1 1 1 1
m (Ala% — 5142@% — 5143@% + 5142@% — ZAlaf — ZA:),&%) + (051)
1 0?
n(20] — a3 + a5 — ~aj)—— = C.52
k(201 — a3 + aj 2a1)7er ( )
por lo tanto, al definir 02 = WQ—GQE Y @n = kn(1 — %), se reduce la tiltima ecuacién a:
O2qna? — 24102 = —2A3a3 (1+2). (C.53)
Se retoman las definiciones de A;; y B;; y se le anade el término 2afa3A;2 a la tltima
ecuacion:
20202 A1y + QPqna’ — 24102 = —2A302 + 2a2a2 A1, (14 2), (C.54)

donde al simplificar se obtiene:

a%(fﬂqn —2Byy) = ag(ﬁzqn —2Byy) = 2(A12a%a3 — Agag). (C.55)

Para que esta ecuacién sea consistente ain teniendo a; # ay se deben cumplir las
siguientes relaciones:

~, 2B
0% = q”, (C.56)

Alga%ag == Ag(lg. (C57)

Por otra parte, se relaciona el momento angular normalizado con la frecuencia angular
normalizada de la siguiente manera:

s J 19 ViGp
(GMPR)'2 ~ (GM3R)'? " \/aC7

(C.58)

7_V3(ad+d) o
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C.4. Elipsoides de Riemann-S Compresibles

Con base en las condiciones de equilibrio para elipsoides de Riemann-S, segin la Ref.
[32], el campo de velocidades del fluido en un marco de referencia co-rotante con la
figura de equilibrio autogravitante debe ser:

vV = Qlyél + Qgﬁég (060)
donde Q1 y Q2 son constantes, para que se cumpla la primera condicién. Ahora, para

hacer cumplir la segunda condicién, segiin el desarrollo presentado en la Ref. [32], estas
constantes son:

2
as

Qs
@ a? + a3 +a2 @2 a? + a%g a ( )

Se redefinen en términos de una nueva constante A, manteniendo consistencia entre
Q2 y 1. Al usar la definicion de vorticidad, se observa que el campo de velocidades
impuesto es consistente:

(= (Vxv) = (a(—%?—ﬁ) @) + e @%)) — 0= Q1 (C.62)

donde A corresponde a la frecuencia angular de los movimientos del fluido interno:

a1a2
T2
ajy +a

A=

f' (C.63)

La velocidad del fluido desde un marco de referencia inercial viene dado por:

vO —v4+Qx7 (C.64)

haciendo uso de v y v(? se calcula el momento angular de la siguiente manera:

J = /deﬁ:/FXV(O)dm:/FXV(O)p@dgm: /(va+77xﬁxf)p(,r)d3x. (C.65)

Para resolver facilmente esta integral primero se realizan los respectivos productos
vectoriales y se divide la integral en sus 3 componentes. Para las componentes é; y
€, se realiza un cambio a coordenadas elipsodales, para que se haga evidente que las
integrales se hacen cero. Por lo tanto, el momento angular queda de la siguiente manera:
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J=é, (Q ( / (2 + yQ)pd?’x) + / (Qq? — Q1y2)pd3x) , (C.66)

2 2
J = e (m — Aaias /(242 + %)pd%) . (C.67)
2

1

Al realizar la integral, en coordenadas elipsoidales, nos se aprecia que:

- Ssin(0)cos(p) = T g Ssin(0)sin(¢) = g, (C.68)

ay a2

asi que es equivalente a hallar el momento de inercia de una esfera politropa de radio
R =1, ya que S € [0,1]. Tal momento de inercia corresponde a I = %/@nM . Por lo
tanto, el momento angular es:

> 2
J = ég <[Q — AalaganM) . (C69)

La energia cinética viene dada por:

1
T= / VO VOt = ( / (Q1y* + Q3$2)P<f>d3$) )

1
T=-
2

5 (C.70)
I (A2 + QQ) — gmnMalaQAQ.

Las condiciones de equilibrio son las mismas que en la anterior seccién pero ahora

las derivadas parciales deben ser realizadas para una masa M, momento angular J y
circulacién C, fijas. Dadas las dos condiciones (2£ = 98 = 0) y siguiendo
’ My ge  P2lugce

el mismo procedimiento que con los elipsoides de Jacobi, se obtiene que las ecuaciones
a resolver son:

2.2
A2 a1y 29
Q —(a% + ag>< — 2312 - 0,
dad (C.71)

CQ —alaiA, + a§A3 =0,

C = 7TCL16L2<C + 2Q>

Donde las nuevas variables normalizadas corresponden a:

QQ = QnQQ = QnQ_Q 62 = QnEQ = an_2 C= L (072)
7Gp’ 7Gp’ V7Gpo R
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