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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO ANALITICO Y NUMERICO DEL FENOMENO DE AUTORESONANCIA
CICLOTRONICA ESPACIAL.

Autor: Eduardo Alberto Orozco Ospino.
Palabras Claves: haz de electrones, autoresonancia ciclotréonica, cavidad aceleradora, método PIC.

DESCRIPCION:

Se presenta un estudio analitico y numérico de un nuevo método de aceleracién ciclotréonica resonante
de electrones por ondas transversales eléctricas estacionarias, con polarizacién circular y frecuencia
constante, en campos magnéticos estaticos no homogéneos con simetria axial. La principal caracteristica
de este método consiste en el mantenimiento continuo de las condiciones de resonancia ciclotrénica
a lo largo de las trayectorias tridimensionales helicoidales de los electrones, a pesar del crecimiento
de sus masas relativistas. Esto se logra mediante un incremento apropiado del campo magnético a lo
largo de la direccion de propagacién del haz de electrones. Este método de aceleracién fue propuesto
por el profesor Valeriy D. Dugar-Zhabon, director del grupo de investigacién de Fisica y Tecnologia
del Plasma y Corrosién (FITEK) de la Universidad Industrial de Santander (UIS) y fue denominado
Spatial AutoResonance Acceleration (SARA).

En la primera parte de esta tesis se estudia la aceleracién continua de un electrén por un campo de
microondas en un campo magnetostatico no homogéneo, mediante solucién numérica de la ecuacién
relativista de Newton-Lorentz. En esta parte, el perfil de campo magnético es determinado por el
método de prueba y error. La siguiente parte es dedicada al estudio analitico del mecanismo SARA,
donde se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas y no lineales las cuales describen
la evolucion temporal de la diferencia de fase entre la velocidad transversal del electrén y el campo
eléctrico de microondas, la energia y la velocidad longitudinal del electrén durante su movimiento en
la direccién del aumento del campo magnético. A partir de este conjunto de ecuaciones se deriva una
expresion analitica que garantiza el manenimiento del régimen de aceleracion SARA. En la tercera
parte, se realiza un andlisis numérico del efecto de la carga espacial sobre las condiciones de resonancia
de haces de electrones de diferentes intensidades utilizando el método Particle-in-cell (PIC) y una
aproximacién electrostatica. Finalmente se estudia numéricamente el efecto de un campo electrostatico
externo axialmente simétrico sobre la eficiencia en la ganancia de energia en el régimen SARA.

* .
Tesis

TFacultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales (Fisica). Director: Valeriy D. Dugar-Zhabon, Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: ANALYTICAL AND NUMERICAL STUDY OF SPACE CYCLOTRON AUTORESONANCE
PHENOMENON."

Autor: Eduardo Alberto Orozco Ospino.
KEY WORDS: electrons beam, cyclotron autoresonance, accelerator cavity, PIC method.

DESCRIPTION:

An analytical and numerical study of a new method of cyclotron resonant acceleration of electrons by
a circular polarized standing electromagnetic wave in an axisymmetric steady-state magnetic field is
presented. The principal characteristic of this method is to maintain the electrons in the space cyclotron
autoresonance regime in his 3D helical trajectories despite the increase of the electron relativistic mass.
It is reached through an appropriate increase of the magnetic field along electron beam propagation.
This method was proposed by professor Valeriy D. Dugar-Zhabon, director of research group of Fisica
y Tecnologia del Plasma y Corrosion (FITEK) of the Universidad Industrial de Santander (UIS) and
it was called Spatial AutoResonance Acceleration (SARA).

The continuous acceleration of an electron by a microwave field in a inhomogeneous magnetostatic field
was studied in the first part of the thesis through numerical solution of the relativistic Newton-Lorentz
equation. In this part, the magnetic field profile is determined by the trial-and-error method. The next
part is dedicated to analytical study of SARA mechanism where a set of nonlinear coupled differential
equations which describe the time evolution of the phase difference between the velocity transversal
component and the electric microwave field, the energy and longitudinal velocity of electron during its
motion in the sense of the magnetic field increase is obtained. An analytical expression for the magnetic
field configuration which guarantees the maintenance of the SARA acceleration regime is derived from
this set of equations. In the third part, a numerical analysis of the effect of the spatial charge on the
resonance conditions of electrons beam of different intensities is made using Particle-in-Cell method
and an electrostatic approximation. Finally an impact of an axisymmetric electrostatic field on the
electron energy gain efficiency in the SARA regime is studied numerically.

" Thesis.
TFacultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales (Fisica). Director: Valeriy D. Dugar-Zhabon, Ph.D.
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INTRODUCCION

El auto-mantenimiento de la interacciéon ciclotronica resonante entre un electrén y una
onda transversal electromagnética que se propaga a lo largo de un campo magnético ho-
mogéneo, en donde la condicién de resonancia ciclotronica es preservada por si misma
a pesar de la variacion de la masa relativista de la particula fue estudiado inicialmente
por A. Kolomenskii y A. Levedev en el afio 1962 [1] e independientemente por V. Davy-
dovskii [2]. Este fendmeno conocido como autoresonancia ha llamado la atencién de la
comunidad cientifica, principalmente en aplicaciones relacionadas con aceleradores de
particulas que permitan alcanzar altas energias.

Se han realizado numerosos estudios teéricos y experimentales para encontrar las condi-
ciones optimas para la aceleracién autoresonante de electrones en campos magnéticos
homogéneos ( [3]- [14]). Entre estos trabajos, H. R. Jory and A. W. Trivelpiece inves-
tigaron tedrica y experimentalmente el movimiento relativista de particulas cargadas
en campos combinados de ondas planas de gran amplitud, con polarizaciones lineal y
circular, y un campo estacionario homogéneo paralelo a la direccién de propagacion de
la onda, utilizando guias de ondas y cavidades resonantes [4]; sin incluir los efectos de
carga espacial del haz de particulas y los campos inducidos por este. Posteriormente, R.
Pakter con coinvestigadores mostraron que los efectos producidos por la carga espacial
impone limites sobre la aceleraciéon [9].

Las condiciones de resonancia ciclotrénica electrénica (RCE) también se pueden man-
tener en el tiempo a través del mecanismo GYRAC propuesto por K. S. Golovanivsky
( [16]- [20]). En este caso, los electrones son capturados en el plano medio de una
trampa magnética tipo espejo y son acelerados azimutalmente a muy altas energias
por microondas, debido a que el nivel de campo magnético crece en el tiempo con una
razén requerida para compensar el crecimiento de la masa relativista. En sus investiga-
ciones, K. S. Golovanivsky obtuvo las ecuaciones que describen la evolucién de la fase
y la energia de la particula en los casos debilmente relativista y ultrarelativista [16,17],
demostrando que el limite superior alcanzable esta relacionado con las pérdidas por ra-

diacién sincrotrénica y analizando los efectos desestabilizantes de dicha radiacién sobre
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la dindmica de la particula [19]. Posteriormente y basandose en el mecanismo GYRAC,
O. Gal estudié analiticamente el funcionamiento de un acelerador de electrones ciclico
autoresonante [21].

En el ano 1989, R. Shpitalnik y coinvestigadores estudiaron el fenémeno de autoreso-
nancia ciclotrénica utilizando ondas estacionarias y campos magnéticos estacionarios
axialmente simétricos. En este esquema se analiza el movimiento planar de un elec-
trén, compensando el incremento de su masa relativista con el incremento del campo
magnético en direccion radial [22]. Posteriormente realizan un estudio numérico del
acelerador de microondas autoresonante (AMA) [23]. Este esquema, novedoso en su
momento, esta conformado por una onda electromagnética viajera y un campo magne-
tostdtico no homogéneo, el cual se ajusta espacialmente en la direccion de propagacién
del haz (longitudinal) para contribuir al mantenimiento de las condiciones de resonancia
ciclotrénica; sin embargo, el incremento del campo magnético en la direccion de propa-
gacion del haz causa una disminucién progresiva de la componente longitudinal de su
velocidad debido al efecto espejo. Basados en este concepto se desarrollaron otros estu-
dios tedricos y experimentales que permitieron reportar en 1996 los primeros resultados
experimentales relacionados con la operacién de un acelerador ciclico autoresonante
(CARA) [24,25].

En 1990, V. Milantév presenté los resultados de un estudio detallado sobre los prin-
cipales mecanismos de aceleracién autoresonante en campos magnéticos homogéneos
propuestos hasta ese momento y sus principales aplicaciones [26].

Cabe destacar que, en general, la interaccién entre muchas particulas cargadas con
campos electromagnéticos es un problema muy complejo que solo puede estudiarse con
detalle mediante técnicas experimentales y/o mediante simulacién computacional, en la
cual se utilizan métodos matematicos que garantizan una precisiéon adecuada. El proble-
ma original es simplificado mediante un modelo fisico, aunque su solucién sigue siendo
condicionada por las leyes fundamentales que gobiernan dicho fenémeno. Una de las
técnicas que ha jugado un papel muy importante en el estudio de la dinamica de haces
electrénicos y otros sistemas de muchas particulas es la denominada “Particle-in-cell”
(PIC) o particula en celda ( [27]- [37]). Usando esta técnica de modelamiento numéri-
co, V. Dugar-Zhabon con coinvestigadores realizaron investigaciones de la dindamica de
un plasma RCE en una trampa magnética minimo-B [33,34], a partir de las cuales
encontraron que la aceleracion de electrones hasta altas energias puede ser atribuido a
un automantenimiento de las condiciones RCE en algunas trayectorias de los electrones
moviéndose en el campo magnético altamente no homogéneo.

También vale la pena mencionar que el fenémeno de resonancia ciclotrénica electrénica
también se ha utilizado en el disefio de fuentes de rayos X [20, 38] asi como en la
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generacion de ondas de frecuencias del orden de cientos de GHz, a partir de haces
electronicos en rotacion ciclotréonica en sistemas tipo Girotréon, lo cual puede servir
como fuente de radiacién electromagnética para la produccién de microcircuitos inte-
grados [39].

El calentamiento de plasmas por pulsos de microondas en una trampa magnética
adiabatica tipo espejo observado en los experimentos también fue relacionada a una
interaccién ciclotrénica autoresonante de los electrones con las microondas [32,40].

En esta tesis se presenta un andlisis tedrico y experimentos numéricos de un nuevo
método de aceleracién autoresonante de electrones por ondas estacionarias, utilizando
un campo magnético estatico y no homogéneo que varia principalmente en la direccion
de propagacion del electron, el cual hemos llamado Spatial AutoResonance Accelera-
tion (SARA). Los primeros resultados referentes a este tema fueron reportados por V.
Dugar-Zhabon y cooinvestigadores en [41] y posteriormente se profundiza el estudio
en [43]- [45]. La tesis esta organizada de la siguiente manera.

El capitulo 1 muestra aspectos basicos relacionados con el fenémeno de autoresonancia
ciclotrénica, asi como una breve descripcién del método PIC. Este capitulo no solo es
introducido como contextualizacion sino tambien que servira de punto de partida para
el presente estudio, asi como para establecer similitudes y/o diferencias con algunos

mecanismos de interaccion autoresonante existentes.

En el capitulo 2 se realiza una descripcion conceptual del mecanismo SARA asi co-
mo del sistema fisico utilizado para su estudio tedrico. Seguidamente se presentan los
resultados de los experimentos numéricos para estudiar las principales caracteristicas de
la dindmica de un electrén en condiciones de aceleracion tipo SARA. Es importante re-
saltar que en el estudio realizado en el presente documento se incluyen algunas mejoras
comparadas con los publicados previamente, tal como la inclusién del campo magnético
de microondas; razon por la cual los parametros utilizados en los experimentos numeéri-

cos presentan ciertas variaciones [42].

En el capitulo 3 se realiza un estudio analitico del mecanismo SARA, donde se ob-
tiene un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas y altamente no lineales que
describen la evolucién temporal de: la diferencia de fase entre la velocidad transversal
del electron y el campo eléctrico de microondas, la energia y la velocidad longitudi-
nal del electrén, a medida que avanza hacia la regién de mayor intensidad del campo
magnetostatico. En este capitulo también se describe un método que permite obtener
la expresién matematica de perfiles de campo magnetostatico que garanticen el sosten-
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imiento de la aceleracién en el mecanismo SARA [43].

En el capitulo 4 se muestran los resultados de la simulaciéon computacional, utilizando
el método PIC y una aproximacién electrostatica, para analizar el efecto del campo
eléctrico autoconsistente asociado con la distribucién de carga espacial de un haz de
electrones en condiciones SARA. Los resultados muestran que si los pardametros de un
haz de electrones y los campos externos son elejidos apropiadamente, el haz puede acel-
erarse en condiciones de autoresonancia ciclotronica espacial sin efectos significativos

de desfocalizacién y dispersién de la energia [44,45].

Finalmente, con el propésito de prolongar la interaccion autoresonante en campos elec-
tromagnéticos estacionarios, en el capitulo 5 se estudia numéricamente el efecto de un
campo electrostatico externo axialmente simétrico, el cual se incluye para oponerse a
la fuerza diamagnética que desacelera el electrén a medida que penetra las regiones de
mas intensidad del campo magnético estatico utilizado para guiar las particulas.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 Autoresonancia

La condicién de resonancia ciclotronica entre una particula cargada y una onda transver-
sal electromagnética que se propaga a lo largo de un campo magnético homogeneo

—

Besi = BoZ, esté dada por la expresion [1,2]:
w— kv, = we /Y = we, (1.1)

en donde, w y k representan la frecuencia y el niimero de onda de la onda respecti-
vamente, v, es la componente longitudinal de la velocidad de la particula, v el factor
relativista y weo = —qBo/myg es la frecuencia ciclotrénica cldsica, en la cual ¢ y my
son la carga y la masa de reposo de la particula, respectivamente. En este mecanismo,
la condicién de resonancia es preservada por si misma (Autoresonancia) a pesar de la
variacion de la masa relativista y la componente longitudinal de la velocidad v,. La
compensacion se logra a partir del corrimiento Doppler, el cual aumenta a medida que
que el electron aumenta su velocidad longitudinal conforme gana energia.
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1.1.1. Mecanismos de Autoresonancia
Onda viajera y campo magnético estatico no homogéneo

Cuando B.g no es homogeneo, pero axialmente simétrico, se puede aproximar por medio

de la expresion:
Best = —(1/2) [dBy(2)/d2] [2€, + y€,] + Bo(2)é-, (1.2)

en donde By(z) es una funcién que crece a lo largo de la direccién de propagacién
del haz, contribuyendo al mantenimiento de las condiciones de resonancia ciclotrénica.
Este crecimiento, a su vez, produce mediante la fuerza diamagnética una disminucién
progresiva de la componente longitudinal de la velocidad de la particula, imponiendo
una limitante adicional a la aceleracion [23,25].

Onda Estacionaria y campo magnético estatico homogéneo

En este caso, se utiliza una onda estacionaria correspondiente a un modo cilindrico
TFEi11. A diferencia del caso presentado con las ondas viajeras, la mayor parte de la
energia de la particula esta asociada a su movimiento transversal. Aunque este caso no
corresponde a un mecanismo de aceleraciéon autoresonante, dado que la condiciéon de

resonancia
W= W, (1.3)

no puede ser sostenida por no existir ningiin mecanismo para compensar el crecimiento
de la masa relativista, este método de aceleracién presenta cierta importancia por tener
algunas similitudes con el mecanismo SARA.

Onda Estacionaria y campo magnético variable con el tiempo

Este mecanismo, denominado GYRAC; utiliza una cavidad resonante cilindrica excitada
con un modo T'E11; y un campo magnético variable en el tiempo para acelerar particulas
cargadas cuyas trayectorias son circunferencias localizadas en el plano medio de la
cavidad; el cual es aproximado en esta region por la expresion:

B = By[1 4 b(1))2, (1.4)
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en donde, By = —myow/q corresponde al valor del campo magnético de resonancia
clasica, siendo w la frecuencia de la onda estacionaria y b(t) una funcién adimensional
que crece con una razén requerida que permite mantener la igualdad (1.3), a pesar del
incremento de la masa relativista de la particula. Este esquema tiene implicito el campo
eléctrico betatronico, generado por el campo magnético variable en el tiempo, el cual

contribuye a la aceleracién tangencial de la particula( [16]- [21]).

1.2 Dinamica de las particulas

1.2.1. Aproximacion de particula simple

El fenémeno de autoresonancia entre una particula cargada y una onda electromagnética
puede ser estudiado a partir de la ecuaciéon de movimiento:

—

d(ymo?)/dt = q(E + ¥ x B) + F,, (1.5)
y la ecuacion de balance de la energia:
d(ymoc?)/dt = qi- E + F, - 7, (1.6)

donde F = Eh Fy B = éest + éhf representan los campos eléctrico y magnético en la
posicion de la particula, siendo Ehf y éhf los campos asociados a la onda plana con
polarizacién lineal o con polarizacion circular ( [1]- [8]) y @y F, representan la velocidad
de la particula y la fuerza de frenado de radiacion sincrotrénica, respectivamente. En

general, la radiacion sincroténica impone limites a la aceleracion de la particula.

1.2.2. Simulacién computacional

El punto de partida de la ciencia computacional enfocada a la investigacion cientifica
es un modelo matematico del fenémeno fisico de interes. Las ecuaciones del modelo
matematico son aproximadas en forma algebraica discreta la cual se puede someter a
solucién numérica. Las ecuaciones algebraicas discretas describen el modelo de simu-
lacion el cual, cuando se expresa como una secuencia de instrucciones a la computadora
proporciona el programa de simulacion computacional. E1 computador y el programa
permiten la evolucién del modelo de sistema fisico a investigar en experimentos com-

putacionales.
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Los métodos de discretizacién utilizados en la obtenciéon de modelos de simulacion in-
cluyen métodos de diferencias finitas, métodos de elementos finitos y los métodos de
particulas. Modelos de particulas es un término genérico para la calse de modelo de
simulacién donde la representacién discreta del fenémeno fisico involucra el uso de

particulas interactuantes [28].

1.2.3. Modelos de Particulas

Se identifican tres tipos principales de modelos de simulaciéon de particulas; el mod-
elo particula-particula (PP), el modelo particula-malla (PM) y el modelo particula-
particula—particula-malla (P3M). La eleccién de un modelo depende del fendmeno in-

vestigado asi como del costo computacional [28].

Método Particula-Particula

El método PP es conceptual y computacionalmente el mas simple. El estado del sistema
fisico en algiun tiempo t es descrito por el conjunto de posiciones y velocidades de
las particulas {7;(t),v;(t) i = 1, N,}. En cada paso de tiempo se calculan estos datos
obteniendo las fuerzas de interaccién entre cada par de particulas y resolviendo las
ecuaciones de movimiento para obtener el estado del sistema en un tiempo ligeramente
posterior t 4+ Dt.

Como ejemplo, consideremos un sistema de N, cargas puntuales interactuando por
fuerzas de accion a distancia Coulombianas. El ntimero de operaciones realizadas en
un ciclo computacional del método PP para el calculo de las fuerzas es del orden de
10N5 — N,. Tipicamente, unos pocos miles de pasos de tiempo son necesarios para
obtener resultados utiles a partir de un experimento computacional por lo que la suma
directa del método PP es viable solo para sistemas de hasta aproximadamente miles
de particulas si las fuerzas son de largo alcance. Si las fuerzas entre las particulas son
de corto alcance, diferente de cero solo para los vecinos mas cercanos N, entonces la

. 2 .
dependencia con N, se cambia por N,N,,.
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Método Particula-Malla

El método PM explota la formulacién de la fuerza sobre las particulas causada por los
campos eléctrico y magnético descritos por las ecuaciones de Maxwell. El ciclo temporal
del método PM difiere del método PP solo en el célculo de las fuerzas y consiste de
tres pasos:

(i) Asignacién de la carga a los puntos de malla,

(ii) Resolver la ecuacién de Poisson sobre la malla,

(iii) Calcular las fuerzas a partir de los potenciales definidos en la malla e interpolar las
fuerzas en las posiciones de las particulas.

En este caso, el nimero de operaciones realizadas para el calculo de las fuerzas en un
ciclo computacional, correspondientes al ejemplo PP de las N, cargas puntuales, es
del orden de aN, + 3(NN); donde N representa el nimero de puntos de malla; y a y 3
dependen del algoritmo particular PM utilizado. Para realizar una comparacion con el
método PP se consideran los siguientes valores caracteristicos asociados a algoritmos
muy utilizados, o = 20 y B(N) = 5N3log, N3, para una malla tridimensional (N x N x
N). Tomando N = 32y N, = 10° particulas, y una computadora con un rendimiento de
1 MFLOPS, obtenemos tiempo de CPU=(20x 105+5x 323 x 15) X 1us ~ 4,46s; mientras
que para el método PP se obtiene un tiempo de CPU=(10 x 10'® — 105) x 1us ~ 1,16
dias. Se puede ver que la perdida de precisién en los potenciales y los campos de fuerzas
es compensada con una ganancia enorme de rapidez de calculo. Solo aquellos campos
que tengan longitudes de onda mas grande que el espaciamiento de la malla pueden ser
representados aproximadamente por valores de malla.

Método Particula-Particula—Particula-Malla

El método P3M combina las ventajas de los métodos PPy PM y es utilizado para la
simulacion de sistemas correlacionados con fuerzas de corto alcance. En este método,
las fuerzas entre particulas son divididas en dos partes,

o posr om

Ej - Ej + F’ij ) (17)
donde F}j" representa la fuerza de corto alcance, la cual varfa répidamente y es diferente
de cero solo para pequenas distancias entre particulas, y FJ' es usficientemente suave
para ser representada precisamente en una malla. El nimero de operaciones realizadas

en un ciclo computacional del método P3M para el calculo de las fuerzas es del orden
de aN, + B(N) + yN,,N,.
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1.2.4. Sistemas no correlacionados (Acolisionales)

Como se mostré previamente, el método mas apropiado para la simulacién computa-
cional de sistemas acolisionales, como un haz de electrones que es acelerado mediante
el mecanismo SARA, es el método PM; en donde la asignacién de la carga a la malla
y la interpolacién de la fuerza requieren de un cuidado especial.

Un sistema acolisional puede ser descrito en el marco del sistema de ecuaciones auto-

consistentes de Vlasov-Maxwell:

afe > afe - 7 > afe _

G TV e BV x By Te =0 (1.8)

-~ - 0B o = - OF

VXE——E, VXB—,LL()J—EOE (19)
V- E=L, V.B=o. (1.10)

Aqui f. es la funcién de distribucién de los electrones. La densidad de carga p(7,t) y

la densidad de corriente J(7,t) se obtienen a partir de la funcién de distribucién f.

mediante las expresiones:

ot = [ fdp. T = [Vidg (1.11)

Método Particle-In-Cell (PIC)

Debido a que los sistemas reales frecuentemente estan constituidos por un gran niimero
de particulas, se realizan aproximaciones adicionales para hacer las simulaciones PM
mas eficientes. El método PIC' puede ser considerado como una aproximacion de ele-
mentos finitos, pero con elementos finitos moviéndose y superponiéndose [29]. La formu-
lacion matematica del método PIC es obtenida asumiendo que la funcién de distribucién
de cada especie de particula estd dada por la superposiciéon de muchos elementos (1la-
mados particulas computacionales o superparticulas). Para un sistema constituidos solo

por electrones esta se aproxima por la expresion:

L7, ) = S(F, 7)) (5 — in(t)), (1.12)
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donde S(7, 7% (t))6(p— pr(t)) representa la funcién de distribucién de un gran nimero de
particulas que se encuentran cercanas entre si en el espacio de fase, lo cual constituye una
superparticula; siendo S(7, 7% (t)) = Sy(z—2x%) Sy (y—yk)S:(2—2k) la funcién que describe
el método de ponderacion de carga de las particulas sobre la malla computacional
(funcion de forma espacial) y N es el nimero de superparticulas.

El metodo PIC desarrollado en los anos 50’s se baso utilizando una delta de Dirac
también como funcién de forma en el espacio, pero en la actualidad las funciones de
forma espacial se basan en el uso de los denominados b-splines. El primer b-spline es la
funcién “top hat” by(§) definida como:

(1 s el<1)2
bo§) = { 0 otro caso (1.13)

Los b-splines subsecuentes, b; se obtienen por integracién sucesiva por medio de la

siguiente formula generatriz:

() = [ dehle = ), (114)
Basados en los b-splines, la funcién de forma espacial es elegida como:
1 T — X
_ - 1.1
Sx(iL' .CEk) Apbl ( Ap ) s ( 5)

donde A, representa el tamano de las superparticulas, el cual, por simplicidad se elige
igual al tamano de la celda Az. Similarmente se elige S,(y — yx) vy S.(2z — 2x). En
esta tesis se utiliza b-splines de orden cero, by, una eleccién referida como Cloud In
Cell porque la superparticula es una nube cuadrada en el espacio de fase con ancho
infinitesimal en la direccién de la velocidad y un tamano finito en el espacio.

La nomenclatura estandar del método PIC define la funcion de interpolacion como:

W (2 — zx) = /Sw(x — 2)bo (t;) dz. (1.16)

Es crucial recordar la diferencia entre la funciéon de forma y la funciéon de interpolacién.

La funcién de interpolacion es la convolucién de la funcién de forma con la funcién
“top hat” de ancho igual a la celda. Para el caso A, = Az, la expresién (1.16) puede

escribirse como:

W (i — 21) = iy (;) | (1.17)

la cual permite calcular directamente la densidad de carga en los puntos de malla
e interpolar los campos sin necesidad de integracion. En el caso 1D, este proceso se

reduce a:
_ 4k

pi = d A_a:W<xZ — ) (1.18)
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E, =Y EW(x; — ), (1.19)

respectivamente; donde e, = —eN, representa la carga de una superparticula ( N, es el
ntmero de particulas que conforman una superparticula).
Las superparticulas satisfacen las ecuaciones de movimiento:

d_) — d /, — — —
g, NN _ (BT B) (1.20)

donde my(= N.m.) representa la masa de una superparticula. Evy B representan los
campos eléctrico y magnético que actiian sobre las superparticulas, los cuales son in-
terpolados de la forma (1.19).

Debido a que eg/my = —e/m., las superparticulas satisfacen las mismas ecuaciones de
movimiento que las particulas reales (6 fisicas) y pueden describir los efectos colectivos
del sistema.

El método PIC ha sido ampliamente utilizado ( [28]- [37]) y su implementacién, repre-
sentada esquematicamente en la figura 1.1, se reduce al siguiente ciclo computacional
en un paso de tiempo:

(i) Calcular la densidad de carga p()?j) y densidad de corriente J ()?j) en los pun-
tos de malla, a partir de las posiciones {X;} y velocidades {V;} de las superparticulas.
(ii) Calcular los campos ES(X]) y ég(fj) en los puntos de malla a partir de p(fj) y
J(X;). . o
(iii) Calcular la fuerza {F;} sobre las superparticulas a partir de los campos E(X;) y
B(X)). . .

(iv) Calcular las nuevas posiciones {X;} y velocidades {V;} de las superparticulas a

partir de las ecuaciones de movimiento.

Cuando no se toma en consideracion el efecto de retardo de los campos generados
por las particulas y, adicionalmente, el campo magnético asociado a las corrientes es
despreciable en comparacion con los campos externos, se puede realizar una aprox-
imacion adicional denominada aproximacion electrostdtica; en donde se introduce el
campo eléctrico autoconsistente a partir del potencial eléctrico calculado en cada paso
de tiempo computacional.

El método PIC 3D es elegido no solo por su rendimiento sino porque es el menos di-
fusivo numéricamente en comparacion con otras técnicas de simulacién de sistemas de

muchas particulas que garantizan alta precision de calculo [30].
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Integracion de las ecuaciones
de movimiento

F,—v,—X,
Interpolacian de la fuerza ‘
sobre las particulas Ponderacion de la carga
B,.E;, —F, At X — py

vi—J;

{i indice de particula , j. indice de malla)

Calcular los campos en los
puntos de malla

BE;—ppd,

Figura 1.1: Ciclo computacional para un modelo de simulacién de particulas.



CAPITULO 2

AUTORESONANCIA CICLOTRONICA
ESPACIAL

2.1 Descripcion general del fenémeno y del sistema
fisico

Consideremos el movimiento helicoidal de un electréon a lo largo de un campo magnético
estdtico axialmente simétrico acelerado por una onda transversal eléctrica estacionaria.
En el caso particular B = Bol%, la resonancia ciclotrénica se obtendra siempre que la
frecuencia w de la onda electromagnética coincida con la frecuencia ciclotrénica elec-
trénica:
€BO
we = —, (2.1)
yme
donde e y m. representan la carga y la masa del electron, respectivamente, y v es el
factor relativista. Esta condicion se cumplira solo al inicio del movimiento debido a la
ganancia de energia del electron.
Si se utiliza un campo magnético no homogéneo cuya magnitud se varia principalmente
en la direccion de propagacion del electron, la dependencia de la frecuencia ciclotrénica
serd de la forma %:
eB(z)

yme

(2.2)

We =

2Como se demuestra en el capitulo 3, esta expresién corresponde al caso de resonancia exacta en
cavidades cuya longitud es mucho mayor que su radio. En general la dependencia de la frecuencia
ciclotréonica con los pardmetros del sistema es mas compleja.
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A partir de la ec.(2.2) se puede ver que para mantener las condiciones de resonancia
se puede compensar el aumento del factor relativista mediante un incremento apropi-
ado del campo magnético en la direccion de propagacion del electron . Esta es la idea
fundamental del mecanismo SARA, cuyo estudio tedrico se basa en el sistema fisico
mostrado en la Fig. 2.1. La cavidad resonante cilindrica ( de un metal no magnético )
tiene como funcién acumular la energia de las microondas. La presién de gas residual en
la cavidad se considera del orden de 10~% Torr, valor caracteristico para generadores de
microondas tales como el magnetrén o klistron, entre otros. Bajo estas condiciones, el
camino libre medio de los electrones acelerados es del orden de 1 km, el cual es mucho
mayor que las dimensiones caracteristicas de la cavidad resonante; razén por la cual se
utilizara la aproximacién de vacio en todo el estudio. Las bobinas con corriente d. c.,
se utilizan para generar el campo magnético axialmente simétrico con un perfil longi-
tudinal apropiado para mantener las condiciones de resonancia ciclotrénica a lo largo
de las trayectorias de los electrones. Las guias de onda mutuamente perpendiculares
y acopladas a la cavidad transportan energia de microondas en modos rectangulares
TE desfasados a 7 , la cual es inyectada en la cavidad para excitar un modo T'E11p
(P =1,2,3,..) con polarizacién circular derecha®. El cafién de electrones inyecta el haz
de electrones por un extremo de la cavidad a lo largo de su eje, el cual es acelerado por

el campo eléctrico de microondas a lo largo de toda su trayectoria.

Figura 2.1: Modelo de sistema fisico para el estudio del mecanismo SARA, 1-Cavidad
resonante cilindrica, 2-Bobinas con corriente, 3-Guia de onda para la inyecciéon de microondas
(una de dos), 4-Perfil del campo eléctrico (caso particular modo T'E111), 5-Candn de electrones,
6-Trayectoria tipica de un electron.

30tra posibilidad es utilizar una sola guia de onda para excitar un modo TE;;p con polarizacién
lineal, el cual puede expresarse como la superposicién de dos ondas circulares (derecha e izquierda),
porque el electrén solo interactuara efectivamente con la componente circular derecha.
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2.2 Estudio numérico del mecanismo SARA en la
aproximacion de una sola particula

Las componentes de los campos eléctrico y magnético de un modo cilindrico T'E}y,
polarizado circularmente excitado en la cavidad estan dadas por:

J1(KL’I“)

E¢ = —2E,. sen(K)z)cos(0 — wt), (2.3)
1r
E§ = 2EyJ{ (K r)sen(K|z)sen( — wt), (2.4)
c_op Kip
Bf = 2FEy.— J{ (K r)cos(K|z)cos(0 — wt), (2.5)
w
c Ky Ji(K.r)
B = —2E007K—ﬁcos(K||z)sen(0 — wt), (2.6)
Ky
Bf = 2Ey.——J1 (K r)sen(K)z)cos(§ — wt), (2.7)
w

donde K| = Syi/a con S;y = 1,841 , K = pr/d, d y a representan la longitud y el
radio de la cavidad, respectivamente , Ey. es la maxima amplitud del campo eléctrico y

w= C(Kﬁ + K2)1/2 (2.8)

es la frecuencia angular de la onda electromagnética.

Cuando K| r < 1 la funcién de Bessel es aproximada como J; (K r) = K| r/2, entonces
las ecs. (2.3)-(2.7) representaran una onda plana estacionaria polarizada circularmente.
Si en lugar de excitar un modo T'Fy;, polarizado circularmente se excita uno polarizado
linealmente, este puede expresarse mediante la superposicion de dos ondas polarizadas
circularmente, de derecha e izquierda; pero el electréon interactuara efectivamente con la
componente circular derecha; por lo tanto se obtendra una situacion equivalente siempre
que Ey = 2Ey., donde Ej representa la maxima amplitud del campo eléctrico corre-
spondiente al modo cilindrico T'E;, polarizado linealmente, descrito por los campos
eléctrico y magnético cuyas componentes estan dadas por:

" KJ_?”

Ji(K r)senfsen(K|z)senwt, (2.9)

Ej = —2EqyJ{ (K 7)cosOsen( K| z)senwt, (2.10)
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Tabla 2.1: Parametros del sistema de bobinas

Bobina | R;(cm) | Re(em) | Ly(cm) | J(A/mm?) | z(cm)
1 6,0 20,0 6,0 1,48 —5,75
2 6,0 20,0 7,5 1,23 9,25
3 6,0 20,0 10,0 1,29 22,75
! Ky 5
B, = 2Ey—J{ (K r)cosfcos(K)z)coswt, (2.11)
w
2FEy K
B} = —K—:);UHJ1(KLT)senGCOS(KHz)coswt, (2.12)
! KL
B, = 2Ey——J1 (K r)cosOsen(kK|z)coswt. (2.13)
w

En el caso estudiado, una cavidad de 4,54 ¢m de radio y 20 cm de longitud, se excita en
el modo T E115 con un campo de microondas de 2,45 GHz. En las simulaciones se con-
sideran los dos tipos de polarizacion, circular y lineal, con amplitudes de Eo. = 7 kV/em
y Eo = 14 KV /em, respectivamente. El radio de la cavidad se eligié mas grande que el
maximo radio de Larmor esperado.

Por otra parte, el campo magnético estatico es generado por un sistema de tres bobinas
con corriente. Las componentes B,(r, z) y B,(r, z) se calculan sobre una malla rectangu-
lar de 26 x 81 puntos ubicada en un plano (r, z) de la cavidad. Las componentes B, y B,
en las posicion del electron se calculan utilizando el método de de interpolacion bilin-
eal. Las componentes rectangulares del campo magnético en la direccién transversal se
introducen indirectamente utilizando las coordenadas (x,y) del electrén: B, = (x/7)B,
y By = (y/r)B:.

Los pardmetros de las bobinas se muestran en la tabla 2.1, donde R;, R., L, y 2
representan el radio interno, el radio externo, el ancho y la posiciéon de cada bobina,
respectivamente y J es la densidad de corriente. En la figura 2.2 se muestra el perfil
bidimensional del campo magnético en unidades de By = mew/e (= 0,0875 T', en este
caso).

El movimiento del electrén es descrito por la ecuacion de Newton-Lorentz, la cual puede
ser escrita en forma adimensional como:
aUu

_:"_|_
dr g

2|y

x b, (2.14)
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1,3

-
N

B(x,0,2)/B,

1,0

Figura 2.2: Perfil del campo magnético en el plano y = 0.

donde:

U = P/mec, es el momento del electrén; j = E/(—Byc), es el campo eléctrico de mi-
croondas, b = B /(—By), es el campo magnético; 7 = wt, el tiempo adimensional; y
v = (1+U?)'2 es el factor relativista.

Utilizando un esquema leap-frog, la ecuacion (2.14) puede escribirse en diferencias cen-
tradas como:

(jn+1/2 _ [jn—l/z . [jn+1/2 + (jn—l/2

T =g§"+ : x b, (2.15)

La ecuacién (2.15) se resuelve numéricamente usando el método de Boris [27], para
determinar el valor de la posiciéon y el momentum en cada paso de tiempo. En los
calculos la posicion y todas las longitudes se expresan en unidades del radio de Larmor
relativista rjg = ¢/w.



2.2 Estudio numérico del mecanismo SARA en la aproximaciéon de una
sola particula 36

2.2.1. Resultados y discusién

En los experimentos numéricos, el electron se inyecta en la cavidad a lo largo del eje
z a través de tres puntos radiales: 0,0 ; 0,5 y 1,0 ¢m y para la energia de inyeccion se
eligieron los valores: 12, 14 y 16 keV. La figura 2.3 muestra la trayectoria espiral de un
electron inyectado a lo largo del eje de la cavidad, o = 0, con una energia de 14 keV,
utilizando el modo T E715 con polarizacién circular. Los perfiles de campos magnéticos
que garantizan el mantenimiento de la autoresonancia fueron encontrados mediante el
método de ajustes sucesivos y los resultados obtenidos corresponden a estos campos.
La proyeccion de la trayectoria del electrén sobre un plano transversal es espiral. El
radio de cada una de las espiras es un radio de Larmor determinado por la energia del
electron y el valor local del campo magnético.

Plano de retorno

Figura 2.3: Trayectoria de un electrén inyectado en r = 0.
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Dependencia del punto de inyeccién. Polarizacion circular

La evolucién de la energia del electron para diferentes puntos de inyeccion se muestra
en la Fig.2.4. Se puede ver que cuando el electron es injectado a lo largo del eje de la
cavidad, se detiene en el plano z = 18,7 cm debido a la fuerza diamagnética asociada al
“gradiente de campo magnético”. En el plano z = 17 cm, el electrén alcanza una energia
de 250 keV. Como se muestra en la Fig.2.4, cuanto mayor es la posicién radial menor
es la eficiencia de la aceleracién. Para la posiciéon z = 17 ¢m, la energia del electrén
injectado en ro = 0,5 cm es 230 keV, mientras que el electron que inicia en g = 1,0 ecm
alcanza solo 200 keV . Bajo estas condiciones, la eficiencia de la aceleracién para el caso
ro > 0 es menor que para el caso ry = 0. Todos los electrones que son inyectados a través
de un orificio de 0,5 em de didmetro se detienen entre las posiciones z = 18 em y 2 = 19

cm y la dispersion de la energia de estos electrones no es mayor del 10 %. La igualdad

250
200 -
1504
>
(0]
<
= 1004
50
0 T T T T T T )
0 5 10 15 20
z(cm)

Figura 2.4: Evolucién de la energia del electrén para diferentes posiciones radiales de
inyeccién. rg = 0,0cm (linea verde), ro = 0,5cm (linea roja) y ro = 1,0cm (linea azul), usando
la onda polarizada circularmente.

entre la frecuencia ciclotrénica y la frecuencia del campo electromagnético garantiza
la aceleracién autoresonante; sin embargo, el campo electromagnético puede transferir

energia al electrén siempre que la diferencia entre la fase de la componente transversal
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de la velocidad del electrén ¢,; y la fase del campo eléctrico gz, ¢ = @y — @z se
encuentre en el intervalo (7/2,37/2), al cual se le denominard banda de aceleracion a

partir de aqui. La Fig.2.5 muestra la evolucion de la diferencia de fase a medida que
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Figura 2.5: Banda de aceleracion y dependencia de la diferencia de fase ¢ con la coordenada
longitudinal z: 79 = 0,0cm (linea verde), ro = 0,5¢cm (linea roja) y o = 1,0cm (linea azul),
usando la onda polarizada circularmente.

electrén avanza a lo largo del eje z. La diferencia de fase inicial ¢|,—o = 7/2, se debe a la
deflexion producida por la componente transversal del campo magnético de microondas.
En este punto el campo eléctrico tiene un nodo y no produce ningin efecto sobre el
electréon. Las rotaciones ciclotronicas conducen a una tendencia rapida de ¢ hacia m, el
valor correspondiente a la resonancia exacta. Este fenomeno en la teoria de aceleradores
es conocido como autofocalizacion. En este caso, esto ocurre aproximadamente en una
distancia de 5 ¢m del plano z = 0 (ver Fig. 2.5). Todos los electrones en la regién 0
cm < z < 2,5 ¢m se encuentran en la banda de aceleracion, ¢ = 7; sin embargo sus
energias no cambian considerablemente porque el campo eléctrico T'E1;2 sigue siendo
pequeno en esta regién . Luego, en el intervalo entre z =5 ¢m y z = 8 ¢m, se observa un
incremento gradual de la energia del electron. A pesar de que el electrén se encuentra
en la banda de aceleracion, la razoén de crecimiento de la energia no es relativamente

grande debido a que la fase se aleja del valor correspondiente a la resonancia exacta (ver
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Fig.2.5). El campo eléctrico en el plano z = 10 ¢m es nulo, donde la diferencia de fase
cambia desde ¢ = 37 /2 hasta ¢ = 7/2 para todas las particulas, debido a que la fase
de la onda electromagnética estacionaria cambia 7 al pasar del nodo; sin embargo, este
salto no aleja a ¢ de la banda de aceleracion. A medida que las particulas contintian
penetrando en la cavidad, la diferencia de fase se aproxima al valor de resonancia
exacta (ver Fig.2.5); por tal razon, en la vecindad de z = 15 ¢m donde el campo de
microondas alcanza un maximo, la energia de microondas es transferida efectivamente
a los electrones. El hecho de que la razén de incremento de la energia es mayor en la
segunda mitad de la onda estacionaria T'E;1» también esta relacionada con el tiempo
de interaccion entre la particula y la onda, el cual depende de la velocidad longitudinal
del electron. Para los tres casos presentados, la energia del electrén decrece cerca de la
pared lateral de la cavidad debido a que ¢ sale de la banda de aceleracion.

La Fig.2.6 muestra la variacién del radio de Larmor a medida que el electrén avanza
en la cavidad. Se puede ver que el radio de Larmor del electrén, cuyo centro de guia se
mueve a lo largo del eje de campo magnético cambia suavemente. En el caso rg > 0,
se observan ciertas oscilaciones, las cuales surgen porque el campo magnético es no
homogéneo radialmente y su valor varia casi periddicamente a medida que el electrén
sigue su trayectoria espiral. Cuanto mas grande es la posicién radial inicial mayor es la

amplitud de oscilacion.

Dependencia de la energia de inyeccién. Polarizaciones circular y lineal

Como se muestra en la Fig.2.7, la ganancia de la energia de los electrones a lo largo de
su trayectoria depende de su energia inicial. El electrén con una energia de inyeccion
de 12 keV se acelera hasta alcanzar un valor méximo de 270 kel cuando llega al plano
z =17 e¢m y luego se detiene en el plano z = 18 . Una situacion similar se presenta con
el electron inyectado con una energia de 14keV | el cual alcanza un valor méaximo de la
energia de 248 kel en la misma posicién. Cuando la energia de inyeccion se incrementa,
por ejemplo a 16 keV, el tiempo de interacciéon entre el campo de microondas y el
electron disminuye, razoén por la cual se produce una transferencia de energia menos
efectiva, alcanzando un valor maximo de 230 kel hasta que finalmente impacta con la
superficie lateral de la cavidad (ver Fig.2.7).

La evolucién de la diferencia de fase ¢ para cada caso se muestra en la Fig. 2.8. Esta
guarda una relacién directa con la Fig.2.7, la cual puede ser establecida de un modo
similar al utilizado anteriormente con la Fig.2.5. Notese que, omitiendo las pequenas
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Figura 2.6: Dependencia de la diferencia del radio de Larmor con la coordenada longitudinal
z: 19 = 0,0cm (linea verde), ro = 0,5¢m (linea roja) y 7o = 1,0cm (linea azul), usando la onda
polarizada circularmente.

fluctuaciones, los resultados obtenidos para el caso del modo T'E115 de la onda circular-
mente polarizada de amplitud Ey. = 7 kV/em son exactamente iguales a los obtenidos
con la onda linealmente polarizada de amplitud Ey = 14 kV/cm. Las fluctuaciones son
causadas por la interaccion del electron con la componente circular izquierda de la onda
linealmente polarizada. La Fig.2.9 muestra la grafica correspondiente a la diferencia de
fase ¢ entre la velocidad transversal del electrén y la fase de dicha componente, en
funcién del tiempo en unidades del periodo de microondas, para el caso W; = 14 keV .
Noétese que, a diferencia de la fase asociada con la componente circular derecha de la
onda linealmente polarizada (ver Fig. 2.8), en este caso la fase se cambia rapidamente
entre la banda de aceleracion y fuera de esta; razon por la cual la interaccion con esta
componente es poco efectiva, originando las pequenas oscilaciones.

La Fig.2.10 muestra la evolucion espacial de la velocidad longitudinal del electron con
diferentes energias iniciales. En todos los casos los electrones disminuyen su velocidad
longitudinal, incluso hasta detenerse dentro de la cavidad, debido al efecto espejo cau-

sado por el incremento del campo magnético a lo largo de la direccién de propagacion
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Figura 2.7: Evolucion espacial de la energia del electrén para diferentes energias de inyeccion:
W; = 12,14 y 16 keV, considerando los dos casos: onda circularmente polarizada y onda
linealmente polarizada equivalente.

de los electrones 4

; sin embargo, este decrecimiento no es monétono por dos razones: (i)
la presencia de minimos locales del campo magnético estatico, en este caso en el rango
(12—14) em (ver Fig. 2.2), el cual provoca un ligero incremento de la velocidad longitu-
dinal, detectable solo para el caso de energia inicial W; = 14 keV y (ii) la fuerza longitu-
dinal sobre el electron causada por la componente transversal del campo magnético de
microondas, la cual varfa aproximadamente como® F/V ~ —evy E§( K| /w)senpcos(K|z),
en donde vy representa la componente azimutal de la velocidad del electréon. Puesto que
el campo magnético no transfiere energia al electrén, el incremento ( o disminucion)
de la velocidad longitudinal estd acompanado de la disminucién (incremento) de su
rapidez transversal; a pesar de ello, este campo afecta indirectamente el valor de ¢ y
por consiguiente es un factor determinante en el proceso de transferencia de energia por

parte del campo eléctrico de microondas. En el caso particular de un modo T E112, como

4Hay dos factores principales que limitan la energfa adquirida por el electrén a través del mecanismo
SARA, la fuerza diamagnética y la fuerza de radiacién sincrotrénica

SEsta dependencia se analiza con detalle en el capitulo siguiente (ver ecuacién 3.11), por ahora
solo se utilizara esta expresiéon y sus implicaciones con el fin de comprender el comportamiento de la

Fig.2.10.
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Figura 2.8:  Zonas de aceleracion longitudinal (caso particular T'Ej12) v dependencia de la
diferencia de fase ¢ con la coordenada longitudinal z para diferentes energias de inyeccién:
W; = 12,14 y 16 keV, considerando los dos casos: onda circularmente polarizada y onda
linealmente polarizada equivalente.

el considerado en esta simulacién, las zonas de aceleracién longitudinal (F" > 0) son
aquellas que cumplen una de las siguientes condiciones: (i) 0 < z < d/4dy 7 < ¢ < 27,
(i))d/d<z<d2y0<p<m(iii)d/2<z<3d/dynm<p<2ry(iv)3d/4<z<d
y 0 < ¢ < m; las cuales se muestran explicitamente en la figura 2.8. Por ejemplo,
el electron inyectado con una energia W; = 12 kel se mantiene fuera de estas zonas
cuando se mueve en la primera parte de la cavidad, en donde su energia y obviamente
su velocidad azimutal vy no aumentan significativamente; razon por la cual este efecto
desacelerador no es apreciable ( ver figuras 2.7 y 2.10). Posteriormente, en la posicién
z = 11 e¢m el electron ingresa a la zona de aceleracion longitudinal en donde se produce
un incremento apreciable de su velocidad longitudinal hasta alcanzar un maximo local
en la posicion z = 14,5 em en donde los efectos son contrarestados con los de la fuerza
diamagnética, la cual empieza a prevalecer debido a que F*/ disminuye hasta cero en
la posicién z = 15 em (ver figura 2.10).

En el intervalo 15 < z < 17 em la fase cambia desde 7 hasta 7/2 con lo cual aumenta
el valor de F a medida que se aleja de la posicién z = 15 em; sin embargo su efec-
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Figura 2.9: Diferencia de fase ¢ en funcién del tiempo, asociada con la componente circular
izquierda de la onda linealmente polarizada, para el caso W; = 14 keV.

to sigue siendo relativamente débil y apenas ocasiona una disminucion en la razon de
decrecimiento de la velocidad longitudinal causada por la fuerza diamagnética. Final-
mente, el electron sale de la zona de aceleracion en la posicion z = 18 em en donde se
combinan los dos efectos desaceleradores, provocando una caida abrupta de la velocidad
longitudinal del electrén hasta detenerse en z = 18,5 em. Algo muy similar ocurre con
los electrones inyectados con energias de 14 keV y 16 keV, salvo que este ultimo nunca
sale de la zona de aceleracion al final del movimiento, a tal punto que el efecto de F"/
prevalece sobre el de la fuerza diamagnética. De hecho, el valor de F se incrementa
conforme el electrén se acerca a la pared opuesta de la cavidad donde finalmente im-
pacta (ver figuras 2.8 y 2.10) .
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Figura 2.10: Dependencia de velocidad longitudinal con la posicién longitudinal z para
diferentes energias de inyeccién: W; = 12,14 y 16 keV, considerando los dos casos: onda
circularmente polarizada y onda linealmente polarizada equivalente.



CAPITULO 3

ESTUDIO ANALITICO DEL
MECANISMO SARA

Como se sigue del analisis de los datos obtenidos en el capitulo anterior, la eleccién del
perfil del campo magnetostatico es crucial para la eficiencia del mecanismo SARA. Hasta
el momento se han utilizado diferentes perfiles de campo magnético mediante los cuales
ha sido posible el autosostenimiento de la aceleracion tipo SARA, los cuales se han
determinado mediante ajustes sucesivos; sin embargo, no se ha descrito una expresion
matematica de un perfil de campo magnético apropiado para dicho autosostenimiento.
La respuesta a esta pregunta, asi como la relacién existente entre los parametros que
caracterizan el movimiento SARA se presentan a continuacién mediante el desarrollo
de un modelo analitico utilizando la aproximacién de una sola particula [43].

3.1 Modelo SARA

El movimiento del electrén en condiciones de aceleracion tipo SARA es descrito por la

ecuacién de movimiento (ver ec. 1.5):
d(ym.?)/dt = —e(E + ¥ x B), (3.1)

en la cual se ha despreciado la fuerza de frenado de radiacién sincrotrénica porque los
rangos de energia considerados no son suficientemente altos; £ = "/ vy B = B" 4+ B?
representan los campos eléctrico y magnético que actiian sobre el electrén, respectiva-

mente; en donde los superindices “hf” v “b” hacen referencia al campo de microondas
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de un modo cilindrico T'Ey;, polarizadado circularmente y a las bobinas que producen
el campo magnético estatico axialmente simétrico, respectivamente . El campo de mi-
croondas, descrito por las ecuaciones (2.3)-(2.7), se comporta como una onda plana
estacionaria polarizada circularmente cuando K ,r < 1, entonces ENM y B pueden
aproximarse en coordenadas cilindricas en términos de la diferencia de fase entre la ve-
locidad transversal del electron y el campo eléctrico, denotada como ¢, por las siguientes

expresiones (ver Fig. 3.1):

EM =~ E§ (sen O + cos gpé) sen (%) , (3.2)
y
. d .
B" =~ _F¢ (w) (sen T + cos gp@) cos <%> + B3, (3.3)
w

(@) (D)

Figura 3.1: (a) Disposicién mutua entre la trayectoria del electrén y los campos eléctrico y
magnético estdtico; (b) Proyeccién de la trayectoria del electrén sobre un plano transversal
y definicién de los dngulos que caracterizan el movimiento: w, = diy/dt, donde 1) es la fase
absoluta de la velocidad transversal ') y ¢ es el angulo entre '} y E.

Para un mejor entendimiento, vale la pena realizar algunas precisiones relacionadas
con la funcién ¢ introducida en las expresiones (3.2) y (3.3). Para ello se debe tener
en cuenta que el factor sen(pr/J) cambia de signo cada vez que el electrén atraviesa
cualquier plano transversal £ = & = k(J/p), donde k = 1,2,3,...,p—1; lo cual conduce

a las dos siguientes situaciones:
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(i) sen(pr/d) =| sen(pm/d) |:

en este caso, la expresién (3.2) se puede escribir como:

. A Tz

EMT >~ <sen 1P+ cos gp+9> | sen (%) B (3.4)
en donde se ha sustituido ¢ por ¢™, la cual representa la diferencia de fase entre la
velocidad transversal del electron y el campo eléctrico positivo EM .
Es importante mencionar que la variable ¢ utilizada en (3.2) realmente corresponde a
¢ y también es utilizada en el segundo caso, el cual se estudia a continuacién:

(ii) sen(pm/d) = — | sen(pw/6) |:
en este caso, la expresién (3.2) conduce a:

EM-~ _E¢ (sen 07 4 cos ¢+é) | sen (%) | . (3.5)

Nétese que la expresién (3.5) puede obtenerse a partir de (3.4) mediante la sustitucién
ot — T £ 7; por lo tanto ¢ presentard discontinuidades en las posiciones £ = &.
Por otra parte, ¢ = ¢~ £ m; donde ¢~ denota la diferencia de fase entre la velocidad
transversal del electréon y el campo eléctrico negativo EM - , el cual coincide con la
direccién del campo eléctrico en esta region. De este modo, la expresion (3.5) se reduce
a:

EM- ~ e (sen © T + cos gp‘é) | sen <]%> | . (3.6)
El par de ecuaciones (3.4) y (3.6) se puede escribir en forma compacta como:
Ehf+ o~ ES <sen O 7 + cos gpié) | sen (%) |, (3.7)

donde T representa la diferencia de fase entre la velocidad transversal del electrén y el
campo eléctrico de microondas; tal que: ¢* = T cuando sen(prz/d) > 0y = = @~
cuando sen(prz/d) < 0.

A partir de este anélisis es evidente que las formulaciones (3.2) y (3.7) son completa-
mente equivalentes, pero por razones matematicas se utilizara la expresién (3.2).

Por otra parte, para describir el campo magnético producido por las bobinas éb, se

utiliza la expresion:

B LA gy (3.8)
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donde
BY(z) = Bo[yo + b(2)], (3.9)

en la cual By = m.w/e representa el valor del campo magnético correspondiente a la
resonancia ciclotrénica exacta para la masa en reposo del electron, w es la frecuencia
del campo electromagnético, 7o = [1 — (v.0/c)?]7"/? es el factor relativista asociado a
la velocidad v, del electrén en el punto z = 0, donde ¢ representa la velocidad de
la luz, b(z) es una funcién adimensional que determina el perfil del campo magnético,
asumiendo b(0) = 0.

Teniendo en cuenta que B,, By << B,, donde B, = B" y vy >> v,, se pueden
realizar las siguientes aproximaciones: v,By << 1B, v v,By << vyB,. Bajo estas
consideraciones y utilizando las expresiones (3.2)-(3.9), las componentes radial y axial
de la fuerza de Lorentz sobre un electron inyectado a lo largo del eje de la cavidad estan

dadas por:
. (pr/d Pz
F, = —eSvBo[y +b(2)] +v.Ef | —— ) cosgcos <—> (3.10)
w d
—elg sen p sen <Zﬂ>
d
y

d d
F, ¥ ev.E§ (pr/ )cosgocos (p_zz) - engg—@W/ )sencpcos (p_zz) (3.11)
w

w
1 dBe
€Uy B T dz s

respectivamente. La Ec.(3.10) corresponde a la fuerza centripeta y la ecuacion (3.11) a

la suma de la fuerza longitudinal ejercida por el campo magnético de microondas (los
dos primeros términos) y la fuerza diamagnética ocasionada por la no homogeneidad
del campo magnético estatico, la cual actiia en la direccién opuesta al gradiente de la
magnitud del campo magnético e impide el avance del electrén hacia regiones de mayor
intensidad. Este es uno de los aspectos que diferencian el mecanismo SARA de otros
tipos de aceleracion.

3.1.1. Zonas de aceleracion longitudinal

La fuerza longitudinal ejercida por el campo de microondas F' puede acelerar a los

electrones en determinadas condiciones, lo cual condujo en el capitulo anterior a la
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identificacién de una zona de aceleracion longitudinal en la grafica ¢ vs z en el caso
particular de un modo T'Ejq5 ( ver figura 2.8). Esta zona se puede obtener en el caso
general de un modo T'Ey;, teniendo en cuenta que v, << vy, lo cual permite realizar la

siguiente aproximacion:

d
FM ~ —evy B¢ (pr/d) sen ¢ cos (%) ; (3.12)
w

por lo tanto, F*/ contribuird al avance longitudinal del electrén siempre que:
sen g cos (prz/d) < 0. (3.13)

Para analizar esta desigualdad es conveniente considerar los siguientes casos:

caso 1: sen(pm/d) =| sen(pm/d) |; el cual se presenta siempre que:
2% < p(z/d) < 2k +1, k=0,1,2, ..., Kynas, (3.14)

donde K., < p/2 (mayor nimero entero menor que p/2). En este rango espacial se
debe(n) considerar uinicamente el(los) subintervalo(s) que satisface(n) cualquiera de las
dos condiciones adicionales que se presentan a continuacién:

a) cos (prz/d) > 0, es decir:

2K' —1/2 < p(z/d) <2K'+1/2, K =0,1,2,..,K, ... (3.15)
donde K/ . < (p-+1/2)/2 (mayor nimero entero menor que (p + 1/2)/2).
Con esta condicién, la desigualdad (3.13) se reduce a: sen p* < 0; por lo tanto:
T <t <2 (3.16)
b) cos (prz/d) < 0, es decir:
2K +1/2 < p(z/d) <2k +3/2, K =0,1,2,....K],,.. (3.17)
Con esta condicién, la desigualdad (3.13) se reduce a: sen ot > 0; por lo tanto:
0< ot <. (3.18)

caso 2: sen(pr/d) = — | sen(pr/d) |; el cual se presenta siempre que:

2k +1<p(z/d) <2k+2, k=0,1,2, ..., Kpao. (3.19)



3.1 Modelo SARA 50

Al igual que en el caso 1, en este rango espacial solo se debe(n) considerar inicamente
el(los) subintervalo(s) que satisface(n) cualquiera de las dos condiciones adicionales que
se presentan a continuacion:
a) cos (prz/d) > 0, es decir:

2K —1/2 < p(z/d) < 2k' +1/2, K =0,1,2,.... K]

max-*

(3.20)

Con esta condicién, la desigualdad (3.13) se reduce a: sen o™ < 0; pero: pt = ¢~ £+ ;

por lo tanto: sen ¢~ > 0; de donde:
0<o <m. (3.21)
b) cos (prz/d) < 0, es decir:

2 +1/2 < plz/d) < 2k +3/2, K =0,1,2,...,K!

max-*

(3.22)

Con esta condicién, la desigualdad (3.13) se reduce a: sen ™ > 0; o bien: sen ¢~ < 0;

por lo tanto:
T <@ <2m. (3.23)

Las relaciones (3.14)-(3.23) definen las zonas de aceleracion longitudinal en un diagrama
¢ vs z. En el caso particular p = 1, son aquellas definidas por: (i) 0 < z < d/2 y
T<p<2ry (i) d/2<z<dy0< e < mientras que en el caso p = 2 estan
dadas por: (i) 0 < z < d/dym < o <2m (i) d/4d < 2z <d/2y0 < ¢ <m (i)
d/2 < z<3d/dynm<e<2my(iv)3d/4 <z<dy0< < Elcasop =2 se
represent6 graficamente en la figura 2.8.

3.1.2. Ecuaciones que caracterizan la aceleraciéon tipo SARA

A partir de la Ec.(3.10) se obtiene:

2 d
et = e {UeBo [0 4 b(2)] + v E§ <Z%> Cos p cos (%) } (3.24)

r

+ eEjsen psen (%) ,

donde:

y=[1- (] +o) 2 (3.25)
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y v2 = v? + v}; por lo tanto, la frecuencia ciclotrénica local del electrén w.(z) =

v1(2)/r(z) (vL = vy, donde r(z) # 0) puede ser escrita como:

we(®) = 7 {0+ b)) — go(1 —77* —u2)"*sen psen (pr& /) (3.26)
— go(pr/d) (1 —~72 = uZ)_l/zuz COS ¢ COS (p7r§/5)} w,

donde gy = E§/(—Byc) representa la amplitud del campo eléctrico adimensional, u, =
v, /e, E=z/r, § =dJry r = c/w es el radio de Larmor relativista.

En el caso particular K << K, se tiene que w = c¢K | (ver ec.(2.8)) y (pr/d)u. =
(v./c)(K) /K1) << 1; por lo tanto, la ec.(3.26) se reduce a:

we(é) 2yt {[’yo +b(8)] — go(1 =772 — ui)_l/2 sen  sen (pﬂﬁ/é)} w. (3.27)

En el caso de un modo T'E;11 se puede ver que el mantenimiento de la condicion de

resonancia exacta a lo largo de toda la trayectoria conduce a °:

we(€) =7 [0 + b(§)] w, (3.28)

o bien:

_eB.(z) ~ eB(z)
we(z) = Tme - me (3.29)

Por lo tanto, en este caso, el campo magnético debe crecer a lo largo de la direccion
de propagacion del electron a una razon tal que compense evactamente el incremento
del factor relativista para mantener la condicion de resonancia. La ec.(3.29) fue el
punto de partida para la aceleracién tipo SARA (ver ec.(2.2)); sin embargo, en el
caso general descrito por la ec.(3.26), la frecuencia ciclotrénica depende del campo
de microondas, incluso cuando ¢ = m; por lo tanto, el perfil del campo magnético
b(&) debe ser cambiado para compensar tanto el incremento del factor relativista como
las variaciones en la frecuencia ciclotronica asociadas con el campo de microondas.
Adicionalmente, debido a que no se puede mantener la condicién de resonancia exacta,
la aceleracién autoresonante se considera favorable cuando el electréon se mantenga en
la banda de aceleracion, principalmente en la vecindad de ¢ = .

La evolucion temporal de la diferencia de fase es descrita por la expresion:

$ = we(§)/w—1, (3.30)

6Una vez se ha alcanzado la condicién de resonancia ¢ = 7, esta no puede ser mantenida a lo largo
de toda la trayectoria para modos T'Eq;, cuando p # 1, debido a la presencia de nodos del campo
eléctrico en donde la fase de la onda cambia abruptamente un angulo .
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donde el punto denota el operador d/dr, en la cual 7 = wt (tiempo normalizado).
Sustituyendo la ecuacion (3.26) en la ecuacién (3.30), se obtiene:

o = 7 o =7+ —go(1 =77 —ul) " senpsen (pr&/6)  (3.31)
— go(pm/d) (1 —~72 = ui)_l/zuz COS  COS (pwf/d)} .

Por otra parte, la ecuacién (3.11) puede ser escrita como:

d(ymev,) (pm/d) prz
dome) o g, (772) »
o evy Eg=———cospcos (— (3.32)
(pr/d) . prz mev? /2 dBS
_ EC ( _ 4
evy By sinpcos  — > By (wof0) dz

donde v, es calculado a partir de la expresion: r = v, /w. = [uy /(¥ + 1)]r, en la cual
uy = vy /c. De este modo, el radio de larmor del electrén normalizado, * = r/r,
esta dado por:

(1—572—ud)”

rt = z 3.33
p+1 (3:33)

a partir de la cual se obtiene la velocidad radial normalizada (u, = v,/c):

(% = i) (04 1) =B (1 =72 =)

(p+1)° (1 =72 —u2)'?

(3.34)

Uy =

Utilizando la ecuacién (3.25) y la expresion (3.34), la ecuacién (3.32) puede escribirse

como:
v?2 42\ 2 Vv, dv| v\ du,

- = e (1= ) = = 3.35
(-2=2) [ (-5) % 535
€ c c 73._uzuz o+ 1) — (1 — 72_”2 bz
— <_> E¢(pr/d) (v . ) (290 ) — ¢ ( 1’/72 ) COS  COS <_>
Me MW (+1)" (1 =772 —u2) d

2
€ (VLY L : Pz v]  db(z)
i () i 7).
o (w ) 6 (pm/d) sin ¢ cos g 2P 1) d
A partir de la ecuacién (3.25), se obtiene:
vy =1 =72 = (v./e)]Y?%c (3.36)
y
dvy _9 V:\27-1/2;1 _3dy v, dv,
N IR N
dt C[ v IS ] [,7 dt C2 dt } (3 37)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.36) y (3.37) en la ecuacién (3.35), normalizando variables
y después de un procedimiento convencional se obtiene:

o 1) 90 (B (v 33 (@ +1) — @ (1 — 72— u2)| cospcos (£2)
v 1/2
( ) [ Y+ 1) ( — 2 — Ug) /2 _ go(y)uz COS (p COS (1%5) fyfl]

(¢
(P+1)(1—72—u2)" ] " (3.38)

(1) (1= = )7 = (s cos pcos (25) 1

2\1/2 11— —u?db )
{go(p(; ) (1 =777 —ul) / Sen p cos (p;) - 2(1_1_1) d<§> —uz’y} }

Por otra parte, la evolucion temporal de v es obtenida a partir de la potencia transferida:

d(ymec?)/dt = —eE- T (3.39)
la cual se reduce a:
d 1

% = —;% {Eg sen p sen (%) v, + E§ cos g sen (%) Ug} : (3.40)

Aqui vy =~ v, . Sustituyendo las expresiones (3.34) y (3.36) en (3.40) se obtiene:

1 35 i) (04 1) — G (1 — % —
{Ecsencpsencmz) (VY — i) (p+1) =4 (1= uz)

- C
Boc” d G+ 17 (=72 —ud)”

+ L cospsen (%) (1-~72- uz)l/2 c} . (3.41)
Finalmente, después de algunas operaciones se obtiene:

s - wsis (1) 4@ ( 1—y—2—u2
(p+1)(1—y2—ud)cosp — s0+<1 )Sengo B (p ”

3.42
(@ +1) (1 —~2—u2)"”* — gyy~3sen psen (22£) ) )( )

Una aproximacion adicional puede contribuir a la facil interpretacion de la ecuacién

¥ = 9o

(3.42). Excepto la regién del movimiento inicial, ver figura (2.3), en la aceleracién tipo
SARA las variaciones en la energia estan asociadas principalmente al incremento de la
componente azimutal de la velocidad del electrén vy (>> v,); de este modo, la ecuacién
(3.42) se aproxima a:

T
Y=g (l—v72— uz)l/2 cos p sen (pr) : (3.43)
Puesto que gg < 0, el electron incrementara su energia siempre que:

cosp sen (p5§> <0, (p=1,23,..). (3.44)
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Consideremos los dos casos posibles:
(i) sen(pm/d) =| sen(pm/J) |> 0:

en este caso, la condicién (3.44) se reduce a:
cospt <0, (3.45)

(ii) sen(pm/d) = — | sen(pm /) |< 0:

en este caso, la condicién (3.44) conduce a:

cospt > 0. (3.46)
pero ¢ = ¢~ £ m; por lo tanto, la condicién (3.46) se puede expresar como:

cosp~ < 0. (3.47)

Al comparar las condiciones (3.45) y (3.47) se puede ver que, en cualquier region, el

electron ganara energia siempre que:
cosp < 0. (3.48)

la cual define la banda de aceleracion: /2 < ¢ < 37/2.

Finalmente, la funcién £ = £(7) se deduce a partir de la expresion:
§ = u.. (3.49)

Las ecuaciones (3.31),(3.38), (3.42) y (3.49) forman un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales acopladas no lineales; las cuales describen la evolucién temporal de la energia, la
diferencia de fase, la velocidad longitudinal y la coordenada longitudinal del electrén
durante su movimiento en las condiciones SARA. Este conjunto de ecuaciones puede
resolverse numéricamente utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden bajo

las siguientes condiciones iniciales:

(10) = ¢5, (3.50)
Y(10) =%, (3.51)

u, (1) = ufo, (3.52)
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&(ro) =& (3.53)

Las condiciones iniciales se expresan en un tiempo 7y # 0 porque en el punto de inyeccién
£(0) = 0, el factor (1 —~~2—u2)"1/2 causa una singularidad en la Ec.(3.31). Esto ocurre
porque la definicién w. = v, /r es valida solo cuando r # 0. Para evitar esta singularidad
se resuelve numéricamente la ecuacién de Newton-Lorentz (3.1) en la vecindad del punto
de inyeccién utilizando coordenadas rectangulares; a partir de la cual se obtienen las
condiciones iniciales (3.50)-(3.53).

Las ecuaciones SARA se pueden convertir a las ecuaciones correspondientes al esquema
de aceleracién ciclotronica en un campo magnético homogéneo que se incrementa en
el tiempo para mantener las condiciones de resonancia cuando se hacen las siguientes
sustituciones: b(§) — b(7), sen(pn&/d) — 1 (cos(pm&/J) — 0) y naturalmente u, = 0.
Por lo tanto, las ecuaciones (3.31) y (3.43), se reducen a:

@ =" =7 +b(r)] = g0y (L =) seng, (3.54)

= go(1 — 72 ?cose. (3.55)

Estas ecuaciones son similares a las ecuaciones obtenidas en [18] y [21] para el mecan-
ismo GYRAC, excepto por el término correspondiente a la radiacion sincrotrénica.

3.2 Sostenimiento de la aceleracién tipo SARA

Uno de los problemas principales en cualquier mecanismos autoresonante consiste en
mantener las condiciones de aceleracién durante dicho proceso. En la aceleracion tipo
SARA el problema se reduce a obtener un perfil de campo magnético que garantice
el sostenimiento de la aceleracion. Una forma de determinarlo consiste en realizar una

aproximacién polinomial de la funcién b(&):
b(€) = Oz(l)f + C¥(2)§2 S oz(N)fN (3.56)

y sustituirla en las ecuaciones (3.31) y (3.38). De este modo se pueden resolver las
ecuaciones SARA ( o mediante simulacién numérica descrita en la seccién 2.2), iteran-
do sobre un conjunto de pardmetros: {a™M, a® ... o™} lo cual permitiré identificar
los perfiles que conducen a un sostenimiento de la aceleracién y entre estos el més con-

veniente.
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Otro enfoque consiste en utilizar una funcién ¢(§) preestablecida, la cual debe per-
manecer en la banda de aceleracién 7/2 < ¢(£) < 37/2 V€ y cuyo valor inicial es
©(0) = m/2, para deducir un perfil del campo magnético b(¢) que garantice el manten-
imiento del régimen de aceleracion a lo largo de la trayectoria del electrén. Para ello se
utiliza la ecuacion (3.31), a partir de la cual se puede ver que b(§) debe ser consistente

con la expresion :
b(€) = [u(dp/dE) + 1]y =0 + go(1 =772 — u2) "/ [senpsen(pm€ /6) (3.57)
+(p7r/6)uzcosgocos(p7rf/5)} ,
a partir de la cual se obtiene:

&(f) 1 db(7)

© T (3.58)
donde:
db(T) ] ] - )
o = Alua(dp/d) + 1] + y[ui=(dp/dS) + 2 (d*p/dE7)]

— go(1—~72— ui)_3/2(7_3 —u,) [sengosen(pﬂé/é) + (pw/é)uzcosgocos(pwg/é)}
+ go(1 =72~ uz)_l/2 {u,(dp/d&)cospsen(pmé/§) + (pm/§)u,senpcos(pr/H)
+ (pm/d) [uzcosgocos(pﬂé’/é) —u?(dp/d¢)senpcos(pré /8) — (pﬂ/é)ugcosapsen(pwf/é)] } )

Sustituyendo (3.58) en (3.38) y despejando ., se obtiene:

i — Ja+ fs {fe + falfs + fo + fro(fur + fi2)] — u.¥}
- v+ filfa + fs) 7

(3.59)

1 — 7—2 _ u2
(Uzcé_? + 1)[(uz(fl—§ +1)(1 =772 — u2)V2 — go (B )u,y~Leospcos( L))

fo= 90 <Zﬂ> Z—?cosgpcos (%) ,

u dy dy pT pré
fs=— 5 ( df —i—l) [’y(l—’y Z>1/2d£ + 9o ( )cosgpcos (T)]’

 go(pm /)y (ugE +1) — 1@%(1 — 77" — ui)]cospcos(pm /9)
(=% + D=3 + 1)1 =772 = u2)1/2 — go(5 Ju:r~ cosepcos(254)]
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(uz d¢ + 1)<1 - 7_2 - ug)lﬂ

fs= (uz =+ D1 —~2—u2)l/2 - go(%)uzy—lcosgocos(p%g)’
fo = go(pm/8)(1 — 2 — uz)l/zsengpcos(pwﬁ/é),
F O R L))
7= ;
2 (uz & + 1)
dy L, d%p
= 1
f8 ( d£+ >+’yuzd£27
b 9 (v — w.) [senpsen (pﬂg) + (&) u.cospcos (7%5)]
' (1= 2 ’

fio = go(1 — 772 — )72,

d—(pcosgosen lif +<H>usengocos Zﬁ
d¢ ) 4] ‘ o

_ (P 2% PTEN (P72 pré
f12— < )ungsengocos( 5 ) (5) UZCOSQOS@”L( (,). .

Resolviendo las ecuaciones diferenciales (3.42),(3.49) y (3.59) con las condiciones ini-

f11 = U,

ciales (3.51)-(3.53), se puede obtener primero las funciones v, u, y £ y luego el perfil
del campo magnético utilizando Ec.(3.57). La singularidad en Ec.(3.59) puede tratarse
del mismo modo que la singularidad de Ec.(3.31).

Para determinar un perfil del campo magnético que garantice la aceleracién del electrén
se debe tener en cuenta que el sostenimiento continuo de la resonancia exacta solo es
posible en el caso particular p = 1 porque si p # 1, la fase ¢ salta un angulo 7 en cada
nodo de la onda estacionaria.

Para el caso p = 1, la diferencia de fase es considerada como:

o(€) =

™

1 + exp[—10&/AE]

(3.60)

cuyas derivadas, dp/d¢ y d*p/d&?, son funciones continuas. Aqui § y A€ son las longi-
tudes normalizadas de la cavidad y la zona donde la diferencia de fase varia, respecti-

vamente. Se puede notar que p(0) = 7/2 y ¢ — 7 cuando £ > AE, lo cual considera el
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efecto del campo magnético de microondas en el punto de inyeccién y el automanten-
imiento de la resonancia, respectivamente. Basados en los criterios anteriores se puede
afirmar que la diferencia de fase dada por la expresién (3.60) es una funcién consistente
con la naturaleza del fenémeno estudiado o equivalentemente que es una funcién “bien
comportada”.

Para el caso p = 2, la diferencia de fase en el nodo del campo de microondas, que
divide la cavidad en dos partes, cambia 7 (rad). El cumplimiento de la expresion:

( m{l+exp[—10(5/4)/AEL]} .
Tt emp - T0/Ad si0 <€ <6/4,

_ 1
p(§) = ”{j_Mﬂ} sid/4<&<d/2, (3.61)
TFewp[—10(3/4)/A8]
| T~ Tremmoe—smag S 0/2 <E <,

garantiza el mantenimiento del régimen de la aceleracién. Se puede notar que p(0) =
/2y ¢|i/2- — ¢l©s/2+ = ™. Se debe advertir que a pesar de que en este caso dy/d§
también es continua, d?p/d¢? presenta una discontinuidad en & = §/4; sin embargo,
para fines practicos, dicha discontinuidad es despreciable cuando A < 0,30.
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3.3 Resultados y discusién

A continuacion se presentan los resultados obtenidos a partir del estudio analitico he-
cho en las seccién 3.1. Primero se estudia el caso B,(z) = B.(0,z) que fue calcu-
lado en la seccién 2.2 mediante el método de aproximaciones sucesivas. La funcién
b(z;) = B(0,z)/By — 1 se determiné en 81 puntos sobre el eje z donde la derivada
db(z;)/dz; se encuentra numéricamente. Los valores b(z) y db(z)/dz fueron calculados
usando el método de interpolacién lineal. El campo magnético que se muestra en la
figura 3.2 se determina utilizando la aproximacion (3.8)-(3.9). En esta aproximacion la
componente radial B, (r, z) es insignificante en comparacién con la componente longitu-
dinal, causando una no homogeneidad radial casi imperceptible, dada por la expresion
(1/8)Bor?[db(z)/dz]* /[0 + b(2)]. A pesar de esto, dicha componente no debe ser igno-
rada porque la fuerza diamagnética depende de ella.

La figura 3.3 muestra la evolucién espacial de la energia utilizando: (a) el modelo SARA

1,3

_
N

B(x,0,2)/B,

-
o

09

Figura 3.2: Aproximacién del perfil de campo magnético en el plano y=0.

con los datos del campo magnético utilizado en la seccién 2.2 (linea roja), simulacién
numérica de la ecuacién de Newton-Lorentz considerando: (b) campos exactos (linea

verde) y (c¢) campo magnético estédtico aproximado, mostrado en la figura 3.2 (linea
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azul). Los resultados fueron obtenidos para un electrén inyectado con una energia de
12 keV en una cavidad con los mismos parametros utilizados en la seccién 2.2. La
diferencia entre los dos primeros casos observada en la regién z > 11 c¢m, donde el
radio de Larmor es relativamente grande (0,7 — 1,6) c¢m, es atribuida principalmente
a la diferencia entre las no homogeneidades transversales de los campos magnéticos
estéaticos producido por las bobinas. Con el perfil utilizado en la seccién 2.2 (insertado
en la figura 3.3) la fuerza diamagnética es mas intensa, la cual produce variaciones sig-
nificativas en la velocidad longitudinal del electrén (ver figura 3.4). Estas variaciones no
afectan directamente la energia del electréon, pero ejercen una influencia directa sobre
la diferencia de fase ¢ (ver ecuacién (3.31)), conduciendo a una situacién diferente en
el proceso de transferencia de energia del campo de microondas (ver figura 3.5).

Por el contrario, cuando se realiza la simulacién numérica de la ecuacion de Newton-

300

250 = !;‘

200 -
E 1504 ——SARA
< SIM.EXACTA
= —— SIM. B°APROX.

100

50
0 T T T T i T )
0 5 10 15 20
z(cm)

Figura 3.3: Comparacién de la evolucién espacial de la energia del electrén: Modelo SARA
(linea roja), simulacién numérica con campos exactos (linea verde) y simulaciéon numérica con
campo magnético estatico aproximado (linea azul).

Lorentz con el campo magnético estatico aproximado del modelo SARA, las diferencias
mencionadas anteriormente se reducen significativamente (ver figuras: 3.3-3.5), a tal
punto que la méxima diferencia en la energia del electrén solo es del orden del 5% (ver
figura 3.3).
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—— SARA
02 ——— SIM.EXACTA
’ —— SIM. B°APROX.

Vzl/c

0,1

0,0

0 5 10 15 20

Figura 3.4: Comparacién de la evolucién espacial de la velocidad longitudinal del electrén:
modelo SARA (linea roja), simulacién numérica con campos exactos (linea verde) y simulacién
numérica con campo magnético estatico aproximado (linea azul).

21
——SARA
—— SIMEXACTA
—— SIM. B° APROX.
3n/2

\
3

/2 / \
0 5 10 15 20
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Figura 3.5: Comparacién de la evolucién espacial de la diferencia de fase p: modelo SARA

(linea roja), simulacién numérica con campos exactos (linea verde) y simulacién numérica con
campo magnético estdtico aproximado (linea azul).



CAPITULO 4

EFECTO DEL CAMPO
AUTOCONSISTENTE

Hasta el momento se ha realizado un estudio analitico y numérico del fenémeno SARA
utilizando la aproximacion de una sola particula. Esta aproximacion es valida en aque-
llos casos en donde la concentracion electronica del haz es tan baja que pueden des-
preciarse los campos que genera en comparacién con los campos externos. El estudio
del efecto del campo autogenerado (autoconsistente) solo puede hacerse por métodos
experimentales o utilizando técnicas numéricas para su simulacién computacional. A
continuacion se presenta el estudio numérico del efecto del campo autoconsistente so-
bre la interaccién autoresonante espacial utilizando haces de electrones de diferente
intensidad, utilizando el método PIC [44,45].

4.1 Sistema Fisico y Modelo de Simulacion

El sistema fisico y los parametros para la realizacién de los experimentos numéricos
son idénticos a los presentados en la seccion 2.2 (ver figura 2.1): la cavidad cilindrica
es excitada con un modo TEj15 de 2,45 GHz polarizado circularmente, con una am-
plitud de 7 kV/cm. El radio a y la longitud de la cavidad d son 4,54 em y 20 cm,
respectivamente. En este estudio se realizan aproximaciones en las expresiones de los

campos eléctrico y magnético de microondas en la regiéon r < a/Si;, partiendo de las
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componentes cilindricas (2.3)-(2.7), las cuales conducen a:
E" = ES(icoswt + jsenwt)sen(2mz/d), (4.1)
and

BM = — BS(K|j/w)(icoswt + jsenwt)cos(2mz/d) (4.2)
—ES(K | Jw)cos(0 — wt)sin(2mz/d)k,

en donde se ha elegido igual a cero la fase inicial del campo eléctrico. La componente
B" no se toma en cuenta en las simulaciones porque es pequefia en comparacién con
la componente z del campo magnético estatico éb; el cual es generado por un conjunto
de bobinas con parametros iguales a los de la tabla 2.1 de la seccion 2.2. El canén de
electrones inyecta el haz de electrones en la cavidad a lo largo de su eje, el cual es
tomado como un eje z.

El campo eléctrico autoconsistente es calculado en aproximacion electrostatica. De este
modo, los efectos colectivos son incluidos en la ecuaciéon de movimiento a través de los
potenciales eléctricos obtenidos como una solucién de la ecuaciéon de Poisson en cada
paso de tiempo At = 27/250w:

a2q>(ﬁ)+a2q>(ﬁ) 20(r')  p(r)

= — 4.3
0z'"? oy'? 022 €o (4.3)

Donde: 0 < 2’ < L,, 0 <y <L, 0< 2 <d, 2/’ =x+a,y =y+a, 2 =2y
L, = L, = 2a. La Ec.(4.3) se puede escribir en forma adimensiondl, introduciendo las
siguientes variables: ®* = ®/(—Bycry) v p* = prin/(e0Boc), donde By = mew/e es el
campo magnético correspondiente a la resonancia clésica exacta del electrén y rjg = ¢/w
es el radio de Larmor relativista, ™ = a'/rjg, y* = ¢'/rg y 2% = 2’ /r)p. La densidad de
carga en los puntos de malla p(iAz’, jAy', kAz') se determina a partir de la distribucién
espacial usando el método PIC ( [27], [28]).

La Ec.(4.3) es resuelta numéricamente con las condiciones de frontera de Dirichlet:

d* |g=0, (4.4)

Donde S es la superficie definida por lo planos 2™ = 0,L;; y™* = 0,L;; 2 = 0, L.
Aqui L} = Ly/r, Ly = Ly/mi0 y L% = d/r19. La condicién de frontera (4.4) es diferente
a la usada en el modelo fisico (ver figura 2.1); sin embargo, este cambio no perturba
el campo eléctrico en la region ocupada por el haz de electrones. Estas condiciones de
frontera son predeterminadas por el método de la transformada rapida de fourier (FFT)
aplicada para el calculo de potenciales eléctricos.
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El potencial normalizado y la densidad de carga son expandidos en una serie doble de

Fourier:
fHa"™ g™ ) = Z Fr, i, (27)sin(Kqma™ | L) sin( Komy™ [ L), (4.5)
K1,K2=0
donde,
Fr, 1, (27) = Tl frsin(Kyma™ [ Ly)sin(Komy™ /Ly )dx™ dy™. (4.6)
-y JO 0

Y Frey e (27) = Uk iy (27) st " = @7,y Fiey i, (27) = Vi i, (27) st f* = p.

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado en el célculo de potenciales 2D [35], se

sustituyen las expresiones (4.5) y (4.6) en la ecuacién (4.3) normalizada, obteniendo:
d*Fi, 1, (%) <K12 K3

dz/*2 T2 + ﬁ) 7T2FK1»K2 (z/*) = Vi, i (Z/*)a (4.7)
z y

donde K; =0,1,2,...,00y K =0,1,2,...,00.

Ahora se puede discretizar el problema en las direcciones ' y 3’ mediante el trun-
camiento de la expansién de Fourier mediante la solucién de la ecuacién (4.7) para K; =
0,1,2,.... 1y Ky =0,1,2,..., J. Este truncamiento es equivalente a la discretizacién en
las direcciones 2’ y 4/ con los puntos de malla equidistantes (", y) = (iLy/1,5L;/J).
La discretizacion en la direccién 2’ se realiza dividiendo L} en segmentos de igual lon-
gitud 62* = L*/(N + 1) y aproximando la derivada d?/dz"*? en la forma de diferencia

centrada de segundo orden. Por lo tanto, dado que L} = Ly = L*, para K1 = 0,1,2,...,]
, Ko =0,1,2,...,Jyk=1,2,..., N se obtiene:

Fry g1 — 2+ (K7 + K3) 0] Fry ko + Fry ko = Vi, ko (02)? (4.8)

, ’ ’ ..
Aqui, Fr, ko6 = Fry 10 (20), Vi ko ke = Vi ko (2) v = m62"™ /L*. Las condiciones de

frontera en la direccién z’ se reducen a:

Fri k00 = Fry ko nt1 =0 (4.9)

para K1 =0,1,2,...,1 , Ko =0,1,2,.... J.
Con las aproximaciones realizadas, la expresiones (4.5) y (4.6) se reducen a:

I J
P 5.k) =) Frey o wsin(Kyim /T)sin(Kyjn/J), (4.10)
0 0

I J
4 o ) ) . .
FK17K2J<: = ﬁ Z Z f*(luyv k)S’ln(Kl’HT/I>SZTl(K2j7T/J), (411>
0 0
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respectivamente.

Las expresiones (4.8) y (4.9) constituyen un conjunto de (/+1)(J+1) ecuaciones matri-
ciales desacopladas, en donde los valores Vi, k, x se determinan a través de la Ec.(4.11)
con f* = p* utilizando la transformada répida de Fourier (FFT). Esta ecuacién ma-
tricial tridiagonal es resuelta para obtener los valores Uk, k, . Finalmente, los valores
®*(4, j, k) son reconstruidos a partir de la (4.10) con Fr, k, x = Uk, K k-

La componente x del campo autoconsistente en los puntos de malla (, j, k) en el paso
de tiempo 7" = nA7, donde T = wt, se determina como:

(- 1,5,k) =@ (i+1,5,k)

(Gisn)e = TN : (4.12)

Las componentes y y z se determinan de un modo similar.

Retomando la ecuacién relativista de Newton-Lorentz en diferencias finitas (Ver Ec.(2.15)):

(jn+1/2 _ (jn—l/Q . ﬁnﬂ/z + U‘n—1/2

— b 4.1
e J+ 5 x b", (4.13)

Donde:
U = P/mec, §* = E"/(—Boyc), b* = B /(—By) y v = (14 U?2)2 es el factor relativista,
n es el indice de paso de tiempo, g" es el vector del campo eléctrico total constituido

por los campos eléctricos de microonda g“" y autoconsistente §°", g = g*" 4+ §°" v b

y
estatico gb, b = bvn 45, El paso de tiempo en la simulacion se considera relativamente

es el campo magnético total constituido por los campos magnéticos de microonda pen
pequeno porque en las condiciones de resonancia los parametros del movimiento del
electrén cambian muy rapidamente. Se considera la ecuacion relativista de movimiento
no solo porque los electrones pueden alcanzar altas energias bajo las condiciones de
autoresonancia espacial sino tambien por la sensibilidad de la resonancia ciclotronica
con la diferencia de fase entre la componente eléctrica del campo T E;15 v la velocidad
transversal del electrén. La ecuacién (4.13) es resuelta numéricamente para todas las
superparticulas utilizando el método de Boris [27]. Para el n-ésimo paso de la simu-
lacién, la coordenada z de la [-ésima superparticula se calcula de acuerdo a la relaciéon
A UZH/?AT/ﬁLHﬂ, donde x* = x /1. Las otras dos componentes se de-
terminan de un modo similar.

La soluciéon numérica simultanea de la ecuacion de Newton-Lorentz y la ecuacion de
Poisson permite encontrar la trayectoria del haz, velocidad y energia de las particulas,
asi como la diferencia de fase entre la velocidad transversal las particulas y el campo
eléctrico de microondas.

Para verificar los resultados, se calcula el balance de energia entre la energia de mi-
croondas trasferida al haz y el cambio de energia del haz para los mismos intervalos de

tiempo.
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El cédigo computacional se elabord en lenguaje de programacion C++4, en el cual se
utilizé la libreria fftw para el calculo del potencial eléctrico usando Transformada rapi-
da de Fourier’. La visualizacién de la simulacién computacional se hizo a través de la
libreria grafica OpenGLS.

"http://www.fftw.org/
8http://www.opengl.org/
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4.2 Resultados y discusion

Para analizar la influencia del campo eléctrico autoconsistente sobre las condiciones
de autoresonancia ciclotrénica espacial, se realizaron tres experimentos numéricos: (a)
Iy = 0,1 A de densidad electrénican = 8,5x10% cm™3; (b) [y =1 A, n = 8,5x10° em~3;
v3) Iy =54, n=425%x10" ¢m3 . Los otros pardmetros: Rpeam = 0,2 cm, W,; = 14
keV y el tamano de la malla : [ x J x N = 128 x 128 x 100 se tomaron iguales en
todas las simulaciones. La rata de inyeccién utilizada fue de 4,25 x 10® superparticulas
por ciclo de microondas. La simulacién computacional se detiene cuando una pequena
fraccién de superparticulas (10?) alcanzan la posicién donde su velocidad longitudinal
es cero o impactan la cavidad.

La Fig.4.1 muestra la diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones
y el campo de microondas después de 14.05 ciclos de microondas para el caso de una
haz de 0.1 A (puntos rojos) y la evolucién espacial de la fase para el movimiento de
una sola particula presentado en la seccién 2.2 (linea verde).

Se puede ver que en el punto de inyeccion la diferencia de fase sigue influenciada por

21
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Figura 4.1: Diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones del haz de 0.1-A
y la componente eléctrica del campo de microondas despues de 14.05 ciclos de microondas.

la componente magnética del campo de microondas; sin embargo el campo eléctrico

autoconsistente produce una ligera desviacién de la fase, casi imperceptible, de algunas
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particulas alrededor de ¢ = 7/2. En la regién 0 < z < 2,5 ¢m los electrones entran
en fase rapidamente por el efecto del campo de microondas, acercandose al limite de la
resonancia exacta. El comportamiento ilustrado por el haz de electrones de 0.1 A no
difiere considerablemente al presentado por una particula simple, razén por la cual el
hecho de que el nimero de electrones en la banda de aceleraciéon no sea mayor que el
obtenido (72.7 %) no puede ser atribuido a ningin efecto desfavorable del campo auto-
consistente (Ver Fig.4.1). En este caso la focalizacién del haz de electrones no presenta
ningtn problema.

Fig.4.2 muestra la comparacién del parametro 3 = v/c despues de 14,05 ciclos de mi-

0,8

0,6
B

0,44 \
0,2‘ ,/// T /

010 T T T T T T e
0 5 10 15 20

z(cm)

Vzlc

Figura 4.2: Componentes transversal Or y longitudinal 8z de la velocidad de los electrones
del haz de 0.1-A despues de 14.05 ciclos de microondas.

croondas asociado con el movimiento transversal ((r, puntos azules) y longitudinal (5,
puntos rojos) con los resultados obtenidos con aproximacién de una sola particula (Ver
Fig.2.10). En este caso el campo eléctrico autoconsistente contribuye al mejoramiento
de las condiciones de aceleraciéon en la regién 10 < z < 17 cm y los electrones del haz
ganan energia de 260 KeV (Ver Fig.4.3).

Para el caso de un haz de 1 A se obtiene un comportamiento similar al presentado por
el haz de 0.1 A; sin embargo, el efecto del campo autoconsistente es mas apreciable.
Fig.4.4 muestra la diferencia de fase entre las velocidades transversales de los electrones
y el campo de microondas después de 9,72 periodos de microondas. En este caso casi la
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Figura 4.3: Energia de los electrones del haz de 0.1-A después de 14.05 ciclos de microondas.

totalidad de los electrones permanecen en la banda de aceleracién (92.27 %); A pesar
de ello se produce una desviacién significativa de la diferencia de fase entre la velocidad
transversal de los electrones y la componente eléctrica del campo de microondas en el
punto de inyecciéon comparada con el caso del haz de 0.1 A; sin embargo, a medida
que el campo eléctrico de microondas se incrementa conforme los electrones se alejan
del punto de inyeccion, se produce una focalizacién de la fase en z = 2,6 cm. A pesar
de ello, la dispersién en la fase vuelve a ser evidente en las region z > 10 cm, la cual
esta relacionada con las variaciones en las velocidades de los electrones asociadas al
campo autoconsistente (ver Figs. 4.5, 4.7 y 4.8). La combinacién de estos efectos origi-
nan la dispersion en la energia del haz, hasta alcanzar un valor maximo del orden del
30% en z = 14 cm, pero luego se reduce hasta alcanzar un 5% en la posicién z = 18
cm, donde los electrones alcanzan la maxima energia (ver Fig.4.6).

Las figuras 4.7 y 4.8 muestran la topografia de la magnitud de la componente transver-
sal y la componente z del campo autoconsistente, respectivamente; en planos transver-
sales a lo largo del eje del sistema: z = 0,2 cm, d/4, d/2, 3d/4 después de 9.72 ciclos de
microondas en el caso del haz de 1.0 A. Las méximas intensidades del campo eléctrico
transversal en dichos planos son 0.7, 1.1, 2.0 y 1.25 kV /cm, respectivamente; mientras
que las maximas intensidades del campo eléctrico longitudinal son 1.1, 0.16, 0.8 y 0.7

kV /cm, respectivamente.
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Figura 4.4: Diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones del haz de 1.0
A y la componente eléctrica del campo de microondas después de 9.72 ciclos de microondas.

Para el caso de un haz de 5 A, la diferencia de fase después de 6,6 ciclos de microondas se
muestra en la figura 4.9. Se puede ver que en el punto de inyeccién la diferencia de fase
se encuentra en todos los valores posibles [0, 27] porque en la posicién z = 0 el campo
eléctrico de microondas es nulo y los electrones se encuentran solo bajo la influencia del
campo de microondas y el campo eléctrico autoconsistente. En este caso, este ultimo
es tan intenso que fuerza a los electrones a moverse en todas las direcciones radiales,
abarcando todos los angulos con respecto al eje del haz. Posteriormente, los electrones
se presenta la focalizacion de la fase en z = 4 cm, auque esta nos es exacta para todos
los electrones debido a la fuerte influencia del campo eléctrico autoconsistente.

En la regién 5 < z < 10 cm los electrones son desacelerados por la componente lon-
gitudinal del campo autoconsistente, la fuerza diamagnética y porque los electrones se
encuentran fuera de la zona de aceleracion longitudinal. Los electrones se acumulan en
la posicién z = 10 cm, lo cual resulta en un incremento de la velocidad longitudinal en
la regién z > 10 cm (ver Fig. 4.5).

Para el movimiento transversal se observan algunas oscilaciones causadas por la compo-
nente transversal del campo eléctrico autoconsistente, las cuales causan el movimiento

azimutal de los electrones alrededor del centro del haz. Sin embargo, estas oscilaciones
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Figura 4.5: Componentes transversal S y longitudinal 8z de la velocidad de los electrones
del haz de 1-A después de 9.72 ciclos de microondas.

no afectan significativamente las condiciones de resonancia (ver Fig.4.9).
Fig.4.11 muestra la energia de las particulas después de 6.6 ciclos de microondas para
el caso 3). Se puede notar que en la regién z < 2,5 ¢m se presenta una disminucién
de la energia de los electrones, la cual es causada por la influencia de la componente
longitudinal del campo autoconsistente. Notese que aqui el efecto de la acumulacion de
los electrones en z = 10cm es mas pronunciado que el caso del haz de 1 A, impulsando
los electrones son impulsados hasta valores cercanos a la vellocidad de inyeccion. Este
efecto es poco deseable porque disminuye el tiempo de interaccién entre los electrones y
la onda, lo cual se manifiesta por el hecho de que la energia maxima alcanzada por los
electrones es solo 125keV . En este caso, la dispersion de la energia es mas significativa.
La figura 4.12 muestra la distribucién de energia en el instante en que los primeros
electrones alcanzan el plano de retorno o impactan la cavidad para los haces de 0.1, 1.0
vy 5.0 A. En los dos primeros casos se observa un pico en 50 keV debido a que la energia
del electrén se mantiene aproximadamente constante en el rango de 8 a 12 cm (Ver Figs.
4.3 y 4.6). Este pico es mas pronunciado en el el caso del haz de 1.0 A debido a que la
componente longitudinal del campo eléctrico autoconsistente reduce considerablemente
la velocidad de los electrones alrededor de la posicién z=12.5 cm (ver Fig. 4.5), razén

por la cual se encuentran mayor tiempo cerca del nodo del campo eléctrico de microon-
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Figura 4.6: Energia de los electrones del haz de 1.0 A después de 9.72 ciclos de microondas.

das donde no hay trasferencia de energia por parte de este campo. En el caso del haz de
5.0 A, la anchura del pico es significativa debido a la dispersion de la energia causada
por el campo eléctrico autoconsistente (Ver Fig.4.11). Se debe resaltar que casi toda la
totalidad de los electrones son acelerados hasta alcanzar una energia de 260 keV, 240
keV y 125 keV en los haces de 0.1 A, 1.0 A y 5.0 A, respectivamente. Para verfificar
los resultados obtenidos se realizé la comparacion entre el cambio de energia del haz de
electrones y la energia transferida por el campo eléctrico autoconsistente y el campo de
microondas. La coincidencia de las curvas demuestra que los resultados obtenidos son

confiables en el marco de la aproximacion electrostética (Ver Fig.4.13).
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Figura 4.7: Magnitud de la componente transversal del campo eléctrico autoconsistente

despues de 9.72 ciclos de microondas para el caso del haz de 1 A en los planos: (a) z=0.2
cm, (b) z=d/4, (c) z=d/2 y (d) z=3d/4.
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Figura 4.8: Componente longitudinal del campo eléctrico autoconsistente despues de

9.72 ciclos de microondas para el caso del haz de 1.0 A en los planos: (a) z=0.2 cm, (b)
z=d/4, (c) z=d/2 y (d) z=3d/4.
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Figura 4.9: Diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones del haz de 5.0
A y la componente eléctrica del campo de microondas después de 6.6 ciclos de microondas.

0,8

Figura 4.10: Componentes transversal G y longitudinal 8z de la velocidad de los electrones
del haz de 5-A despues de 6.6 ciclos de microondas.
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Figura 4.11: Energia de los electrones del haz de 5.0 A despues de 6.6 ciclos de microondas.
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Figura 4.12: Distribucién de energia en los haces de 0.1 A (linea verde), 1.0 A (linea roja)
y 5.0 A (linea azul) después de 14.05, 9.72 y 6.6 ciclos de microondas, respectivamente.
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Figura 4.13: Comparacién entre la energia transferida por el campo eléctrico al haz de 0.1 A
(linea verde), 1.0 A (linea roja) y 5.0 A (linea aztl); y el cambio de energia como una funcién

del tiempo ( circulos, triangulos y cuadrados, respectivamente).



CAPITULO 5

EFECTO DE UN CAMPO

ELECTROSTATICO SOBRE LA
EFICIENCIA DE LA ACELERACION
SARA DE UN ELECTRON

5.1 Modelo de simulacion

Como se ha mencioné anteriormente, el primer factor limitante del mecanismo SARA
es la fuerza diamagnética; la cual estd asociada a la no homogeneidad longitudinal del
campo magnetostatico y que se opone al avance de los electrones hacia regiones de
mayor intensidad del campo magnético. Una forma de aumentar la efectividad de la
aceleracion consiste en asistir el movimiento longitudinal de los electrones mediante
un campo electrostatico que puede ser generado mediante el aislamiento de las tres
superficies que conforman la cavidad resonante y sometiendo las caras circulares a una
diferencia de potencial, como se muestra en la figura 5.1, en donde se asume que el
espesor de la capa aislante es despreciable comparado con la longitud de onda asociada
al campo de microondas.

En este caso, la simulacién se realiza de un modo similar al descrito en la seccion 2.2,
con la unica diferencia que el campo eléctrico normalizado ¢ que aparece en la ecuacion
de movimiento (2.14) ahora representa la superposicién del campo electrostatico que
ha sido generado en la cavidad y el campo de microondas descrito por las expresiones
(2.3)-(2.7), el cual no se ve afectado por la inclusién de la capa aislante.
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X AISLANTE (d=<A)

Figura 5.1: Cavidad resonante con campo electrostético.

Para calcular el campo electrostatico primero se calcula el potencial eléctrico corre-
spondiente ®°(r, z) en los puntos de una malla rectangular partiendo de la ecuacién
de Laplace ; la cual, después de expresarla en diferencias finitas centradas de segundo
orden, conduce a [36]:

1/2 2 + 1 2 — 1
CI)el A N S Az /A 2 _(bel . 1.4 _(I)el i — 1.4
:0) = Ty @elan? |21+ 2 e 1) +

(i, j+ 1) + @ (i, j — 1)}(5.1)

para i # 0.
Mientras que:
(0, §) = 1/2 (0,5 + 1) + (0,5 — 1) + 4(Az/Ar)*®%(1,5) ¢ (5.2)
’ 1+ 2(Az/Ar)? ’ ’ ’

donde ®¢ (i, j) corresponde al potencial eléctrico calculado en el punto (iAr, jAz); Ar
y Az corresponden a los tamanos de los pasos en direcciéon radial y axial, respectiva-
mente.

Para determinar ®“ en todos los puntos de la malla se resuelven las ecuaciones (5.1)-
(5.2) numéricamente, utilizando el método de iterativo de sobrerelajacién sucesiva

(SOR) con condiciones de frontera de Dirichlet determinadas por el valor del potencial
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en cada superficie de la cavidad.
Las componentes cilindricas del campo electrostatico en los puntos de malla que no se

encuentran en la frontera®, se determinan a partir de las expresiones:

q)el(i + 17]) B (1)631(2' - 17.])
2Ar

Ey'(i,5) = (5.3)

q)d@.aj + ]-) B (I)el(iaj - 1)

e . (5.4)

E%(i,5) =

A partir de estos valores se determinan las componentes rectangulares del campo elec-
trostatico, de un modo similar al descrito en la seccién 2.2 para el cdlculo de las com-

ponentes rectangulares del campo magnetostatico.

9El campo eléctrico en los puntos sobre la frontera se determina utilizando diferencias finitas ade-
lantadas, o retrasadas, de primer orden.
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5.2 Resultados y discusién

En el caso estudiado, una cavidad de 132,9 ecm de radio y 200 cm de longitud se excita
en el modo T'Eyq; polarizado circularmente de 100 M Hz y 3kV/em de amplitud. Los
potenciales asociados a cada superficie de la cavidad se consideran como V(z = 0) =
—Vo,V(z=L.) =VoyV(r=r.) =0. En lafigura 5.2 se muestra el perfil bidimensional

del potencial electrostatico en unidades de V.
En los experimentos numeéricos, se consideran tres campos electrostaticos, obtenidos
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Figura 5.2: Perfil del potencial electrostatico en el plano y = 0.

con Vo =10, 15 y 20 kV, respectivamente.
En todos los casos se consideran electrones inyectados en la cavidad a lo largo del eje

z con una energia de 50 keV. El campo magnetostatico producido por las bobinas se

describe por la expresion:

B(r, 2) = (=1/2)[rdB.(z) /dz]f + B.(2)Z, (5.5)

en la cual

B.(2) = Bolo + b(2)], (5.6)
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donde 7 representa el factor relativista asociado a la velocidad del electrén en z = 0
y By el valor del campo magnético correspondiente a la resonancia clasica. El perfil
longitudinal del campo magnético se considera lineal b(z) = az, donde o = (R, —
1)/L.. L. representa la longitud de la cavidad resonante y R,, = 1,8 la relacién de

espejo.
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Figura 5.3: Evolucién espacial de la energia del electrén para diferentes caidas de potencial
entre las superficies circulares de la cavidad: AV = 0,20,30 y 40 kV.

La figura 5.3 muestra que el campo electrostéatico favorece el movimiento longitudinal
contrarestando la fuerza diamagnética; lo cual permite prolongar el tiempo de la in-
teraccion resonante. A pesar de que el campo electrostatico actiia como un acelerador
lineal, los cambios en las energias asociados a este efecto solo son del orden de AV/2 en
todos los casos considerados, debido a que los electrones se detienen aproximadamente
en la mitad de la cavidad resonante (ver figuras 5.2 y 5.3); por lo tanto, el incremento
adicional en la energia del electron es producido por el efecto del campo de microon-
das. Notese que en ausencia de campo electrostatico el electron alcanza una energia
de 600 keV, la cual se incrementa hasta 700 kel cuando se aplica una diferencia de

potencial de 20 £V. A medida que se incrementa la diferencia de potencial, el campo
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de microondas transfiere mas energia hasta alcanzar 800 keV para el caso de 40 kV'.
El efecto acelerador del campo electrostatico se manifiesta en la figura 5.4; sin embargo,
tanto en presencia de campo electrostatico como en ausencia de este, las particulas no
logran alcanzar el extremo opuesto de la cavidad debido a que su velocidad longitudinal
disminuye hasta cero en los planos z = 104 e¢m (sin campo) y z = 116 ,122 y 132 em
(con campo), por la accién de la fuerza diamagnética.
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Figura 5.4: Evolucién espacial de la velocidad longitudinal del electrén para diferentes caidas
de potencial entre las superficies circulares de la cavidad: AV =0,20,30 y 40 kV.

Es importante mencionar que en ausencia del campo electrostatico no fue posible alcan-
zar mayores energias variando los pardmetros del experimento; sin embargo, el campo
electrostatico permite elevar la energia del haz por medio del ajuste de la diferencia
de potencial entre las caras opuestas de la cavidad, de tal manera que se puede usar
todo el espacio de la cavidad para la aceleracién autoresonante de los electrones. El
hecho que el haz no alcance la pared opuesta de la cavidad evidencia que el campo
electrostatico todavia no es 6ptimo y los parametros asociados al campo de microondas
y la energia de inyeccién deben ser modificados; sin embargo, es claro que la energia

maxima alcanzada por el electron se puede aumentar significativamente.



CONCLUSIONES

1) Se demostré mediante experimentos numéricos que la idea de la aceleracion de elec-
trones en condiciones de resonancia ciclotronica electréonica en campos magnetostaticos
no homogeneos que crecen principalmente en la direccién de propagacion de los elec-

trones es viable.

2) Al elegir el perfil del campo magnetostético para la realizaciéon del mecanismo SARA
se debe tener en cuenta que este debe garantizar el mantenimiento de las condiciones
cercanas a la resonancia exacta de los electrones, es decir en la banda de aceleracion
/2 <@ < 3m/2.

3) Se presenté un estudio analitico y numérico de un nuevo método de aceleracién
autoresonante ciclotronica de electrones en campos magnetostaticos no homogeneos
(mecanismo SARA).Se demostrd que los resultados obtenidos analiticamente coinciden
muy bien ( con una precisiéon de 5 %) con las soluciones exactas, en situaciones de baja
no homogeneidad transversal del campo magnetostatico.

4) En los mecanismos de aceleraciéon autoresonante, cuanto mas cerca se encuentren
las particulas cargadas de las condiciones de resonancia exacta, ¢ = m, el proceso de
transferencia de energia de microondas es mas eficiente; sin embargo en el mecanismo
SARA dicha condiciéon no garantiza mayor eficacia de la aceleracion de las particulas
debido a que la fuerza diamagnética que actia sobre las particulas se incrementa mas
rapido produciendo una mayor reduccién de su velocidad longitudinal en comparaciéon
con la situacién en donde el movimiento se produce en condiciones mas alejadas de la
resonancia exacta, lo cual disminuye el tiempo de interaccién con la onda y por con-
siguiente el de ganancia de energia. Este efecto combinado con la influencia que tiene el
campo magnético de microondas sobre el movimiento longitudinal de las particulas son
determinantes en la energia maxima alcanzada por las particulas. Precisamente esta es

una de las razones por las cuales definir un criterio que permita obtener los parametros
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para lograr una aceleracién 6ptima no es trivial.

5) Se encontré la expresién analitica para el campo magnetostatico que garantiza la
aceleracion de electrones en el mecanismo SARA como una funcién de la frecuencia,
amplitud y modo de microondas; energia y velocidad longitudinal del electrén, asi como
de una funcién preestablecida ¢(z) que define la diferencia de fase entre la velocidad
transversal del electrén y el campo eléctrico de microondas en funcién de la coordenada
longitudinal z del electrén. El comportamiento de esta funcién debe ser tal que cumpla
la condicién inicial ¢(0) = 7/2, la cual toma en cuenta el efecto del campo magnético
de microondas sobre la diferencia de fase inicial. En el caso p # 1, también se debe
cumplir la condicién ¢(z;, ) — ¢(z;) = 7, donde 2z, = k(z/p) y k =1,2,3,...,p— 1, para
considerar el salto en la diferencia de fase causado por la presencia de los nodos del cam-
po eléctrico de microondas en las posiciones z;,. Las derivadas dp/d¢ y d?p/dE* deben
ser continuas en todo el espacio, incluso en las posiciones z; en donde la discontinuidad
debe ser removible, es decir dp(z;,)/dE = dp(z)/dE y d*o(z;;)/dE? = d*p(2))) /dE2.

6) Se estudi6 numericamente el movimiento autoresonante en aproximacién de una
particula asi como los casos de haces de electrones con corrientes hasta 5A y energias
iniciales longitudinales en el rango de 10-15 keV. Las simulaciones muestran que los
haces de electrones pueden ser acelerados bajo las condiciones de autoresonancia espa-
cial sin desfocalizacion y efectos de dispersién de energia significativos si los parametros
del haz y los de los campos externos se eligen apropiadamente.

7) Se mostré que el campo electostatico longitudinal puede compensar efectivamente
la fuerza diamagnética de tal manera que la eficacia de la aceleraciéon SARA aumenta

alrededor del 30 % con parametros no optimizados, inclusive.

8) El mecanismo SARA es eficiente energéticamente debido a que utiliza ondas electro-
magnéticas estacionarias y la aceleracion de los electrones a lo largo de sus trayectorias

helicoidales se produce principalmente en condiciones cercanas a la resonancia exacta.

9) La répida focalizacién de la diferencia de fase ¢ para cada electrén en la vecindad del
punto de inyeccion resulta ventajoso porque evita el problema de la incertidumbre de
la fase del campo eléctrico de microondas, convirtiendolo asi en un aspecto irrelevante

en el proceso de aceleracion autoresonante.

10) El modelo de sistema fisico propuesto para la realizacién del mecanismo SARA
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es relativamente simple puesto que involucra campos de microondas estacionarios y
campos magnetostaticos, razéon por la cual lo hace atractivo para su implementaciéon

practica.

11) El estudio realizado es el primer paso del proceso de establecimiento de una base
tedrica de un nuevo tipo de aceleradores ciclicos compactos que permitan alcanzar en-
ergias del orden de decenas de Mega-electron-voltios.
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