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Tesis realizada como requisito parcial para obtener el T́ıtulo de
Doctor en Ciencias Naturales (F́ısica)

MSc.Eduardo Alberto Orozco Ospino

Director: Valeriy D. Dugar-Zhabon, Ph.D.

Universidad Industrial de Santander

Facultad de Ciencias

Escuela de F́ısica

Grupo de F́ısica y Tecnoloǵıa del Plasma y Corrosión
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“...Y Sara concibió y dio a Abraham un hijo en su vejez, en el tiempo que Dios le

hab́ıa dicho...”
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RESUMEN

TÍTULO: ESTUDIO ANALÍTICO Y NUMÉRICO DEL FENÓMENO DE AUTORESONANCIA
CICLOTRÓNICA ESPACIAL.

?

Autor: Eduardo Alberto Orozco Ospino.†

Palabras Claves: haz de electrones, autoresonancia ciclotrónica, cavidad aceleradora, método PIC.

DESCRIPCIÓN:

Se presenta un estudio anaĺıtico y numérico de un nuevo método de aceleración ciclotrónica resonante
de electrones por ondas transversales eléctricas estacionarias, con polarización circular y frecuencia
constante, en campos magnéticos estáticos no homogéneos con simetŕıa axial. La principal caracteŕıstica
de este método consiste en el mantenimiento continuo de las condiciones de resonancia ciclotrónica
a lo largo de las trayectorias tridimensionales helicoidales de los electrones, a pesar del crecimiento
de sus masas relativistas. Esto se logra mediante un incremento apropiado del campo magnético a lo
largo de la dirección de propagación del haz de electrones. Este método de aceleración fue propuesto
por el profesor Valeriy D. Dugar-Zhabon, director del grupo de investigación de F́ısica y Tecnoloǵıa
del Plasma y Corrosión (FITEK ) de la Universidad Industrial de Santander (UIS ) y fue denominado
Spatial AutoResonance Acceleration (SARA).
En la primera parte de esta tesis se estudia la aceleración continua de un electrón por un campo de
microondas en un campo magnetostático no homogéneo, mediante solución numérica de la ecuación
relativista de Newton-Lorentz. En esta parte, el perfil de campo magnético es determinado por el
método de prueba y error. La siguiente parte es dedicada al estudio anaĺıtico del mecanismo SARA,
donde se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas y no lineales las cuales describen
la evolución temporal de la diferencia de fase entre la velocidad transversal del electrón y el campo
eléctrico de microondas, la enerǵıa y la velocidad longitudinal del electrón durante su movimiento en
la dirección del aumento del campo magnético. A partir de este conjunto de ecuaciones se deriva una
expresión anaĺıtica que garantiza el manenimiento del régimen de aceleración SARA. En la tercera
parte, se realiza un análisis numérico del efecto de la carga espacial sobre las condiciones de resonancia
de haces de electrones de diferentes intensidades utilizando el método Particle-in-cell (PIC ) y una
aproximación electrostática. Finalmente se estudia numéricamente el efecto de un campo electrostático
externo axialmente simétrico sobre la eficiencia en la ganancia de enerǵıa en el régimen SARA.

?

Tesis
†Facultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales (F́ısica). Director: Valeriy D. Dugar-Zhabon, Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: ANALYTICAL AND NUMERICAL STUDY OF SPACE CYCLOTRON AUTORESONANCE
PHENOMENON.

?

Autor: Eduardo Alberto Orozco Ospino.†

KEY WORDS: electrons beam, cyclotron autoresonance, accelerator cavity, PIC method.

DESCRIPTION:

An analytical and numerical study of a new method of cyclotron resonant acceleration of electrons by
a circular polarized standing electromagnetic wave in an axisymmetric steady-state magnetic field is
presented. The principal characteristic of this method is to maintain the electrons in the space cyclotron
autoresonance regime in his 3D helical trajectories despite the increase of the electron relativistic mass.
It is reached through an appropriate increase of the magnetic field along electron beam propagation.
This method was proposed by professor Valeriy D. Dugar-Zhabon, director of research group of F́ısica
y Tecnoloǵıa del Plasma y Corrosión (FITEK ) of the Universidad Industrial de Santander (UIS ) and
it was called Spatial AutoResonance Acceleration (SARA).
The continuous acceleration of an electron by a microwave field in a inhomogeneous magnetostatic field
was studied in the first part of the thesis through numerical solution of the relativistic Newton-Lorentz
equation. In this part, the magnetic field profile is determined by the trial-and-error method. The next
part is dedicated to analytical study of SARA mechanism where a set of nonlinear coupled differential
equations which describe the time evolution of the phase difference between the velocity transversal
component and the electric microwave field, the energy and longitudinal velocity of electron during its
motion in the sense of the magnetic field increase is obtained. An analytical expression for the magnetic
field configuration which guarantees the maintenance of the SARA acceleration regime is derived from
this set of equations. In the third part, a numerical analysis of the effect of the spatial charge on the
resonance conditions of electrons beam of different intensities is made using Particle-in-Cell method
and an electrostatic approximation. Finally an impact of an axisymmetric electrostatic field on the
electron energy gain efficiency in the SARA regime is studied numerically.

?

Thesis.
†Facultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales (F́ısica). Director: Valeriy D. Dugar-Zhabon, Ph.D.
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INTRODUCCIÓN

El auto-mantenimiento de la interacción ciclotrónica resonante entre un electrón y una

onda transversal electromagnética que se propaga a lo largo de un campo magnético ho-

mogéneo, en donde la condición de resonancia ciclotrónica es preservada por śı misma

a pesar de la variación de la masa relativista de la part́ıcula fue estudiado inicialmente

por A. Kolomenskii y A. Levedev en el año 1962 [1] e independientemente por V. Davy-

dovskii [2]. Este fenómeno conocido como autoresonancia ha llamado la atención de la

comunidad cient́ıfica, principalmente en aplicaciones relacionadas con aceleradores de

part́ıculas que permitan alcanzar altas enerǵıas.

Se han realizado numerosos estudios teóricos y experimentales para encontrar las condi-

ciones óptimas para la aceleración autoresonante de electrones en campos magnéticos

homogéneos ( [3]- [14]). Entre estos trabajos, H. R. Jory and A. W. Trivelpiece inves-

tigaron teórica y experimentalmente el movimiento relativista de part́ıculas cargadas

en campos combinados de ondas planas de gran amplitud, con polarizaciones lineal y

circular, y un campo estacionario homogéneo paralelo a la dirección de propagación de

la onda, utilizando gúıas de ondas y cavidades resonantes [4]; sin incluir los efectos de

carga espacial del haz de part́ıculas y los campos inducidos por este. Posteriormente, R.

Pakter con coinvestigadores mostraron que los efectos producidos por la carga espacial

impone ĺımites sobre la aceleración [9].

Las condiciones de resonancia ciclotrónica electrónica (RCE ) también se pueden man-

tener en el tiempo a través del mecanismo GYRAC propuesto por K. S. Golovanivsky

( [16]- [20]). En este caso, los electrones son capturados en el plano medio de una

trampa magnética tipo espejo y son acelerados azimutalmente a muy altas enerǵıas

por microondas, debido a que el nivel de campo magnético crece en el tiempo con una

razón requerida para compensar el crecimiento de la masa relativista. En sus investiga-

ciones, K. S. Golovanivsky obtuvo las ecuaciones que describen la evolución de la fase

y la enerǵıa de la part́ıcula en los casos debilmente relativista y ultrarelativista [16,17],

demostrando que el ĺımite superior alcanzable está relacionado con las pérdidas por ra-

diación sincrotrónica y analizando los efectos desestabilizantes de dicha radiación sobre
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la dinámica de la part́ıcula [19]. Posteriormente y basándose en el mecanismo GYRAC,

O. Gal estudió anaĺıticamente el funcionamiento de un acelerador de electrones ćıclico

autoresonante [21].

En el año 1989, R. Shpitalnik y coinvestigadores estudiaron el fenómeno de autoreso-

nancia ciclotrónica utilizando ondas estacionarias y campos magnéticos estacionarios

axialmente simétricos. En este esquema se analiza el movimiento planar de un elec-

trón, compensando el incremento de su masa relativista con el incremento del campo

magnético en dirección radial [22]. Posteriormente realizan un estudio numérico del

acelerador de microondas autoresonante (AMA) [23]. Este esquema, novedoso en su

momento, está conformado por una onda electromagnética viajera y un campo magne-

tostático no homogéneo, el cual se ajusta espacialmente en la dirección de propagación

del haz (longitudinal) para contribuir al mantenimiento de las condiciones de resonancia

ciclotrónica; sin embargo, el incremento del campo magnético en la dirección de propa-

gación del haz causa una disminución progresiva de la componente longitudinal de su

velocidad debido al efecto espejo. Basados en este concepto se desarrollaron otros estu-

dios teóricos y experimentales que permitieron reportar en 1996 los primeros resultados

experimentales relacionados con la operación de un acelerador ćıclico autoresonante

(CARA) [24,25].

En 1990, V. Milantév presentó los resultados de un estudio detallado sobre los prin-

cipales mecanismos de aceleración autoresonante en campos magnéticos homogéneos

propuestos hasta ese momento y sus principales aplicaciones [26].

Cabe destacar que, en general, la interacción entre muchas part́ıculas cargadas con

campos electromagnéticos es un problema muy complejo que solo puede estudiarse con

detalle mediante técnicas experimentales y/o mediante simulación computacional, en la

cual se utilizan métodos matemáticos que garantizan una precisión adecuada. El proble-

ma original es simplificado mediante un modelo f́ısico, aunque su solución sigue siendo

condicionada por las leyes fundamentales que gobiernan dicho fenómeno. Una de las

técnicas que ha jugado un papel muy importante en el estudio de la dinámica de haces

electrónicos y otros sistemas de muchas part́ıculas es la denominada “Particle-in-cell”

(PIC ) o part́ıcula en celda ( [27]- [37]). Usando esta técnica de modelamiento numéri-

co, V. Dugar-Zhabon con coinvestigadores realizaron investigaciones de la dinámica de

un plasma RCE en una trampa magnética mı́nimo-B [33, 34], a partir de las cuales

encontraron que la aceleración de electrones hasta altas enerǵıas puede ser atribuido a

un automantenimiento de las condiciones RCE en algunas trayectorias de los electrones

moviéndose en el campo magnético altamente no homogéneo.

También vale la pena mencionar que el fenómeno de resonancia ciclotrónica electrónica

también se ha utilizado en el diseño de fuentes de rayos X [20, 38] aśı como en la
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generación de ondas de frecuencias del orden de cientos de GHz, a partir de haces

electrónicos en rotación ciclotrónica en sistemas tipo Girotrón, lo cual puede servir

como fuente de radiación electromagnética para la producción de microcircuitos inte-

grados [39].

El calentamiento de plasmas por pulsos de microondas en una trampa magnética

adiabática tipo espejo observado en los experimentos también fue relacionada a una

interacción ciclotrónica autoresonante de los electrones con las microondas [32,40].

En esta tesis se presenta un análisis teórico y experimentos numéricos de un nuevo

método de aceleración autoresonante de electrones por ondas estacionarias, utilizando

un campo magnético estático y no homogéneo que vaŕıa principalmente en la dirección

de propagación del electrón, el cual hemos llamado Spatial AutoResonance Accelera-

tion (SARA). Los primeros resultados referentes a este tema fueron reportados por V.

Dugar-Zhabon y cooinvestigadores en [41] y posteriormente se profundiza el estudio

en [43]- [45]. La tesis esta organizada de la siguiente manera.

El capitulo 1 muestra aspectos básicos relacionados con el fenómeno de autoresonancia

ciclotrónica, aśı como una breve descripción del método PIC. Este capitulo no solo es

introducido como contextualización sino tambien que servirá de punto de partida para

el presente estudio, aśı como para establecer similitudes y/o diferencias con algunos

mecańısmos de interacción autoresonante existentes.

En el capitulo 2 se realiza una descripción conceptual del mecanismo SARA aśı co-

mo del sistema f́ısico utilizado para su estudio teórico. Seguidamente se presentan los

resultados de los experimentos numéricos para estudiar las principales caracteŕısticas de

la dinámica de un electrón en condiciones de aceleración tipo SARA. Es importante re-

saltar que en el estudio realizado en el presente documento se incluyen algunas mejoras

comparadas con los publicados previamente, tal como la inclusión del campo magnético

de microondas; razón por la cual los parámetros utilizados en los experimentos numéri-

cos presentan ciertas variaciones [42].

En el capitulo 3 se realiza un estudio anaĺıtico del mecanismo SARA, donde se ob-

tiene un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas y altamente no lineales que

describen la evolución temporal de: la diferencia de fase entre la velocidad transversal

del electrón y el campo eléctrico de microondas, la enerǵıa y la velocidad longitudi-

nal del electrón, a medida que avanza hacia la región de mayor intensidad del campo

magnetostático. En este caṕıtulo también se describe un método que permite obtener

la expresión matemática de perfiles de campo magnetostático que garanticen el sosten-
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imiento de la aceleración en el mecanismo SARA [43].

En el capitulo 4 se muestran los resultados de la simulación computacional, utilizando

el método PIC y una aproximación electrostática, para analizar el efecto del campo

eléctrico autoconsistente asociado con la distribución de carga espacial de un haz de

electrones en condiciones SARA. Los resultados muestran que si los parámetros de un

haz de electrones y los campos externos son elejidos apropiadamente, el haz puede acel-

erarse en condiciones de autoresonancia ciclotrónica espacial sin efectos significativos

de desfocalización y dispersión de la enerǵıa [44,45].

Finalmente, con el propósito de prolongar la interacción autoresonante en campos elec-

tromagnéticos estacionarios, en el capitulo 5 se estudia numéricamente el efecto de un

campo electrostático externo axialmente simétrico, el cual se incluye para oponerse a

la fuerza diamagnética que desacelera el electrón a medida que penetra las regiones de

mas intensidad del campo magnético estático utilizado para guiar las part́ıculas.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

1.1 Autoresonancia

La condición de resonancia ciclotrónica entre una part́ıcula cargada y una onda transver-

sal electromagnética que se propaga a lo largo de un campo magnético homogeneo
~Best = B0ẑ, está dada por la expresión [1, 2]:

ω − kvz = ωc0/γ ≡ ωc, (1.1)

en donde, ω y k representan la frecuencia y el número de onda de la onda respecti-

vamente, vz es la componente longitudinal de la velocidad de la part́ıcula, γ el factor

relativista y ωc0 = −qB0/m0 es la frecuencia ciclotrónica clásica, en la cual q y m0

son la carga y la masa de reposo de la part́ıcula, respectivamente. En este mecanismo,

la condición de resonancia es preservada por si misma (Autoresonancia) a pesar de la

variación de la masa relativista y la componente longitudinal de la velocidad vz. La

compensación se logra a partir del corrimiento Doppler, el cual aumenta a medida que

que el electrón aumenta su velocidad longitudinal conforme gana enerǵıa.
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1.1.1. Mecanismos de Autoresonancia

Onda viajera y campo magnético estático no homogéneo

Cuando ~Best no es homogeneo, pero axialmente simétrico, se puede aproximar por medio

de la expresión:

~Best = −(1/2) [dB0(z)/dz] [xêx + yêy] + B0(z)êz, (1.2)

en donde B0(z) es una función que crece a lo largo de la dirección de propagación

del haz, contribuyendo al mantenimiento de las condiciones de resonancia ciclotrónica.

Este crecimiento, a su vez, produce mediante la fuerza diamagnética una disminución

progresiva de la componente longitudinal de la velocidad de la part́ıcula, imponiendo

una limitante adicional a la aceleración [23,25].

Onda Estacionaria y campo magnético estático homogéneo

En este caso, se utiliza una onda estacionaria correspondiente a un modo ciĺındrico

TE111. A diferencia del caso presentado con las ondas viajeras, la mayor parte de la

enerǵıa de la part́ıcula está asociada a su movimiento transversal. Aunque este caso no

corresponde a un mecanismo de aceleración autoresonante, dado que la condición de

resonancia

ω = ωc, (1.3)

no puede ser sostenida por no existir ningún mecanismo para compensar el crecimiento

de la masa relativista, este método de aceleración presenta cierta importancia por tener

algunas similitudes con el mecanismo SARA.

Onda Estacionaria y campo magnético variable con el tiempo

Este mecanismo, denominado GYRAC, utiliza una cavidad resonante ciĺındrica excitada

con un modo TE111 y un campo magnético variable en el tiempo para acelerar part́ıculas

cargadas cuyas trayectorias son circunferencias localizadas en el plano medio de la

cavidad; el cual es aproximado en esta región por la expresión:

~B = B0[1 + b(t)]ẑ, (1.4)
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en donde, B0 = −m0ω/q corresponde al valor del campo magnético de resonancia

clasica, siendo ω la frecuencia de la onda estacionaria y b(t) una función adimensional

que crece con una razón requerida que permite mantener la igualdad (1.3), a pesar del

incremento de la masa relativista de la part́ıcula. Este esquema tiene impĺıcito el campo

eléctrico betatrónico, generado por el campo magnético variable en el tiempo, el cual

contribuye a la aceleración tangencial de la part́ıcula( [16]- [21]).

1.2 Dinámica de las part́ıculas

1.2.1. Aproximación de part́ıcula simple

El fenómeno de autoresonancia entre una part́ıcula cargada y una onda electromagnética

puede ser estudiado a partir de la ecuación de movimiento:

d(γm0~v)/dt = q( ~E + ~v × ~B) + ~Fs, (1.5)

y la ecuación de balance de la enerǵıa:

d(γm0c
2)/dt = q~v· ~E + ~Fs · ~v, (1.6)

donde ~E = ~Ehf y ~B = ~Best + ~Bhf representan los campos eléctrico y magnético en la

posición de la part́ıcula, siendo ~Ehf y ~Bhf los campos asociados a la onda plana con

polarización lineal o con polarización circular ( [1]- [8]) y ~v y ~Fs representan la velocidad

de la part́ıcula y la fuerza de frenado de radiación sincrotrónica, respectivamente. En

general, la radiación sincrotónica impone limites a la aceleración de la part́ıcula.

1.2.2. Simulación computacional

El punto de partida de la ciencia computacional enfocada a la investigación cientifica

es un modelo matemático del fenómeno f́ısico de interes. Las ecuaciones del modelo

matemático son aproximadas en forma algebraica discreta la cual se puede someter a

solución numérica. Las ecuaciones algebraicas discretas describen el modelo de simu-

lación el cual, cuando se expresa como una secuencia de instrucciones a la computadora

proporciona el programa de simulación computacional. El computador y el programa

permiten la evolución del modelo de sistema f́ısico a investigar en experimentos com-

putacionales.
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Los métodos de discretización utilizados en la obtención de modelos de simulación in-

cluyen métodos de diferencias finitas, métodos de elementos finitos y los métodos de

particulas. Modelos de part́ıculas es un término genérico para la calse de modelo de

simulación donde la representación discreta del fenómeno f́ısico involucra el uso de

part́ıculas interactuantes [28].

1.2.3. Modelos de Part́ıculas

Se identifican tres tipos principales de modelos de simulación de part́ıculas; el mod-

elo part́ıcula-part́ıcula (PP ), el modelo particula-malla (PM) y el modelo part́ıcula-

part́ıcula–part́ıcula-malla (P 3M). La elección de un modelo depende del fenómeno in-

vestigado aśı como del costo computacional [28].

Método Part́ıcula-Part́ıcula

El método PP es conceptual y computacionalmente el más simple. El estado del sistema

f́ısico en algún tiempo t es descrito por el conjunto de posiciones y velocidades de

las part́ıculas {~xi(t), ~vi(t) i = 1, Np}. En cada paso de tiempo se calculan estos datos

obteniendo las fuerzas de interacción entre cada par de part́ıculas y resolviendo las

ecuaciones de movimiento para obtener el estado del sistema en un tiempo ligeramente

posterior t + Dt.

Como ejemplo, consideremos un sistema de Np cargas puntuales interactuando por

fuerzas de acción a distancia Coulombianas. El número de operaciones realizadas en

un ciclo computacional del método PP para el cálculo de las fuerzas es del orden de

10N2
p − Np. Tipicamente, unos pocos miles de pasos de tiempo son necesarios para

obtener resultados utiles a partir de un experimento computacional por lo que la suma

directa del método PP es viable solo para sistemas de hasta aproximadamente miles

de part́ıculas si las fuerzas son de largo alcance. Si las fuerzas entre las part́ıculas son

de corto alcance, diferente de cero solo para los vecinos más cercanos Nn, entonces la

dependencia con N2
p se cambia por NpNn.
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Método Part́ıcula-Malla

El método PM explota la formulación de la fuerza sobre las part́ıculas causada por los

campos eléctrico y magnético descritos por las ecuaciones de Maxwell. El ciclo temporal

del método PM difiere del método PP solo en el cálculo de las fuerzas y consiste de

tres pasos:

(i) Asignación de la carga a los puntos de malla,

(ii) Resolver la ecuación de Poisson sobre la malla,

(iii) Calcular las fuerzas a partir de los potenciales definidos en la malla e interpolar las

fuerzas en las posiciones de las part́ıculas.

En este caso, el número de operaciones realizadas para el cálculo de las fuerzas en un

ciclo computacional, correspondientes al ejemplo PP de las Np cargas puntuales, es

del orden de αNp + β(N); donde N representa el número de puntos de malla; y α y β

dependen del algoritmo particular PM utilizado. Para realizar una comparación con el

método PP se consideran los siguientes valores caracteŕısticos asociados a algoritmos

muy utilizados, α = 20 y β(N) = 5N3log2N
3, para una malla tridimensional (N ×N ×

N). Tomando N = 32 y Np = 105 part́ıculas, y una computadora con un rendimiento de

1 MFLOPS, obtenemos tiempo de CPU=(20×105+5×323×15)×1µs ' 4,46s; mientras

que para el método PP se obtiene un tiempo de CPU=(10 × 1010 − 105) × 1µs ' 1,16

dias. Se puede ver que la perdida de precisión en los potenciales y los campos de fuerzas

es compensada con una ganancia enorme de rapidez de cálculo. Solo aquellos campos

que tengan longitudes de onda mas grande que el espaciamiento de la malla pueden ser

representados aproximadamente por valores de malla.

Método Part́ıcula-Part́ıcula–Part́ıcula-Malla

El método P 3M combina las ventajas de los métodos PP y PM y es utilizado para la

simulación de sistemas correlacionados con fuerzas de corto alcance. En este método,

las fuerzas entre part́ıculas son divididas en dos partes,

~Fij = ~F sr
ij + ~Fm

ij , (1.7)

donde ~F sr
ij representa la fuerza de corto alcance, la cual vaŕıa rápidamente y es diferente

de cero solo para pequeñas distancias entre part́ıculas, y ~Fm
ij es usficientemente suave

para ser representada precisamente en una malla. El número de operaciones realizadas

en un ciclo computacional del método P 3M para el cálculo de las fuerzas es del orden

de αNp + β(N) + γNnNp.
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1.2.4. Sistemas no correlacionados (Acolisionales)

Como se mostró previamente, el método mas apropiado para la simulación computa-

cional de sistemas acolisionales, como un haz de electrones que es acelerado mediante

el mecanismo SARA, es el método PM ; en donde la asignación de la carga a la malla

y la interpolación de la fuerza requieren de un cuidado especial.

Un sistema acolisional puede ser descrito en el marco del sistema de ecuaciones auto-

consistentes de Vlasov-Maxwell:

∂fe

∂t
+ ~V · ∂fe

∂~r
− e( ~E + ~V × ~B)· ∂fe

∂~p
= 0 (1.8)

~∇× ~E = −∂ ~B

∂t
, ~∇× ~B = µ0

~J − ε0
∂ ~E

∂t
(1.9)

~∇ · ~E =
ρ

ε0

, ~∇ · ~B = 0. (1.10)

Aqúı fe es la función de distribución de los electrones. La densidad de carga ρ(~r, t) y

la densidad de corriente ~J(~r, t) se obtienen a partir de la función de distribución fe

mediante las expresiones:

ρ(~r, t) = −e

∫
fed~p, ~J(~r, t) = −e

∫
~V fed~p (1.11)

Método Particle-In-Cell (PIC)

Debido a que los sistemas reales frecuentemente están constituidos por un gran número

de part́ıculas, se realizan aproximaciones adicionales para hacer las simulaciones PM

mas eficientes. El método PIC puede ser considerado como una aproximación de ele-

mentos finitos, pero con elementos finitos moviéndose y superponiéndose [29]. La formu-

lación matemática del método PIC es obtenida asumiendo que la función de distribución

de cada especie de part́ıcula está dada por la superposición de muchos elementos (lla-

mados particulas computacionales o superpart́ıculas). Para un sistema constituidos solo

por electrones esta se aproxima por la expresión:

fe(~r, ~p, t) ∼=
N∑

k=1

S(~r, ~rk(t))δ(~p − ~pk(t)), (1.12)
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donde S(~r, ~rk(t))δ(~p−~pk(t)) representa la función de distribución de un gran número de

part́ıculas que se encuentran cercanas entre śı en el espacio de fase, lo cual constituye una

superpart́ıcula; siendo S(~r, ~rk(t)) = Sx(x−xk)Sy(y−yk)Sz(z−zk) la función que describe

el método de ponderación de carga de las part́ıculas sobre la malla computacional

(función de forma espacial) y N es el número de superpart́ıculas.

El metodo PIC desarrollado en los años 50’s se basó utilizando una delta de Dirac

también como función de forma en el espacio, pero en la actualidad las funciones de

forma espacial se basan en el uso de los denominados b-splines. El primer b-spline es la

función “top hat” b0(ξ) definida como:

b0(ξ) =

{
1 si | ξ |< 1/2
0 otro caso

(1.13)

Los b-splines subsecuentes, bl se obtienen por integración sucesiva por medio de la

siguiente fórmula generatriz:

bl(ξ) =

∫ ∞

−∞
dξ′b0(ξ − ξ′)bl−1(ξ

′). (1.14)

Basados en los b-splines, la función de forma espacial es elegida como:

Sx(x − xk) =
1

∆p

bl

(
x − xk

∆p

)
, (1.15)

donde ∆p representa el tamaño de las superpart́ıculas, el cual, por simplicidad se elige

igual al tamaño de la celda ∆x. Similarmente se elige Sy(y − yk) y Sz(z − zk). En

esta tesis se utiliza b-splines de orden cero, b0, una elección referida como Cloud In

Cell porque la superpart́ıcula es una nube cuadrada en el espacio de fase con ancho

infinitesimal en la dirección de la velocidad y un tamaño finito en el espacio.

La nomenclatura estandar del método PIC define la función de interpolación como:

W (xi − xk) =

∫
Sx(x − xk)b0

(
x − xi

∆x

)
dx. (1.16)

Es crucial recordar la diferencia entre la función de forma y la función de interpolación.

La función de interpolación es la convolución de la función de forma con la función

“top hat” de ancho igual a la celda. Para el caso ∆p = ∆x, la expresión (1.16) puede

escribirse como:

W (xi − xk) = bl+1

(
x − xk

∆x

)
, (1.17)

la cual permite calcular directamente la densidad de carga en los puntos de malla

e interpolar los campos sin necesidad de integración. En el caso 1D, este proceso se

reduce a:

ρi =
∑

p

qk

∆x
W (xi − xk) (1.18)
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y

Ep =
∑

i

EiW (xi − xk), (1.19)

respectivamente; donde ek = −eNe representa la carga de una superpart́ıcula ( Ne es el

número de part́ıculas que conforman una superpart́ıcula).

Las superpart́ıculas satisfacen las ecuaciones de movimiento:

d~rk

dt
= ~Vk,

d(γmk
~Vk)

dt
= ek( ~E + ~Vk × ~B), (1.20)

donde mk(= Neme) representa la masa de una superpart́ıcula. ~E y ~B representan los

campos eléctrico y magnético que actúan sobre las superpart́ıculas, los cuales son in-

terpolados de la forma (1.19).

Debido a que ek/mk = −e/me, las superpart́ıculas satisfacen las mismas ecuaciones de

movimiento que las part́ıculas reales (ó f́ısicas) y pueden describir los efectos colectivos

del sistema.

El método PIC ha sido ampliamente utilizado ( [28]- [37]) y su implementación, repre-

sentada esquemáticamente en la figura 1.1, se reduce al siguiente ciclo computacional

en un paso de tiempo:

(i) Calcular la densidad de carga ρ( ~Xj) y densidad de corriente ~J( ~Xj) en los pun-

tos de malla, a partir de las posiciones { ~Xi} y velocidades {~Vi} de las superpart́ıculas.

(ii) Calcular los campos ~ES( ~Xj) y ~BS( ~Xj) en los puntos de malla a partir de ρ( ~Xj) y
~J( ~Xj).

(iii) Calcular la fuerza {~Fi} sobre las superpart́ıculas a partir de los campos ~E( ~Xj) y
~B( ~Xj).

(iv) Calcular las nuevas posiciones { ~Xi} y velocidades {~Vi} de las superpart́ıculas a

partir de las ecuaciones de movimiento.

Cuando no se toma en consideración el efecto de retardo de los campos generados

por las particulas y, adicionalmente, el campo magnético asociado a las corrientes es

despreciable en comparación con los campos externos, se puede realizar una aprox-

imación adicional denominada aproximación electrostática; en donde se introduce el

campo eléctrico autoconsistente a partir del potencial eléctrico calculado en cada paso

de tiempo computacional.

El método PIC 3D es elegido no solo por su rendimiento sino porque es el menos di-

fusivo numéricamente en comparación con otras técnicas de simulación de sistemas de

muchas particulas que garantizan alta precision de cálculo [30].
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Figura 1.1: Ciclo computacional para un modelo de simulación de part́ıculas.



CAPÍTULO 2

AUTORESONANCIA CICLOTRÓNICA
ESPACIAL

2.1 Descripción general del fenómeno y del sistema

f́ısico

Consideremos el movimiento helicoidal de un electrón a lo largo de un campo magnético

estático axialmente simétrico acelerado por una onda transversal eléctrica estacionaria.

En el caso particular ~B = B0k̂, la resonancia ciclotrónica se obtendrá siempre que la

frecuencia ω de la onda electromagnética coincida con la frecuencia ciclotrónica elec-

trónica:

ωc =
eB0

γme
, (2.1)

donde e y me representan la carga y la masa del electrón, respectivamente, y γ es el

factor relativista. Esta condición se cumplirá solo al inicio del movimiento debido a la

ganancia de enerǵıa del electrón.

Si se utiliza un campo magnético no homogéneo cuya magnitud se vaŕıa principalmente

en la dirección de propagación del electrón, la dependencia de la frecuencia ciclotrónica

será de la forma 2:

ωc =
eB(z)

γme
. (2.2)

2Como se demuestra en el capitulo 3, esta expresión corresponde al caso de resonancia exacta en
cavidades cuya longitud es mucho mayor que su radio. En general la dependencia de la frecuencia
ciclotrónica con los parámetros del sistema es mas compleja.
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A partir de la ec.(2.2) se puede ver que para mantener las condiciones de resonancia

se puede compensar el aumento del factor relativista mediante un incremento apropi-

ado del campo magnético en la dirección de propagación del electrón . Esta es la idea

fundamental del mecanismo SARA, cuyo estudio teórico se basa en el sistema f́ısico

mostrado en la Fig. 2.1. La cavidad resonante ciĺındrica ( de un metal no magnético )

tiene como función acumular la enerǵıa de las microondas. La presión de gas residual en

la cavidad se considera del orden de 10−6 Torr, valor caracteŕıstico para generadores de

microondas tales como el magnetrón o klistron, entre otros. Bajo estas condiciones, el

camino libre medio de los electrones acelerados es del orden de 1 km, el cual es mucho

mayor que las dimensiones caracteŕısticas de la cavidad resonante; razón por la cual se

utilizará la aproximación de vaćıo en todo el estudio. Las bobinas con corriente d. c.,

se utilizan para generar el campo magnético axialmente simétrico con un perfil longi-

tudinal apropiado para mantener las condiciones de resonancia ciclotrónica a lo largo

de las trayectorias de los electrones. Las gúıas de onda mutuamente perpendiculares

y acopladas a la cavidad transportan enerǵıa de microondas en modos rectangulares

TE10 desfasados a π
2

, la cual es inyectada en la cavidad para excitar un modo TE11P

(P = 1, 2, 3, ..) con polarización circular derecha3. El cañón de electrones inyecta el haz

de electrones por un extremo de la cavidad a lo largo de su eje, el cual es acelerado por

el campo eléctrico de microondas a lo largo de toda su trayectoria.

Figura 2.1: Modelo de sistema fisico para el estudio del mecanismo SARA, 1-Cavidad
resonante ciĺındrica, 2-Bobinas con corriente, 3-Gúıa de onda para la inyección de microondas
(una de dos), 4-Perfil del campo eléctrico (caso particular modo TE111), 5-Cañón de electrones,
6-Trayectoria tipica de un electrón.

3Otra posibilidad es utilizar una sola gúıa de onda para excitar un modo TE11P con polarización
lineal, el cual puede expresarse como la superposición de dos ondas circulares (derecha e izquierda),
porque el electrón solo interactuará efectivamente con la componente circular derecha.
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2.2 Estudio numérico del mecanismo SARA en la

aproximación de una sola part́ıcula

Las componentes de los campos eléctrico y magnético de un modo ciĺındrico TE11p

polarizado circularmente excitado en la cavidad están dadas por:

Ec
r = −2E0c

J1(K⊥r)

K⊥r
sen(K‖z)cos(θ − ωt), (2.3)

Ec
θ = 2E0cJ

′
1(K⊥r)sen(K‖z)sen(θ − ωt), (2.4)

Bc
r = 2E0c

K‖

ω
J ′

1(K⊥r)cos(K‖z)cos(θ − ωt), (2.5)

Bc
θ = −2E0c

K‖

ω

J1(K⊥r)

K⊥r
cos(K‖z)sen(θ − ωt), (2.6)

Bc
z = 2E0c

K⊥

ω
J1(K⊥r)sen(K‖z)cos(θ − ωt), (2.7)

donde K⊥ = S11/a con S11 = 1,841 , K‖ = pπ/d, d y a representan la longitud y el

radio de la cavidad, respectivamente , E0c es la maxima amplitud del campo eléctrico y

ω = c(K2
‖ + K2

⊥)1/2 (2.8)

es la frecuencia angular de la onda electromagnética.

Cuando K⊥r < 1 la función de Bessel es aproximada como J1(K⊥r) ∼= K⊥r/2, entonces

las ecs. (2.3)-(2.7) representarán una onda plana estacionaria polarizada circularmente.

Si en lugar de excitar un modo TE11p polarizado circularmente se excita uno polarizado

linealmente, este puede expresarse mediante la superposición de dos ondas polarizadas

circularmente, de derecha e izquierda; pero el electrón interactuará efectivamente con la

componente circular derecha; por lo tanto se obtendrá una situación equivalente siempre

que E0l = 2E0c, donde E0l representa la máxima amplitud del campo eléctrico corre-

spondiente al modo ciĺındrico TE11p polarizado linealmente, descrito por los campos

eléctrico y magnético cuyas componentes están dadas por:

El
r = −2E0l

K⊥r
J1(K⊥r)senθsen(K‖z)senωt, (2.9)

El
θ = −2E0lJ

′
1(K⊥r)cosθsen(K‖z)senωt, (2.10)
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Tabla 2.1: Parámetros del sistema de bobinas

Bobina Ri(cm) Re(cm) Lb(cm) J(A/mm2) z(cm)
1 6,0 20,0 6,0 1,48 −5,75
2 6,0 20,0 7,5 1,23 9,25
3 6,0 20,0 10,0 1,29 22,75

Bl
r = 2E0l

K‖

ω
J ′

1(K⊥r)cosθcos(K‖z)cosωt, (2.11)

Bl
θ = −2E0l

K⊥r

K‖

ω
J1(K⊥r)senθcos(K‖z)cosωt, (2.12)

Bl
z = 2E0l

K⊥

ω
J1(K⊥r)cosθsen(K‖z)cosωt. (2.13)

En el caso estudiado, una cavidad de 4,54 cm de radio y 20 cm de longitud, se excita en

el modo TE112 con un campo de microondas de 2,45 GHz. En las simulaciones se con-

sideran los dos tipos de polarización, circular y lineal, con amplitudes de E0c = 7 kV/cm

y E0l = 14 kV/cm, respectivamente. El radio de la cavidad se eligió mas grande que el

máximo radio de Larmor esperado.

Por otra parte, el campo magnético estático es generado por un sistema de tres bobinas

con corriente. Las componentes Br(r, z) y Bz(r, z) se calculan sobre una malla rectangu-

lar de 26×81 puntos ubicada en un plano (r, z) de la cavidad. Las componentes Br y Bz

en las posición del electrón se calculan utilizando el método de de interpolación bilin-

eal. Las componentes rectangulares del campo magnético en la dirección transversal se

introducen indirectamente utilizando las coordenadas (x, y) del electrón: Bx = (x/r)Br

y By = (y/r)Br.

Los parámetros de las bobinas se muestran en la tabla 2.1, donde Ri, Re, Lb y z

representan el radio interno, el radio externo, el ancho y la posición de cada bobina,

respectivamente y J es la densidad de corriente. En la figura 2.2 se muestra el perfil

bidimensional del campo magnético en unidades de B0 = meω/e (= 0,0875 T , en este

caso).

El movimiento del electrón es descrito por la ecuación de Newton-Lorentz, la cual puede

ser escrita en forma adimensional como:

d~U

dτ
= ~g +

~U

γ
×~b, (2.14)
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Figura 2.2: Perfil del campo magnético en el plano y = 0.

donde:
~U = ~P/mec, es el momento del electrón; ~g = ~E/(−B0c), es el campo eléctrico de mi-

croondas, ~b = ~B/(−B0), es el campo magnético; τ = ωt, el tiempo adimensional; y

γ = (1 + U2)1/2, es el factor relativista.

Utilizando un esquema leap-frog, la ecuación (2.14) puede escribirse en diferencias cen-

tradas como:

~Un+1/2 − ~Un−1/2

∆τ
= ~gn +

~Un+1/2 + ~Un−1/2

2
×~bn. (2.15)

La ecuación (2.15) se resuelve numéricamente usando el método de Boris [27], para

determinar el valor de la posición y el momentum en cada paso de tiempo. En los

cálculos la posición y todas las longitudes se expresan en unidades del radio de Larmor

relativista rl0 = c/ω.
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2.2.1. Resultados y discusión

En los experimentos numéricos, el electrón se inyecta en la cavidad a lo largo del eje

z a través de tres puntos radiales: 0,0 ; 0,5 y 1,0 cm y para la enerǵıa de inyección se

eligieron los valores: 12, 14 y 16 keV. La figura 2.3 muestra la trayectoria espiral de un

electrón inyectado a lo largo del eje de la cavidad, r0 = 0, con una enerǵıa de 14 keV ,

utilizando el modo TE112 con polarización circular. Los perfiles de campos magnéticos

que garantizan el mantenimiento de la autoresonancia fueron encontrados mediante el

método de ajustes sucesivos y los resultados obtenidos corresponden a estos campos.

La proyección de la trayectoria del electrón sobre un plano transversal es espiral. El

radio de cada una de las espiras es un radio de Larmor determinado por la enerǵıa del

electrón y el valor local del campo magnético.
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Figura 2.3: Trayectoria de un electrón inyectado en r = 0.
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Dependencia del punto de inyección. Polarización circular

La evolución de la enerǵıa del electrón para diferentes puntos de inyección se muestra

en la Fig.2.4. Se puede ver que cuando el electrón es injectado a lo largo del eje de la

cavidad, se detiene en el plano z = 18,7 cm debido a la fuerza diamagnética asociada al

“gradiente de campo magnético”. En el plano z = 17 cm, el electrón alcanza una enerǵıa

de 250 keV . Como se muestra en la Fig.2.4, cuanto mayor es la posición radial menor

es la eficiencia de la aceleración. Para la posición z = 17 cm, la enerǵıa del electrón

injectado en r0 = 0,5 cm es 230 keV , mientras que el electrón que inicia en r0 = 1,0 cm

alcanza solo 200 keV . Bajo estas condiciones, la eficiencia de la aceleración para el caso

r0 > 0 es menor que para el caso r0 = 0. Todos los electrones que son inyectados a través

de un orificio de 0,5 cm de diámetro se detienen entre las posiciones z = 18 cm y z = 19

cm y la dispersión de la enerǵıa de estos electrones no es mayor del 10%. La igualdad
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Figura 2.4: Evolución de la enerǵıa del electrón para diferentes posiciones radiales de
inyección. r0 = 0,0cm (ĺınea verde), r0 = 0,5cm (ĺınea roja) y r0 = 1,0cm (ĺınea azul), usando
la onda polarizada circularmente.

entre la frecuencia ciclotrónica y la frecuencia del campo electromagnético garantiza

la aceleración autoresonante; sin embargo, el campo electromagnético puede transferir

enerǵıa al electrón siempre que la diferencia entre la fase de la componente transversal
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de la velocidad del electrón ϕ ~v⊥ y la fase del campo eléctrico ϕ ~E, ϕ = ϕ ~v⊥ − ϕ ~E se

encuentre en el intervalo (π/2, 3π/2), al cual se le denominará banda de aceleración a

partir de aqúı. La Fig.2.5 muestra la evolución de la diferencia de fase a medida que
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Figura 2.5: Banda de aceleración y dependencia de la diferencia de fase ϕ con la coordenada
longitudinal z : r0 = 0,0cm (ĺınea verde), r0 = 0,5cm (ĺınea roja) y r0 = 1,0cm (ĺınea azul),
usando la onda polarizada circularmente.

electrón avanza a lo largo del eje z. La diferencia de fase inicial ϕ|z=0 = π/2, se debe a la

deflexión producida por la componente transversal del campo magnético de microondas.

En este punto el campo eléctrico tiene un nodo y no produce ningún efecto sobre el

electrón. Las rotaciones ciclotrónicas conducen a una tendencia rápida de ϕ hacia π, el

valor correspondiente a la resonancia exacta. Este fenómeno en la teoŕıa de aceleradores

es conocido como autofocalización. En este caso, esto ocurre aproximadamente en una

distancia de 5 cm del plano z = 0 (ver Fig. 2.5). Todos los electrones en la región 0

cm < z < 2,5 cm se encuentran en la banda de aceleración, ϕ ∼= π; sin embargo sus

enerǵıas no cambian considerablemente porque el campo eléctrico TE112 sigue siendo

pequeño en esta región . Luego, en el intervalo entre z = 5 cm y z = 8 cm, se observa un

incremento gradual de la enerǵıa del electrón. A pesar de que el electrón se encuentra

en la banda de aceleración, la razón de crecimiento de la enerǵıa no es relativamente

grande debido a que la fase se aleja del valor correspondiente a la resonancia exacta (ver
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Fig.2.5). El campo eléctrico en el plano z = 10 cm es nulo, donde la diferencia de fase

cambia desde ϕ ∼= 3π/2 hasta ϕ ∼= π/2 para todas las part́ıculas, debido a que la fase

de la onda electromagnética estacionaria cambia π al pasar del nodo; sin embargo, este

salto no aleja a ϕ de la banda de aceleración. A medida que las part́ıculas continúan

penetrando en la cavidad, la diferencia de fase se aproxima al valor de resonancia

exacta (ver Fig.2.5); por tal razón, en la vecindad de z = 15 cm donde el campo de

microondas alcanza un máximo, la enerǵıa de microondas es transferida efectivamente

a los electrones. El hecho de que la razón de incremento de la enerǵıa es mayor en la

segunda mitad de la onda estacionaria TE112 también está relacionada con el tiempo

de interacción entre la part́ıcula y la onda, el cual depende de la velocidad longitudinal

del electrón. Para los tres casos presentados, la enerǵıa del electrón decrece cerca de la

pared lateral de la cavidad debido a que ϕ sale de la banda de aceleración.

La Fig.2.6 muestra la variación del radio de Larmor a medida que el electrón avanza

en la cavidad. Se puede ver que el radio de Larmor del electrón, cuyo centro de gúıa se

mueve a lo largo del eje de campo magnético cambia suavemente. En el caso r0 > 0,

se observan ciertas oscilaciones, las cuales surgen porque el campo magnético es no

homogéneo radialmente y su valor vaŕıa casi periódicamente a medida que el electrón

sigue su trayectoria espiral. Cuanto mas grande es la posición radial inicial mayor es la

amplitud de oscilación.

Dependencia de la enerǵıa de inyección. Polarizaciones circular y lineal

Como se muestra en la Fig.2.7, la ganancia de la enerǵıa de los electrones a lo largo de

su trayectoria depende de su enerǵıa inicial. El electrón con una enerǵıa de inyección

de 12 keV se acelera hasta alcanzar un valor máximo de 270 keV cuando llega al plano

z = 17 cm y luego se detiene en el plano z = 18 . Una situación similar se presenta con

el electrón inyectado con una enerǵıa de 14keV , el cual alcanza un valor máximo de la

enerǵıa de 248 keV en la misma posición. Cuando la enerǵıa de inyección se incrementa,

por ejemplo a 16 keV , el tiempo de interacción entre el campo de microondas y el

electrón disminuye, razón por la cual se produce una transferencia de enerǵıa menos

efectiva, alcanzando un valor máximo de 230 keV , hasta que finalmente impacta con la

superficie lateral de la cavidad (ver Fig.2.7).

La evolución de la diferencia de fase ϕ para cada caso se muestra en la Fig. 2.8. Esta

guarda una relación directa con la Fig.2.7, la cual puede ser establecida de un modo

similar al utilizado anteriormente con la Fig.2.5. Notese que, omitiendo las pequeñas
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Figura 2.6: Dependencia de la diferencia del radio de Larmor con la coordenada longitudinal
z : r0 = 0,0cm (ĺınea verde), r0 = 0,5cm (ĺınea roja) y r0 = 1,0cm (ĺınea azul), usando la onda
polarizada circularmente.

fluctuaciones, los resultados obtenidos para el caso del modo TE112 de la onda circular-

mente polarizada de amplitud E0c = 7 kV/cm son exactamente iguales a los obtenidos

con la onda linealmente polarizada de amplitud E0l = 14 kV/cm. Las fluctuaciones son

causadas por la interacción del electrón con la componente circular izquierda de la onda

linealmente polarizada. La Fig.2.9 muestra la gráfica correspondiente a la diferencia de

fase ϕ entre la velocidad transversal del electrón y la fase de dicha componente, en

función del tiempo en unidades del periodo de microondas, para el caso Wi = 14 keV .

Nótese que, a diferencia de la fase asociada con la componente circular derecha de la

onda linealmente polarizada (ver Fig. 2.8), en este caso la fase se cambia rapidamente

entre la banda de aceleración y fuera de esta; razón por la cual la interacción con esta

componente es poco efectiva, originando las pequeñas oscilaciones.

La Fig.2.10 muestra la evolución espacial de la velocidad longitudinal del electrón con

diferentes enerǵıas iniciales. En todos los casos los electrones disminuyen su velocidad

longitudinal, incluso hasta detenerse dentro de la cavidad, debido al efecto espejo cau-

sado por el incremento del campo magnético a lo largo de la dirección de propagación
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Figura 2.7: Evolución espacial de la enerǵıa del electrón para diferentes enerǵıas de inyección:
Wi = 12, 14 y 16 keV , considerando los dos casos: onda circularmente polarizada y onda
linealmente polarizada equivalente.

de los electrones 4; sin embargo, este decrecimiento no es monótono por dos razones: (i)

la presencia de mı́nimos locales del campo magnético estático, en este caso en el rango

(12−14) cm (ver Fig. 2.2), el cual provoca un ligero incremento de la velocidad longitu-

dinal, detectable solo para el caso de enerǵıa inicial Wi = 14 keV y (ii) la fuerza longitu-

dinal sobre el electrón causada por la componente transversal del campo magnético de

microondas, la cual vaŕıa aproximadamente como5 F hf
z ' −evθE

c
0(K‖/ω)senϕcos(K‖z),

en donde vθ representa la componente azimutal de la velocidad del electrón. Puesto que

el campo magnético no transfiere enerǵıa al electrón, el incremento ( o disminución)

de la velocidad longitudinal está acompañado de la disminución (incremento) de su

rapidez transversal; a pesar de ello, este campo afecta indirectamente el valor de ϕ y

por consiguiente es un factor determinante en el proceso de transferencia de enerǵıa por

parte del campo eléctrico de microondas. En el caso particular de un modo TE112, como

4Hay dos factores principales que limitan la enerǵıa adquirida por el electrón a través del mecanismo
SARA, la fuerza diamagnética y la fuerza de radiación sincrotrónica

5Esta dependencia se analiza con detalle en el capitulo siguiente (ver ecuación 3.11), por ahora
solo se utilizará esta expresión y sus implicaciones con el fin de comprender el comportamiento de la
Fig.2.10.
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Figura 2.8: Zonas de aceleración longitudinal (caso particular TE112) y dependencia de la
diferencia de fase ϕ con la coordenada longitudinal z para diferentes enerǵıas de inyección:
Wi = 12, 14 y 16 keV , considerando los dos casos: onda circularmente polarizada y onda
linealmente polarizada equivalente.

el considerado en esta simulación, las zonas de aceleración longitudinal (F hf
z > 0) son

aquellas que cumplen una de las siguientes condiciones: (i) 0 < z < d/4 y π < ϕ < 2π,

(ii) d/4 < z < d/2 y 0 < ϕ < π, (iii) d/2 < z < 3d/4 y π < ϕ < 2π y (iv) 3d/4 < z < d

y 0 < ϕ < π; las cuales se muestran expĺıcitamente en la figura 2.8. Por ejemplo,

el electrón inyectado con una enerǵıa Wi = 12 keV se mantiene fuera de estas zonas

cuando se mueve en la primera parte de la cavidad, en donde su enerǵıa y obviamente

su velocidad azimutal vθ no aumentan significativamente; razón por la cual este efecto

desacelerador no es apreciable ( ver figuras 2.7 y 2.10). Posteriormente, en la posición

z = 11 cm el electrón ingresa a la zona de aceleración longitudinal en donde se produce

un incremento apreciable de su velocidad longitudinal hasta alcanzar un máximo local

en la posición z = 14,5 cm en donde los efectos son contrarestados con los de la fuerza

diamagnética, la cual empieza a prevalecer debido a que F hf
z disminuye hasta cero en

la posición z = 15 cm (ver figura 2.10).

En el intervalo 15 < z < 17 cm la fase cambia desde π hasta π/2 con lo cual aumenta

el valor de F hf
z a medida que se aleja de la posición z = 15 cm; sin embargo su efec-
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Figura 2.9: Diferencia de fase ϕ en función del tiempo, asociada con la componente circular
izquierda de la onda linealmente polarizada, para el caso Wi = 14 keV .

to sigue siendo relativamente débil y apenas ocasiona una disminución en la razón de

decrecimiento de la velocidad longitudinal causada por la fuerza diamagnética. Final-

mente, el electrón sale de la zona de aceleración en la posición z = 18 cm en donde se

combinan los dos efectos desaceleradores, provocando una caida abrupta de la velocidad

longitudinal del electrón hasta detenerse en z = 18,5 cm. Algo muy similar ocurre con

los electrones inyectados con enerǵıas de 14 keV y 16 keV , salvo que este último nunca

sale de la zona de aceleración al final del movimiento, a tal punto que el efecto de F hf
z

prevalece sobre el de la fuerza diamagnética. De hecho, el valor de F hf
z se incrementa

conforme el electrón se acerca a la pared opuesta de la cavidad donde finalmente im-

pacta (ver figuras 2.8 y 2.10) .
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CAPÍTULO 3

ESTUDIO ANALÍTICO DEL
MECANISMO SARA

Como se sigue del análisis de los datos obtenidos en el capitulo anterior, la elección del

perfil del campo magnetostático es crucial para la eficiencia del mecanismo SARA. Hasta

el momento se han utilizado diferentes perfiles de campo magnético mediante los cuales

ha sido posible el autosostenimiento de la aceleración tipo SARA, los cuales se han

determinado mediante ajustes sucesivos; sin embargo, no se ha descrito una expresión

matemática de un perfil de campo magnético apropiado para dicho autosostenimiento.

La respuesta a esta pregunta, aśı como la relación existente entre los parámetros que

caracterizan el movimiento SARA se presentan a continuación mediante el desarrollo

de un modelo anaĺıtico utilizando la aproximación de una sola part́ıcula [43].

3.1 Modelo SARA

El movimiento del electrón en condiciones de aceleración tipo SARA es descrito por la

ecuación de movimiento (ver ec. 1.5):

d(γme~v)/dt = −e( ~E + ~v × ~B), (3.1)

en la cual se ha despreciado la fuerza de frenado de radiación sincrotrónica porque los

rangos de enerǵıa considerados no son suficientemente altos; ~E = ~Ehf y ~B = ~Bhf + ~Bb

representan los campos eléctrico y magnético que actúan sobre el electrón, respectiva-

mente; en donde los supeŕındices “hf ” y “b” hacen referencia al campo de microondas
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de un modo ciĺındrico TE11p polarizadado circularmente y a las bobinas que producen

el campo magnético estático axialmente simétrico, respectivamente . El campo de mi-

croondas, descrito por las ecuaciones (2.3)-(2.7), se comporta como una onda plana

estacionaria polarizada circularmente cuando K⊥r < 1, entonces ~Ehf y ~Bhf pueden

aproximarse en coordenadas ciĺındricas en términos de la diferencia de fase entre la ve-

locidad transversal del electrón y el campo eléctrico, denotada como ϕ, por las siguientes

expresiones (ver Fig. 3.1):

~Ehf ∼= Ec
0

(
sen ϕr̂ + cos ϕθ̂

)
sen

(pπz

d

)
, (3.2)

y

~Bhf ∼= −Ec
0

(
pπ/d

ω

) (
sen ϕr̂ + cos ϕθ̂

)
cos

(pπz

d

)
+ Bhf

z ẑ. (3.3)

Figura 3.1: (a) Disposición mutua entre la trayectoria del electrón y los campos eléctrico y
magnético estático; (b) Proyección de la trayectoria del electrón sobre un plano transversal
y definición de los ángulos que caracterizan el movimiento: ωc = dψ/dt, donde ψ es la fase
absoluta de la velocidad transversál ~v⊥ y ϕ es el ángulo entre ~v⊥ y ~E.

Para un mejor entendimiento, vale la pena realizar algunas precisiones relacionadas

con la función ϕ introducida en las expresiones (3.2) y (3.3). Para ello se debe tener

en cuenta que el factor sen(pπ/δ) cambia de signo cada vez que el electrón atraviesa

cualquier plano transversal ξ = ξk = k(δ/p), donde k = 1, 2, 3, ..., p− 1; lo cual conduce

a las dos siguientes situaciones:
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(i) sen(pπ/d) =| sen(pπ/d) |:

en este caso, la expresión (3.2) se puede escribir como:

~Ehf+ ∼= Ec
0

(
sen ϕ+r̂ + cos ϕ+θ̂

)
| sen

(pπz

d

)
|, (3.4)

en donde se ha sustituido ϕ por ϕ+, la cual representa la diferencia de fase entre la

velocidad transversal del electrón y el campo eléctrico positivo ~Ehf+.

Es importante mencionar que la variable ϕ utilizada en (3.2) realmente corresponde a

ϕ+ y también es utilizada en el segundo caso, el cual se estudia a continuación:

(ii) sen(pπ/δ) = − | sen(pπ/δ) |:

en este caso, la expresión (3.2) conduce a:

~Ehf− ∼= −Ec
0

(
sen ϕ+r̂ + cos ϕ+θ̂

)
| sen

(pπz

d

)
| . (3.5)

Nótese que la expresión (3.5) puede obtenerse a partir de (3.4) mediante la sustitución

ϕ+ → ϕ+ ± π; por lo tanto ϕ+ presentará discontinuidades en las posiciones ξ = ξk.

Por otra parte, ϕ+ = ϕ− ± π; donde ϕ− denota la diferencia de fase entre la velocidad

transversal del electrón y el campo eléctrico negativo ~Ehf− , el cual coincide con la

dirección del campo eléctrico en esta región. De este modo, la expresión (3.5) se reduce

a:

~Ehf− ∼= Ec
0

(
sen ϕ−r̂ + cos ϕ−θ̂

)
| sen

(pπz

d

)
| . (3.6)

El par de ecuaciones (3.4) y (3.6) se puede escribir en forma compacta como:

~Ehf± ∼= Ec
0

(
sen ϕ±r̂ + cos ϕ±θ̂

)
| sen

(pπz

d

)
|, (3.7)

donde ϕ± representa la diferencia de fase entre la velocidad transversal del electrón y el

campo eléctrico de microondas; tal que: ϕ± = ϕ+ cuando sen(pπz/d) > 0 y ϕ± = ϕ−

cuando sen(pπz/d) < 0.

A partir de este análisis es evidente que las formulaciones (3.2) y (3.7) son completa-

mente equivalentes, pero por razones matemáticas se utilizará la expresión (3.2).

Por otra parte, para describir el campo magnético producido por las bobinas ~Bb, se

utiliza la expresión:

~Bb ∼= −1

2
r
dBb

z(z)

dz
r̂ + Bb

z(z)ẑ, (3.8)
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donde

Bb
z(z) ∼= B0[γ0 + b(z)], (3.9)

en la cual B0 = meω/e representa el valor del campo magnético correspondiente a la

resonancia ciclotrónica exacta para la masa en reposo del electrón, ω es la frecuencia

del campo electromagnético, γ0 = [1 − (vz0/c)
2]−1/2 es el factor relativista asociado a

la velocidad vz0 del electrón en el punto z = 0, donde c representa la velocidad de

la luz, b(z) es una función adimensional que determina el perfil del campo magnético,

asumiendo b(0) = 0.

Teniendo en cuenta que Br, Bθ << Bz, donde Bz
∼= Bhf

z y vθ >> vr, se pueden

realizar las siguientes aproximaciones: vzBθ << vθBz y vrBθ << vθBr. Bajo estas

consideraciones y utilizando las expresiones (3.2)-(3.9), las componentes radial y axial

de la fuerza de Lorentz sobre un electrón inyectado a lo largo del eje de la cavidad están

dadas por:

Fr
∼= −e

{
vθB0 [γ0 + b(z)] + vzE

c
0

(
pπ/d

ω

)
cos ϕ cos

(pπz

d

)}
(3.10)

−eEc
0 sen ϕ sen

(pπz

d

)
y

Fz
∼= evrE

c
0

(pπ/d)

ω
cos ϕ cos

(pπz

d

)
− evθE

c
0

(pπ/d)

ω
sen ϕ cos

(pπz

d

)
(3.11)

−evθ

(
1

2
r
dBc

z

dz

)
,

respectivamente. La Ec.(3.10) corresponde a la fuerza centŕıpeta y la ecuación (3.11) a

la suma de la fuerza longitudinal ejercida por el campo magnético de microondas (los

dos primeros términos) y la fuerza diamagnética ocasionada por la no homogeneidad

del campo magnético estático, la cual actúa en la dirección opuesta al gradiente de la

magnitud del campo magnético e impide el avance del electrón hacia regiones de mayor

intensidad. Este es uno de los aspectos que diferencian el mecanismo SARA de otros

tipos de aceleración.

3.1.1. Zonas de aceleración longitudinal

La fuerza longitudinal ejercida por el campo de microondas F hf
z puede acelerar a los

electrones en determinadas condiciones, lo cual condujo en el capitulo anterior a la
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identificación de una zona de aceleración longitudinal en la gráfica ϕ vs z en el caso

particular de un modo TE112 ( ver figura 2.8). Esta zona se puede obtener en el caso

general de un modo TE11p teniendo en cuenta que vr << vθ, lo cual permite realizar la

siguiente aproximación:

F hf
z ' −evθE

c
0

(pπ/d)

ω
sen ϕ cos

(pπz

d

)
; (3.12)

por lo tanto, F hf
z contribuirá al avance longitudinal del electrón siempre que:

sen ϕ cos (pπz/d) < 0. (3.13)

Para analizar esta desigualdad es conveniente considerar los siguientes casos:

caso 1: sen(pπ/d) =| sen(pπ/d) |; el cual se presenta siempre que:

2k < p(z/d) < 2k + 1, k = 0, 1, 2, ..., Kmax, (3.14)

donde Kmax < p/2 (mayor número entero menor que p/2). En este rango espacial se

debe(n) considerar únicamente el(los) subintervalo(s) que satisface(n) cualquiera de las

dos condiciones adicionales que se presentan a continuación:

a) cos (pπz/d) > 0, es decir:

2k′ − 1/2 < p(z/d) < 2k′ + 1/2, k′ = 0, 1, 2, ..., K ′
max, (3.15)

donde K ′
max < (p + 1/2)/2 (mayor número entero menor que (p + 1/2)/2).

Con esta condición, la desigualdad (3.13) se reduce a: senϕ+ < 0; por lo tanto:

π < ϕ+ < 2π. (3.16)

b) cos (pπz/d) < 0, es decir:

2k′ + 1/2 < p(z/d) < 2k′ + 3/2, k′ = 0, 1, 2, ..., K ′
max. (3.17)

Con esta condición, la desigualdad (3.13) se reduce a: senϕ+ > 0; por lo tanto:

0 < ϕ+ < π. (3.18)

caso 2: sen(pπ/d) = − | sen(pπ/d) |; el cual se presenta siempre que:

2k + 1 < p(z/d) < 2k + 2, k = 0, 1, 2, ..., Kmax. (3.19)
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Al igual que en el caso 1, en este rango espacial solo se debe(n) considerar únicamente

el(los) subintervalo(s) que satisface(n) cualquiera de las dos condiciones adicionales que

se presentan a continuación:

a) cos (pπz/d) > 0, es decir:

2k′ − 1/2 < p(z/d) < 2k′ + 1/2, k′ = 0, 1, 2, ..., K ′
max. (3.20)

Con esta condición, la desigualdad (3.13) se reduce a: senϕ+ < 0; pero: ϕ+ = ϕ− ± π;

por lo tanto: sen ϕ− > 0; de donde:

0 < ϕ− < π. (3.21)

b) cos (pπz/d) < 0, es decir:

2k′ + 1/2 < p(z/d) < 2k′ + 3/2, k′ = 0, 1, 2, ..., K ′
max. (3.22)

Con esta condición, la desigualdad (3.13) se reduce a: senϕ+ > 0; o bien: sen ϕ− < 0;

por lo tanto:

π < ϕ− < 2π. (3.23)

Las relaciones (3.14)-(3.23) definen las zonas de aceleración longitudinal en un diagrama

ϕ vs z. En el caso particular p = 1, son aquellas definidas por: (i) 0 < z < d/2 y

π < ϕ < 2π y (ii) d/2 < z < d y 0 < ϕ < π; mientras que en el caso p = 2 están

dadas por: (i) 0 < z < d/4 y π < ϕ < 2π, (ii) d/4 < z < d/2 y 0 < ϕ < π, (iii)

d/2 < z < 3d/4 y π < ϕ < 2π y (iv) 3d/4 < z < d y 0 < ϕ < π. El caso p = 2 se

representó graficamente en la figura 2.8.

3.1.2. Ecuaciones que caracterizan la aceleración tipo SARA

A partir de la Ec.(3.10) se obtiene:

γme
v2
⊥
r

= e

{
vθB0 [γ0 + b(z)] + vzE

c
0

(
pπ/d

ω

)
cos ϕ cos

(pπz

d

)}
(3.24)

+ eEc
0 sen ϕ sen

(pπz

d

)
,

donde:

γ = [1 − (v2
⊥ + v2

z)]
−1/2 (3.25)
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y v2
⊥ = v2

r + v2
θ ; por lo tanto, la frecuencia ciclotrónica local del electrón ωc(z) =

v⊥(z)/r(z) (v⊥ ∼= vθ, donde r(z) 6= 0) puede ser escrita como:

ωc(ξ) = γ−1
{
[γ0 + b(ξ)] − g0(1 − γ−2 − u2

z)
−1/2 sen ϕ sen (pπξ/δ) (3.26)

− g0 (pπ/δ) (1 − γ−2 − u2
z)

−1/2uz cos ϕ cos (pπξ/δ)
}

ω,

donde g0 = Ec
0/(−B0c) representa la amplitud del campo eléctrico adimensional, uz =

vz/c, ξ = z/rl, δ = d/rl y rl = c/ω es el radio de Larmor relativista.

En el caso particular K‖ << K⊥ se tiene que ω ∼= cK⊥ (ver ec.(2.8)) y (pπ/δ)uz =

(vz/c)(K‖/K⊥) << 1; por lo tanto, la ec.(3.26) se reduce a:

ωc(ξ) ∼= γ−1
{
[γ0 + b(ξ)] − g0(1 − γ−2 − u2

z)
−1/2 sen ϕ sen (pπξ/δ)

}
ω. (3.27)

En el caso de un modo TE111 se puede ver que el mantenimiento de la condición de

resonancia exacta a lo largo de toda la trayectoria conduce a 6:

ωc(ξ) = γ−1 [γ0 + b(ξ)] ω, (3.28)

o bien:

ωc(z) =
eBz(z)

γme
∼=

eB(z)

γme
. (3.29)

Por lo tanto, en este caso, el campo magnético debe crecer a lo largo de la dirección

de propagación del electrón a una razón tal que compense exactamente el incremento

del factor relativista para mantener la condición de resonancia. La ec.(3.29) fue el

punto de partida para la aceleración tipo SARA (ver ec.(2.2)); sin embargo, en el

caso general descrito por la ec.(3.26), la frecuencia ciclotrónica depende del campo

de microondas, incluso cuando ϕ = π; por lo tanto, el perfil del campo magnético

b(ξ) debe ser cambiado para compensar tanto el incremento del factor relativista como

las variaciones en la frecuencia ciclotrónica asociadas con el campo de microondas.

Adicionalmente, debido a que no se puede mantener la condición de resonancia exacta,

la aceleración autoresonante se considera favorable cuando el electrón se mantenga en

la banda de aceleración, principalmente en la vecindad de ϕ = π.

La evolución temporal de la diferencia de fase es descrita por la expresión:

ϕ̇ = ωc(ξ)/ω − 1, (3.30)

6Una vez se ha alcanzado la condición de resonancia ϕ = π, esta no puede ser mantenida a lo largo
de toda la trayectoria para modos TE11p cuando p 6= 1, debido a la presencia de nodos del campo
eléctrico en donde la fase de la onda cambia abruptamente un ángulo π.
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donde el punto denota el operador d/dτ , en la cual τ = ωt (tiempo normalizado).

Sustituyendo la ecuación (3.26) en la ecuación (3.30), se obtiene:

ϕ̇ = γ−1
{
[γ0 − γ + b(ξ)] − g0(1 − γ−2 − u2

z)
−1/2 sen ϕ sen (pπξ/δ) (3.31)

− g0 (pπ/δ) (1 − γ−2 − u2
z)

−1/2uz cos ϕ cos (pπξ/δ)
}

.

Por otra parte, la ecuación (3.11) puede ser escrita como:

d(γmevz)

dt
∼= evrE

c
0

(pπ/d)

ω
cos ϕ cos

(pπz

d

)
(3.32)

− ev⊥Ec
0

(pπ/d)

ω
sin ϕ cos

(pπz

d

)
− mev

2
⊥/2

B0 (ωc/ω)

dBc
z

dz
,

donde vr es calculado a partir de la expresión: r ∼= v⊥/ωc = [u⊥/(ϕ̇ + 1)]rl, en la cual

u⊥ = v⊥/c. De este modo, el radio de larmor del electrón normalizado, r∗ = r/rl,

está dado por:

r∗ =
(1 − γ−2 − u2

z)
1/2

ϕ̇ + 1
(3.33)

a partir de la cual se obtiene la velocidad radial normalizada (ur = vr/c):

ur =
(γ−3γ̇ − uzu̇z) (ϕ̇ + 1) − ϕ̈ (1 − γ−2 − u2

z)

(ϕ̇ + 1)2 (1 − γ−2 − u2
z)

1/2
. (3.34)

Utilizando la ecuación (3.25) y la expresión (3.34), la ecuación (3.32) puede escribirse

como:(
1 − v2

⊥ + v2
z

c2

)−3/2 [
v⊥vz

c2

dv⊥
dt

+

(
1 − v2

⊥
c2

)
dv⊥
dt

]
= (3.35)

e

me

( c

ω

)
Ec

0(pπ/d)

[
(γ−3γ̇ − uzu̇z) (ϕ̇ + 1) − ϕ̈ (1 − γ−2 − u2

z)

(ϕ̇ + 1)2 (1 − γ−2 − u2
z)

1/2

]
cos ϕ cos

(pπz

d

)
− e

me

(v⊥
ω

)
Ec

0(pπ/d) sin ϕ cos
(pπz

d

)
− v2

⊥
2 (ϕ̇ + 1)

db(z)

dz
.

A partir de la ecuación (3.25), se obtiene:

v⊥ = [1 − γ−2 − (vz/c)
2]1/2c (3.36)

y

dv⊥
dt

= c
[
1 − γ−2 −

(vz

c

)2 ]−1/2[
γ−3dγ

dt
− vz

c2

dvz

dt

]
. (3.37)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.36) y (3.37) en la ecuación (3.35), normalizando variables

y después de un procedimiento convencional se obtiene:

u̇z = γ−1

−
g0

(
pπ
δ

)
[γ−3γ̇ (ϕ̇ + 1) − ϕ̈ (1 − γ−2 − u2

z)] cos ϕ cos
(

pπξ
δ

)
(ϕ̇ + 1)

[
(ϕ̇ + 1) (1 − γ−2 − u2

z)
1/2 − g0(

pπ
δ

)uz cos ϕ cos
(

pπξ
δ

)
γ−1

]
+

[
(ϕ̇ + 1) (1 − γ−2 − u2

z)
1/2

(ϕ̇ + 1) (1 − γ−2 − u2
z)

1/2 − g0(
pπ
δ

)uz cos ϕ cos
(

pπξ
δ

)
γ−1

]
× (3.38)[

g0(
pπ

δ
)
(
1 − γ−2 − u2

z

)1/2
sen ϕ cos

(
pπξ

δ

)
−1 − γ−2 − u2

z

2(ϕ̇ + 1)

db(ξ)

dξ
− uzγ̇

]}
.

Por otra parte, la evolución temporal de γ es obtenida a partir de la potencia transferida:

d(γmec
2)/dt = −e ~E·~v (3.39)

la cual se reduce a:

dγ

dτ
= − 1

ω

e

mec2

{
Ec

0 sen ϕ sen
(pπz

d

)
vr + Ec

0 cos ϕ sen
(pπz

d

)
vθ

}
. (3.40)

Aqúı vθ ≈ v⊥. Sustituyendo las expresiones (3.34) y (3.36) en (3.40) se obtiene:

γ̇ = − 1

B0c2

{
Ec

0 sen ϕ sen
(pπz

d

) (γ−3γ̇ − uzu̇z) (ϕ̇ + 1) − ϕ̈ (1 − γ−2 − u2
z)

(ϕ̇ + 1)2 (1 − γ−2 − u2
z)

1/2
c

+ Ec
0 cos ϕ sen

(pπz

d

) (
1 − γ−2 − u2

z

)1/2
c
}

. (3.41)

Finalmente, después de algunas operaciones se obtiene:

γ̇ = g0

(ϕ̇ + 1) (1 − γ−2 − u2
z) cos ϕ − uz u̇z(ϕ̇+1)+ϕ̈(1−γ−2−u2

z)
ϕ̇+1

sen ϕ

(ϕ̇ + 1) (1 − γ−2 − u2
z)

1/2 − g0γ−3 sen ϕ sen
(

pπξ
δ

)
 sen

(
pπξ

δ

)
(3.42)

Una aproximación adicional puede contribuir a la facil interpretación de la ecuación

(3.42). Excepto la región del movimiento inicial, ver figura (2.3), en la aceleración tipo

SARA las variaciones en la enerǵıa están asociadas principalmente al incremento de la

componente azimutal de la velocidad del electrón vθ (>> vr); de este modo, la ecuación

(3.42) se aproxima a:

γ̇ ∼= g0

(
1 − γ−2 − u2

z

)1/2
cos ϕ sen

(
pπξ

δ

)
. (3.43)

Puesto que g0 < 0, el electrón incrementará su enerǵıa siempre que:

cosϕ sen

(
pπξ

δ

)
< 0, (p = 1, 2, 3, ...). (3.44)
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Consideremos los dos casos posibles:

(i) sen(pπ/δ) =| sen(pπ/δ) |> 0:

en este caso, la condición (3.44) se reduce a:

cosϕ+ < 0, (3.45)

(ii) sen(pπ/δ) = − | sen(pπ/δ) |< 0:

en este caso, la condición (3.44) conduce a:

cosϕ+ > 0. (3.46)

pero ϕ+ = ϕ− ± π; por lo tanto, la condición (3.46) se puede expresar como:

cosϕ− < 0. (3.47)

Al comparar las condiciones (3.45) y (3.47) se puede ver que, en cualquier región, el

electrón ganará enerǵıa siempre que:

cosϕ < 0. (3.48)

la cual define la banda de aceleración: π/2 < ϕ < 3π/2.

Finalmente, la función ξ = ξ(τ) se deduce a partir de la expresión:

ξ̇ = uz. (3.49)

Las ecuaciones (3.31),(3.38), (3.42) y (3.49) forman un conjunto de ecuaciones diferen-

ciales acopladas no lineales; las cuales describen la evolución temporal de la enerǵıa, la

diferencia de fase, la velocidad longitudinal y la coordenada longitudinal del electrón

durante su movimiento en las condiciones SARA. Este conjunto de ecuaciones puede

resolverse numéricamente utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden bajo

las siguientes condiciones iniciales:

ϕ(τ0) = ϕS
0 , (3.50)

γ(τ0) = γS
0 , (3.51)

uz(τ0) = uS
z0, (3.52)
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ξ(τ0) = ξS
0 . (3.53)

Las condiciones iniciales se expresan en un tiempo τ0 6= 0 porque en el punto de inyección

ξ(0) = 0, el factor (1−γ−2−u2
z)

−1/2 causa una singularidad en la Ec.(3.31). Esto ocurre

porque la definición ωc = v⊥/r es valida solo cuando r 6= 0. Para evitar esta singularidad

se resuelve numéricamente la ecuación de Newton-Lorentz (3.1) en la vecindad del punto

de inyección utilizando coordenadas rectangulares; a partir de la cual se obtienen las

condiciones iniciales (3.50)-(3.53).

Las ecuaciones SARA se pueden convertir a las ecuaciones correspondientes al esquema

de aceleración ciclotrónica en un campo magnético homogéneo que se incrementa en

el tiempo para mantener las condiciones de resonancia cuando se hacen las siguientes

sustituciones: b(ξ) → b(τ), sen(pπξ/δ) → 1 (cos(pπξ/δ) → 0) y naturalmente uz = 0.

Por lo tanto, las ecuaciones (3.31) y (3.43), se reducen a:

ϕ̇ = γ−1[γ0 − γ + b(τ)] − g0γ
−1(1 − γ−2)−1/2senϕ, (3.54)

γ̇ = g0(1 − γ−2)1/2cosϕ. (3.55)

Estas ecuaciones son similares a las ecuaciones obtenidas en [18] y [21] para el mecan-

ismo GYRAC, excepto por el término correspondiente a la radiación sincrotrónica.

3.2 Sostenimiento de la aceleración tipo SARA

Uno de los problemas principales en cualquier mecanismos autoresonante consiste en

mantener las condiciones de aceleración durante dicho proceso. En la aceleración tipo

SARA el problema se reduce a obtener un perfil de campo magnético que garantice

el sostenimiento de la aceleración. Una forma de determinarlo consiste en realizar una

aproximación polinomial de la función b(ξ):

b(ξ) ∼= α(1)ξ + α(2)ξ2 + · · · + α(N)ξN (3.56)

y sustituirla en las ecuaciones (3.31) y (3.38). De este modo se pueden resolver las

ecuaciones SARA ( o mediante simulación numérica descrita en la sección 2.2), iteran-

do sobre un conjunto de parámetros: {α(1), α(2), · · ·, α(N)}, lo cual permitirá identificar

los perfiles que conducen a un sostenimiento de la aceleración y entre estos el más con-

veniente.
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Otro enfoque consiste en utilizar una función ϕ(ξ) preestablecida, la cual debe per-

manecer en la banda de aceleración π/2 < ϕ(ξ) < 3π/2 ∀ξ y cuyo valor inicial es

ϕ(0) = π/2, para deducir un perfil del campo magnético b(ξ) que garantice el manten-

imiento del régimen de aceleración a lo largo de la trayectoria del electrón. Para ello se

utiliza la ecuación (3.31), a partir de la cual se puede ver que b(ξ) debe ser consistente

con la expresión :

b(ξ) =
[
uz(dϕ/dξ) + 1

]
γ − γ0 + g0(1 − γ−2 − u2

z)
−1/2

[
senϕsen(pπξ/δ) (3.57)

+(pπ/δ)uzcosϕcos(pπξ/δ)
]
,

a partir de la cual se obtiene:

db(ξ)

dξ
= u−1

z

db(τ)

dτ
, (3.58)

donde:

db(τ)

dτ
= γ̇

[
uz(dϕ/dξ) + 1

]
+ γ

[
u̇z(dϕ/dξ) + u2

z(d
2ϕ/dξ2)

]
− g0(1 − γ−2 − u2

z)
−3/2(γ−3 − uz)

[
senϕsen(pπξ/δ) + (pπ/δ)uzcosϕcos(pπξ/δ)

]
+ g0(1 − γ−2 − u2

z)
−1/2 {uz(dϕ/dξ)cosϕsen(pπξ/δ) + (pπ/δ)uzsenϕcos(pπξ/δ)

+ (pπ/δ)
[
u̇zcosϕcos(pπξ/δ) − u2

z(dϕ/dξ)senϕcos(pπξ/δ) − (pπ/δ)u2
zcosϕsen(pπξ/δ)

]}
.

Sustituyendo (3.58) en (3.38) y despejando u̇z, se obtiene:

u̇z =
f4 + f5 {f6 + f7[f8 + f9 + f10(f11 + f12)] − uzγ̇}

γ + f1(f2 + f3)
, (3.59)

donde:

f1 = − 1 − γ−2 − u2
z

(uz
dϕ
dξ

+ 1)[(uz
dϕ
dξ

+ 1)(1 − γ−2 − u2
z)

1/2 − g0(
pπ
δ

)uzγ−1cosϕcos(pπξ
δ

)]
,

f2 = g0

(pπ

δ

) dϕ

dξ
cosϕcos

(
pπξ

δ

)
,

f3 = −u−1
z

2

(
uz

dϕ

dξ
+ 1

)[
γ(1 − γ−2 − u2

z)
1/2dϕ

dξ
+ g0

(pπ

δ

)
cosϕcos

(
pπξ

δ

)]
,

f4 = −
g0(pπ/δ)[γ−3γ̇(uz

dϕ
dξ

+ 1) − u2
z

d2ϕ
dξ2 (1 − γ−2 − u2

z)]cosϕcos(pπξ/δ)

(uz
dϕ
dξ

+ 1)[(uz
dϕ
dξ

+ 1)(1 − γ−2 − u2
z)

1/2 − g0(
pπ
δ

)uzγ−1cosϕcos(pπξ
δ

)]
,
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f5 =
(uz

dϕ
dξ

+ 1)(1 − γ−2 − u2
z)

1/2

(uz
dϕ
dξ

+ 1)(1 − γ−2 − u2
z)

1/2 − g0(
pπ
δ

)uzγ−1cosϕcos(pπξ
δ

)
,

f6 = g0(pπ/δ)(1 − γ−2 − u2
z)

1/2senϕcos(pπξ/δ),

f7 = −u−1
z (1 − γ−2 − u2

z)

2
(
uz

dϕ
dξ

+ 1
) ,

f8 = γ̇

(
uz

dϕ

dξ
+ 1

)
+ γu2

z

d2ϕ

dξ2
,

f9 = −
g0 (γ−3 − uz)

[
senϕsen

(
pπξ
δ

)
+

(
pπ
δ

)
uzcosϕcos

(
pπξ
δ

)]
(1 − γ−2 − u2

z)
3/2

,

f10 = g0(1 − γ−2 − u2
z)

−1/2,

f11 = uz
dϕ

dξ
cosϕsen

(
pπξ

δ

)
+

(pπ

δ

)
uzsenϕcos

(
pπξ

δ

)
y

f12 = −
(pπ

δ

)
u2

z

dϕ

dξ
senϕcos

(
pπξ

δ

)
−

(pπ

δ

)2

u2
zcosϕsen

(
pπξ

δ

)
.

Resolviendo las ecuaciones diferenciales (3.42),(3.49) y (3.59) con las condiciones ini-

ciales (3.51)-(3.53), se puede obtener primero las funciones γ, uz y ξ y luego el perfil

del campo magnético utilizando Ec.(3.57). La singularidad en Ec.(3.59) puede tratarse

del mismo modo que la singularidad de Ec.(3.31).

Para determinar un perfil del campo magnético que garantice la aceleración del electrón

se debe tener en cuenta que el sostenimiento cont́ınuo de la resonancia exacta solo es

posible en el caso particular p = 1 porque si p 6= 1 , la fase ϕ salta un ángulo π en cada

nodo de la onda estacionaria.

Para el caso p = 1, la diferencia de fase es considerada como:

ϕ(ξ) =
π

1 + exp[−10ξ/∆ξ]
, (3.60)

cuyas derivadas, dϕ/dξ y d2ϕ/dξ2, son funciones cont́ınuas. Aqúı δ y ∆ξ son las longi-

tudes normalizadas de la cavidad y la zona donde la diferencia de fase vaŕıa, respecti-

vamente. Se puede notar que ϕ(0) = π/2 y ϕ → π cuando ξ > ∆ξ, lo cual considera el
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efecto del campo magnético de microondas en el punto de inyección y el automanten-

imiento de la resonancia, respectivamente. Basados en los criterios anteriores se puede

afirmar que la diferencia de fase dada por la expresión (3.60) es una función consistente

con la naturaleza del fenómeno estudiado o equivalentemente que es una función “bien

comportada”.

Para el caso p = 2 , la diferencia de fase en el nodo del campo de microondas, que

divide la cavidad en dos partes, cambia π (rad). El cumplimiento de la expresión:

ϕ(ξ) =



π{1+exp[−10(δ/4)/∆ξ]}
1+exp[−10ξ/∆ξ]

si 0 ≤ ξ ≤ δ/4,

π{2− 1
1+exp[10(ξ−δ/2)/∆ξ]}

2− 1
1+exp[−10(δ/4)/∆ξ]

si δ/4 < ξ < δ/2,

π − π
1+exp[10(ξ−δ/2)/∆ξ]

si δ/2 < ξ ≤ δ,

(3.61)

garantiza el mantenimiento del régimen de la aceleración. Se puede notar que ϕ(0) =

π/2 y ϕ|(δ/2)− − ϕ|(δ/2)+ = π. Se debe advertir que a pesar de que en este caso dϕ/dξ

también es continua, d2ϕ/dξ2 presenta una discontinuidad en ξ = δ/4; sin embargo,

para fines prácticos, dicha discontinuidad es despreciable cuando ∆ξ . 0,3δ.
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3.3 Resultados y discusión

A continuación se presentan los resultados obtenidos a partir del estudio anaĺıtico he-

cho en las sección 3.1. Primero se estudia el caso Bz(z) = Bz(0, z) que fue calcu-

lado en la sección 2.2 mediante el método de aproximaciones sucesivas. La función

b(zi) = B(0, zi)/B0 − 1 se determinó en 81 puntos sobre el eje z donde la derivada

db(zi)/dzi se encuentra numéricamente. Los valores b(z) y db(z)/dz fueron calculados

usando el método de interpolación lineal. El campo magnético que se muestra en la

figura 3.2 se determina utilizando la aproximación (3.8)-(3.9). En esta aproximación la

componente radial Br(r, z) es insignificante en comparación con la componente longitu-

dinal, causando una no homogeneidad radial casi imperceptible, dada por la expresión

(1/8)B0r
2[db(z)/dz]2/[γ0 + b(z)]. A pesar de esto, dicha componente no debe ser igno-

rada porque la fuerza diamagnética depende de ella.

La figura 3.3 muestra la evolución espacial de la enerǵıa utilizando: (a) el modelo SARA
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Figura 3.2: Aproximación del perfil de campo magnético en el plano y=0.

con los datos del campo magnético utilizado en la sección 2.2 (ĺınea roja), simulación

numérica de la ecuación de Newton-Lorentz considerando: (b) campos exactos (ĺınea

verde) y (c) campo magnético estático aproximado, mostrado en la figura 3.2 (ĺınea
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azul). Los resultados fueron obtenidos para un electrón inyectado con una enerǵıa de

12 keV en una cavidad con los mismos parámetros utilizados en la sección 2.2. La

diferencia entre los dos primeros casos observada en la región z ≥ 11 cm, donde el

radio de Larmor es relativamente grande (0,7 − 1,6) cm, es atribuida principalmente

a la diferencia entre las no homogeneidades transversales de los campos magnéticos

estáticos producido por las bobinas. Con el perfil utilizado en la sección 2.2 (insertado

en la figura 3.3) la fuerza diamagnética es más intensa, la cual produce variaciones sig-

nificativas en la velocidad longitudinal del electrón (ver figura 3.4). Estas variaciones no

afectan directamente la enerǵıa del electrón, pero ejercen una influencia directa sobre

la diferencia de fase ϕ (ver ecuación (3.31)), conduciendo a una situación diferente en

el proceso de transferencia de enerǵıa del campo de microondas (ver figura 3.5).

Por el contrario, cuando se realiza la simulación numérica de la ecuación de Newton-
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Figura 3.3: Comparación de la evolución espacial de la enerǵıa del electrón: Modelo SARA
(ĺınea roja), simulación numérica con campos exactos (ĺınea verde) y simulación numérica con
campo magnético estático aproximado (linea azul).

Lorentz con el campo magnético estático aproximado del modelo SARA, las diferencias

mencionadas anteriormente se reducen significativamente (ver figuras: 3.3-3.5), a tal

punto que la máxima diferencia en la enerǵıa del electrón solo es del orden del 5% (ver

figura 3.3).
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Figura 3.4: Comparación de la evolución espacial de la velocidad longitudinal del electrón:
modelo SARA (ĺınea roja), simulación numérica con campos exactos (ĺınea verde) y simulación
numérica con campo magnético estático aproximado (linea azul).
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Figura 3.5: Comparación de la evolución espacial de la diferencia de fase ϕ: modelo SARA
(ĺınea roja), simulación numérica con campos exactos (ĺınea verde) y simulación numérica con
campo magnético estático aproximado (linea azul).



CAPÍTULO 4

EFECTO DEL CAMPO
AUTOCONSISTENTE

Hasta el momento se ha realizado un estudio anaĺıtico y numérico del fenómeno SARA

utilizando la aproximación de una sola part́ıcula. Esta aproximación es válida en aque-

llos casos en donde la concentración electrónica del haz es tan baja que pueden des-

preciarse los campos que genera en comparación con los campos externos. El estudio

del efecto del campo autogenerado (autoconsistente) solo puede hacerse por métodos

experimentales o utilizando técnicas numéricas para su simulación computacional. A

continuación se presenta el estudio numérico del efecto del campo autoconsistente so-

bre la interacción autoresonante espacial utilizando haces de electrones de diferente

intensidad, utilizando el método PIC [44,45].

4.1 Sistema F́ısico y Modelo de Simulación

El sistema f́ısico y los parámetros para la realización de los experimentos numéricos

son idénticos a los presentados en la sección 2.2 (ver figura 2.1): la cavidad ciĺındrica

es excitada con un modo TE112 de 2,45 GHz polarizado circularmente, con una am-

plitud de 7 kV/cm. El radio a y la longitud de la cavidad d son 4,54 cm y 20 cm,

respectivamente. En este estudio se realizan aproximaciones en las expresiones de los

campos eléctrico y magnético de microondas en la región r < a/S11, partiendo de las
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componentes ciĺındricas (2.3)-(2.7), las cuales conducen a:

~Ehf = Ec
0(̂icosωt + ĵsenωt)sen(2πz/d), (4.1)

and

~Bhf = −Ec
0(K‖/ω)(̂icosωt + ĵsenωt)cos(2πz/d) (4.2)

−Ec
0(K⊥/ω)cos(θ − ωt)sin(2πz/d)k̂,

en donde se ha elegido igual a cero la fase inicial del campo eléctrico. La componente

Bhf
z no se toma en cuenta en las simulaciones porque es pequeña en comparación con

la componente z del campo magnético estático ~Bb; el cual es generado por un conjunto

de bobinas con parámetros iguales a los de la tabla 2.1 de la sección 2.2. El cañón de

electrones inyecta el haz de electrones en la cavidad a lo largo de su eje, el cual es

tomado como un eje z.

El campo eléctrico autoconsistente es calculado en aproximación electrostática. De este

modo, los efectos colectivos son incluidos en la ecuación de movimiento a través de los

potenciales eléctricos obtenidos como una solución de la ecuación de Poisson en cada

paso de tiempo ∆t = 2π/250ω:

∂2Φ(~r′)

∂x′2 +
∂2Φ(~r′)

∂y′2 +
∂2Φ(~r′)

∂z′2
= −ρ(~r′)

ε0

, (4.3)

Donde: 0 ≤ x′ ≤ Lx, 0 ≤ y′ ≤ Ly, 0 ≤ z′ ≤ d, x′ = x + a, y′ = y + a, z′ = z y

Lx = Ly = 2a. La Ec.(4.3) se puede escribir en forma adimensionál, introduciendo las

siguientes variables: Φ∗ = Φ/(−B0crl0) y ρ∗ = ρrl0/(ε0B0c), donde B0 = meω/e es el

campo magnético correspondiente a la resonancia clásica exacta del electrón y rl0 = c/ω

es el radio de Larmor relativista, x′∗ = x′/rl0, y′∗ = y′/rl0 y z′∗ = z′/rl0. La densidad de

carga en los puntos de malla ρ(i∆x′, j∆y′, k∆z′) se determina a partir de la distribución

espacial usando el método PIC ( [27], [28]).

La Ec.(4.3) es resuelta numéricamente con las condiciones de frontera de Dirichlet:

Φ∗ |S= 0, (4.4)

Donde S es la superficie definida por lo planos x′∗ = 0, L∗
x; y′∗ = 0, L∗

y; z′∗ = 0, L∗
z.

Aqúı L∗
x = Lx/rl0, L∗

y = Ly/rl0 y L∗
z = d/rl0. La condición de frontera (4.4) es diferente

a la usada en el modelo f́ısico (ver figura 2.1); sin embargo, este cambio no perturba

el campo eléctrico en la región ocupada por el haz de electrones. Estas condiciones de

frontera son predeterminadas por el método de la transformada rápida de fourier (FFT)

aplicada para el calculo de potenciales eléctricos.
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El potencial normalizado y la densidad de carga son expandidos en una serie doble de

Fourier:

f∗(x′∗, y′∗, z′∗) =
∞∑

K1,K2=0

FK1,K2(z
′∗)sin(K1πx′∗/L∗

x)sin(K2πy′∗/L∗
y), (4.5)

donde,

FK1,K2(z
′∗) =

4

L∗
xL

∗
y

∫ L∗
y

0

∫ L∗
x

0

f ∗sin(K1πx′∗/L∗
x)sin(K2πy′∗/L∗

y)dx′∗dy′∗. (4.6)

y FK1,K2(z
′∗) = UK1,K2(z

′∗) si f∗ = Φ∗, y FK1,K2(z
′∗) = VK1,K2(z

′∗) si f ∗ = ρ∗.

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado en el cálculo de potenciales 2D [35], se

sustituyen las expresiones (4.5) y (4.6) en la ecuación (4.3) normalizada, obteniendo:

d2FK1,K2(z
′∗)

dz′∗2
−

(
K2

1

L∗2
x

+
K2

2

L∗2
y

)
π2FK1,K2(z

′∗) = VK1,K2(z
′∗), (4.7)

donde K1 = 0, 1, 2, ...,∞ y K2 = 0, 1, 2, ...,∞.

Ahora se puede discretizar el problema en las direcciones x′ y y′ mediante el trun-

camiento de la expansión de Fourier mediante la solución de la ecuación (4.7) para K1 =

0, 1, 2, ..., I y K2 = 0, 1, 2, ..., J . Este truncamiento es equivalente a la discretización en

las direcciones x′ y y′ con los puntos de malla equidistantes (x
′∗
i , y

′∗
j ) = (iL∗

x/I, jL∗
y/J).

La discretización en la dirección z′ se realiza dividiendo L∗
z en segmentos de igual lon-

gitud δz′∗ = L∗
z/(N + 1) y aproximando la derivada d2/dz

′∗2 en la forma de diferencia

centrada de segundo orden. Por lo tanto, dado que L∗
x = L∗

y = L∗, para K1 = 0, 1, 2, ..., I

, K2 = 0, 1, 2, ..., J y k = 1, 2, ..., N se obtiene:

FK1,K2,k−1 −
[
2 +

(
K2

1 + K2
2

)
η2

]
FK1,K2,k + FK1,K2,k+1 = VK1,K2,k(δz

′∗)2 (4.8)

Aqúı, FK1,K2,k ≡ FK1,K2(z
′∗
k ), VK1,K2,k ≡ VK1,K2(z

′∗
k ) y η = πδz′∗/L∗. Las condiciones de

frontera en la dirección z′ se reducen a:

FK1,K2,0 = FK1,K2,N+1 = 0 (4.9)

para K1 = 0, 1, 2, ..., I , K2 = 0, 1, 2, ..., J .

Con las aproximaciones realizadas, la expresiones (4.5) y (4.6) se reducen a:

f∗(i, j, k) =
I∑
0

J∑
0

FK1,K2,ksin(K1iπ/I)sin(K2jπ/J), (4.10)

y

FK1,K2,k =
4

IJ

I∑
0

J∑
0

f ∗(i, j, k)sin(K1iπ/I)sin(K2jπ/J), (4.11)
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respectivamente.

Las expresiones (4.8) y (4.9) constituyen un conjunto de (I+1)(J +1) ecuaciones matri-

ciales desacopladas, en donde los valores VK1,K2,k se determinan a través de la Ec.(4.11)

con f ∗ = ρ∗ utilizando la transformada rápida de Fourier (FFT ). Esta ecuación ma-

tricial tridiagonal es resuelta para obtener los valores UK1,K2,k. Finalmente, los valores

Φ∗(i, j, k) son reconstruidos a partir de la (4.10) con FK1,K2,k = UK1,K2,k.

La componente x del campo autoconsistente en los puntos de malla (i, j, k) en el paso

de tiempo τn = n∆τ , donde τ = ωt, se determina como:

(gsn
i,j,k)x =

Φ∗n(i − 1, j, k) − Φ∗n(i + 1, j, k)

2∆x′∗ , (4.12)

Las componentes y y z se determinan de un modo similar.

Retomando la ecuación relativista de Newton-Lorentz en diferencias finitas (Ver Ec.(2.15)):

~Un+1/2 − ~Un−1/2

∆τ
= ~gn +

~Un+1/2 + ~Un−1/2

2
×~bn, (4.13)

Donde:
~U = ~P/mec, ~gn = ~En/(−B0c), ~b

n = ~Bn/(−B0) y γ = (1+U2)1/2 es el factor relativista,

n es el ı́ndice de paso de tiempo, ~gn es el vector del campo eléctrico total constituido

por los campos eléctricos de microonda ~gwn y autoconsistente ~gsn, ~gn = ~gwn + ~gsn y ~bn

es el campo magnético total constituido por los campos magnéticos de microonda ~bwn y

estático~bb,~bn = ~bwn+~bsn. El paso de tiempo en la simulación se considera relativamente

pequeño porque en las condiciones de resonancia los parámetros del movimiento del

electrón cambian muy rápidamente. Se considera la ecuación relativista de movimiento

no solo porque los electrones pueden alcanzar altas enerǵıas bajo las condiciones de

autoresonancia espacial sino tambien por la sensibilidad de la resonancia ciclotrónica

con la diferencia de fase entre la componente eléctrica del campo TE112 y la velocidad

transversal del electrón. La ecuación (4.13) es resuelta numéricamente para todas las

superpart́ıculas utilizando el método de Boris [27]. Para el n-ésimo paso de la simu-

lación, la coordenada x de la l-ésima superpart́ıcula se calcula de acuerdo a la relación

x∗n+1
l = x∗n

l + U
n+1/2
xl ∆τ/γ

n+1/2
l , donde x∗ = x/rl0. Las otras dos componentes se de-

terminan de un modo similar.

La solución numérica simultánea de la ecuación de Newton-Lorentz y la ecuación de

Poisson permite encontrar la trayectoria del haz, velocidad y enerǵıa de las part́ıculas,

aśı como la diferencia de fase entre la velocidad transversal las part́ıculas y el campo

eléctrico de microondas.

Para verificar los resultados, se calcula el balance de enerǵıa entre la enerǵıa de mi-

croondas trasferida al haz y el cambio de enerǵıa del haz para los mismos intervalos de

tiempo.
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El código computacional se elaboró en lenguaje de programación C++, en el cual se

utilizó la libreŕıa fftw para el cálculo del potencial eléctrico usando Transformada rápi-

da de Fourier7. La visualización de la simulación computacional se hizo a través de la

libreŕıa gráfica OpenGL8.

7http://www.fftw.org/
8http://www.opengl.org/
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4.2 Resultados y discusión

Para analizar la influencia del campo eléctrico autoconsistente sobre las condiciones

de autoresonancia ciclotrónica espacial, se realizaron tres experimentos numéricos: (a)

I0 = 0,1 A de densidad electrónica n = 8,5×108 cm−3; (b) I0 = 1 A, n = 8,5×109 cm−3;

y 3) I0 = 5 A, n = 4,25×1010 cm−3 . Los otros parámetros: RBeam = 0,2 cm, Winj = 14

keV y el tamaño de la malla : I × J × N = 128 × 128 × 100 se tomaron iguales en

todas las simulaciones. La rata de inyección utilizada fue de 4, 25× 103 superpart́ıculas

por ciclo de microondas. La simulación computacional se detiene cuando una pequeña

fracción de superpart́ıculas (102) alcanzan la posición donde su velocidad longitudinal

es cero o impactan la cavidad.

La Fig.4.1 muestra la diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones

y el campo de microondas después de 14.05 ciclos de microondas para el caso de una

haz de 0.1 A (puntos rojos) y la evolución espacial de la fase para el movimiento de

una sola part́ıcula presentado en la sección 2.2 (linea verde).

Se puede ver que en el punto de inyección la diferencia de fase sigue influenciada por
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Figura 4.1: Diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones del haz de 0.1-A
y la componente eléctrica del campo de microondas despues de 14.05 ciclos de microondas.

la componente magnética del campo de microondas; sin embargo el campo eléctrico

autoconsistente produce una ligera desviación de la fase, casi imperceptible, de algunas
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part́ıculas alrededor de ϕ = π/2. En la región 0 < z < 2,5 cm los electrones entran

en fase rápidamente por el efecto del campo de microondas, acercándose al ĺımite de la

resonancia exacta. El comportamiento ilustrado por el haz de electrones de 0.1 A no

difiere considerablemente al presentado por una part́ıcula simple, razón por la cual el

hecho de que el número de electrones en la banda de aceleración no sea mayor que el

obtenido (72.7%) no puede ser atribuido a ningún efecto desfavorable del campo auto-

consistente (Ver Fig.4.1). En este caso la focalización del haz de electrones no presenta

ningún problema.

Fig.4.2 muestra la comparación del parámetro β = v/c despues de 14,05 ciclos de mi-
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Figura 4.2: Componentes transversal βT y longitudinal βZ de la velocidad de los electrones
del haz de 0.1-A despues de 14.05 ciclos de microondas.

croondas asociado con el movimiento transversal (βT , puntos azules) y longitudinal (βZ ,

puntos rojos) con los resultados obtenidos con aproximación de una sola part́ıcula (Ver

Fig.2.10). En este caso el campo eléctrico autoconsistente contribuye al mejoramiento

de las condiciones de aceleración en la región 10 < z < 17 cm y los electrones del haz

ganan enerǵıa de 260 KeV (Ver Fig.4.3).

Para el caso de un haz de 1 A se obtiene un comportamiento similar al presentado por

el haz de 0.1 A; sin embargo, el efecto del campo autoconsistente es más apreciable.

Fig.4.4 muestra la diferencia de fase entre las velocidades transversales de los electrones

y el campo de microondas después de 9,72 periodos de microondas. En este caso casi la
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Figura 4.3: Enerǵıa de los electrones del haz de 0.1-A después de 14.05 ciclos de microondas.

totalidad de los electrones permanecen en la banda de aceleración (92.27 %); A pesar

de ello se produce una desviación significativa de la diferencia de fase entre la velocidad

transversal de los electrones y la componente eléctrica del campo de microondas en el

punto de inyección comparada con el caso del haz de 0.1 A; sin embargo, a medida

que el campo eléctrico de microondas se incrementa conforme los electrones se alejan

del punto de inyección, se produce una focalización de la fase en z = 2,6 cm. A pesar

de ello, la dispersión en la fase vuelve a ser evidente en las región z > 10 cm, la cual

está relacionada con las variaciones en las velocidades de los electrones asociadas al

campo autoconsistente (ver Figs. 4.5, 4.7 y 4.8). La combinación de estos efectos origi-

nan la dispersión en la enerǵıa del haz, hasta alcanzar un valor máximo del orden del

30 % en z = 14 cm, pero luego se reduce hasta alcanzar un 5% en la posición z = 18

cm, donde los electrones alcanzan la máxima enerǵıa (ver Fig.4.6).

Las figuras 4.7 y 4.8 muestran la topograf́ıa de la magnitud de la componente transver-

sal y la componente z del campo autoconsistente, respectivamente; en planos transver-

sales a lo largo del eje del sistema: z = 0,2 cm, d/4, d/2, 3d/4 después de 9.72 ciclos de

microondas en el caso del haz de 1.0 A. Las máximas intensidades del campo eléctrico

transversal en dichos planos son 0.7, 1.1, 2.0 y 1.25 kV/cm, respectivamente; mientras

que las máximas intensidades del campo eléctrico longitudinal son 1.1, 0.16, 0.8 y 0.7

kV/cm, respectivamente.
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Figura 4.4: Diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones del haz de 1.0
A y la componente eléctrica del campo de microondas después de 9.72 ciclos de microondas.

Para el caso de un haz de 5A, la diferencia de fase después de 6,6 ciclos de microondas se

muestra en la figura 4.9. Se puede ver que en el punto de inyección la diferencia de fase

se encuentra en todos los valores posibles [0, 2π] porque en la posición z = 0 el campo

eléctrico de microondas es nulo y los electrones se encuentran solo bajo la influencia del

campo de microondas y el campo eléctrico autoconsistente. En este caso, este último

es tan intenso que fuerza a los electrones a moverse en todas las direcciones radiales,

abarcando todos los angulos con respecto al eje del haz. Posteriormente, los electrones

se presenta la focalización de la fase en z = 4 cm, auque esta nos es exacta para todos

los electrones debido a la fuerte influencia del campo eléctrico autoconsistente.

En la región 5 < z < 10 cm los electrones son desacelerados por la componente lon-

gitudinal del campo autoconsistente, la fuerza diamagnética y porque los electrones se

encuentran fuera de la zona de aceleración longitudinal. Los electrones se acumulan en

la posición z = 10 cm, lo cual resulta en un incremento de la velocidad longitudinal en

la región z > 10 cm (ver Fig. 4.5).

Para el movimiento transversal se observan algunas oscilaciones causadas por la compo-

nente transversal del campo eléctrico autoconsistente, las cuales causan el movimiento

azimutal de los electrones alrededor del centro del haz. Sin embargo, estas oscilaciones
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Figura 4.5: Componentes transversal βT y longitudinal βZ de la velocidad de los electrones
del haz de 1-A después de 9.72 ciclos de microondas.

no afectan significativamente las condiciones de resonancia (ver Fig.4.9).

Fig.4.11 muestra la enerǵıa de las part́ıculas después de 6.6 ciclos de microondas para

el caso 3). Se puede notar que en la región z < 2,5 cm se presenta una disminución

de la enerǵıa de los electrones, la cual es causada por la influencia de la componente

longitudinal del campo autoconsistente. Nótese que aqúı el efecto de la acumulación de

los electrones en z = 10cm es mas pronunciado que el caso del haz de 1 A, impulsando

los electrones son impulsados hasta valores cercanos a la vellocidad de inyección. Este

efecto es poco deseable porque disminuye el tiempo de interacción entre los electrones y

la onda, lo cual se manifiesta por el hecho de que la enerǵıa máxima alcanzada por los

electrones es solo 125keV . En este caso, la dispersión de la enerǵıa es mas significativa.

La figura 4.12 muestra la distribución de enerǵıa en el instante en que los primeros

electrones alcanzan el plano de retorno o impactan la cavidad para los haces de 0.1, 1.0

y 5.0 A. En los dos primeros casos se observa un pico en 50 keV debido a que la enerǵıa

del electrón se mantiene aproximadamente constante en el rango de 8 a 12 cm (Ver Figs.

4.3 y 4.6). Este pico es mas pronunciado en el el caso del haz de 1.0 A debido a que la

componente longitudinal del campo eléctrico autoconsistente reduce considerablemente

la velocidad de los electrones alrededor de la posición z=12.5 cm (ver Fig. 4.5), razón

por la cual se encuentran mayor tiempo cerca del nodo del campo eléctrico de microon-
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Figura 4.6: Enerǵıa de los electrones del haz de 1.0 A después de 9.72 ciclos de microondas.

das donde no hay trasferencia de enerǵıa por parte de este campo. En el caso del haz de

5.0 A, la anchura del pico es significativa debido a la dispersion de la enerǵıa causada

por el campo eléctrico autoconsistente (Ver Fig.4.11). Se debe resaltar que casi toda la

totalidad de los electrones son acelerados hasta alcanzar una enerǵıa de 260 keV, 240

keV y 125 keV en los haces de 0.1 A, 1.0 A y 5.0 A, respectivamente. Para verfificar

los resultados obtenidos se realizó la comparación entre el cambio de enerǵıa del haz de

electrones y la enerǵıa transferida por el campo eléctrico autoconsistente y el campo de

microondas. La coincidencia de las curvas demuestra que los resultados obtenidos son

confiables en el marco de la aproximación electrostática (Ver Fig.4.13).
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Figura 4.7: Magnitud de la componente transversal del campo eléctrico autoconsistente
despues de 9.72 ciclos de microondas para el caso del haz de 1 A en los planos: (a) z=0.2
cm, (b) z=d/4, (c) z=d/2 y (d) z=3d/4.
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Figura 4.8: Componente longitudinal del campo eléctrico autoconsistente despues de
9.72 ciclos de microondas para el caso del haz de 1.0 A en los planos: (a) z=0.2 cm, (b)
z=d/4, (c) z=d/2 y (d) z=3d/4.
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Figura 4.9: Diferencia de fase entre la velocidad transversal de los electrones del haz de 5.0
A y la componente eléctrica del campo de microondas después de 6.6 ciclos de microondas.
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Figura 4.10: Componentes transversal βT y longitudinal βZ de la velocidad de los electrones
del haz de 5-A despues de 6.6 ciclos de microondas.
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Figura 4.11: Enerǵıa de los electrones del haz de 5.0 A despues de 6.6 ciclos de microondas.
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Figura 4.12: Distribución de enerǵıa en los haces de 0.1 A (linea verde), 1.0 A (linea roja)
y 5.0 A (linea azul) después de 14.05, 9.72 y 6.6 ciclos de microondas, respectivamente.
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Figura 4.13: Comparación entre la enerǵıa transferida por el campo eléctrico al haz de 0.1 A
(linea verde), 1.0 A (linea roja) y 5.0 A (linea azúl); y el cambio de enerǵıa como una función
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CAPÍTULO 5

EFECTO DE UN CAMPO

ELECTROSTÁTICO SOBRE LA
EFICIENCIA DE LA ACELERACIÓN
SARA DE UN ELECTRÓN

5.1 Modelo de simulación

Como se ha mencionó anteriormente, el primer factor limitante del mecanismo SARA

es la fuerza diamagnética; la cual está asociada a la no homogeneidad longitudinal del

campo magnetostático y que se opone al avance de los electrones hacia regiones de

mayor intensidad del campo magnético. Una forma de aumentar la efectividad de la

aceleración consiste en asistir el movimiento longitudinal de los electrones mediante

un campo electrostático que puede ser generado mediante el aislamiento de las tres

superficies que conforman la cavidad resonante y sometiendo las caras circulares a una

diferencia de potencial, como se muestra en la figura 5.1, en donde se asume que el

espesor de la capa aislante es despreciable comparado con la longitud de onda asociada

al campo de microondas.

En este caso, la simulación se realiza de un modo similar al descrito en la sección 2.2,

con la única diferencia que el campo eléctrico normalizado ~g que aparece en la ecuación

de movimiento (2.14) ahora representa la superposición del campo electrostático que

ha sido generado en la cavidad y el campo de microondas descrito por las expresiones

(2.3)-(2.7), el cual no se ve afectado por la inclusión de la capa aislante.
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Figura 5.1: Cavidad resonante con campo electrostático.

Para calcular el campo electrostático primero se calcula el potencial eléctrico corre-

spondiente Φel(r, z) en los puntos de una malla rectangular partiendo de la ecuación

de Laplace ; la cual, después de expresarla en diferencias finitas centradas de segundo

orden, conduce a [36]:

Φel(i, j) =
1/2

1 + (∆z/∆r)2

{
(∆z/∆r)2

[
2i + 1

2i
Φel(i + 1, j) +

2i − 1

2i
Φel(i − 1, j)

]
+

Φel(i, j + 1) + Φel(i, j − 1)

}
(5.1)

para i 6= 0.

Mientras que:

Φel(0, j) =
1/2

1 + 2(∆z/∆r)2

{
Φel(0, j + 1) + Φel(0, j − 1) + 4(∆z/∆r)2Φel(1, j)

}
(5.2)

donde Φel(i, j) corresponde al potencial eléctrico calculado en el punto (i∆r, j∆z); ∆r

y ∆z corresponden a los tamaños de los pasos en dirección radial y axial, respectiva-

mente.

Para determinar Φel en todos los puntos de la malla se resuelven las ecuaciones (5.1)-

(5.2) numéricamente, utilizando el método de iterativo de sobrerelajación sucesiva

(SOR) con condiciones de frontera de Dirichlet determinadas por el valor del potencial



5.1 Modelo de simulación 80

en cada superficie de la cavidad.

Las componentes ciĺındricas del campo electrostático en los puntos de malla que no se

encuentran en la frontera9, se determinan a partir de las expresiones:

Eel
r (i, j) = −Φel(i + 1, j) − Φel(i − 1, j)

2∆r
(5.3)

y

Eel
z (i, j) = −Φel(i, j + 1) − Φel(i, j − 1)

2∆z
. (5.4)

A partir de estos valores se determinan las componentes rectangulares del campo elec-

trostático, de un modo similar al descrito en la sección 2.2 para el cálculo de las com-

ponentes rectangulares del campo magnetostático.

9El campo eléctrico en los puntos sobre la frontera se determina utilizando diferencias finitas ade-
lantadas, o retrasadas, de primer orden.
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5.2 Resultados y discusión

En el caso estudiado, una cavidad de 132, 9 cm de radio y 200 cm de longitud se excita

en el modo TE111 polarizado circularmente de 100 MHz y 3kV/cm de amplitud. Los

potenciales asociados a cada superficie de la cavidad se consideran como V (z = 0) =

−V0, V (z = Lc) = V0 y V (r = rc) = 0. En la figura 5.2 se muestra el perfil bidimensional

del potencial electrostático en unidades de V0.

En los experimentos numéricos, se consideran tres campos electrostáticos, obtenidos
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Figura 5.2: Perfil del potencial electrostático en el plano y = 0.

con V0 = 10, 15 y 20 kV , respectivamente.

En todos los casos se consideran electrones inyectados en la cavidad a lo largo del eje

z con una enerǵıa de 50 keV . El campo magnetostático producido por las bobinas se

describe por la expresión:

~B(r, z) = (−1/2)[rdBz(z)/dz]r̂ + Bz(z)ẑ, (5.5)

en la cual

Bz(z) = B0[γ0 + b(z)], (5.6)
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donde γ0 representa el factor relativista asociado a la velocidad del electrón en z = 0

y B0 el valor del campo magnético correspondiente a la resonancia clásica. El perfil

longitudinal del campo magnético se considera lineal b(z) = αz, donde α = γ0(Rm −
1)/Lc. Lc representa la longitud de la cavidad resonante y Rm = 1,8 la relación de

espejo.
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Figura 5.3: Evolución espacial de la enerǵıa del electrón para diferentes caidas de potencial
entre las superficies circulares de la cavidad: ∆V = 0, 20, 30 y 40 kV .

La figura 5.3 muestra que el campo electrostático favorece el movimiento longitudinal

contrarestando la fuerza diamagnética; lo cual permite prolongar el tiempo de la in-

teracción resonante. A pesar de que el campo electrostático actúa como un acelerador

lineal, los cambios en las enerǵıas asociados a este efecto solo son del orden de ∆V/2 en

todos los casos considerados, debido a que los electrones se detienen aproximadamente

en la mitad de la cavidad resonante (ver figuras 5.2 y 5.3); por lo tanto, el incremento

adicional en la enerǵıa del electrón es producido por el efecto del campo de microon-

das. Nótese que en ausencia de campo electrostático el electrón alcanza una enerǵıa

de 600 keV , la cual se incrementa hasta 700 keV cuando se aplica una diferencia de

potencial de 20 kV . A medida que se incrementa la diferencia de potencial, el campo
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de microondas transfiere mas enerǵıa hasta alcanzar 800 keV para el caso de 40 kV .

El efecto acelerador del campo electrostático se manifiesta en la figura 5.4; sin embargo,

tanto en presencia de campo electrostático como en ausencia de este, las part́ıculas no

logran alcanzar el extremo opuesto de la cavidad debido a que su velocidad longitudinal

disminuye hasta cero en los planos z = 104 cm (sin campo) y z = 116 , 122 y 132 cm

(con campo), por la acción de la fuerza diamagnética.
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Figura 5.4: Evolución espacial de la velocidad longitudinal del electrón para diferentes caidas
de potencial entre las superficies circulares de la cavidad: ∆V = 0, 20, 30 y 40 kV .

Es importante mencionar que en ausencia del campo electrostático no fue posible alcan-

zar mayores enerǵıas variando los parámetros del experimento; sin embargo, el campo

electrostático permite elevar la enerǵıa del haz por medio del ajuste de la diferencia

de potencial entre las caras opuestas de la cavidad, de tal manera que se puede usar

todo el espacio de la cavidad para la aceleración autoresonante de los electrones. El

hecho que el haz no alcance la pared opuesta de la cavidad evidencia que el campo

electrostático todav́ıa no es óptimo y los parámetros asociados al campo de microondas

y la enerǵıa de inyección deben ser modificados; sin embargo, es claro que la enerǵıa

máxima alcanzada por el electrón se puede aumentar significativamente.



CONCLUSIONES

1) Se demostró mediante experimentos numéricos que la idea de la aceleración de elec-

trones en condiciones de resonancia ciclotrónica electrónica en campos magnetostáticos

no homogeneos que crecen principalmente en la dirección de propagación de los elec-

trones es viable.

2) Al elegir el perfil del campo magnetostático para la realización del mecanismo SARA

se debe tener en cuenta que este debe garantizar el mantenimiento de las condiciones

cercanas a la resonancia exacta de los electrones, es decir en la banda de aceleración

π/2 < ϕ < 3π/2.

3) Se presentó un estudio anaĺıtico y numérico de un nuevo método de aceleración

autoresonante ciclotrónica de electrones en campos magnetostáticos no homogeneos

(mecanismo SARA).Se demostró que los resultados obtenidos analiticamente coinciden

muy bien ( con una precisión de 5%) con las soluciones exactas, en situaciones de baja

no homogeneidad transversal del campo magnetostático.

4) En los mecanismos de aceleración autoresonante, cuanto mas cerca se encuentren

las particulas cargadas de las condiciones de resonancia exacta, ϕ = π, el proceso de

transferencia de enerǵıa de microondas es mas eficiente; sin embargo en el mecanismo

SARA dicha condición no garantiza mayor eficacia de la aceleración de las part́ıculas

debido a que la fuerza diamagnética que actúa sobre las part́ıculas se incrementa mas

rápido produciendo una mayor reducción de su velocidad longitudinal en comparación

con la situación en donde el movimiento se produce en condiciones más alejadas de la

resonancia exacta, lo cual disminuye el tiempo de interacción con la onda y por con-

siguiente el de ganancia de enerǵıa. Este efecto combinado con la influencia que tiene el

campo magnético de microondas sobre el movimiento longitudinal de las particulas son

determinantes en la enerǵıa máxima alcanzada por las part́ıculas. Precisamente esta es

una de las razones por las cuales definir un criterio que permita obtener los parámetros
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para lograr una aceleración óptima no es trivial.

5) Se encontró la expresión anaĺıtica para el campo magnetostático que garantiza la

aceleración de electrones en el mecanismo SARA como una función de la frecuencia,

amplitud y modo de microondas; enerǵıa y velocidad longitudinal del electrón, aśı como

de una función preestablecida ϕ(z) que define la diferencia de fase entre la velocidad

transversal del electrón y el campo eléctrico de microondas en función de la coordenada

longitudinal z del electrón. El comportamiento de esta función debe ser tal que cumpla

la condición inicial ϕ(0) = π/2, la cual toma en cuenta el efecto del campo magnético

de microondas sobre la diferencia de fase inicial. En el caso p 6= 1, también se debe

cumplir la condición ϕ(z−k )−ϕ(z+
k ) = π, donde zk = k(z/p) y k = 1, 2, 3, ..., p− 1, para

considerar el salto en la diferencia de fase causado por la presencia de los nodos del cam-

po eléctrico de microondas en las posiciones zk. Las derivadas dϕ/dξ y d2ϕ/dξ2 deben

ser continuas en todo el espacio, incluso en las posiciones zk en donde la discontinuidad

debe ser removible, es decir dϕ(z−k )/dξ = dϕ(z+
k )/dξ y d2ϕ(z−k )/dξ2 = d2ϕ(z+

k )/dξ2.

6) Se estudió numericamente el movimiento autoresonante en aproximación de una

part́ıcula aśı como los casos de haces de electrones con corrientes hasta 5A y enerǵıas

iniciales longitudinales en el rango de 10-15 keV. Las simulaciones muestran que los

haces de electrones pueden ser acelerados bajo las condiciones de autoresonancia espa-

cial sin desfocalización y efectos de dispersión de enerǵıa significativos si los parámetros

del haz y los de los campos externos se eligen apropiadamente.

7) Se mostró que el campo electostático longitudinal puede compensar efectivamente

la fuerza diamagnética de tal manera que la eficacia de la aceleración SARA aumenta

alrededor del 30% con parámetros no optimizados, inclusive.

8) El mecanismo SARA es eficiente energéticamente debido a que utiliza ondas electro-

magnéticas estacionarias y la aceleración de los electrones a lo largo de sus trayectorias

helicoidales se produce principalmente en condiciones cercanas a la resonancia exacta.

9) La rápida focalización de la diferencia de fase ϕ para cada electrón en la vecindad del

punto de inyección resulta ventajoso porque evita el problema de la incertidumbre de

la fase del campo eléctrico de microondas, convirtiendolo aśı en un aspecto irrelevante

en el proceso de aceleración autoresonante.

10) El modelo de sistema f́ısico propuesto para la realización del mecanismo SARA
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es relativamente simple puesto que involucra campos de microondas estacionarios y

campos magnetostáticos, razón por la cual lo hace atractivo para su implementación

práctica.

11) El estudio realizado es el primer paso del proceso de establecimiento de una base

teórica de un nuevo tipo de aceleradores ciclicos compactos que permitan alcanzar en-

erǵıas del orden de decenas de Mega-electron-voltios.
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