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Resumen
Titulo: Anillos de Hermite. La recta proyectiva

Autor: Astrid Liliana Contreras Mendoza ™

Palabras Clave: Mddulos libres, Anillos de Hermite, Fila unimodular, Recta proyectiva, Recta proyectiva dual.

Descripcion: Los trabajos de Quillen y Suslin sobre la conjetura de la fila unimodular de Serre, abre el campo a los
Ilamados por (Lam, 2010) anillos de Hermite. Por una parte se demuestra que los anillos locales, el producto directo de
cuerpos y las K-dlgebras finitas son anillos de Hermite. Un problema abierto sobre este tipo de anillos, es la Conjetura
de Hermite: si R es un anillo de Hermite, entonces R[z] es un anillo de Hermite. Para el caso en que el anillo tenga

dimension de Krull menor o igual a un entero dado se prueba que la conjetura es verdadera.

Por otra parte, la teoria estudiada sobre los espacios proyectivos tiene un enfoque algebraico, por ejemplo en (Doneddu,
1980) se definen los espacios proyectivos asociados a un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K,
este enfoque permite considerar la generalizacién de los espacios vectoriales a los R-mddulos libres. Se prueban
resultados relacionados con puntos fuertemente independientes, referencias proyectivas y proyectividades algebraicas
hasta llegar a demostrar el Teorema de Staudt para rectas proyectivas. Se demuestra que existe una relacién biunivoca
entre el espacio proyectivo y el espacio proyectivo dual y concluimos demostrando que la forma bilineal asociada a

esta relacion biunivoca determina una estructura simpléctica sobre el .A-médulo A2,

Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Mateméticas. Directora: Claudia Inés Granados Pinzén, Doctora en Mateméticas.
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Abstract

Title: Hermite Rings. The projective line.

Author: Astrid Liliana Contreras Mendoza.

Keywords: Free modules, Hermite Rings, Unimodular row, Projective line, Dual projective line.

Description: The works of Quillen and Suslin on the conjecture of the unimodular row of Serre, opens the field to the
so called by (Lam, 2010) Hermite rings. On the one hand it is shown that the local rings, the direct product of fields
and the K-finite algebras are Hermite rings. An open problem about this type of rings is the Hermite Conjecture: if R
is a Hermite ring, then R[z] is a Hermite ring. For the case in which the ring has a Krull dimension less than or equal

to a given integer, the conjecture is proved to be true.

On the other hand, lhe theory studied on projective spaces has an algebraic approach, for example in (Doneddu,
1980) the projective spaces associated with a finite dimensional vector space on a field K are defined, this approach
allows to consider the generalization of vector spaces to the R-free modules. Results about strongly to independent
points, projective references and algebraic projectivities are tested until Staudt’s Theorem for projective lines is proven.
It is shown that there is a one-to-one relationship between the projective space and the dual projective space and
we conclude by showing that the bilinear form associated with this one-to-one relationship determines a symplectic

structure on the A-module 42,

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director by: Dr. Claudia Inés Granados Pinzoén.
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Introduccion

En 1955, J.P. Serre se preguntaba si los mddulos proyectivos finitamente generados eran li-
bres sobre el anillo de polinomios K|x1,...,x,] de n variables, con K cuerpo. Esta afirmacion fue
motivada, por el hecho de que existe una correspondencia biunivoca entre vectores bundles alge-
braicos' sobre una variedad afin y los médulos proyectivos finitamente generados sobre su anillo
de coordenadas tal como se demuestra en (Serre, 1958), (Swan, 1962) y (Vaserstein, 1986). Resul-
ta que los médulos proyectivos finitamente generados sobre el anillo K[x1,...,x,] corresponden
a vectores bundles algebraicos sobre el espacio afin A7, donde los médulos libres corresponden a

vectores bundles triviales.

Serre no habia especulado sobre una posible solucion de su problema. Sin embargo, suponia
una respuesta positiva. Serre hizo algunos avances hacia la solucién, en 1957 logré demostrar
que todo médulo proyectivo generado finitamente sobre el anillo polinomios K[xy,...,x,], era

establemente libre. Con el tiempo este problema se conocié como "La Conjetura de Serre". Mds

Considere K como los niimeros reales, los complejos o los cuaterniones. Un K -vector bundle ¢ sobre un espacio
topolégico X consiste de,

a) Un espacio topolégico X (espacio base) y un espacio E(() (espacio total),

b) una aplicacién continua 7 : E({) — X (la proyeccién),

¢) paratodo = € X, la fibra F},(¢) = 7~ !(x) tiene estructura de espacio vectorial de dimensi6n finita
sobre K.
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tarde, el interés en los modulos proyectivos y la Conjetura de Serre fue mas acentuada por el
desarrollo de dos areas estrechamente relacionadas en matemaéticas: dlgebra homoldgica y teoria
K-algebraica. Con motivaciones provenientes de estas dos dreas, la Conjetura de Serre entr6 en la
década de 1960 como uno de los principales problemas abiertos en dlgebra y geometria algebraica
afin.

El problema permaneci6 abierto hasta 1976, cuando Daniel Quillen (Quillen, 1976) y An-
drei Suslin (Suslin, 1976) dieron de forma independiente una respuesta afirmativa a este famoso
problema y hoy en dia es conocido como el Teorema de Quillen- Suslin. Poco tiempo después, se
dispuso de algunas pruebas muy ingeniosas y mds breves como la de Leonid Vaserstein usando la
técnica de extender filas unimodulares a matrices invertibles, esta solucion introdujo el estudio de

filas unimodulares como un nuevo tema de investigacion en dlgebra conmutativa.

Por una parte, los trabajos de Quillen y Suslin sobre la conjetura de la fila unimodular de
Serre, abre el campo a los llamados por Lam (Lam, 2010) anillos de Hermite, estos anillos serdn
la estructura algebraica de gran interés en este escrito.

Por otra parte, también nos interesa estudiar la geometria proyectiva sobre un anillo. La
geometria proyectiva tiene sus inicios en el Siglo II cuando Ptolometo en su obra el Almagesto de
una manera informal introduce la geometria proyectiva. En 1936 el matematico francés Desargues
utiliza la proyeccion central, es decir la proyeccién desde un punto para probar resultados geomé-
tricos y especialmente para obtener propiedades de las cénicas, la proyeccién central no conserva

ni distancias ni dngulos y por lo tanto desde ese entonces se desvincula la geometria de la métrica.
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Mas adelante Pliiker en 1928, define las coordenadas homogéneas y esto permite hablar
de coordenadas de una recta en el plano, sin embargo existian algunos objetos a los cuales se
les desconocian sus coordenadas, estos objetos eran las rectas en el espacio tridimensional. Este
problema fue resuelto aproximadamente 20 afios después y se llegd a su solucion por medio de
algebra lineal y desde ese entonces la geometria proyectiva se convierte en el lenguaje geométrico
del élgebra y naturalmente se asocian los espacios proyectivos a los espacios vectoriales.

Este enfoque algebraico permite hacer en una genereralizacion, en lugar de asociar a los
espacios proyectivos los espacios vectoriales se pueden asociar 'R-mddulos libres. Y es por esto,
que en la actualidad estudiar la geometria proyectiva sobre un anillo es un problema abierto. Gra-
nados en (Granados Pinz6n, 2015) hace un estudio inicial de la recta proyectiva sobre un anillo
total de fracciones, sin embargo, el esfuerzo de muchos investigadores se centra en estudiarlo para

cualquier anillo R.

Este trabajo consta de tres capitulos, donde se presentan resultados conocidos del dlgebra

conmutativa, se estudian los anillos de Hermite y se define la recta proyectiva sobre un anillo.

El Capitulo 1 se divide en cuatro secciones, en la primera seccidn se presentan algunos
conceptos basicos, ejemplos y resultados relacionados con médulos, en particular, los médulos fi-
nitamente generados, médulos proyectivos y mddulos libres. En la segunda seccion se definen las

matrices elementales y se presentan resultados basicos sobre operaciones con matrices elementa-
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les, en particular un resultado cldsico conocido como Lema de Whitehead. En la tercera seccion se
define la resultante de dos polinomios y se prueban algunas propiedades bastante ultiles para los
capitulos posteriores. En la cuarta seccion definimos la dimensién de Krull, se demuestran propie-
dades y lemas necesarios para probar que la dimension de Krull de un anillo puede expresarse de
manera recursiva a través del espectro de Zariski.

En el Capitulo 2 iniciamos definiendo los médulos establemente libres, presentando ejem-
plos y resultados que dan condiciones necesarias para determinar cudndo un médulo establemente
libre es libre, lo interesante es su interpretacion matricial en términos de filas unimodulares y los
elementos complementables. Con esto, se introduce la definicién de anillo de Hermite. Proba-
mos algunos resultados que relacionan los anillos de Hermite con los anillos locales, el anillo de
polinomios K[z1,...,2,] con K cuerpo, las K-édlgebras finitas, entre otros. Un problema abierto
destacado sobre este tipo de anillos, es la Conjetura de Hermite: si R es un anillo de Hermite,
entonces R[z] es un anillo de Hermite. Finalizamos la seccién probando la conjetura de Hermite
para un anillo R con dimensién de Krull menor o igual a un entero dado.

Adicionalmente, el presente trabajo tiene el objetivo de estudiar la geometria proyectiva
sobre un anillo R. En el Capitulo 3, inicialmente de forma breve se estudian las R-algebras de
dimension dos y las métricas del plano. En (Doneddu, 1980) se definen los espacios proyectivos
asociados a un espacio vectorial £ de dimension finita, entonces en lugar de considerar espacios
vectoriales se considerardn R-mddulos y asi se definen los espacios proyectivos asociados a R. Es
por esto, que se dedica una seccidn de este capitulo al estudio de los /R-mddulos libres de rango

dos. Se define el producto exterior, se muestran propiedades y las proposiciones que obtuvimos
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como resultados de este trabajo. Luego, se define la recta proyectiva sobre un anillo R, se presentan
ejemplos y resultados relacionados con puntos fuertemente independientes, referencias proyectivas
y proyectividades algebraicas hasta llegar a demostrar el Teorema de Staudt para rectas proyectivas.
Finalizando el capitulo, se define la recta proyectiva dual sobre un anillo total de fracciones, se
demuestra que existe una relacién biunivoca entre el espacio proyectivo y el espacio proyectivo
dual. Terminamos demostrando, que la forma bilineal asociada a esta relacién biunivoca determina

una estructura simpléctica sobre el .A-médulo A>.
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1. Preliminares
En este capitulo, se establecen algunos conceptos y resultados del dlgebra conmutativa que
servirdn como base para el desarrollo y comprension de los capitulos posteriores. Siempre R de-
notard un anillo conmutativo con unidad.
1.1. Médulos
En esta seccion se estudian propiedades y resultados de uno los objetos algebraicos funda-

mentales en este trabajo, los médulos.

Definicion 1.1. Sean (M, +) un grupo abeliano y R un anillo. Se dice que M tiene una estructura
de médulo a izquierda sobre R, si se ha definido un producto entre elementos de M y de R, es

decir, una funcién

RxM—M

(r,m) — r-m

para el cual se cumplen las siguientes condiciones:

l.m-(m+n)=r-m+ry-n,

2. (Mm+mr) m=ri-m+ry-m,

3. (7‘17’2) m = 7‘1(7‘2 -m),

4, 1p-m=m,
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conm,nec Myry,re,lg € R.

Observacion 1.2. Si R es un anillo conmutativo y M es un R-mdédulo a izquierda, entonces el

producto

r-m=m-r, param e M,r e R,

convierte a M en un R-moddulo a derecha. En este caso, se dice que M es un R-R-bimddulo. De

ahora en adelante, se escribe simplemente M un R-mdédulo para referirse a el R-R-bimédulo M.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de R-moédulos donde se denota por 7 =

(x1,...,xp) al ideal generado por z1,...,x, € Ry el anillo cociente de R sobre Z por %

Ejemplo 1.3. 1. Si R es un cuerpo, un R-mddulo es un R-espacio vectorial.
2. Un Z-mddulo es un grupo abeliano.

3. Todo anillo ‘R es un R-mddulo.

4. Sean R un anillo y M, x,(R) el anillo de matrices de orden n x n con entradas en R,

My xn(R) es un R-médulo.

5. SiZ esunideal de R, % es un R-moddulo, donde

R R
RXTHT

(rix+ZI)—ra+1I.
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En particular, para todon € N, % es un Z-moédulo.

Considere los R-médulos M y N, una funcién f : M —— N es un homomorfismo de

R-médulos si para todos m,m; € My r € R se tiene que,
L fm+my) = f(m)+ [(m),
2. f(rm)=rf(m).

De forma andloga, al caso de grupos o anillos se definen monomorfismo, epimorfismo e isomor-

fismo de R-mddulos. Ademads se puede definir el siguiente conjunto
Homp(M,N)={f: M+— N : f esun homomorfismo}.

Note que Homp (M, N') es un grupo abeliano con la suma usual de funciones.

Ejemplo 1.4. Homg (M, N) es un R-médulo.

En efecto, considere

R x Homr(M,N) — Homp(M,N)

(r,f)r—rf
donde

rf:M—N

mv—rf(m).
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Definiciéon 1.5. Sean M un R-médulo y V' C M. Se dice que N es un submédulo de M, si N es

subgrupo de M y para todos r € R, n € N, tenemos que rn € N.
Ejemplo 1.6. 1. Sea R un anillo. Los R-submddulos de R, son sus ideales.

2. Si M es un R-médulo y {M;};cr es una familia de submédulos de M. Entonces, ;e M;

es un submodulo de M.

3. Sean M y M3 submddulos de un R-médulo M. Entonces,
M+ My = {mﬁ—mz | mi € Mi,mo € /\/12}

es submoédulo de M llamado submédulo suma de M1y Ma.

4. Sea M un R-médulo y () # X C M. Entonces

n
<X>:{ xm\xieXymeR}.
=1

es submddulo de M y se conoce como el submédulo generado por X. Ademads, si (X) =
M se dird que X es un sistema de generadores para M. Decimos que M es finitamente
generado si existe un subconjunto finito X C M tal que (X) = M, en el caso de que X =

{x}, (X) se llama submédulo mondgeno.

1.1.1. Médulos libres. Los conceptos de independencia y dependencia lineal para

modulos libres es andlogo al estudiado en espacios vectoriales.
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Definicion 1.7. Sean M un R-médulo y () # B C M, se dice que B es una base para M si B es

linealmente independiente y (B) = M.

Definicion 1.8. Sea M un R-mddulo, se dice que M es libre si posee al menos una base.

Note que {0} es un médulo libre con base () y que el anillo R también lo es con base

B={1z)}.

Ejemplo 1.9. 1. Todo médulo sobre un anillo de divisidn, es libre. En particular, el anillo de
division Q es un Q-médulo. Los tnicos ideales de Q son {0} y Q, entonces lo tnicos Q-

submédulos de Q son {0} y Q, los cuales son Q-médulos libres.

2. Sean M y N mddulos libres sobre R de bases finitas entonces Homp (M, N) es libre. En

particular, si consideramos M = R, entonces Homp (R,N) = N es libre.

Aunque el concepto de base para modulos libres es andloga a la estudiada en espacios
vectoriales, algunas propiedades de las bases de los espacios vectoriales no se conservan para
moédulos. En particular, no todo médulo posee una base, dos bases finitas pueden tener diferente
numero de elementos, y no todo submdédulo de un médulo libre es libre.

El siguiente Ejemplo 1.10 es muy interesante, pues a partir de este concluimos que no todo

modulo posee una base.

Ejemplo 1.10. El Z-médulo @, no es libre. Suponga que () # B C Q es una base de Q. Sea xg € B
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y considere By = B — {z0}, se tiene que Q = (By), para esto veamos que x( € (By). En efecto,

n
%:xoko%—z"xiki cona; € Byy ko, k; € Zparal <i<n.
i=1

Luego, xo = xo(2ko) + Li—; i(2k;), asi

[\

5
S
N~—

i) —:L‘()(Q/{Q) = ZL'Z(

~.
= M=

x0(1—2k0) = ‘ LL’Z(

[\
5

i)

~
—_

3 |l

Tom = Z x;i(2k;),
=1

donde m = 1—2ky € Z y m # 0. Consideremos ahora el racional %0,

t
%:xok(’)—l—Zyik;conyiEBokaEZparalgiSt,

=1

t
xo = zomkj + Z yimk,,
=1

1=

n t
T = Z 1‘1(2]{61{31) + Z yimkrg con xz;,y; € By,
=1 =1

con lo cual zy € (By). De lo anterior se concluye que el Z-médulo @, no es finitamente gene-
rado. Veamos ahora que no es libre, supongamos que lo es, entonces existen ky,ko,....k, € Z 'y
x1,...,oy € By tales que zg+x1k1 + ...+ xpk, =0, donde {xg,z1,...,2,} es linealmente depen-

diente, lo cual es contradictorio.
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Ejemplo 1.11. No todo submédulo de un médulo libre, es libre. En efecto, % es %-médulo libre
con base 1 z , ahora considere N = {0, 2} submédulo de %. Note que 2-2 =0 con 2 # 0, es decir,

)

N es generado por un elemento linealmente dependiente, por lo cual no posee base, y por lo tanto

N no es libre.

Definicion 1.12. Decimos que un anillo R satisface la Propiedad de nimero de base invariante

(IBN) si, para cualesquieras enteros n,m > 0,
R"™ = R"( como R-mddulos) implica que m = n.

Note que esto significa que para cualesquiera dos bases de M un R-mddulo finitamente

generado libre, tienen el mismo nimero de elementos.

Definicion 1.13. Sean R un anillo con IBN y M un R-médulo finitamente generado libre. Para
cualesquiera dos bases de M, las bases tienen el mismo nimero de elementos. Este nimero comtin

se define como el rango de M.

Observacion 1.14. Por ejemplo, un teorema basico en dlgebra lineal dice que los anillos de di-
vision satisfacen IBN. Ahora bien, si R y S son anillos para los cuales existe un homomorfismo
de anillos no nulos R — S, un argumento del producto tensorial muestra que, siempre que S
satisface IBN, ‘R también lo hace. De acuerdo con las observaciones anteriores, los anillos locales
satisfacen IBN, y que los anillos conmutativos distintos de cero satisfacen IBN como es nuestro
caso. En (Lezama, 1985) se puede consultar un estudio recopilativo sobre los anillos que satisfacen

IBN para més profundidad en el tema.
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El siguiente teorema es un resultado importante que relaciona los médulos libres con la
suma directa interna de médulos. Solo enunciaremos el resultado ya que para su prueba son nece-
sarios algunos preliminares sobre la suma directa interna y externa de moédulos. Se denotard como

R ala suma directa @);; R; donde cada sumando es R.

Teorema 1.15. (Lezama, Teorema 7.2.5) Sea M un R-mddulo libre con base B. Entonces M =

RB),

Observacion 1.16. Sea M un R-médulo libre con base B. Si la cardinalidad de B esigualan > 1,
es decir, B tiene n elementos. Entonces, M = R" y se dice M es libre de rango n. Ademds, R" es

libre con base canénica {ej,e2,...,e,}, ;= (0,0,...,1,...,0) donde 1 estd en la i-ésima posicidn.

Ejemplo 1.17. El R-médulo M,,«,(R) es un R-médulo libre de rango mn. En efecto, defino

i Myxn(R) — R™ tal que

11 ... O1p
a1 ... Q9p

f > (a117a12w--am—1naamn)'
Om1 Omn

Es fécil verificar que f un R-isomorfismo. Luego, M, x,(R) = R™".

Ejemplo 1.18. Un caso mds general del item 2 del Ejemplo 1.9. Por el Teorema 1.15, pode-

mos considerar M = R™ y N = R", puesto que M y N son R-mddulos libres. Veamos que
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Homp(R™,R"™) es libre. En efecto, sean {vy,...,v;,} y {u1,...,u,} bases para R™ y R" res-

pectivamente. El R-homomorfismo lineal
fR™—TR",
queda determinado segtin a donde se envia cada v;, tenemos

n
fvi) — Z a;juj, donde a;j € R.
j=1

Note que cualquier conjunto de «;; determina un R-homomorfismo lineal que va de R a’R". En
otras palabras, cada R-homomorfismo lineal puede expresarse de manera tGnica como una matriz

Ay € Mpxm(R) (que depende de la eleccién de las bases)

11 12 ... O1n

Q21 Q22 ... Q2n
Ap =

am1 Qm2 Amn

en la cual la i-ésima columna de A ; esta formada por las coordenadas de f(v;) enlabase {u,...,u,}.
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Veamos que A determina f, pues six = Y, a;v;,

f(x) = f (Z @ivz) = Z aif(vi) = Z a; Z Qi = Z Z QiU Gy .
i=1 i=1 =1 j=1 i=15=1

En particular, las coordenadas de f(x) en la base {u1,...,u,}, estdn dadas por
a
az
Ag
Qm

Reciprocamente, si M = (a;j) € Mpxm(R), existe g : R™ — R"™ un tinico R-homomorfismo
tal que g(v;) — Yj_ ajjuj, donde «jj € R. Por lo anterior, existe una relacién biunivoca entre
Homgz(R™,R™)y Mypxm(R)como R-médulos. Luego, Homg (R, R") = Mpxm(R) = R™".

Asi, Hompg (R™,R") es un R-mdédulo libre de rango mn.

Definicién 1.19. Sea N un submédulo de un R-médulo M. Decimos que N es un sumando

directo de M si existe un submédulo £ de M tal que M = LB N.

Proposicion 1.20. ( Yengui, Proposicién 2) Sean R un anillo, M un R-médulo y v1,v2,...,v, €

M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El submédulo N = (v1,v9,...,v,,) de M es libre con base {v1,v2,...,v,} y N es sumando

directo de M.



ANILLOS DE HERMITE. LA RECTA PROYECTIVA 23

2. Existe una forma n-lineal alternada ¢ : M"™ — R tal que

CID(vl,vz,...,vn) =1.

Demostracion. 1 =2 Sean M = LB N para algtin submédulo Lde Mym: M2 LON — N
la proyeccién de M sobre N. Para cada u; € M, mw(uy) = ny, para todo k € {1,...,n} donde
ny € N para todo k. Como {v1,vs,...,v,} es una base para N, n, = ¥I"_; \i;¥; con \; € R para
todo k € {1,...,n}. Porlo tanto, 7(uy) = Y.;'; Ai;vi. Considere ahora {v],v5,... v} } el dual de la

base {v1,v2,...,v,}. Note que v (Y"1 Aiivi) = A\r; con \,.; € R. Entonces defino
y V2, ) q J =1 J J

O M" —R

(1., un) —> f% sgn(fvi(m(us))) - vo(m (@ s)))

donde S, es el grupo de permutaciones de n elementos. ¢ es una forma n-bilineal alternada, pues

® corresponde a det (v (7 (u;))1<i,j<n))- Note que

Ouy,....un) = Y, sgn(fIi(mup))). .. v (7(@fm)))

fESK
= Z sgn(f)v] (Z )\f(l)in) I T (Z )\f(n)m) )

v;k. (Z?:l )\f(i)ivi) = At(); = 0 en todos los términos, menos cuando j = i, es decir, Ay(;); 7 0 para
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todoi € {1,...,n}. Luego,

(... .un) = det(v(m(ui))i<ij<n)) = Y, s9n(H)AranAr@)2- - A
FE8n

Si v;(vf(i)) = Af(i); = 1, entonces f(i) = j paratodo i,j € {1,...,n}. Porlo tanto f = Idy asf,

CID(vl, ce ,vn) = )‘f(l)l)‘f(2)2 ce Af(n)n =1.

2 = 1 Considere el R-morfismo lineal f : M — M definido como

n
f(u) = Z CI)(Vl, ey Vi1, U, V41, .vn)vj.
j=1

Veamos que f(v;) = v; para todo 1 < i < n. En efecto,

n n
fi) =Y @1, vjo1vi it vy = Y (Vi (0)v;,
=1

J Jj=1

*

7(vi)) = 0 para todos los términos, excepto para j = i, por lo tanto f(v;) = v;. Ademds,

note que (v
la Im(f) CN = (v1,v2,...,v,). De ahi se deduce que f? = f, f es una proyeccién, Im(f) =N
y N es sumando directo de M. Asi, M =N ® Im(Ida — f).

Ahora, se demuestra que {v1,v2,...,v,} es un conjunto linealmente independiente. Para esto, si

u=7%7_4Av;=0con \; € R, entonces ®(v1,...,vj—1,U,Vjt1,...v,) = Aj = 0, para todo 1 <

j<n. H
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1.1.2. Sucesiones exactas.

Definicién 1.21. Sean { M, };cz una sucesion de R-médulos y una sucesién de R-homomorfismos

{fi : M; — M ;1};cz. La sucesion (finita o infinita)

fit2 Moy fit1 M, fi M,y fic1

es llamada exacta en el término M, si cumple que Im(f;+1) = ker(f;) para i € Z. Se dice que
la sucesion es exacta, si es exacta en todos sus términos, es decir, Im(f;y+1) = ker(f;) para todo

1 € Z. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

0 y M/ sy M —2 5 M s 0. (1.1.1)

Proposicion 1.22. (Anderson and Fuller, Proposicién 3.12) Sean M, M/, M"” R-médulos y f, g

‘R-homomorfismos. Se cumple que:

1. La sucesién 0 s M’ f

» M es exactasiy s6lo si f es R-monomorfismo.

2. Lasucesion M —2—5 M” — 0 es exacta si y s6lo si g es R-epimorfismo.

f

3. Lasucesiéon 0 > M/ » M —— 0 esexactasiy sélosi f es R-isomofismo.

Observacion 1.23. En la sucesién exacta corta dada en la ecuacién (1.1.1), note que M’ =

Im(f) = f(M’) C M. Entonces, M’ es isomorfo a un submédulo de M. Ademds,

v M M
~ker(g)  Im(f)’
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Asi, dados M y N dos R-médulos, podemos construir una sucesion exacta corta

0 P N o M T M > 0
donde 7 es la inclusién y 7 es la proyeccidn natural.
Ejemplo 1.24. La sucesién 0 J > L ! y 70— % J » 0 esexacta,conj:0— Z

—
N

el Z-homomorfismo nulo y f, g Z-homomorfismos definidos de la siguiente manera:

fZ7Z—7

f(n)—2-n

En efecto, como Im(j) = {0} = ker(f), la sucesién es exacta para el primer término Z. Ahora,

puesto que Im(f) = (2) = ker(g), la sucesion es exacta para el segundo término Z. Finalmente,

como Im(g) = % Z

@.

= ker(j) y la sucesion es exacta para el término

Proposicion 1.25. (Anderson and Fuller, Proposicion 5.12 ) Dada un sucesién exacta corta

de R-modulos, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. Im(f) es sumando directo de B,
2. Existe ¢’ : M — B un R-homomorfismo tal que go g’ = Id 4,
3. Existe f': B — A un R-homomorfismo tal que f'o f = Id 4.

Demostracion. 1 = 2 En efecto, considere B = I'm(f) @ By, donde B; es un submddulo de 5.

Entonces, como la sucesién es exacta, B = ker(g) @ B;. Sea g1 = g|,, se tiene que

M = g(B) = g(ker(g) ® B1) = g(B1) = g1(B1),

entonces ¢g; es un R-epimorfismo. Ademads, ker(g1) C ker(g) N By = 0. Luego g1 es un R-
isomorfismo de By en My se define ¢’ = gl_1 : M — B. Entonces, go g’ = Idy. 2 = 1 Note

que B =ker(g) ® g og(B). Sibe B, entonces b= (b—g'g(b)) + ¢'g(b). Ahora,

g(b—g'g(b)) = g(b) — g4’ g(b) = g(b) — Idrg(b) = g(b) — g(b) =0

ast, b—g'g(b) € ker(g). Si a € kergn g’ g(B) entonces a = ¢’g(b) para algin b € By g(a) = 0.
Luego,

0=yg(a)=g(g'g(b)) = g(b),

entonces a =0y asi B=kerg® ¢'g(B) = Im(f)® g g(B).

1 = 3 Escribiendo B = Im(f) @ B1, donde B es un submddulo de 5. Podemos definir
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f':B— A, como B es suma directa, b = by + by donde by € Im(f) y by € By, como f es un
R-monomorfismo, existe un tnico a € A tal que f(a) = b. Asi defino, f'(b) = a. Note que f’ es

un R-homomorfismo y para cada a € A, f(a) € Im(f) y se escribe f(a) = f(a)+0, asi

f'(f(@) = f'(f(a) +0=f'(b) =a,

luego, f'o f = Idy4.
3 = 1 Supongamos que existe f': B — Atal que f'o f = Id4. Veamos que B = Im(f)®
ker(f"). Para todo b € B, consideramos b = f o f’(a). Tomando a = b+ ¢, con b € I'm(f) veamos

que ¢ € ker(f"). En efecto,

file)=f(a=b)=f'(a) = f'(b) = f'(a) = f o fo f'(a) = f'(a) = Idao f(a) =0.

Para probar que son suma directa, tomamos y € Im(f)Nker(f’), como b € I'm(f) existe
a € Atal que f(a) =b. Ahora, si f’(a) =0, implica que f'o f(a) =0 luego a =0y como f es

R-monomorfismo se concluye que b = 0. [

Definicion 1.26. Decimos que una sucesion exacta corta

0 >Af>15’g>/\/l

e}

se divide, si se cumple alguna (y por tanto todas) de las condiciones de la Proposicién 1.25.

Observacion 1.27. Si la sucesion anterior se divide entonces B = Im(f) @ Bi, donde B} = M,

es decir, B= A M.
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Ejemplo 1.28. La sucesion del Ejemplo 1.24,

es exacta y se divide.

Definicion 1.29. Sea P un R-médulo, decimos que P es proyectivo. Si dado un R-epimorfismo
g: M — N yun R-homomorfismo h : P — N/, entonces existe b/ : P — M tal que h=gol/,

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

Por ejemplo, si P es libre, entonces P es proyectivo. De hecho, si P es libre, siempre se
puede completar el diagrama anterior por la propiedad universal de médulos libres. Lo contrario no
se cumple, es decir, si P es proyectivo entonces no siempre P es libre. Para esto en el Ejemplo 1.32
se propone un contraejemplo, pero antes de verlo es necesaria la Proposicién 1.30 que caracteriza
los médulos proyectivos como sumando directo de R-mddulos libres y por sucesiones exactas

cortas que se dividen.

Proposicion 1.30. (Lam, Proposicién 1.2) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. P es un R-médulo proyectivo,
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2. P es sumando directo de un R-modulo libre,

3. Toda sucesion exacta corta

se divide.

En otras palabras, P es un R-mddulo proyectivo si es submddulo de un R-mdédulo libre

My existe un submédulo N de M tal que P N = M. Note que N también serd un R-médulo

proyectivo.
Ejemplo 1.31. 1. Las sumas directas y los sumandos directos de médulos proyectivos son pro-
yectivos.
2. Considere los siguientes Z-mddulos, M = %, N = g—> yP= %. Ahora,
) P
"
K

si 7 es la proyeccion de M = % en N = % ysih=1d % es la identidad de %, no existe
2

h' un Z-homomorfismo P en M tal que 7o h' = h. Luego, P = % no es proyectivo. Caso

contrario sucede si consideramos a P = % como un %—médulo, ‘P es libre y por lo tanto es

proyectivo.
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Ejemplo 1.32. (Proyectivo no implica libre)
Sean M = %, N = % yP= %. Es fécil verificar que M = N @ P luego, Ny P son %—

modulos proyectivos por la Proposicién 1.30, pero no pueden ser libres ya que 'y P como

%—médulos son generados por un elemento linealmente dependiente.

1.1.3. Ideales fraccionarios.

Definicion 1.33. Sean R un anillo. Un elemento r en R, es llamado no divisor de cero si ar = 0,

entonces a = () para todo a € R. Tal elemento r también se dice que es regular en R.
Ejemplo 1.34. Todo elemento invertible es regular.

El conjunto de elementos regulares en R denotado por C'z es un subconjunto multiplicativo
y 1z € Cr. Lalocalizacién de R por C'g es un anillo conmutativo que denotaremos por Q(R) y
tiene la propiedad de que todo elemento regular, en (R ), es invertible en Q(R), Q(R) se conoce
como el anillo total de fracciones de R. Ahora, se estudiaran los R-submoddulos invertibles en una
extension Q(R) 2 R. Los R-submddulos de ()(R) son llamados ideales fraccionarios.

Sean I,J € Q(R) ideales fraccionarios, se definen

n
[J:{Zaibi:aiel,biejyneN} y
=1

I'={ke€Q(R): kI CR}.

A continuacion se presenta una equivalencia entre los médulos proyectivos con los ideales

fraccionarios.
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Teorema 1.35. (Lam, Teorema 2.17) Para todo I C Q(R), las siguientes afirmaciones son equi-

valentes,

1. I es invertible, es decir [T~ =R.

2. I es R-mddulo proyectivo y I NCr # ().

Si se cumple 1 ( o 2) por la equivalencia, entonces I es finitamente generado y libre si y solo si

I =aR para algiin a € Q(R).

Escribimos 2M(R) a la familia de R-mddulos finitamente generados y B(R) la familia de
‘R-moédulos proyectivos finitamente generados.
1.2. Operaciones con matrices elementales
Definicién 1.36. Decimos que M € M, (R) es una matriz elemental si representa la adicién de
una fila o columna en otra, es decir, la matriz elemental E; ;(r) es la matriz correspondiente a la
operacion elemental de matrices F; — F; +rF);. Estas pueden ser construidas tomando la matriz

identidad y reemplazando uno de los elementos nulos por un valor no nulo.

Sea r € R, la matriz elemental se denota por E; j(r) donde ¢ # j con 1 <i,j < n, como la

matriz 7 X n con unos en la diagonal, con r en la posicion (7, 7) y cero en el resto de las entradas.
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Ejemplo 1.37. Sea £/ € My«4(R), se tiene que

Es3(a) =

Observacion 1.38. Se denota como F,,(R) al grupo multiplicativo de las matrices elementales de

orden n X n, por GL,(R) al grupo de las matrices invertibles de orden n X n'y E,1,n(R) es el

Iy, O
grupo de las matrices bloque que tienen la forma

0 I,
Como R es un anillo y n > 2 entonces E,(R) es subgrupo de GL,(R), y por lo tanto

E,(R) es subgrupo de SL,(R).

Lema 1.39. Lema de Whitehead (Lam, Lema 5.1) Para A, B € GL,(R), se tiene que

Demostracion. En efecto, se tiene que
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AB A I, —B™! AB 0
0 I, 0 I, 0 Iy
ya que
A 0 I, 0 A 0
0 B B! I, I, B
A0 I, —B A —-AB
I, B 0 I, I, 0
A —AB 0 I, AB A
I, 0 —I, 0 0 I,
AB A I, —B7! AB 0
0 I, 0 I, 0 I
0
A 0
El Lema 1.39 afirma que una matriz de la forma con A, A7 € GL,(R) es
0 Al

equivalente a la matriz identidad por transformaciones elementales.
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En (Liu and L1, 2018) se prueba que, para un anillo R y n > 3,

GLn(Rl[z]) = GLn(R) - En(R[z])

y como consecuencia de esto, se obtiene el siguiente resultado que serd necesario en el siguiente

capitulo.

Teorema 1.40. (Liu and Li, Teorema 4.5) Sean R un anillo y n > 3. Entonces, para todo v(z) €

GLy,(Rlz]), v(x) es congruente con v(0) médulo E,,(R|[z)).
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1.3. La resultante
Definicion 1.41. Sean R un anillo y R[] el anillo de polinomios. Consideremos f,g € R|x]

polinomios de la siguiente forma,

f(x):an$”+an,1x”*1—l—...—i—alx—l—ao, an #0,a; € R,

G(x) = bypa™ 4+ by 1™ 4 byx+bo, by #0,b; € R

de grados n, m respectivamente. Definimos la matriz de Sylvester de f, g denotada por Syl (f,n,g,m)

como,
Ap  Ap—1 ai ap
m
Qn an—1 ai ao
)
Syle(finog.m)=1\p b 1 ... b by
bm  bm—1 ... b1 bo n
b bm—1 b1 by
L 1
'I/er

Los espacios de esta matriz son rellenados con ceros. La matriz de Sylvester puede ser vista
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como la matriz cuyas filas son las coordenadas de los polinomios

xm_1f7$m_2f7_."’xf’f’mn_lg”.__,xg’g

en la base

mm—l—n—l m+n—2

Ejemplo 1.42. Sea R = Z y consideremos f, g € Z[z|, definidos como,
f(z) =622 +x condeg(f(x)) =2y g(x) =3x+1condeg(g(r)) = 1.

Entonces, Syl (f,2,9,1) es una matriz de orden 3 x 3. En efecto,

Definicion 1.43. Sean R un anillo y R[z] su anillo de polinomios. Tomando f y g como en la
Definicién 1.41, llamamos la resultante de f y g, denotada por Res,(f,g), con f #0y g # 0,

n—+m > 1, como

Resy(f,g) = det(Syl.(f,n,g,m)).

Ejemplo 1.44. Sean R = Z, f(z) = 622 4+ y g(x) = 3z + 1. Entonces por el Ejemplo 1.42, se
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tiene que

Res,(f,g) = det(Syl.(f,2,9,1)) = |3 1 ¢/ =3

Considerando f'y g como en la Definicion 1.43 y usando las propiedades del determinante,

se tiene que

Resa(f.9) = (—=1)"™ Res, (g, f), (1.3.1)

Resz(cf,kg) = c"k™Resz(f,q) con ¢,k € R. (1.3.2)

Proposicién 1.45. (Yengui, Proposicién 52) Sin=deg(f) > 1y m =deg(g) > 1 entonces Res;(f,g) €

(f,g9) NR. Ademas se pueden calcular h,l € R[z| con deg(h) < my deg(l) < n tales que,

h(z)f(x)+1(z)g(x) = Resz(f,g) € R.
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Demostracion. Consideremos la matriz de Sylvester de los polinomios f y g

S?/lm(fag) =

Qnp

Qn—1

bm—l

ai

b1

ag

ai

bo

b1

bm—l

ao

bo

b1 bo

Por la expansion de Laplace, la cual establece que el determinante de una matriz cuadrada de

tamafio n puede ser calculado por medio de los cofactores de la siguiente forma, si A = [b;j]nxn

Entonces

det(A) =C1;b15 + Coibo; + ... + Cribng,

= jlbjl + Ojgbjg +...+ Cjnbjn,

donde C;; = (—1)""7|M;;| con M;; la submatriz de A eliminando la fila i-ésima y la columna

j-ésima. Calculando los cofactores de la (n 4 m)-ésima columna de Syl (f,n,g,m), y notandolos
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por S; = Cof(Syly(f,n,g,m))in+m, tenemos que,

n+m
Z SZ[Sylm(fanag7m)]Z,n+m = Resx(fag) Yy (133)
=1
n+m
Y. SilSyla(f,n,9,m))i; =0 (1.3.4)
=1

para j # n+m, con [Syl.(f,n,g,m)]; j lacomponente 7, j de la matriz de Sylvester. Considerando

la igualdad
prtm—1 l’m_lf
ptm—=2 :L"mizf
x" f
=1 xn—lg
x xg
1 9
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y los siguientes polinomios derivados de ella

h(z) = S12™ 4 Sox™ 2 4 4 Sy 12+ Sin, (1.3.6)

l(.fl?) = Sm+1x"_1 + Sm+2$n_2 +...+ S’m—i—n—lx -+ Sn+m- (137)

Se obtienen los términos z* del vector de la ecuacién (1.3.5) por los S; obtenidos anteriormente.

Entonces de (1.3.3), (1.3.4), (1.3.5), (1.3.6) y (1.3.7) resulta que

h(z) f() +1(x)g(x) =S1a™ " f (@) + S22™ 2 f () + ..+ Smr2 f () + S f () +

+ Sma12™ g(2) + Snpor™ 2g(x) + ..+ Smang(a)

m+n - m+n .
= ) SilSyle(f. @l a™ ™" + ) SalSyla(f,9))2 2™+

Jj=1 j=1

m+n

+ Z Sm+n[8yl$<fag)]m+n,jxm+n_j
7=1
m—+nm-+n

=Y SilSyle(f,9)ija™ "
i=1 j=1

m+n [ m4n )
=Y SilSyle(f,9)lig | a™ "
1=1 =1

J

J

m—+n

- Z Si[Sylx(fag)]i,m—i—n = Resz(f,9).
i=1

O]

En el siguiente ejemplo calcularemos polinomios h,l € Z[z| para los polinomios f, g del

Ejemplo 1.42 siguiendo la prueba constructiva de la proposicién anterior.
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Ejemplo 1.46. Sean
f(z) =622 4z condeg(f(x)) =2 y g(x) =3x+1condeg(g(x)) = 1.

Por la Proposicion 1.3.3 existen h(z),l(x) € R[z] con deg(h(z)) <1y deg(l(x)) < 2 tal que

Resy(f,9) = h(z)f(z)+1(x)g(x).

Consideramos la matriz de Sylvester de los polinomios f y ¢

y calculamos los cofactores de tercera columna y los denotamos por S; para i € {1,

obtenemos que

3 31 6 1 6 1
Resg(f,g) Z [Syls(f,9)]i 35 =0 -0 +1 = 3.

=1
0 3 0 3 3 1

Sl — (_1)1+3 , 52 — (_1)2+3 y 53 — (_1)3+3
0 3 0 3 0 3

42

2,3},
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Luego, h(z) = S12% y [(z) = Sax + S32°. Calculado cada S; obtenemos que
h(z)=9yl(x)=—18z+3
Finalmente, verificamos que
Resy(f,q) = h(z) f(z) +1(x)g(z) = 9(62° + ) + (=182 4 3)(3z + 1) = 3.
Corolario 1.47. (Lombardi and Quitté, Corolario 7.2) Sean f y g en R[x], R C L una extension

del anillo Ry a € L tal que f(a) = g(a) =0, entonces Res;(f,g) = 0.

Demostracion. Sea a = Resy(f,g). Por la Proposicion 1.45, existen h(z) y I(z) tales que

Resy(f,9) = h(z)f(z)+1(x)g(x).

En particular, o = h(a) f(a) +1(a)g(a). Como a € L es unaraizde f y g, tenemos que « =0. [J

Ahora se presentardn algunas propiedades que resultan de operar la resultante Res,(f,g) y

que facilitaran los cdlculos aritméticos y algebraicos del Capitulo dos.

Lema 1.48. (Lombardi and Quitté, Lema 7.3) Sean f y g polinomios en R[z] con f un polinomio

monico de grado n.

I. SiM= % es un R-mddulo libre de grado n 'y 114 es la multiplicacion por la clase de g en

M, es decir, jiy : M — M definido como 1i4(y) = gy, entonces, det(iy) = Resz(f,g).
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2. Seah € R|x], entonces Resy(f,gh) = Resy(f,g)Resy(f,h)y Resy(f,g+ fh) = Resz(f,q).

Demostracion. 1. Consideremos g € R[x] con deg(g) =m > 1. Como el polinomio f es mo6-

nico, la matriz de Sylvester

1 Ap—1 al ap
1 Ap—1 al ao
1 apn—1 ... ... a1 ag
Syle(f.9) =
b bm-1 b1 bo
bm bm,1 bl bO
bm  bm-1 ... b1 b



ANILLOS DE HERMITE. LA RECTA PROYECTIVA 45

la podemos llevar a la matriz

1 a1 ... a1 ag
1 Ap—1 al ag
S = 1 ap—1 ... a1 ag
0 ... 0
0 M,
0 ... 0

donde M, es una matriz que contiene los residuos de dividir 2" g, 2" 2g,... g, g por el
polinomio f, asi la matriz M, es la matriz de orden n X n que representa al endomorfismo

[t sobre la base candnica de los polinomios. Luego,

Resy(f,g) = det(Syly(f,g)) = det(S") = det(M,) = det(ug).

2. a) Parala primera igualdad, usamos el item anterior,

Resg(f,gh) = det(pgn) y cOMO fig, = f1g © i, €NtONces, por operaciones de operado-
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res lineales y propiedades del determinante, tenemos que

Res;(f,gh) = det(pgn) = det(pg)det(pun,) = Resy(f,g9)Rese(f,h).

b) La segunda igualdad se prueba de manera andloga. En efecto,
Resy(f.g+ fh) = det(pg4rn) y como det(pg4 fp) = det(py) entonces, por operacio-

nes de operadores lineales y propiedades del determinante, tenemos que

Resy(f,g-+ fh) = det(igs gn) = det(iig) = Resa(f.g).

]

Para las siguientes proposiciones es importante tener en cuenta que K denotard un cuerpo y

K* denotard las unidades del cuerpo K.

Proposiciéon 1.49. (Yengui, Corolario 53) Sean f y g polinomios en K[z] de grado n,m > 1 res-
pectivamente, con Res,(f,g) = 0, entonces f y ¢ tienen el maximo comun divisor de grado mayor

oigual al.

Demostracion. Tenemos que Res;(f,g) = 0, por la Proposicién 1.45, existen h,l € K|x] con

deg(h(x)) <my deg(l(x)) < n tales que

0= Resy(f,9) = h(z)f(z)+1(x)g(z),
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asi, h(x)f(z) = —Il(x)g(z). Note que el polinomio h(zx)f(z) = —I(x)g(z) tiene grado menor o
igual m + n, luego el minimo comiin mdltiplo entre f y g tiene grado menor que m + n. Como

K[z] es un dominio de integridad, entonces cumple la siguiente relacion

m.cm(f,g)m.c.d(f,g) =afg

con a € K*. Luego, deg(m.c.d(f,g)) < 1. O

Lema 1.50. (Lombardi and Quitté, Lema 7.5) Sean f, g € K[x] con f ménico de grado n, entonces

el ideal de eliminacion Z = (f,g) N'R satisface Z" C (Res;(f,g)) C Z. En particular,
1. Resz(f,g) es invertible si, y s6lo si, 1 € (f,g).

2. Resz(f,g) no es divisor de cero si, y slo si, Ann(Z) = 0, donde Ann(Z) es el anulador de

7.

3. Resz(f,g) es nilpotente si, y sélo si, Z es nilpotente.

Demostracion. Por la Proposicion 1.45, existen h(x),l(x) € K[z] tales que Res,(f,g) = h(z) f(x)+

[(x)g(zx). Consideramos M = % y 1,7 € M. Una base de M sobre R es {Z,..., 7" '}. Note

que la inclusion (Res,(f,g)) € Z es clara. Veamos que Z" C (Res,(f,g)), en efecto, sea a; € Z
para 1 < i <n con a; = h;i(z)f(x)+l;(x)g(x) donde h;(x),l;(x) € K[z]. Por el Lema 1.48,

1,00, ...,0nT" €] m(fig), donde 14 es la multiplicacién por la clase de g en M, luego la
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matriz
aq
Qa2
D= a3 =GB
Qn
donde G es la matriz que representa a /i, en la base canénica {1,7, ... ,E”_l} y
[ 0 0
0 g2
B =
0

0 0 0 ... gn

Por tanto,

ﬁai = det(D) = det(GB) = det(G)det(B) = Resx(f,g)Det(B)
i=1

y asf, [Ti-y i € (Resz(f,9))- N
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1.4. Dimension de Krull

Definicion 1.51. Sea R un anillo, definimos la dimensién de Krull como el supremo de los enteros
n tales que existe una cadena de ideales primos en R, es decir, pg C p1 € ... € p, en R. Por
convencion, si existe una cadena infinita de ideales en el anillo, entonces decimos que la dimension

de Krull del anillo es infinita.

Ejemplo 1.52. 1. La dimensién de Krull de un cuerpo es cero.

2. Para el anillo de enteros Z sus ideales primos son (0) y (p) = pZ, para p > 0 entero primo.
Por lo tanto las cadenas mas largas de ideales primos en Z son todas de la forma (0) C (p) y

asi el anillo Z tiene dimensién de Krull igual a uno.

3. Un dominio de ideales principales que no sea cuerpo tiene dimension de Krull igual a uno

por el Teorema del ideal principal de Krull ( Eisenbud, Teorema 10.1).

4. El anillo de polinomios en n indeterminadas K[z, ..., z,] con K cuerpo, tiene dimensién de
Krull igual a n. En particular, el anillo C[z] tiene dimensién de Krull igual a uno (Coquand

and Lombardi, Corolario 4).

Definicion 1.53. Sea R un anillo. Definimos el espectro de R, Spec(R), como el conjunto de

todos los ideales primos de R, es decir,

Spec(R) = {p C R : pesunideal primo de R}.
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Se introduce una topologia en Spec(R) asociando a cada subconjunto F de R el conjunto

V(E)={p e Spec(R) | p2 E}.

En particular, si Z = (F) es el ideal generado por los elementos de F, entonces V (E) =V (Z), por

lo que de ahora en adelante nos restringimos a considerar sélo los conjuntos V' (Z).
Proposicion 1.54. ( Elizondo, Lema 1.10) Sea R un anillo. Entonces,
1. V(R)=0y V(0) = Spec(R),
2. SiZ,J sonideales de R, entonces V(ZJ) =V (Z)UV (T),
3. Sea k € N. Si Z; son ideales de R, entonces V (U, Zx) =V (X1 Zr) = Nk V (Zk),
4. SiZ C J son ideales de R, entonces V(Z) D V(7).

La topologia definida por cerrados V' (Z), donde Z es cualquier ideal de R, es llamada la

topologia de Zariski. El complemento de dichos conjuntos cerrados es

UJ{p e Spec(R) | a¢p},

a€l

la base natural para estos abiertos son los conjuntos

D(a)={p € Spec(R) | a ¢p}.
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Los conjuntos D(a), variando a € Z, forman una base para la topologia de Spec(R).

Definicion 1.55. Si Z C R es un ideal, su radical es el conjunto

VI ={a€R:a" €T paraalgin enteron > 1},

V/Z es un ideal de R. Para el caso particular del ideal 0 C 'R, el radical v/0 se llama nilradical del

anillo R.

Observacion 1.56. Si Z C R es cualquier ideal, entonces VT = ﬂpgzp. En particular, V0 =

anSpec(R) .

A continuacion se prueban las propiedades de la base de la topologia de Zariski que son

muy necesarias para el objetivo de la seccidn.
Proposicion 1.57. (Lépez Soria, Proposicion 7.1 ) Sean a,b € R, entonces,
1. D(1) = Spec(R),
2. D(0) =0,
3. D(ab) = D(a)ND(b),
4. D(a+b) C D(a)UD(b),
5. D(b) =0 siy s6lo si b es nilpotente,

6. Si Spec(R) = D(b1)U...UD(by,) entonces (b1,...,b,) =R.
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Demostracion. 1. Puesto que ningin ideal primo contiene el elemento unidad, en particular

para todo a € R*, se tiene que D(a) = Spec(R).
2. Note que 0 = (0)r C p, para todo p € Spec(R).

3. Veamos que D(ab) esta contenido en D(a) N D(b), y viceversa. Sea p € D(ab), ab ¢ p,
entonces a ¢ py b ¢ p, luego p € D(a)ND(b). Sip € D(a)ND(b), entonces p € D(a) y

pe D(b),a¢pyb¢p,enconsecuencia ab ¢ p, por lo tanto p € D(a) N D(b).

4. Seap € D(a+Db) entonces a+b ¢ p, como (p,+) es un subgrupo de (R,+),a ¢ pob ¢ p,

luego p € D(a)UD(b).

5. Seab € p, paratodo p € Spec(R) y como yespec(r) P = /0, luego b" € 0 para algtin n € Z,
por lo tanto b es nilpotente. Reciprocamente, como b es nilpotente, tenemos que b = 0 para

algin m € N, entonces

D(b*) = D(bb) = D(b) N D(b) = D(b).

Repitiendo este proceso se obtiene que

D(b) = D(b)N...ND(b) = D(H™) = D(0) = 0.

(. J
~~

m veces

6. Como Spec(R) = D(b1)U...UD(by), calculando complementos, ) = (D(b1))°N...N(D(b,)¢ =

V(b1)N...NV(by,). Ahora, por el item 3 de la Proposicion 1.54 se tiene que ) =V (X" (b;)),
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es decir, Y1 (bj) = R, por lo que concluimos que (b1, ...,b,) = R.

]

Esta topologia con las propiedades mostradas en la Proposicion 1.57, genera el reticulo dis-
tributivo (L,,U,N),con L, ={D(a) | a € R}y la inclusién como relacién de orden.
Los lemas demostrados a continuacién son afirmaciones que se encuentran en la prueba del Teo-
rema 1.63 y que presentamos con detalle. Para esto, necesitaremos las siguientes propiedades y

conceptos adicionales .

Definicion 1.58. Sea R un anillo. Para a € R definimos la frontera de a como el ideal generado
por a y los elementos b € R tales que ab es nilpotente o de manera equivalente D(ab) = (). Lo

notaremos por B(a).

La siguiente proposicion serd de gran utilidad en la prueba del Teorema 1.63 y omitimos
su demostracion porque la demostraciéon que conocemos usa teoria de reticulos y se sale de los

alcances de este trabajo.

Proposicion 1.59. (Coquand et al., Teorema 8) Sea R un anillo. R tiene dimensién de Krull < &

si, y s6lo si, para todo a € R se tiene que % tiene dimension de Krull < k£ — 1.

Lema 1.60. Sea b € R un elemento nilpotente, entonces Spec(R) = D(by)U...U D(b,)U D(b)

implica que Spec(R) = D(b1)U...UD(by).

Demostracion. Por la Propiedad 5 de la Proposicién 1.57 como b un elemento nilpotente, D(b) = (.
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Luego,

Spec(R) = D(b1)U...UD(b,)UD(b) = D(by)U...UD(by) UD = D(b1)U...UD(by).

Lema 1.61. D(a+b)U D(ab) = D(a)U D(b).

Demostracion. Como el reticulo L, = {D(a) | a € R} es distributivo, entonces

D(a+b)UD(ab) = D(a+0b)U(D(a)ND(b))

= (D(a+b)UD(a)) N (D(a+b)UD(®))

queda verificar que D(a+b)U D(a) = D(a) U D(b).

Es claro que D(a+b)U D(a) C D(a)U D(b) por la propiedad 4 de la base de la topologia
de Zariski. Para la otra probar la otra contencencia supongamos que no se cumple, es decir, existe
pe D(a)uD(b)yp¢ D(a+b)UD(a). Entonces a+b € py a € p, como (p,+) es un subgrupo
de (R,+) tenemos que —a € p. Como a+ b, —a € p entonces b € p, luego p ¢ D(a) y p ¢ D(b),

una contradiccién, yaque p € D(a)U D(b). Luego D(a) U D(b) C D(a+b)U D(a). Este resultado
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es andlogo para D(a+b) U D(b), entonces,

(D(a+b)UD(a))N(D(a+b)UD(b)) = (D(a)UD(b))N(D(a)UD(b))

= D(a)UD(b).

]

Lema 1.62. Sean a,b € R tales que ab un elemento nilpotente, entonces Spec(R) = D(b;)U...U

D(b,)U D(a)U D(b) implica que Spec(R) = D(b1)U...UD(b,)UD(a+b).

Demostracion. Por el Lema 1.61, Spec(R) = D(b1)U...UD(b,)UD(a)UD(b) = D(b)U...U

D(b,)UD(a+b)UD(ab) y por el Lema 1.60, se tiene que

D(b1)U...UD(by,)UD(a+b)UD(ab) = D(b1)U...UD(b,) UD(a+D).

]

Teorema 1.63. (Yengui, Teorema 91) Si la dimension de Krull de R es menor que n'y Spec(R) =

D(a)UD(b1)U...UD(by), entonces existen x1,%2,...T, € R tales que

Spec(R) = D(b1 +ax1)U...UD(b, +axy).
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Demostracion. Hacemos induccién sobre n. Sin =1,

Spec(R) = D(a)U D(by).

Entonces, por el item 6 de la Proposicién 1.57, (a,b;) = R. Luego, D(a+ b1) = Spec(R), con

xr1 = 1.
Sin > 1, se consideran B(b,,) la frontera de by, y el anillo % por la Proposicion 1.59, % tiene
dimension de Krull igual a n — 1, entonces por hipétesis de induccion, existen x71,...,T,—1 € ngn)

tales que

R I -
Spec (B(bn)) =D(by+ax)U...UD(bp—1 +axp_1)

en %. Luego existe x,, € R tal que D(bpz,) =0y
Spec(R) = D(b1 +ax1)U...UD(bp—1+axp—1)UD(by+x,)UD(bpxy,),
porel Lema 1.61
Spec(R) = D(by +az)U...UD(by—1+azxp—1)UD(b,)UD(xy,),

dado que

Spec(R) = D(b1 +azx1)U...UD(bp—1+ axp—1)UD(b,)UD(a).
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Entonces, por la distributividad del reticulo, haciendo

X = D(bl —I—a:vl) U... UD(bTFl +a:vn,1) UD(bn),

se tiene que,

(X UD(22)) N (X UD(a)) = X U(D(an) N D(a)).

= X UD(azy,).

Finalmente por el Lema 1.60,

Spec(R) = D(by +ax1)U...UD(by—1+ax,—1)UD(b,)UD(azy)

=D(bi+ax1)U...UD(bp—1+axp—1)UJD(by +azy,).
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2. Anillos de Hermite

Inicialmente se definen los médulos establemente libres, los cuales son la estructura alge-
braica de mayor interés en este capitulo. El problema principal consiste en determinar cudndo un
modulo establemente libre es libre, se presenta una equivalencia con la teoria matricial bastante
util para estudiar propiedades de los médulos establemente libres y a partir de esto, se definen los
anillos de Hermite. Se presentan algunos ejemplos interesantes de anillos de Hermite y la relacion
de este tipo de anillos con otros anillos. En particular no todo médulo establemente libre es libre,
es decir, existen anillos que no son de Hermite, en el Ejemplo 2.33 se ilustra hasta ahora el tnico
anillo que no es de Hermite. Encontrar anillos que no sean de Hermite es un problema abierto,
pues no es una tarea ficil demostrarlo. Finalmente entramos en contexto con otro problema abierto
muy famoso relacionado con este tipo de anillos, conocido como la Conjetura de Hermite 1, se
presentan hasta ahora los resultados mds cercanos acerca de esta conjetura.
2.1. Médulos establemente libres

Antes de definir los médulos establemente libres es necesario hacer la aclaracion que R

continda siendo un anillo conmutativo con unidad.

Definicion 2.1. Sean R un anillo y M un R-médulo. Decimos que M es establemente libre de
tipon (0 <n <o), si MG R" es libre, es decir, M & R"™ = R™ para n,m > 0 apropiados. Esta

definicién permite concluir que M es isomorfo al kernel de un epimorfismo f : R™ — R".

Observacion 2.2. El médulo M es proyectivo y si n = 0, M es libre.
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Hay una buena razén por la que se quiere restringir n a un cardinal finito. De hecho si no
imponemos la restriccion, cualquier modulo proyectivo satisface la Definicion 2.1. La prueba de
esto es una famosa construccion de Eilenberg:

Sean PG Q = FElibrey FF=FE@® E® E@ ... también libre. Entonces

POF=POEGEGE®...
~PH(QOP)D(QOP)D(QOP)&...
2QOP)D(QEP)D(QPP)®...
“FOEGED...

=Fl

Luego, P @ F'es libre y por lo tanto P es establemente libre.

Proposicion 2.3. (Lam, Proposicién 4.2) Si P es establemente libre, pero no es finitamente gene-

rado, entonces P es libre.

Observacion 2.4. Como se observo en la Proposicion 2.3, no es necesario que P establemente
libre, sea finitamente generado para ser libre. La Definicidn 2.1 es de interés en este trabajo princi-
palmente en el caso que M es finitamente generado. Es por eso, que a partir de ahora limitaremos

nuestra atencién a M € 9 (R).

Ejemplo 2.5. Todo médulo libre es establemente libre. En efecto, se tiene que M es libre, es

decir, existe un conjunto finito X C M linealmente independiente tal que (X) = M. Como M es
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finitamente generado entonces consideremos el R-homomorfismo:

f:M—R"

X;— ¢€;

con e¢; = (0,...,1,...,0) donde 1 se encuentra en la posicion i-ésima. Entonces f define un R-
isomorfismo de mddulos, luego M = R"™. En consecuencia M es establemente libre, puesto que

MaO=R"

Es natural preguntarse si la reciproca es cierta, y la respuesta es que no. En realidad, no
es un problema fécil encontrar médulos establemente libres que no sean libres. Para presentar el

contraejemplo, es importante la siguiente observacion.

Observacion 2.6. Por la Definicion 2.1, M es establemente libre de tipo n si M es isomorfo
al kernel de un epimorfismo f : R™ — R". Si consideramos A, la matriz de tamafio n X m que
denota a f, entonces A es invertible a derecha, es decir, existe C' de tamafio m x n tal que AC = I,,.
Cualquier matriz A, define un R-mdédulo finitamente generado establemente libre M, de tipo

n,

ai

M=qa=|: || Aa=0,,

Qn
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el espacio solucion de A, «,,. De esta manera, el estudio de R-moddulos finitamente generados
libres y establemente libres es equivalente a estudiar matrices rectangulares invertibles a derecha

sobre K.

Ejemplo 2.7. No todo médulo establemente libre, es libre. En efecto, considere

Rz, vy, 2|

R =
(@2 +y? 422 1)

el anillo de polinomios reales sobre la 2-esfera. Y considere

T={(7,%,7) € R® | 717 + T2, + 7375 = 0}.

Veamos que T'@® R = R3. En efecto, como R es un anillo, en R? podemos considerar el producto
escalar - : R3 x R? — R. Asi, (Z,7,2) - (T,7,2) = 7> + 7> + 2% = 1. Para todo x € R3, considero

r=x-(7,y,Z) € R. Entonces

Luego, (x —r(7,7,%)) € T. Asi, R® = T+ R(Z,7,Z). Veamos ahora que es suma directa, es decir.

R(z,9,Z)NT = (0,0,0). Si r(7,y,Zz) € T, entonces
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luego r = 0. Por lo tanto R? = T'® R(Z,7,%). Es ficil verificar que R = R(Z,7,Z) por f : 7 +—
r(z,7,Z),asi T &R = R3 y 1" es un moédulo establemente libre de rango 2 por la Observacion 2.6,
pero 1" no es libre. Para probar esto se usa un argumento topoldgico que se comentard con detalle

a posteriori en el Ejemplo 2.33.

El siguiente resultado proporciona un criterio para determinar cuando un R-médulo M

establemente libre, es libre.

Teorema 2.8. (Lam, Proposicion 4.3 ) Sean f : R"™ — R" un R-epimorfismo y M = ker f. M
es libre si, y solo si, f se puede extender a un R-isomorfismo f R™M —>R"®R" tal que mo f =f,

donde m: R"®R" — R" es la proyeccion sobre el primer factor,

R"®R"

-
-
-7 ™
-
-
-

rm L, g
Demostracion. Sea M un R-mdédulo libre de rango r, entonces existe un R-isomorfismo g :
M — R" y como M = ker(f), R™ = N & M, dado que f es un R-epimorfismo, entonces
fo=fln: N — R"™ es un isomorfismo. Luego f =fo®g: R™ — R"®R" es el isomorfismo
deseado.

Reciprocamente, suponga que existe f, como 7o f = f, se tiene que ker(f) = ker(n) = R’

]

En la situacidén anterior, en general R = R @& R" no implica necesariamente que se cum-
ple que m = n +r. Sin embargo, en nuestro caso como consideramos R anillo conmutativo no

nulo, R satisface la IBN.
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Ahora veamos la interpretacion matricial del Teorema 2.8. Sea A la matriz de tamafio n X m
que denota a f, y sea B la matriz de tamafio (n+1) X m que denota al isomorfismo f , Sl este existe.
La condicién 7o f = f nos dice que A es una submatriz de B, que consiste en sus primeras n filas.
La condicién de que f sea un isomorfismo quiere decir que B es una matriz invertible. Entonces

por la observacion anterior, el Teorema 2.8 puede ser enunciado de la siguiente manera:

Teorema 2.9. (Teorema 2.8 Version matricial) Para cualquier matriz A invertible de tamaiio n x
m, el espacio solucion (establemente libre) de A es libre si, y solo si, A puede ser complementable

a una matriz invertible afiadiendo un niimero adecuado de filas.

Demostracion. Es claro por la Observacion 2.6, pero para mds detalles ver (Yengui, Proposiciéon

18). [l

Definicion 2.10. Sea M un R-moédulo libre, en el caso donde M = R™ se define el siguiente

conjunto,

Ump(R) ={(z1,....,xn) € R"|{x1,...,2n) = R}.

Los elementos de Um,, (R ) se denominan las filas unimodulares de longitud n sobre R (o (z1,...,Zp)

se llama el vector unimodular).

Observacion 2.11. Por la Proposicion 1.20, en el caso donde n = 1, se dice que x; € M es unimo-
dular si existe una forma lineal ¢ : M —— R tal que ®(x;) = 1. Por ejemplo, si a1,b1,...an,bp €R

con ajby +...+apb, =1, entonces x = (ay,...,a,) es unimodular en R".
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La correspondencia lineal es

O:R" —R

(a1,...an) —> a1by+ ...+ apby.

Definicion 2.12. Si una fila unimodular sobre R se puede completar a matriz invertible, es decir,
se puede escribir como la primera fila de una matriz invertible con entradas en R, decimos que la

fila es complementable sobre R.

Ejemplo 2.13. Considerando R = Z, cada fila unimodular (a,b) de longitud 2 es complementable.

a b
De hecho, escribiendo ac+ bd = 1, la matriz tiene determinante 1.

—d ¢

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 2.9 y serd necesario para justificar el

Ejemplo 2.15.

Teorema 2.14. (Yengui, Teorema 25) Para todo anillo R, cualquier R-modulo establemente libre

P de rango 1, es libre; es decir, P = 'R.

Demostracion. Sea P un R-modulo establemente libre de rango 1, por la Definicién 2.1, se cum-
ple que P @ R"~! = R" para algiin n > 2, representado como el espacio solucién de una matriz
invertible M de orden (n —1) x n. Esto es, P = ker(M) y existe N € G Ly (,—1)(R) tal que
MN = I,,_1. Probar que R es libre es equivalente a probar, por el Teorema 2.9, que M puede ser
complementable. Sean b1, b9, ..., b, los menores maximales de la matriz M, estos son comaxima-

les, es decir, 1 € (by,be,...,b,). En efecto, sea m un ideal maximal de R. Entonces considerando
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R
m,

se obtiene que M N = I,,_1. Como M es una matriz invertible y tiene rango n — 1 se puede
completar a una matriz My, € GLn(%). Luego det My # 0y por lo tanto (by,ba,...,b,) € m. De

forma que si a1b1 +a2bs + ... +anb, = 1 entonces M es complementable, es decir, agregando un

nimero adecuado de filas a [a1,...,a,] se tiene que M tiene determinante uno. ]

A partir de la definicién de médulo establemente libre se deduce facilmente que todo médu-
lo establemente libre, es proyectivo. Lo contrario no es cierto, es decir, existen médulos proyectivos
que no son establemente libres. Para ilustrar esto, basta con considerar un ideal no principal en un
dominio de Dedekind. Los dominios de Dedekind son estructuras algebraicas ampliamente estu-
diadas en el dlgebra abstracta, mas especificamente en la teoria algebraica de numeros y el dlgebra

conmutativa se recomienda ver (Rios, 2015) para méas profundidad en el tema.

Ejemplo 2.15. Considere R = Z[\/—=5] y Q(R) = Q[v/-5].

El ideal fraccionario I = (2,1++/=5), en el dominio de Dedekind Z[v/—5], es un médulo
proyectivo de rango 1 por el Teorema 1.35, pues I = (2,1++/—5) es un ideal invertible, su inverso
esJ=3I=(1, %T% En efecto,

1] = %Iz = %(4,2(1+¢—_5>,1+2¢—_5+(\/—_5)2)

=(2,1+vV-5,V-5—-2)=R.

De la ecuacién I? = 2R se tiene que I no es ideal principal y por lo tanto no es libre. Si [ =
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(z +y+v/—5)R donde x,y € Z, entonces 2 = o(x +y+/—5)? para algiin o € R. Sea

N: QR)—Q

T+ yv/—5— 2%+ 5y?

una norma sobre el cuerpo Q, se tiene que,

4= N(a)N(z+yv—-5)? = N(a)(z* 4 5y%)%

Esto obliga a que (x,y) debe ser (+1,0), lo cual es claramente imposible. Luego, no es estable-

mente libre pues por el Teorema 2.14, los R-mddulos establemente libres de rango uno son libres.

Como se observa en el ejemplo anterior, no todo médulo proyectivo es establemente libre,
entonces ;Bajo qué condiciones un médulo proyectivo es establemente libre? Para responder esta

pregunta, presentamos la siguiente definicion.

Definicion 2.16. Sea M un R-mddulo. Se dice que M tiene una resolucién libre finita si existe

una sucesion exacta

0 > F, > Ip > M

~
=}

~

tal que F; es libre con base finita, es decir, F; = R para algtin n; € N.

La condicién para que un R-médulo proyectivo P sea establemente libre es que P sea

finitamente generado y tenga una resolucion libre finita como se presenta en el siguiente resultado.
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Teorema 2.17. (Lezama, Teorema 5.1.6) Si ‘P es un R-modulo proyectivo finitamente generado

con una resolucion libre finita si y solo si P es establemente libre.

Demostracion. Se prueba que P es establemente libre por induccién sobre n, para el caso n = 0

es claro. Suponga ahora n > 1, se tiene que P tiene una resolucion libre finita

‘F() f)P

v
e

0 —— F,

~
~

Considere P; = ker(f), entonces

es una sucesion exacta corta. Como P es proyectivo, por el Teorema 1.30, la sucesion se divide,
asi que Fy =P &Py y se tiene que P; es proyectivo. Ahora, P; tiene una resolucion finita libre

mas pequefla que la resolucion finita de P

0 >

V
4

o
¥

2
4
=)

entonces por hipotesis de inducciodn, existe un R-moddulo libre F' tal que F'@ P es libre. Dado que

Fy & F es libre, entonces

Fo@F=Pa(Pi@F).

Luego, P es un R-mddulo establemente libre. Reciprocamente, si P es establemente libre,

esto es equivale a que existe una sucesion exacta corta de la siguiente forma

0 —— R™ > R™ > M

~
)
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para n,m € N. Note que la sucesion es un resolucion libre finita.

]

La siguiente afirmacién da un criterio bastante util para determinar la "libertad" de los
modulos finitamente generados establemente libres sobre un anillo R en términos de filas unimo-

dulares.

Proposicion 2.18. (Yengui, Proposicion 20) Sea R un anillo, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. Cualquier médulo finitamente generado establemente libre sobre R, es libre.

2. Cualquier fila unimodular puede ser complementable a una matriz invertible (afladiendo un

numero adecuado de filas).
Demostracion. Esto es consecuencia del Teorema 2.9. O]

2.2. Anillos de Hermite
Definicion 2.19. Sea R un anillo, decimos que R es un anillo de Hermite si todo médulo estable-
mente libre sobre R, es libre. Por la Proposicion 2.18, equivale a que toda fila unimodular puede

ser complementable a una matriz invertible.

Ejemplo 2.20. 1. El anillo de polinomios K|z, ...,z,], con K cuerpo, es un ejemplo de anillo

de Hermite por el Teorema de Quillen-Suslin.

2. Si todo R-médulo M proyectivo finitamente generado con una resolucién finita sobre R

es libre, entonces R es un anillo de Hermite. En efecto, por el Ejemplo 2.17, probamos
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que un R-médulo M proyectivo finitamente generado con una resolucion finita sobre R es
establemente libre, luego todo R-mdédulo M establemente libre, es libre, y asi concluimos

que R es un anillo de Hermite.

Observacion 2.21. Sea R un anillo. Si o = (ay,...,ay), B = (b1,...,bn) € Um,(R), filas unimo-
dulares de longitud n en R, escribimos « ~ 3 si existe U € GL,(R) tal que aU = f3, es decir, «
y [ se conjugan bajo la accién de multiplicacién a derecha de GL,,(R). De manera mds general,
si G es cualquier subgrupo dado de G L, (R), escribimos ~¢ para denotar la conjugacion de filas
unimodulares bajo la accién de . Mediante un calculo sencillo, vemos que en particular, para
ac€Ump(R), a~g (1,0,...,0) siy sélo si a es complementable a una matriz en G.

La relacién ~ establece una relacién de equivalencia en Um,,(R). Las clases de equivalencia de

Umy,(R) bajo la ~ son solo las 6rbitas de la acciéon de G L, (R).

A continuacién se presenta un resultado que caracteriza los anillos de Hermite en términos
de las filas unimodulares y matrices invertibles. El Teorema 2.22 en su version original se presenta
con tres equivalencias, sin embargo el autor hace la observacion que se cumple para los sistemas
transpuestos, es por eso que este Teorema de caracterizacion que a continuacion se presenta, tiene

siete equivalencias.

Teorema 2.22. Teorema de caracterizacion (Lezama, Teorema 5.3.2) Sea 'R un anillo. Las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes:

1. R es anillo de Hermite.
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2. Cualquier vector unimodular v en R de tamaiio n X 1 puede ser complementado a una

matriz invertible de G L,,(R) afiadiendo n — 1 columnas.

3. Cualquier fila unimodular v en R de tamaiio 1 X n puede ser completado a una matriz

invertible de G Ly, (R) afiadiendo n — 1 filas.

4. Dado un vector unimodular v en R de tamariio n x 1 existe una matriz U € GL,(R) tal que

5. Dada una fila unimodular v en R de tamaiio 1 X n existe una matriz U € GL,(R) tal que

vU =e;.

6. Dada una matriz unimodular M en R de tamaiio n X m con n > m, existe una matriz

U € GL,(R) tal que,

UM =

7. Dada una matriz unimodular M en R de tamaiio m X n con n > m, existe una matriz

w- (o 10)

Demostracion. Tenemos 2 < 3,4 < 5y 6 < 7 por el simple hecho de transponer los sistemas.

U € GL,(R) tal que,

Veamos las demds equivalencias.

1=2Seav= (v, ,v,)" € Umy(R), entonces existe u = (uy,-- ,uy,) tal que u-v' = 1.
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Defino
FIR" SR
€ — U;
donde {ey,---, ey} es labase canénica de R". Luego, f define un epimorfismo en el que f(v) =1,

luego existe g : R — R™ un monomorfismo tal que fg = Igx y R" = Im(g) ® ker(f). Se define
g(1) = v, entonces Im(g) = M es libre con base {v}. Luego M" = M @ ker(f), asi ker(f) es
establemente libre. Por hipétesis ker( f) es libre de rango n— 1, con base {x1, -, x,,—1 }, entonces
(v 1 2p—1) € GLL(R).

2 = 1 Sea M un médulo establemente libre sobre R, entonces existen enteros p,q > 0 tales
que RP = R7@® M. Es suficiente probar este hecho considerando el caso ¢ = 1 ya que para ¢ > 1
tenemos que RY @ M = R @ (RI1 @ M) es libre, luego R9~! & M es libre. Reiterando este
procedimiento obtenemos que H & M es libre. Veamos para ¢ = 1.

Sea p > 1 tal que R? =R ¢ M. Sean 7 : RP — R la proyeccién cuyo nicleo es isomorfo
a My {e1,...,ep} la base candénica de R”. Existe 7v: R — RP tal que yor = Ig. Asi RP =
ker(m) @ Im(v). Sea y(1) = v, con v = (v1,...,vp) € RP, entonces w(v) =1 =wvim(er) +...+
m(ep), luego v € Um,(R). Mds atin, RP = ker () & (v).

Por hipétesis, existe U € GL,(R) tal que Uv = e;. Sea f : RP — RP el isomorfismo
definido por la matriz U en la base canénica de R?, entonces f(e;) =vy f(e;) =v; para2 <i<p

donde v; es otra columna de U.
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Basta probar que si f(e;) € ker(m) para p > i > 2, entonces f(e;) es libre, luego M es libre.
En efecto, sea f la restriccion de f a (es,...,e,), es decir, f : (ea,...,e,) — ker(r). Queremos
ver que f es una biyeccion. f es inyectiva por ser restriccién de f, veamos ahora que f es sobre,
sea w € RP, existe x € RP tal que f(x) =w, © = aje; +  donde 5 = agea + ... + aney, luego
f(z) = flarer+ B) = a1 f(e1) + f(B) = arv+ f(B) = w, si w € ker(w) entonces w — f(3) €
ker(m) N (v) = 0, asi w = f(z), es decir, f es sobreyectiva.

Como f fue definida a partir de U, se necesita modificar U de tal manera que la primera
columna sea v y las otras columnas sean v; € ker(m), para ¢ > 2. Sea 7w(v;) = b; € R y defino
v} = v; — b;v, entonces construimos la matriz V' tal que la primera columna es v y las otras son la
i-ésima fila de U menos b;v, entonces m(v}) = m(v; — bjv) = m(v;) — biw(v) = by — b; = 0. Luego
v} € ker(m).

2 < 4 v puede ser complementado a una matriz V' de GL,(R) si y sélo si, existe U €

GL,(R) tal que Uv = e} siy sélosi, v =U"tet. Luego, V =U"1.

5 = 7 Por induccién sobre m. Si m = 1 es claro, ya que se reduce al caso de que M es
una fila unimodular. Supongamos que se cumple para m — 1 y demostremos para m. Sea M una
matriz unimodular de tamafio m x n, con m > n, entonces existe una matriz N tal que M N = [,

entonces tenemos que la primera fila v de M es unimodular. Por 5 existe una matriz U € GL,(R)
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tal que vU = e; y definamos

€1

MU = ,
My

donde M es una matriz de tamafio m — 1 X n. Dado que M N = I,,,, entonces, MU(U_lN) =1,
entonces MU es una matriz unimodular. Sea M5 la matriz que resulta de quitar la primera columna
de M, entonces My es una matriz de tamafio (n — 1) x (m —1), con (n—1) > (m — 1), por

hipétesis de induccién existe V' € GL,,_1(R) tal que MoV = (I,—1 | 0). Como

1 0 0
a1 19 Qp 1 0
MU = =
A My
Am-11 ¥Ym-1)2 -+ Xm-1)n

Entonces, llamando /' = MU la matriz unimodular de tamafio m X n, existe W € G Ly, x,(R) tal

que

A My 0V A MV 0 A Lp O

mxn nxn mxn

queda eliminar A por operaciones elementales a la derecha, y Por lo tanto F'W = (I,,, | 0).
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7 = 5 Consideramos el caso ¢t = 1, dada una fila unimodular de tamafio 1 x n, entonces por

una matriz U € GL,(R), tenemos que MU = (1,0,---,0). O

En el resto de la seccidn, se estudiaran algunas relaciones de los anillos conmutativos con
unidad y los anillos de Hermite dadas por (Granados Pinzén and Olaya Ledn, 2020). Por ejemplo,
los anillos locales, en particular, los cuerpos, el producto directo de anillos de Hermite, el producto

directo de cuerpos y las K-algebras finitas son anillos de Hermite.

Proposicion 2.23. (Granados Pinzén and Olaya Leoén, Proposicion 3.7) Sea R un anillo local, es

decir, R tiene un Unico ideal maximal. Entonces, R es un anillo de Hermite.

Demostracion. Sea m el ideal maximal de R. Para toda (ay,...,a,) € R" fila unimodular, existen
T1,...,2n € R tales que ayx1 + agra2 + ... +apxy, = 1. Entonces (21, ..., 2,) € m. Esto es, existe
i €{1,...,n} tal que z; ¢ m. Luego w; es invertible, es decir, existe z; ' € R tal que z;z; ' = 1.

Asi, existe una matriz con determinante uno,

X1 T2 ... Ti—1 Tj Titl ... T
A0 0 0 O 0
0 1 0 0 O 0

= \x; =1,
0 0 0o 0 1 0
0 0 0 0 O 1
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donde \ = a:i_l para ¢ impar, 0 A = —xi_l, para ¢ par. En consecuencia, R es un anillo de

Hermite. 0
Ejemplo 2.24. 1. Un cuerpo es un anillo de Hermite.

2. Sea R un anillo, p un ideal primo de R. Se llama al anillo R, la localizacion de R por p.

Entonces Ry es un anillo local, por lo tanto es un anillo de Hermite.

Para probar la Proposicion 2.26 es necesario el lema y las siguientes definiciones. Se dice

2

que a € R es idempotente si y s6lo si a” = a y, dos idempotentes e1,e2 € R se llaman ortogonales

si {61,62} €s un conjunto ortogonal, esto es ejeg = 0.

Lema 2.25. Sean ey, --- , e, € R idempotentes ortogonales y afj ER.SI1M= (ai7j)1§¢,j§n, donde

la componente (7, j) denotada por [o; ;]1<; j<n cumple

k
Oé,L'J'ek
1

[ jli<ij<n =
k

r

entonces

,
det(M) = Z det(af’j)ek.
k=1
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Demostracion. En efecto, sea

a1

Q21

qln

Qo2n

1

1

1
Q€1+ ...
1

1
04216:[

1
a1

a21

Qanl

+ajer

+ahep

+aper

1
OéQnel

q1n

Q2n

Ann

e1+...+

1
aj,el+...+al,er

1
ay,e1+...+ab e

1 T
Qppel+...+a,,er

.
a1 ér

gy er

r
apq6r

anq

Q21

Onl

r
aq,,6r

T
Qo Ep

nneT

aln

Q2n

Qnn
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luego,
(05 T 0 4 %) (05 T 0 4 7] (0 T 0 4 7]
ag1 ... ... Q9p ag1 ... ... Q9p ag1 ... ... Q9p
= er+...+ €r
anl .. ... Qpp anl .. ... QOpp anl .. ... Qpp
asi,

,
det(M) = Z det(aﬁj)ek.
k=1
0

Proposicién 2.26. (Granados Pinz6n and Olaya Ledn, Proposicion 3.8) Sea {R;};c; una familia

de anillos de Hermite, entonces R = [[;c; R; es un anillo de Hermite.

Demostracion. Consideremos la proyeccion ¢-ésima, m; : R — R;. Para toda fila unimodular
(a1,...,a,) € R™, existen z1,...,z, € R tales que ajx; + agra + ...+ apxy, = 1. Aplicando la
proyeccion i-ésima tenemos que 7;(a1)m;(z1) + mi(a2)mi(x2) + ... + m(ay)mi(x,) = 1, entonces,
(mi(ay),mi(a2),...,mi(ay)) es una fila unimodular para todo i € I.

Por otra parte, como R; es un anillo de Hermite, existe una matriz invertible M; = (mi7j)1§i7j§n
con la primera fila (7;(a1), 7;(a2),. .., mi(a,)) paratodo i € I por lo tanto existe M = (a; j)1<i j<n
invertible con la primera fila (a1, ..., a,). En efecto, definiendo a; j como 7;(c; j) = mg ; para todo

1 € 1 y como 7; es un homomorfismo de anillos entonces, para todo 7 € I,
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ai ... ap ai ... ap mi(ar) ... mi(ay)
a1 Qo a1 aop mé, ms,,

m; | det = detm; = det =1.
Qanl Qnn Qnl Qnn m:ﬂ mim

]

Corolario 2.27. Sea {K;};c; una familia de cuerpos. El producto directo de cuerpos [];c;K; es

un anillo de Hermite.
Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.26. [

Definicion 2.28. A es una K-dlgebra finita, A si es una algebra conmutativa con unidad y tiene

dimension finita como espacio vectorial sobre un cuerpo K.

Ejemplo 2.29. Si consideramos una extension de grado 2 de R,

Rlx]
(22 +bx + )

I

R

se pueden dar tres casos, estos segtin las raices del polinomio de grados dos 22 + bx + ¢ puede que

este, tenga dos raices imaginarias, dos raices reales distintas o una raiz doble. Por esto se obtiene
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que salvo isomorfismos, las tres dlgebras de dimensién dos sobre R son,

Rig]  po Rl yDgM.

C (22 +1)’ (22 -1) (22)

12

Es importante recordar que estas R-dlgebras no son isomorfas entre si, pues C es un cuerpo, mien-

tras P y D no lo son, PP tiene divisores de cero y D ademds tiene elementos nilpotentes.

La siguiente proposicion muestra una caracterizacion bastante util de las K-algebras finitas

a partir de anillos locales.

Proposicion 2.30. (Granados-Pinzén and Olaya-Ledn, Proposicion 2.2) A es K-édlgebra finita si y

solo si A es suma directa de K-dlgebras finitas locales.

Proposicion 2.31. Toda K-algebra finita es un anillo de Hermite.

Demostracion. Sea A una K-dlgebra finita, por la Proposicion 2.30, A = A; x ... x A, donde
los A; son anillos locales para todo i € {1,...,k}, luego A; son Anillos de Hermite para todo

i €{1,...,k} y por la Proposici6én 2.26, A es un anillo de Hermite. O

Hasta ahora, es natural preguntarse por el comportamiento de los anillos de Hermite con
subanillos y con anillos cocientes, ;Serd que la propiedad de ser un anillo de Hermite se hereda

para subanillos y cocientes? En la siguiente seccion se dard una respuesta a la pregunta planteada.
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2.2.1. Una fila unimodular que no es complementable. Antes de enunciar el
Ejemplo 2.33 de un anillo que no es Hermite es importante recordar el siguiente resultado cla-

sico de la geometria diferencial conocido con el Teorema de Hopf-Poincaré.

Teorema 2.32. Teorema de Hopf-Poincaré (Etayo Gordejuela, Teorema 9.16) Sea S™ C R**! g

esfera unidad de dimension n centrada en el origen.
1. Sin es par, entonces S™ no admite ningtin campo vectorial sin ceros.
2. Sin es impar, entonces S™ admite campos vectoriales sin ceros.

Demostracion La prueba de este resultado se puede consultar en (Etayo Gordejuela, Teo-

rema 9.16).

En particular, el Teorema de Hopf-Poincaré dice que en S?, todo campo vectorial se anula.

Este hecho se usard en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.33. Consideremos el anillo de polinomios reales sobre la 2-esfera 52

Rz, vy, 2|
(22 +y?+22-1)

R=R[z,y,Z] =

entonces (7,7,%) € R> es una fila unimodular pues ZZ + yy + 2z = 1. Note que (Z,7,Z) no
es complementable. Para ello supongamos que (Z,7,z) es complementable, es decir que existe

A€ GL3(R).
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Sea
r Yy z
A=1r g n|
f/ g/ h/
entonces
Yy z T zZ Tz vy
det(A) = f —d +h

= f'(yh—zg) — ¢’ (zh— f2)+ W (zg—§f)

=e#0,

donde las funciones f,g,h, f',¢',h,e,e”! son expresiones polinémicas en S2. Ahora, considere

r:s%2 R3

v (f(v),9(v),h(v)).

Note que I es un campo vectorial sobre S? que por el Teorema 2.32, se anula, es decir (f(v), g(v), h(v)) =

(0,0,0) para algtin v € S2, lo cual es absurdo pues det(A) = e # 0.
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Ahora, se responderan las preguntas planteadas al final de la seccién anterior. En general un
subanillo de un anillo de Hermite no es un anillo de Hermite y un cociente de un anillo de Hermite
tampoco es Hermite. Por ejemplo, el anillo del Ejemplo 2.33 es un dominio entero por tanto su
cuerpo de fracciones ()(R) es anillo de Hermite, R C Q(R) y R no es Hermite. Ademds R|x,y, 2]
es un anillo de Hermite y R = % no lo es.

2.3. Conjetura de Hermite

La conjetura de Hermite surge de los trabajos en el problema de Serre sobre médulos pro-
yectivos, el cual fue resuelto por Quillen y Suslin de manera independiente (Lam, 2010). De este
hecho ha surgido un gran interés en estudiar los médulos proyectivos y ha dado base para més
conjeturas y problemas abiertos para estos modulos. Ahora es natural pensar bajo qué condiciones
el anillo de polinomios es un anillo de Hermite, es decir, ;Cudndo el anillo de polinomios R[z] es
un anillo de Hermite?. Se probé en (Lam, 2010) que en particular para R cuerpo, R[z| es un anillo
de Hermite, pero ¢si R es un anillo de Hermite, lo es su anillo de polinomios R[z]? la respuesta

a esa pregunta aun sigue siendo incierta y es lo que hoy en dia se conoce como la conjetura de

Hermite.

Conjetura 1. La Conjetura de Hermite

Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. Si R es un anillo de Hermite entonces, R[z] es un anillo de Hermite.

2. Siv=(vo(x),...,un(x)) es una fila unimodular con entradas en R [z] tal que v(0) = (1,0, ...,0)

puede ser complementado a una matriz de G L,,+1(R) entonces v puede ser complementable
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a una matriz en G Ly 4+1(R|x]).

3. Dado v(z) = (vo(x),...,vn(z)) € Umy4+1(R[x]), entonces existe A € GL,1(R][x]) tal que

Mnif y Yengui presentan un algoritmo para complementar filas unimodulares sobre anillos
noetherianos pero finalmente Yengui en (Yengui, 2008) prueba la conjetura en el caso en que R
tiene dimensién de Krull menor o igual a uno. En esta seccidn se presenta la prueba la conjetura
de Hermite en el caso en que R tiene dimensién de Krull menor o igual a un entero dado d, para
esto se inicia demostrando algunos lemas necesarios y con base en los resultados presentados en

el Capitulo 1 se llegara al resultado importante.

Lema 2.34. (Yengui, Proposicién 56) Sean R un anilloy f,g € R[z]| con f un polinomio ménico,
entonces

(f,9) = R[z] <= Res,(f,g) € R*.

Demostracion. =) Por la Proposicién 1.45, se tiene que Res(f,g) € (f,g9) "R, como (f,g) =
Rlz], Resz(f,9) € R[z]NR =R, asi Resx(f,g) € R*.

<) Sean u,v € R[] tales que uf +vg = 1. Como f es ménico, por el Lema 1.48, tenemos que

Resy(f,vg) = Resy(f,v)Resy(f,g9) = Resy(f,uf +vg) = Resy(f, 1) =1.

Luego, 1 € (f,g), asi (f,g) = R|x]. O
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Lema 2.35. (Yengui, Lema 182) Sea R un anillo e Z un ideal de R[z] que contiene un polinomio

monico. Supongamos que 7 es un ideal de R tal que Z+ J[z] = R[z]. Entonces (ZNR)+J =R.

Demostracion. Sea f € T un polinomio ménico. Se tiene que Z + 7 [x] = R|[x] luego existen g € Z
y h € J[z] tales que g(x) + h(x) = 1.
Considerando el anillo % 2] se tiene que este es generado por f y g con las clases tomadas médulo

J[z], pueden ser tomadas de esta forma pues il % [z]. Es decir,

con f(z),g(x) € Ty como g(x)+ h(x) =1, entonces 1 = g(z). Ahora, por el Lema 2.34, se tiene

_ *
que, Res,(f,g) € (%) , con

f(x) =Ta" +a—12" t +... +arz +ag,

g(z) = bya™ + b1 x™ N+ b+ Do
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Entonces,

@y, p_1 ap ag
U Gp_1 ayp  ag
Res;(F,9)= |3 b7 ... b by = Res:(f,9)
b bm—1 b bo
E bm—l E %

Luego, Res;(f,g) € (%)* Entonces, (Resz(f,9)) = <%> por esto, (Resz(f,9))+ T =Ry

como Res;(f,9) € ZNR, (Res(f,9)) CZNRy se obtiene que (ZNR)+J =R. O

Lema 2.36. (Yengui, Lema 183) Sean R un anillo y f € R|[x] de grado n > 0, tal que f(0) € R*.
Entonces para cualquier g(z) € R[z] y k > deg(g(x)) —deg(f(z))+ 1, con k € N, existe hy(x) €

R]z] con deg(hi(z)) < n tal que
g(w) = 2" hy,(x) m6d (f (x)).

Demostracion. Sean

f(x) =apx" +an_12"  + .+ a1z +ao,
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g(r) = bpa™ + bm—1$m_1 +...4+b1x+bo.

Consideramos,

g(x) —boag  f(z) = (ba™ 4 ...+ o) — (bo + (boag )arw + ...

+ (bo + boaal)anx") +ap_12" L,

= zhy(z),

donde hy(z) =bma™ 4.+ by — boaalanxn_l —_ boagl. Luego,

g9(x) = xhy(z) + boag " f(2),

g(x) = zhi(x) méd (f(z)).

con deg(hy(z)) < max(n,m). El siguiente paso andlogo al anterior, se sigue que,

zha(x) = hi(z) — (biag " —bo(ag*)?a1) f (),

hi(x) = zho(x) méd (f(x)).

Por las ecuaciones 2.3.2 y 2.3.4, se tiene

g(x) = thg(x) méd (f(z)).

86

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)
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continuando con el proceso, el paso n se obtiene el resultado deseado

g(x) = x"hyp(x) méd (f(x)).
O

Lema 2.37. (Yengui, Lema 184) Sean k£ € N, R un anillo con f1,..., f, € R[z] con grados < k—1
y fn+1 con grado k. Si los coeficientes de f1,..., f,, generan el ideal R, es decir, generan todo el

anillo R, entonces (f1, f2,..., fn, fn+1) contiene un polinomio de grado k — 1.

Demostracion. Sean A= (f; | 1 <i<n)y Belideal generado por los coeficientes de 2*~! de
los polinomios de grado < k£ — 1 de A.
Se probara que B = R, mas aun, vemos que todos los coeficientes de los f; estin en B. En efecto,

consideremos

filx) =bo+bix+...+bp_12", 1<i<n,
frr1(z) =ap+arz+... +ag_12" 2k,

donde b, _; € B. Sea

fl = fi(x) = bp_12" ! fria(2)

= b+ b+ ...+ ahL
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Note que f/ € Ay como b;. = bj_1 m6d (by_;) entonces b} | = by_o + ap_1bx_1 € B, luego
bi_o € By de manera general se obtiene que b; pertenece a 3 para todo ¢, luego B =R.

Como B se construye con todos los coeficientes de los polinomios de .4 con grado me-
nor o igual a k — 1, entonces a partir de combinaciones de estos polinomios se puede generar un

polinomio ménico de grado k — 1. 0

Lema 2.38. Lema de Suslin (Yengui, Teorema 57) Sea R un anillo. Si (vy,...,v,) € Um,(R]z])

donde v1 es ménico y n > 2, entonces existen Ay, ... A, € E,_1(R|x]) tales que

(Resz(vi,wi),...,Reszp(vi,wp)) =R

donde w; = ey A;(va,...,v,)t con ep = (1,0,0,...,0).

La demostracion del Lema de Suslin 2.38 es constructiva, presenta un ingenioso algoritmo
para calcular Ay,... A, € E,_1(R|xz]), por lo que consideramos m4s interesante presentar un caso

en particular, para ilustrar el Lema de Suslin proponemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.39. Considere R = Z. Sea

V = (v1,v9,v3)" = (% + 224 2,3,22% 4+ 112 — 3)! € Umgz(Z[z]).

Note que si U = (u1,uz,u3) = (—2x+2,—3z% +z — 1,7), entonces

UV =viur +vous +v3uz = 1.
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Observe que deg(v;) = 2, mediante operaciones elementales se reduce el grado de los demas poli-

nomios. En este caso,

1 00 2242242 224+ 20 +2
Bs1(=2)V'=1 o 1 0 3 = 3
-2 0 1 202 +11x—3 Tx—17

Abhora, calculando mini<;<s{deg(v;)}, es decir, mini<;<3{2,0,1} = 0 que corresponde al poli-

2242042
nomio vy. Considero a V en el anillo % [z], estoes, V = 0
T+2
Entonces,
1 00| [2?+20+2 2242 +2 1 0 0] [22+22+2 242 +2
011 0 = T+2 Y1010 0 = 0
0 0 1 rT+2 T+2 0 0 1 T+2 T+2
1 1 1 0
Asi, por el Lema de Suslin 2.38, se tiene que A = y A =

01 01
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Hallando wy y wo se tiene que

Wy = 61A1(3,2:L’2 + 11z —3)

11
= (1,0) (3,22% 4 11z — 3)

=227+ 11z,

Wy = 61A2(3,2:c2 +11x—3)

10
= (1,0) (3,22% + 112 —3)
01
=3.
En consecuencia,
1 2 20
0 1 2 2
Resy(vi,w1) = Resg(v? +22+2,22% + 11z) = =170,
211 0 0
0 2 11 0

90

(2.3.5)
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Resy(v1,ws) = Resy(2® +22+2,3) =g 3 o/ =9 (2.3.6)

Concluimos de las ecuaciones (2.3.5) y (2.3.6) que (Resz(v1,w1), Resz(vi,w2)) = (170,9) = Z.

Corolario 2.40. Sea R un anillo. Sin > 2y (vy,...,v,) € Umy(R[z]) donde v es ménico enton-

ces existe £ € E,(R) tal que Ev' = (1,0,...,0)%.
Demostracion. Es consecuencia del Lema 2.38 O]

A continuacion se probard el teorema del rango estable para un anillo 'R mediante los re-
sultados del capitulo uno, en particular, usando la interpretacién constructiva de la dimensién de

Krull.

Teorema 2.41. Teorema del Rango Estable(Yengui, Teorema 92) Sea R un anillo con dimension

de Krull <d, n>d+1yvt = (vo,v1,...,0n) € Umui1(R), entonces existe E € E,11(R) tal que

Demostracion. Por el Teorema 1.63 y la propiedad 6 de los abiertos basicos de la topologia de
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Zariski sobre Spec(R), existen x1,x2,...,x, tales que 1 € (v +x1vp, ..., Uy + Tyvp), €ntonces

Ent11(2n) .- Ea1(21)v = (v0,v1 + 2100, - . ., Uy + T500)".

Como 1 € (v +x1v0,...,Un+Xnv0), se puede generar —vg. Sean by, ba, ..., b, € R los coeficientes

para generarlo, asi

1 bl bg e bn () 0

1 v1 + 2100 U1 + 2100

1 Up, + 0 Un, + Tnvo
Ahora considerando a1, ...,a, € R tales que generan a 1, se tiene que
1 a1 as ... an 0 1

1 U1 + 21V U1+ 100

1 Up, + X0 Un, + Tnvo

Ahora basta considerar las matrices elementales F; 1 1(—v; — x;v9) para eliminar el resto de las

entradas, es decir, para ¢ = 1 se tiene
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1 1
V1 + 2109 0
Ea1(—v1 —x100) = ;
Un + Tnvo Un +Zno
esto para cadai € {1,...,n} hasta obtener (1,0,...,0)". ]

Ahora el siguiente teorema, corresponde a la version del rango estable para el anillo de

polinomios R[z].

Teorema 2.42. (Yengui, Teorema 192) Sea R un anillo con dimension de Krull < d, n>d+1y

v(x) = (vo(z),v1(x),...,0n(x)) € Umps1(R[x]), entonces existe E € Ep11(R[z]) tal que

Demostracion. Por el Teorema de rango estable 2.41, para cualquier v* € Um,,1(R), existe M €
Ent1(R) tal que Mot = (1,0,...,0)! entonces es suficiente probar que existe E € E,,11(R[z]) tal
que Ev'(z) = v(0)%,

Por el principio local-global de filas unimodulares sobre R [z] bajo la accién del grupo elemental

Ent+1(R|x]) con n > 2 (Apte et al., Teorema 4,7), se puede suponer que R es local. Al tener que
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‘R se puede considerar un anillo local, se afirma que dado x € R,

VeeR,x€R* oz € Rad(R)

y mds atin se supone que R es reducido. Sea N el nimero de elementos no nulos de los co-
eficientes de vp(x),...,v,(z). Se prueba el resultado deseado haciendo una doble induccién sobre
Nyd.

Para el caso N = 1 tenemos que el resultado es inmediato, ya que al tener que v;(z) = ¢ es inver-
tible, por el Lema de Whitehead 1.39, por operaciones elementales se puede llegar al vector v* al
vector €.

Para el caso d = 0, se tiene que R[r] C R(z) = R(x) donde R{(z) = W R[x] con W C
R[z] los polinomios ménicos de R[x] y R(z) = U~ R[z] con U C R|x] los polinomios unitarios.

Asi, R(z) es un anillo local. Ahora,

con k;(z) € R[z]. Luego, Ui(m)lk"(x) € R{x)*, sin pérdida de generalidad M € R(x)*, en-

tonces
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Por lo anterior, existe ¢(z) € U tal que

Como s(z),t(x) € U, s(z)t(x) € U, asi vg(x) divide a un polinomio ménico, luego su coeficien-
te principal es invertible en R. Por el Lema de Whitehead 1.39 y el Corolario 2.40. se tiene el
resultado deseado.

Haciendo induccién sobre N, se tiene que el vector v*(z) puede ser transformado por ope-
raciones elementales en un vector con una entrada constante. Sea N > 1y d > 0, denotemos por
mo = deg(vp) y a el coeficiente principal de vp(z). Si a € R* el resultado se tiene por el Lema

2.38. Si a € Rad(R) por la hipétesis de induccién sobre N en el anillo % podemos asumir que

v(z) = (1,0,...,0) méd (aR[z])" .

Por el Lema 2.36 considerando un par 2k lo suficientemente grande, tenemos que

vi(z) = 2%w; méd ((vo(z)))

donde deg(w;) <mpy 1 <i<n.
Si mg < 1 entonces el resultado se tiene, ya que si mg = 0 esto es vp(z) = vg(0), luego el
problema estd solucionado; Si mg = 1 entonces se obtiene que es de la forma ax + vy(0) y este es

invertible, luego el teorema estd resuelto. Ahora suponga que mg < 2. Sean (cg, ¢y, ... ,cmo(n_l))
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cada uno de los coeficientes de 1,z,...,29~! en los polinomios v3(z), ..., v, (). Considere:

T = (vo(z),v1(7))R,

J = <007clv EER) Cm()(nfl))Ra

donde R, es la localizacién de R por el ideal generado por a. Entonces por el Lema 2.35
tenemos que (ZNR,) +J = R,. En efecto, se puede obtener los polinomios va(x),...,v,(z) en
J[z] y con T se puede completar el vector unimodular, por ende construir el elemento 1, luego
T+ Jlx] = Rglx]. Como dim(R,) < 2d < mg(n — 1), entonces por el Teorema 2.41, existen

(20,71, -, Ty (n—1)) tales que

(ZE(),[L’l,. . 7xm0(n—1)) = (607017 e '7Cm0(n—1)) mOd( <U0(I),U1(I)> ﬂR)?

con toRa+T1Ra+ ...+ Ty, (n—l))Ra = R,. Note que aunque se esta trabajando en el anillo co-

ciente R,[z], todas las operaciones elementales que han sido efectuadas en R[z].

Suponga que coRq +c1Re+ ...+ cmo(n_l))Ra =R, por el Lema 2.38. Note que el ideal
(vo,v2,...,Uy) contiene un polinomio ménico w(x) en R, de grado mg — 1.

Denotemos el coeficiente de w como ua® donde u € R* y el de v; como b. Utilizando el Lema
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2.37, se pueden hacer las siguientes transformaciones via operaciones elementales

(v0,V2, ..., Up) —> (vo,a%vl, ey Up)

— (v0,a?*v1 + (1—a®u=tb)w, ... vy).

Ahora a*v1 + (1 — a®*u~1b)w es unitario en R,. Entonces se puede asumir que v; es
unitario en R, y deg(vi) < my.
Por el Lema 2.37, como a es invertible moédulo (vg,v1), por operaciones elementales,

(vo,v1,v2, . ..,vy) puede ser transformado en (vg, vy, alvs, ..., a!

v ) paraun [ € N adecuado. Luego
se puede dividir todos los a'v;, para 2 < i < n, por vy, asf se puede asumir que deg(v;) < mq.
Reiterando el proceso anterior, se puede reducir el grado de v; obteniendo el hecho de que
al menos una entrada sea constante.
Sigue la prueba, ahora solo con induccién sobre d > 0, entonces considere que v =c € R,

tome T' = %7(%6), entonces considere que dim(T) < d—1y vt = (10, 0,...,0") € Um,(Tz]) se

tiene que existe £y € Ey,(R|x]) tal que

Ey(vo,v2,...,vn)" = (1+cho+yohy, cha +y2hl, ... chy +ynhl)t
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donde h;,h' € R[z],y; € R, con cy; = 0. Sea

t

y v = (vl,vo,vg, ... ,vn) , se tiene que

"

Eov’ = (¢, 1+ chg +yohly, cha +yohb, ... chy +ynhl)t = 0",

Luego, si
I'=FEi2(c)Eai1(—h1)... Eny11(—hy),
Tv” = (0,1 +yoh(, y2hl, ..., ynhiy)".
Ademds con operaciones elementales podemos enviar a I'v” al vector (1,0,...,0). [

Corolario 2.43. Para cualquier anillo R de dimensién de Krull < d, todo médulo finitamente

generado establemente libre sobre R[z] de rango menor que d, es libre.

Demostracion. Por el Teorema 2.41, todo médulo finitamente generado establemente libre sobre
R es libre. Falta probar que todo médulo establemente libre sobre R[z] es extendido de R. En

efecto, sea v(z) = (vo(z),...,vn (7)) € R[z]"*! conn > d+ 1 una fila unimodular, por el Teorema
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2.42, existe A € GLy41(R[z]"1) tal que

Av(z)" = (1,0,...,0).

]

Corolario 2.44. La conjetura de Hermite es verdadera para anillos de dimensiéon de Krull menor

oigual a 1.

Ejemplo 2.45. El anillo de enteros Z tiene dimension de Krull igual a 1 asi que Z|[x] es un anillo
de Hermite. Un dominio de ideales principales DIP tiene dimension Krull igual a 1, por lo tanto un

DIP es un anillo de Hermite. En particular, K[z], con K cuerpo.

En (Yengui, 2015) consideran 9, el cuerpo con dos elementos, se desea presentar un con-
tragjemplo a la conjetura del anillo de Hermite, pero tienen un nuevo obstaculo el cual consiste en

probar esta nueva conjetura:

Conjetura 2. El vector unimodular (71,72,73)! no es complementable sobre el anillo

IF2[X1’X27X37}/27Y3]
X2+ XoYo+ X3Y3—1)

F2[$1,$2,$3,y2,y3] = <

O mas general:

Conjetura 3. Si K es un cuerpo entonces el vector unimodular (21,22, 23)! no es complementable
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sobre el anillo

K[X71, X2, X3,Y2,Y3]
X12 + XoYo+ X3Y3 — 1>'

Klx1,z2,23,y2,y3) = <

Esta conjetura es verdadera en el caso donde K = R, como hemos probado en el Ejemplo

2.33.
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3. Recta proyectiva sobre anillos

En el plano afin, cuando se habla de la interseccién de curvas algebraicas, normalmente
se hace preciso separar el caso finito del infinito. Es decir, discernimos cuando dos curvas se
intersectan de cuando no lo hacen, e interpretamos este dltimo caso diciendo “se intersectan en un
punto al infinito”. Luego, la pregunta es ;Se puede construir a partir del plano afin un espacio en
el que tal distincidn no sea necesaria?, la respuesta es afirmativa, en los espacios proyectivos. A lo
largo de esta seccidn, estudiaremos los espacios proyectivos definidos sobre un anillo R. En este
capitulo, como R denota un anillo conmutativo con unidad, M serd un R-médulo libre de rango
dos.
3.1. R-algebras de dimension dos y geometrias del plano

En esta seccidn se presenta una idea de lo que significa estudiar los tres tipos geometrias
en el plano: euclidea, hiperbdlica y degenerada o mas conocidas como Méebius, Laguerre y Min-
kowski, respectivamente. Desarrollaremos una revision bibliogréifica sobre el importante trabajo
que hizo Klein sobre las tres geometrias del plano, es un primer acercamiento a la geometria
proyectiva que nos motiva para el estudio de las secciones siguientes. Para esto serdn necesarios

algunos conceptos y resultados preliminares.

Definicion 3.1. Un plano euclideo es un par (A,()) donde A es un plano afin real asociado al

K-espacio vectorial V' y () es una forma cuadrética definida positiva.

Definicion 3.2. En el plano, una aplicaciéon conforme es una funcién que preserva dngulos. El
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conjunto de las aplicaciones conformes forman un grupo con la composicion de aplicaciones y se

conoce como el grupo inversivo.

Definicion 3.3. Sean V' un K-espacio vectorial y v,u € V. Se dice que v,u son vectores ortogonales

si Q(v,u) = 0. Los vectores ortogonales a si mismos se denominan is6tropos.

Definicion 3.4. Sean V' un K-espacio vectorial de dimension 4 sobre K, P(V') es el espacio pro-
yectivo asociado a V' y () una forma cuadrética no nula. La imagen por la aplicacién candnica 7

del conjunto de los vectores isétropos no nulos, [()] recibe el nombre de cuédrica asociada a ). En

otras palabras,

(@ =A{=(v) e P(V) | Q(v,») =0}

donde 7 es la aplicacién candnica.
Definicion 3.5. Una cuédrica del plano proyectivo, se denomina cénica y se denotard por [Q)].

Observacion 3.6. Si consideramos {u;,u2,u3} una base de V'y v = xu; + yus + zuz, entonces

Qv,v) = apz? + a1y? + agz® + 2bgyz + 2by 2z + 2boxy (3.1.1)

donde a;,b; € K para i € {0,1,2}. La ecuacién (3.1.1) se conoce como la ecuacién de la conica

[Q]. De lo anterior, es claro que una cuddrica [()] es una clase de polinomios homogéneos de grado

dos que tiene asociada una forma cuadratica Q).

Observacion 3.7. Sean R una forma cuadrética y [R| la cuddrica asociada a la forma cuadrética

R. R define la métrica; si elegimos una métrica en (A, R) podemos identificar como espacios
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vectoriales a A con R2. Por ejemplo, si consideramos la forma cuadratica R(z,y) = 22+ 42 de
direcciones isétropas (i,1) y (—i, 1), es decir, R(i,1) = R(—i,1) = 0, podemos identificar a C con

R2.

Existen trabajos sobre la relacion entre los nimeros complejos y la geometria euclidiana
como por ejemplo (Schwerdtfeger, 1979) una buena referencia para conocer los detalles de esta
relacion. La construccion clasica se le atribuye principalmente a Klein, quien al plano euclideo
le asocia dos objetos geométricos que permiten representar el grupo inversivo como un grupo de

Rlz] D

matrices, estos dos objetos son, la R-dlgebra C = w2 Y la cuddrica [R]. La construccién se

basa esencialmente en las analogias entre la métrica 22 4 2, el ideal que define C en R[z], que
es (x2+1) y la ecuacién de la esfera 72 +y? + 22 = 1. Una idea general de esta construccién se
puede encontrar en (Franco, pag 38-40).

Klein en su articulo del Mathematische Annalen (Klein, 1985) consideré la posibilidad
de repetir la construccién de la geometria euclidea, para la geometria hiperbdlica y degenerada.
En una secuencia de tres articulos (Franco, 2008a), (Franco, 2007) y (Franco, 2008b) se expone
la traduccidén de estas construcciones publicadas por Klein, la idea es cambiar la R-dlgebra y la

cuddrica [()] que asociamos al plano métrico. La herramienta bdsica que conecta los tres objetos

geométricos: plano métrico, R-dlgebra y cuadritica [()] es la proyeccion estereografica.
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3.1.1. Planos métricos. La forma cuadrética (), que define la métrica es un polino-

mio homogéneo de grado dos en R|z,y].

1. Caso definido positivo. Si la forma cuadritica es R(z,y) = 2% +y?, R tiene dos direcciones

isétropas imaginarias, es decir, dos rectas imaginarias.

2. Caso indefinido. Si la forma cuadrética es Q(z,y) = 22 —y?, Q tiene dos direcciones is6-

tropas reales, es decir, dos rectas reales.

3. Caso degenerado. Si la forma cuadritica es T'(z,y) = 22, T tiene una direccién is6tropa

real doble, es decir, una recta real doble.

Cada uno de los tres casos se corresponden con cada uno de los tres tipos de geometrias en
el plano: euclidea, hiperbdlica y degenerada.
3.1.2. R-algebras de dimension dos. Desde el punto de vista del dlgebra, existen

tres tipos de extensiones de grado dos. En efecto, considere una extension de grado dos de R

Rlz]
(22 +br+c)’

se pueden dar tres casos, estos segun las raices del polinomio de grados dos

22+ bx+ec.
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Puede que este, tenga dos raices imaginarias, dos raices reales distintas o una raiz doble. Se prueba

en (Franco, 2008a) que salvo isomorfismos, las tres dlgebras de dimension dos sobre R son :

N ~ Rlz] ~ R[z]
ey ey PRy

Definicion 3.8. Llamamos:

1. Numeros complejos a

~ Rlz] : 2
Cx @2+ 0) ={a+ib | a,b€R, i*=—1}.
2. Numeros paracomplejos a
P Rie] ={a+jb | a,beR, j*=1}
(a:Q _ 1) J Y *
3. Numeros duales a
~ R[z] 2
D:@:{a—i—kl) | a,b € R, k*=0}.

Identificando el plano con cada una de estas R-dlgebras, se obtiene una representacion lineal
del grupo inversivo, para cada uno de los tres tipos de métricas mencionadas anteriormente.

En (Franco, 2008b) se prueba que las rectas proyectivas sobre las R-dlgebras C,P y D
tienen estructura de variedad diferenciable bidimensional y en (Franco, 2008a) que generan las

tres geometrias clasicas del plano, Moebius, Laguerre y Minkowski, respectivamente.
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Definicion 3.9. Sean K una R-dlgebra de dimension dos y z € K, llamamos conjugado de z en K

aun z € K tal que (z — z)(x — Z) = m, donde m,, es el polinomio minimo de z.

Se puede probar que el conjugado siempre existe y es Unico, en particular, sea z = a+bi €
K =C,P 6D, el conjugado de z es Z = a — bi. Para cada tipo de R-dlgebra la correspondencia de

conjugacion es:

— K—K

2 Z.

Verifica:

1. — es R-lineal,

4. z-Z=|z|? paratodo z € K.

Note que un homomorfismo de R-algebras de dimensién dos, ® : K — K queda univocamente
determinado por la imagen de un elemento cuyo polinomio minimo sea el polinomio que define la
extension, que la imagen de ese elemento ha de seguir siendo una raiz de ese polinomio y que el
homomorfismo serd inyectivo si el polinomio minimo de la imagen sigue siendo el polinomio que

define la extension. Por lo tanto los tnicos homomorfismos de R-4lgebras, para cada caso son:
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1. Caso C, la identidad y la conjugacion.

2. Caso P, la identidad, la conjugacion y las dos aplicaciones

P — P
a+bj— a+bj

a+bj — a—bj.

3. Caso D, las infinitas aplicaciones

D — D

a-+bk— a+ bk

de los cuales son automorfismos sélo la identidad y la conjugacion.

Proposicion 3.10. (Franco, Proposicién 7) En una R-dlgebra con unidad, de dimension dos, se

tiene que

1. z es divisor de cero si y s6lo si z no es invertible.

2. Si z es divisor de cero, 22’ =0 con 2’ # 0 siy s6lo si 2/ = \Z para A € R*.

3. Si z es invertible, entonces z 1 = ﬁ

Identificando el plano R? como espacio vectorial con cada una de las R-dlgebras C,P y I, los

divisores de cero son:
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1. Caso C, no hay divisores de cero. Viendo C como R2, son las dos rectas imaginarias dadas

por 22 +y? = 0. Las tnicas raices son +i.

2. Caso P, son las dos rectas 22 — 32 = 0 que son las dos rectas que pasan por el origen y
tiene pendientes £1. Ademads para que el producto de dos paracomplejos sea cero, el punto

correspondiente a cada uno de ellos debe estar en una de esas dos rectas. Las raices son 41

y £7J.

3. Caso DD, es larecta doble 2 = 0. Ademds para que el producto sea cero los dos puntos tienen

que estar en esa recta. Hay infinitas raices, que son Ak con A € R.

3.1.3. Cuadricas. De manera andloga a los planos métricos y las R-dlgebras, tam-
bién existen tres tipo de cuddricas en el espacio proyectivo real ]P’%. Para exponer esto serd nece-
sario introducir de manera rdpida algunos conceptos sobre cénicas y cuddricas. Sin embargo, para

indagar mas acerca de conicas y cuddricas se recomienda ver (Doneddu, 1980) y (Franco, 2007).

Definicion 3.11. Sean V un K-espacio vectorial y V- el espacio ortogonal de V. Se dice que

cuédrica [Q], es degenerada si V- # {0} o lo que es equivalente a que P(V'1) # ().

Observacion 3.12. Recordemos que toda forma cuadrdtica () estd asociada una forma bilineal que

denotaremos por Fgy. Claramente esta forma bilineal F{) estard también asociada a la cuddrica [Q)].

Dado un punto P € [()] se puede construir un hiperplano tangente a P respecto a la forma bilineal

Fg asociada a la cuddrica, es decir, (S, P) = 0 para todo S € [()], denotaremos al hiperplano

tangente por P,
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Segitin como sea la interseccion de una cuédrica [()] con sus hiperplanos tangentes pode-
mos determinar los tipos de cuddricas en el espacio proyectivo real IP’%. La siguiente proposicion

caracteriza los tipos de cuddricas.

Proposicién 3.13. (Franco, Proposicién 3) Sean [Q] € P2, una cuddrica no degeneraday P € [Q)].

Entonces

1. [Q] es de tipo eliptico si P-N[Q] = P, I1,l> son dos rectas imaginarias.

2. [Q] es de tipo hiperbélico si PN [Q] = {r1,r2}, con r1,rs rectas que se cortan en P.

3. [Q] es el cono real si P+ N[Q] = {rp} con rg recta que pasa por P.

Definicion 3.14. Sean [()] una cuéddrica no degenerada y H el hiperplano tangente en P(V'). Lla-

maremos ciclos a las cuddricas [C] € P(V), tales que [C] N H N[Q] = [Q] o lo que es equivalente

a las proyecciones estereograficas de secciones planas a la cuddrica.

Definicion 3.15. Los ciclos no degenerados son proyecciones de secciones planas no tangentes y

los ciclos degenerados se corresponden con secciones planas tangentes.

En (Franco, 2007) se ha estudiado la generalizacion de la proyeccion estereografica a cua-
dricas generales, describiendo los ciclos en el plano eligiendo una referencia adecuada, los ciclos

no degenerados son, segun el tipo de cuddrica elegida:

1. Si [Q] es de tipo eliptico, los ciclos no degenerados son las rectas y circunferencias.

2. Si [Q)] es de tipo hiperbdlico, los ciclos no degenerados son rectas de pendientes distintas a

+1 e hipérbolas con asintotas de pendientes +1.
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3. Si [Q] es el cono real, los ciclos no degenerados son rectas de pendientes distintas a infinito

(rectas verticales) y pardbolas con eje de pendiente infinita.

Para finalizar, se demuestra que las R-algebras P y D aunque pierden la estructura de cuerpo,
queda suficiente estructura algebraica para poder definir una razén doble y mediante esta, podemos
definir los ciclos. En lo que sigue la R-dlgebra K serd C,IP 6 D. Empezamos definiendo la razén

de cuatro puntos distintos en K.
Definicion 3.16. Dados 21, 29,23,24 € K, con z; = a; + jb; con i € {1,2,3,4}. Llamamos razén

doble de esos cuatro puntos a:

21 — R4 )\22 — 23
120,20, = o2

siempre que ese cociente sea un elemento invertible de K.

Identificando el plano R? con cada una de las R-dlgebras C,IP y D como K-espacios vecto-

riales, se tiene:
1. Caso K = C, la razén doble estd definida si los cuatro puntos son distintos.

2. Caso K =P, la raz6n doble estd definida siempre que no haya dos puntos que estén en las

rectas de pendiente +1.

3. Caso K =D, larazén doble estd definida siempre que dos puntos no estén en rectas paralelas

al eje y.
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Observacién 3.17. Identificando el plano R? con K como espacios vectoriales, tres puntos definen
un unico ciclo no degenerado siempre que se pueda definir su razén doble. Ademas, si considera-
mos otro punto z € K, si su razén doble estd en R obtenemos una forma algebraica de definir los

ciclos no degenerados.

Proposicién 3.18. Sean 21, 2o y 23 puntos de R? tales que determinan un tnico ciclo no degenera-

do. Otro punto z € K estd en el ciclo definido por 21,22 y 23, si y s6lo si [z1, 22, 23, 2] € R.

Demostracion. La razon doble estd definida precisamente porque los tres puntos definen un tinico

ciclo no degenerado.

1. Si los tres puntos estan alineados (el ciclo es una recta)

(1 —2)(z2—23)  Az1—2)(23—21)
Lo = ) T (o))

siy sélo si z estd en larecta {21, 22,23}

2. En otro caso, si los tres puntos no estdn alineados. Sea z = x +yo, con 0 =1, j 6 k segln sea

el caso. Calculemos la razén doble

((a1 =) +o(b1 —y))((az —a3) + o (b2) —b3))
((a3—a1)+o(bs—b1)) (v —az) +o(y—b2))’

217227Z3a2] =

haciendo el producto, obtenemos que la razén doble se puede expresar como el cociente de
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polinomios homogéneos en K|z, ]

p1(z,y) +opa(z,y)
p3(z,y) +opa(z,y)

[2172272372] =

cada p;(z,y) estd dada por

pi(z,y) =iz + fiy+ K

donde

ar=az—az, ay=b3—by, az=az—ai, o4=>b3—0by,

2 2
Br=0"qy, [o=oa3, B3=0"a, Ls=o0q.

K es un término constante que resulta de las sumas y diferencias entre los demds términos
en los que no se factoriza ni = ni y. Ahora, para calcular la razén doble, multiplicamos el

cociente por su polinomio conjugado. De esta forma,

(p1(z,y) +op2(z,y))(p3(x,y) — opa(,y))

€R
p3(x,y)? + o2pa(x,y)?

[Zla22a23az] =

lo equivalente a

p3(z,y)p2(z,y) —p1(2,y)pa(x,y) =0 (3.1.2)

es decir, la parte imaginaria del polinomio debe ser cero. Note que la ecuacion (3.1.2), es la
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ecuacion de una cénica. En efecto, sustituyendo

p3(x,y)p2(2,y) — p1(z,y)pa(z,y) =(a2a3 — ar0q)2® + (B3 — B181)y*+
(3P + azf3 — a1 By — oufr)xy +1(x,y)

= (a3 —agoy)z? + o2 (waz — arog)y? +7(z,y)

siendo 7(z,) un polinomio homogéneo de grado uno, y ademas

(a3 —aay) =(ba —b3)(az —ar) — (a3 —az) (b3 —b1) #0,

pues si (aga3 —ajay) = 0 los puntos z1,22 y z3 estarian sobre la misma recta, y esto es
absurdo, porque estamos considerando el caso en donde no lo estan. Finalmente, la ecuacién
de la cénica es

(203 — a1aq)a” + 0% (azas — aras)y” +r(z,y)
con o = 1,7 6 k segun sea el caso.

Homogeneizando la ecuacién de la conica, veamos la interseccion de la conica con el infinito. Sean

[z,y, 2] las coordenadas del punto (z,y, z) en la conica descrita anteriormente. Veamos los casos,

» Caso K = C (i = —1): 22 +y? = 0. La interseccién de la cénica con el infinito son los

puntos [0,1,4] y [0,1,—:]. En el plano euclideo usual, la c6nica es una circunferencia.

» Caso K =P (j?2=1): 22 —y? = 0. La interseccién de la c6nica con el infinito son los puntos
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[0,1,1] y [0,1,—1]. En el plano euclideo usual, la cénica es una hipérbola equilatera.

» Caso K =D (k? = 0): 22 = 0. La interseccién de la cénica con el infinito son los puntos
dobles [0,0, 1] y entonces en la cénica en el plano euclideo usual, es una parébola con eje de

pendiente cero.

3.2. R-médulos libres de rango dos

M un R-médulo libre de rango 2, M = R2.

Definicion 3.19. Sean B = {v{,v2} una base de M yx,y € M. Six =z1v; +zov2 yy =y1v1 +

y2v2, definimos el producto exterior relativo a la base 5 como

T1 T9
XApy = =1z1y2 —T2y1 € R.

Yy Y2

A continuacion se presentardn algunas propiedades del producto exterior.

Proposicién 3.20. ( Granados Pinzon, pag 92) Sean B = {v1,v2} una base de M y x,y € M. Se

cumple que:
1. Ag bilineal y antisimétrica, es decir, X Az y = —y Ass X. Ademds X A X = 0.

Lo
2. SiB = {¥|,v,} es otra base de M entonces,

X Amy = (¥ A y) (V) A ).
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3. B = {¥},v,} es base de M siy sélo si v} Ag V) € R*.

Demostracion. 1. Considere
ANg MXMr— R
(xXy) —> x A y.
Seanx,y,z € M,
rT1+y1r T2+y2 T X2 Y1 Y2
Ap(x+y,2) = = + = A (x,2) + As(y,2),
21 ) 21 %9 21 22
ary oxr9
Asp(ax,y) = = ax1y2 — ax2y1 = a(T1y2 — T2y1) = (X Ag ).
1 Y2

Seanx yy € M, se tiene que

Y1 Y2
—(yApx)=— = —(zoy1 — T1Y2) = T1Y2 — T2y1 =X Ay Y,

Ty T2

1 T2
XN\pgx = =x1r9 — 2129 = 0.

rr T2
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2. Sean v| = v11v] + vi2v2 ¥ V) = v21v1 + v22ve. Ahora considere x y y en la base {v],v}},

/ /
X =T1v] +2x2vy,

Y =y1v] + yavh.

Reemplazando x y y en la base {v1,v2} se tiene que

x = x1(v11v1 +vi2ve) + 22 (v21v1 + v22v2),

y =y1(vi1v1 +v12v2) + y2(v21v1 + va2v2).

x = (z1v11 + 22021 V1 + (T2v22 + T1V12)V2,

¥y = (y1v11 + Y2021 )v1 + (Y2v22 + Y1v12)V2.

Luego,

T1V11 +X2V21 X2U22 +T1V12 Tl T2||v11 V12
XAy = =

Y1U11 +Y2v21 Y2022 +Y1V12 Y1 Y2||v21 V22

= (x /\%/y) (Vl Aeg VQ).
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3. Veamos que si B’ es base de M entonces Vi A vh € R*. Sean B = {vy,v2}y B = {vi,v5}
bases de M, por el item 2, se tiene que vy Ay vy = (v1 N/ VQ)(V’l Nsg v'2), note que las

coordenadas de v1 y v, en la base B, son (1,0) y (0,1) respectivamente. Ast,

10
1= =viAgvy = (V1 /\%/ VQ)<V/1 Ny VIZ) ER".

Luego, (V) AgVv)) € R*.

/
Veamos ahora que 28 es una base para M. Sean v’1 = 1v1 + x2v2 y Vh = y1v1 + Yave,

Ty X2
Vi A vy = = r1y2 — T2y1 € R™.
Y1 Y2
1
r1 I9 xr1 2 a1 Qg
Luego, es invertible y por lo tanto, existe = . Entonces
Yioy2 Yioy2 b B2

V1 = aiv] + agvh y vo = B1v] + [avh. Puesto que B = {v1,v2} es base, entonces B’ =
{v,v5} es un conjunto generador de M. Como la dimensién de M es dos, se sigue que

{v),v,} es base de M.
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Proposicion 3.21. (Granados Pinzén, Proposicion 3.1.8) Sean M un R—mddulo libre de rango

dos y ‘B una base para M. Para todos los x,y,z € M se tiene

(xApy)z+ (zAsx)y + (y Az)x =0.

Demostracion. Sean B = {v1,vs} base de M y x,y,z € M,
X =XT1V1 +T2V2, Y =Y1Vi+Y2v2, Z=Zz1V1+ 22V2,
entonces

(Ilyg — Igyl)(zﬂ'l + ZQVQ) + (213}2 — ngl)(ylh -+ yQVQ) -+ (y122 — ygzl)(xlm + SL’QVQ) =
(x1y221 — T2y121 + T2Y121 — T1Y122 + T1Y122 — T1Y221)V1 + (T1Y222 — T2y122 + Toy221 —

T1Y222 + 22y122 — Tay221)ve = 0.

]

Proposicion 3.22. (Granados Pinzén, Proposicion 3.1.9 ) Si B = {v1,v2} es una base de M en-

tonces para todo x € M, x = (x A v2)v1 + (V1 A X)va.

Demostracion. Considere y = v; y Z = v entonces por el Teorema 3.21, obtenemos que

(x A vi)va+ (v2 A x)v1 + (v1 Ag v2)x = 0. Luego,

x = (xAgva)vi+ (v1 A x)va.



ANILLOS DE HERMITE. LA RECTA PROYECTIVA 119

Definicion 3.23. Sea M un R—médulo libre de rango dos. Sim € M y N7, N son submédulos

mondgenos de M, se definen los siguientes conjuntos
1. Im)={mAy:y e M},
2. IM)={yAz:yeNr1y zE M},
3. INMINg) ={yAz:yeN1 y z€ Na}.

Los conjuntos de la Definicién 3.23 son ideales de R independientes de la base elegida
asociada al producto exterior. Ademds si N es libre y {m} es una base de N1, entonces se sigue

que I(m) = I(N7) como se demuestra a continuacion.

Proposicion 3.24. 1. I(m),1(N1) y I(N1N2) son ideales de R independientes de la base ele-

gida para definir el producto exterior.
2. SiNj eslibre y {m} es una base de N entonces I(m) = I(N7).

Demostracion. 1. Es fécil verificar que I (m),I(N1) y I(N1N2) son ideales de R. Veamos que
son independientes de la base elegida para definir el producto exterior. Sean B = {v;,v2} y

B’ = {v|,v,} bases de R. Por el item 2 de la Proposici6n 3.20,

XAy = (x A ¥) (V) A v5)
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para todo x,y € M, entonces

{xAgy:y e M} ={xAg [(V] Asvy)y] :y € M}
= {x gy :y e M},
{yAsz:yeNiyze M} ={yAg [(Vi Awvy)z] :y € N1 yz € M}

={yAw7Z :yeN yZ e M}

YAz yENIyZEN} = {y A [V A vh)z] iy € N1 yz € N}

={yAwZ :ye N yZ € No}.

2. Comom € N1, I(m) C I(N7). Veamos que I(N7) C I(m). En efecto, siy Az € N7 entonces
yENi, luegoy=X mcon A€ Rasi,yAz= mAz=mANz € I(m).

]

A continuacién el Lema 3.25 presenta una equivalencia entre las definiciones de filas uni-
modulares y elementos complementables dadas en el Capitulo 2 y los conjuntos mencionados en

la Definicién 3.23 en términos del producto exterior.

Proposicion 3.25. (Granados, Contreras) Sean M un R—médulo libre de rango dos y 8B =

{v1,v2} una base de M. Entonces
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1. m € M es unimodular si y s6lo si /(m) =R.
2. m € M es complementable si y sélo si existe n € M tal que {m,n} es una base de M.

Demostracion. Sea B = {v1,v2} una base de M, entonces param € M se tiene que m = mivy +

mavg CON M1, My € R.

1. m=(my,msa) € Uma(R) siy sblosi (m1,ma) =R esto es equivalente ay = (y2, —y1) € M

tal que (mq1,m2) - (y2,—y1) = 1, es decir myy2 —mayy = 1 siy sélosi I(m) ="R.

2. m = (mj,mg) es complementable, esto es equivalente a que existe A € G L2(R) con primera

mp ma
fila (m1,m2), siy sélo si existe n = (n1,n2) € M tal que es invertible, es decir,

ny mn2

mi1 mo9
=mAn € R*, el item 3 de la Proposicién 3.20 {m,n} es una base de M.

ny n2

Las equivalencias de la Proposicién 3.25 nos motiva a definir los siguientes elementos.
Definicion 3.26. Se dice que m € M es:
1. Unimodular, si /(m) =R.
2. Semimodular, si /(m) = AR con A no divisor de cero.

3. Complementable, si existe n € M tal que {m,n} es base de M.
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4. Simplificable, si existe A € R no divisor de cero y n € M complementable tal que m = \n.

Ejemplo 3.27. 1. Considere el Z-médulo, Z?. Entonces (z,y) € Z? es unimodular si y s6-
lo si x,y € Z son primos relativos. En este caso existen 2,1y’ € 7Z tales que zx’' + yy' =
m.c.d(x,y) = 1. En particular, la pareja (3,5) € Z? es unimodular. Observe que (3,5) € Z?
también es complementable pues {(3,5),(1,2)} forma una base de Z2. Note que (1,2) tam-

bién es un elemento complementable.

2. Sea R =R][x]. El elemento (1+x,7?) € R? es semimodular, pues (2,27) € R? tal que I((1+

l+z 22
r,2%)) = = 2z y 2 no es divisor de cero. Note que (1,z) es complementable y

2 2z
ademds (2,2x) = 2(1,z), por lo tanto el par (2,2x) es simplificable.
En el Ejemplo 3.27 se observa que existe una relacion entre los elementos unimodulares
y complementables, es decir, parece que unimodular implica ser complementable y viceversa, y
lo mismo sucede para los elementos semimodulares y simplificables. Entonces podemos pregun-
tarnos (Esto siempre ocurre? La respuesta es afirmativa y se prueba en la Proposicion 3.28 y, en
Proposicion 3.29 se presentan algunas propiedades de estos elementos como resultados de este

trabajo.
Proposicion 3.28. (Granados, Contreras) Sea M un R—mddulo libre de rango dos. Entonces,
1. m es complementable si y sélo si m es unimodular.

2. m es simplificable si y s6lo si m es semimodular.
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Demostracion. 1. Sean B = {v;,v2} una base para M y m € M, esto es, m = m1vy + mavs
con mi,mg € R. m € M es complementable, si y s6lo si, existe n € M tal que {m,n} es

base de M, lo mismo que,

mp M2
=ming —maoni € R*.

ny n2

Luego, I(m) = I((m1,m3)) =R, esto equivalente a que m es unimodular.

2. m € M es simplificable, si y s6lo, si existe A € R no divisor de cero y n € M complemen-
table tal que m = An. Como n es complementable si y s6lo si n es unimodular si y sélo si

I(n)=R,asi I(m)=I(An) = X (n) = AR siy s6lo si m es semimodular.

Proposicion 3.29. (Granados, Contreras) Sean A € R y m € M. Entonces,

1. Si Am = 0 entonces A\ (m) = 0. La reciproca se tiene si m € M es complementable.

2. Am = 0 con )\ no divisor de cero, se tiene que m = ().

3. Sim es semimodular y Am =0, A = 0.

4. dm =0 con \ # 0, m # 0, implica que \ es divisor de cero y m no es semimodular.

Demostracion. 1. Sean 8 = {v{,v2} una base de M y m € M, m = xvy +yvo. Si \m =

Azvy + Ayvy = 0, se obtiene que A\x = \y = 0. Ahora, I(m) = xny — yn para algin n =
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(n1,n2) € M. Luego, A (m) = A\xng — Ayn; = 0.
Reciprocamente, como m es un complementable, entonces por el item 1 de la Proposicion
3.28, m es unimodular, por lo tanto /(m) = R. Ahora, si \I(m) = 0 entonces AR = 0 por lo

tanto A = 0 y concluimos que Am = 0.

2. Sean B = {v1,v2} una base de M y m € M, m = xvy +yva. Si Am = Azv; + Ayvy = 0.

Como A es no divisor de cero x =y = 0. asim = 0.

3. Sean B = {v1,v2} una base de M y m € M, m = xvy +yva. Si Am = Azv; + Ayvy = 0,
Az = Ay = 0. Como m es semimodular, /(m) = R, donde ;1 € R es no divisor de cero.
Ahora, por el item 1, Al (m) = \(u2’ + py') = 0 donde 2/, y' € R. Asi, p(Az’) = p(Ay') =0,

como p es no divisor de cero, se concluye que A = 0.

4. Si dm =0, por el item 1, A\I(m) = 0. Como A # 0, entonces A es divisor de cero y m no
es semimodular, pues si lo fuera, /(m) = R con p un no divisor de cero, por lo tanto
A (m) = AR # 0 lo cual es una contradiccion.

]

Proposicion 3.30. (Granados, Contreras) Sea M un R—mddulo libre de rango dos. Sean m € M

complementable y A € R. Dado n = Am, A es invertible si y s6lo si [(m) = I(n).

Demostracién. Si ) es invertible entonces existe A~! € R tal que A\~ = 1. Como n = \m enton-
ces A\~ ln = A" Am = m. Luego, I(m) = I(n). Reciprocamente, sean B = {v1,vo} base de My

m,n € M no nulos, entonces m = xvy +yva y n = z'vi +y'va. Si I(m) = I(n), existe A € R tal
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que m = \n es decir, (z,y) = \(2,y’), como m es complementable por la Proposicién 3.28 m es
unimodular, entonces existen a,b € R tales que 1 = za+yb, asi 1 = \z'a+ \y'b = \(2'a+y'D),

luego \ es invertible. O

Proposicion 3.31. (Franco, Proposicién 5.0.6) Sean R un anillo y M un R—mddulo libre de rango

dos. Son equivalentes:

1. m = (x,y) es complementable,

2. Siexiste A € R tal que Az = \y = 0, entonces, A = 0.

Demostracion. 1 = 2 Sean B = {v1,v2} una base de M y m = xv| + yv2, como m es comple-
mentable, por la Proposicién 3.28, se obtiene que m es unimodular, es decir, existen «, 5 € R tales
que za+yfB = 1. Asi, \za+ Ay = Ay como Ax = Ay = 0, entonces A = 0.

2 = 1 Suponga X # 0 tal que Az = \y = 0, entonces m = xv; + yv2 no es complementable, pues

oy
dada cualquier n = x'vy +y'vo € M se tiene que = xy' — yx’ es divisor de cero ya que

MNzy' —yz') = dwy — M’y = 0. O
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3.3. Recta proyectiva sobre un anillo
Considerando K un cuerpo, se introducen los espacios proyectivos asociados a un K-espacio
vectorial £/ de dimension finita por ejemplo en (Doneddu, 1980) y (Aroca and Fernandez, 2009)

se define la siguiente relacién de equivalencia en £ — {0}
u ~ v siy s6lo si existe A € K* tal que u = \v

y con esto, se define el espacio proyectivo asociado al K-espacio vectorial £/ como se presenta a

continuacion:

Definicion 3.32. El espacio proyectivo asociado a E esta dado por E_N{O}.

Se denota por P(E) y su dimensién estd dada por

dimP(FE) = dimg(F) — 1.

Si E es un plano, es decir, dimk (E) = 2, el espacio P(E) es una recta y se conoce como la

recta proyectiva.

En el Ejemplo 1.3 vimos que si K es un cuerpo, un K-espacio vectorial tiene estructura de
K-médulo, entonces en lugar de considerar un cuerpo K puedo tomar R un anillo y definir los
espacios proyectivos asociados a R.

Dado que nuestro interés consiste en definir la recta proyectiva sobre un anillo R, se consi-

derard M un R-mddulo libre de rango dos. Para definir la recta proyectiva sobre un anillo R, es
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necesario definir una relacién de equivalencia sobre los elementos complementables de M. Sea
R3 = {m c M | m es no complementable}.

Ejemplo 3.33. Considere R = %. Note que los elementos no complementables de % son

Ahora se define la siguiente relacién de equivalencia sobre R? — R%
m ~ n siy solo si existe A € R* tal que n = \m.
Proposicion 3.34. (Franco, Proposicion 5.0.7) ~ es una relacion de equivalencia.
Demostracion. Veamos ahora que ~ define una relacion de equivalencia
1. Reflexiva. Seam € M, m ~ m existe 1 € R* donde m = 1m.

2. Simétrica. m ~ n existe A € R* tal que n = Am, entonces A~ 'n = A\~ \m, luego \~'n =m

y asin ~ m.

3. Transitiva.m ~nyn ~ x existen \, \' € R* tales que n = Am y x = \'n. Luego, x = \'n =

N(Am) = (NX\)m donde X'\ € R* y se concluye que m ~ x.
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Definicion 3.35. Se llama la recta proyectiva asociada al anillo R, al conjunto,

R2 —R2

Y

Pk =

La Definicién 3.35 de recta proyectiva estd dada para cualquier anillo R. Los elementos en
IP’%2 son clases de equivalencia, que notaremos por [ag,a1].
El siguiente ejemplo muestra como calcular la recta proyectiva de R = % a partir de la

Definicién 3.35.

Ejemplo 3.36. Considere R = % = {0,1,2,3}. Por el Ejemplo 3.33 se tiene que los elementos

no complementables son,

Luego,

Como los elementos {1,3} son invertibles en %, entonces (x,y) ~ (2/,y'), si y s6lo si,

existe \ € {1,3} tal que (z,y) = \(2’,%). En particular, (2,3) ~ (2,1) pues, 3(2,1) = (2,3) y asi
q p
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con cada (z,y) € %. Por lo tanto se obtiene,

Asi,

3.4. Puntos fuertemente independientes

En esta seccion se presentan definiciones y resultados referentes a las rectas proyectivas
sobre anillos conmutativos con uno, en particular las rectas proyectivas sobre anillos totales de
fracciones. Decimos que un anillo ‘R es un anillo total de fracciones si sus elementos son invertibles
o divisores de cero, para estudiar propiedades generales de los anillos totales de fracciones se
recomienda ver (Granados Pinzén and Olaya Ledn, 2020). A partir de este momento consideramos

ahora al anillo R como un anillo total de fracciones.

Definicién 3.37. Sean A = [ag,a1], B = [by,b1] € Pk, diremos que un par de puntos son fuerte-

mente independientes, si

ap ai

ER".
bo b1

Observacion 3.38. La definicién anterior es independiente del representante elegido. En efecto,
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dados dos representantes distintos de A, [ag,a1] y [a(,a}], se tiene que [ag,a1] = [ay,a}] ya que
existe A € R* tal que (ap,a1) = A(ap,a)). De forma andloga dados dos representantes distintos de

B, [bo,b1] y [by, ], se tiene que [by, b1] = [bf,b}] ya que existe v € R*, (by,b1) = v(bo, b} ). Luego,

/ /
ag ay Aag  Aaq
= = Myapby — Ayar1by = My(agby —arby)

by U vbo b1

es invertible, ya que (agb; —a1b;) € R*y Ay € R*.

Proposicion 3.39. (Franco, Proposicion 5.1.2) Sean A y B fuertemente independientes entonces

para todo C € IP’712 existen 1,72 € R tales que si A = [ag,a1], B = [bo,b1], C = [co,c1],

[co,c1] = [y1a0 +72b0, 7101 + Y2b1].

El par (1,72) es tnico salvo producto por unidades.

Demostracion. Se prueba inicialmente existencia. Sean A, B € IP’%z fuertemente independientes

entonces, por definicion,

apgp aj
ER".

bp b1
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Es decir, A y B generan a R?, por lo tanto existen A\, \o € R tales que,

(co,c1) = M(ao,a1) + A2(bo, b1)

(Co,cl) = ()qao + Aabg, Aaq + )\le).

Ahora, se prueba la unicidad de (A1, \2) salvo producto por unidades. Sean (A, \2) y

(v1,72) € Pk tales que

[co,c1] = [A1ao + A2bo, A1a1 + Aab1] = [y1a0 + Y2bo, y1a1 4+ Y2b1].

Por tanto, existe v € R* tal que Ajag+ A2bg = (’ylao —|—’be0)0& y A1a1+ A2by = ('ylal + ’ygbl)a, es
decir,

ag(ayr — A1) +bo(ay2 — A2) =0,
a1 (Oz’yl — )\1) + by (Oé’yQ — )\2) =0.

Este sistema de ecuaciones tiene solucion trivial cero, puesto que A y B son fuertemente indepen-

dientes, entonces A y B son linealmente independientes, es decir,

(ay1=A1) =0y (ay2—A2) =0.

entonces, A\ = a1 y A2 = ayg, luego (A1, A2) = a(y1,72)- O
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Definicién 3.40. Diremos que A = [ag,a1], B = [by,b1], C = [co,c1] € P, forman una referencia
proyectiva si A y B son fuertemente independientes y existen representantes de los tres puntos,

(ap,a1) representante de A, (bg, b1 ) representante de By (co,c1) representante de C' tales que,

(co,c1) = (ao,ar) + (bo, b1).

Proposicion 3.41. (Franco, Proposicion 5.1.3) Sea R un anillo. Son equivalentes:
1. {A, B,C?} es una referencia proyectiva.

2. Ay B son fuertemente independientes y existen 71,2 invertibles tales que

(co,c1) =1(ao,a1) +72(bo,b1).

3. {A,B}, {A,C} Y {B,C} son fuertemente independientes.

Demostracion. 1 = 2 Sea { A, B,C'} una referencia proyectiva, por definicién,

(co,c1) = (ap,a1) + (bo,b1)

donde claramente y; = 2 = 1.

2= 1 Sean Ay B fuertemente independientes, por la Proposicion 3.39 existen 7, y 72 invertibles
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tales que

(co,c1) = 1(ao,a1) +v2(bo,b1) = (y100,7101) + (7200, 7201)- (3.4.1)

Asi, existen representantes de los puntos A y B tales que se cumple la ecuacion (3.4.1).
2 = 3 Por hipétesis, {A, B} son fuertemente independientes, y existen -y, invertibles
tales que (co,c1) = 7v1(ap,a1) +72(bo,b1), donde A = [ag,a1], B = [bo,b1] y [co,c1] veamos que A

y C' son fuertemente independientes.

apgp aj ago al apgp aj apgp aq
= =M +72

o c1 Y1ao+7200 a1 +y2b1 ap a1 bo b1
=ap(y1a1 +72b1) — a1 (y1a0 +72b0)
="1a0a1 +Y2a0b1 — y1apar — y2a1bg
="2a0b1 — Y2a1bg

:”)/Q(aobl — albo) c R*,

ya que 2 y (apby — a1bg) pertenecen a R*, por lo tanto A y C' son fuertemente independientes.
De manera andloga se prueba que B y C son fuertemente independientes. 3 =- 2 Sean Ay B

fuertemente independientes, entonces generan a R, por lo tanto existen 1,72 € R tales que

(co,c1) = 71(ao,a1) +2(bo,b1). (3.4.2)
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Supongamos que 71 no es invertible, entonces 1 es divisor de cero, luego existe 7' # 0 tal que

v = 0, asi multiplicando la ecuacién (3.4.2) por 7/, se obtiene

7' (co,e1) = 7' v1(ao,a1) ++'y2(bo, b1)] = 7' v2(bo, b1),

es decir, B esta en la clase de C, y esto contradice la hipétesis de que {B,C'} son fuertemente

independientes. O

3.5. Proyectividades en P,

Definicion 3.42. Sea M € Ms,2(R), se define la correspondencia

Y P — P

[z0, 1] — [yo, 1]

donde

Observacion 3.43. Dos matrices inducen la misma correspondencia si y sélo si M = pN con

pER".

Proposicion 3.44. (Franco, Proposicion 5.1.4) Sea R un anillo. Si detM € R* entonces la corres-
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pondencia 1js es una aplicacion bien definida.

Demostracion. Sea (xg,71) € R? —RZ, si

Yo o
=M € RE
n il
a b
como detM € R*, entonces existe M ! = tal que
c d
Yo a b [ ayo + by 0
M_]' = = =
U1 c d) \n cyo +dy T

Puesto que (g, 21) € R? —R2, existen pig, 111 € R tales que pigxg -+ 121 = 1y por lo tanto,

reemplazamos a xy y x1 obteniendo que

po(ayo +byr) + pi(eyo +dyr) =1,
yo(apo +cpr) +y1(bpo +dpr) = 1,

entonces (yo,y1) € R? —R3.

Veamos ahora que la aplicacion vy no depende de la eleccidn del representante. En efecto,
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dados dos representantes distintos de [z, z1] y [z(,z}], se tiene que [z, z1] = [z(,, z]] si que existe

A € R* tal que (zg,71) = A(xp, 2)).

Yo 0 Azg, ) )
Y1 T Ay T )
donde AM = N y A € R*, por lo tanto inducen la misma correspondencia. O

Proposicion 3.45. (Franco, Proposicion 5.1.2) Sea R un anillo. La aplicacién vy, dada por una

matriz M envia pares de puntos fuertemente independientes en pares fuertemente independientes

siy sélo si detM € R*.

a f

Demostracion. Sean A = [ag,a1], B = [bg, b1] puntos fuertemente independientes y M =

donde ¥y (A) y ¥pr(B) estan dados por

a ag aag + Bay
Yy (A)=MA= = ,

v oo ap yao+day

a B |bo abo + By
Var(B) = MB = -

v o) \b by + 0by

war(A) y ¥ (B) son fuertemente independientes si y sélo si
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aag+ far  aby+ Bby a Bllag bo ag by
Y (A) ANy (B) = = — detM ER".
yag+day by + 0by v d|lar by a; by
ap bo
Es decir, ¥, (A) Apr(B) € R* siy sblo si detM € R*, ya que eR". O
al b1

Proposicion 3.46. (Franco, Proposicion 5.1.6.) Sean R un anillo y { A, B,C'} una referencia pro-

yectiva, entonces para todo X € IP’712 existen (cv, 3) tnicos salvo producto por unidades tales que

(co,c1) = (ag,a1) + (bo,b1),

(w0, 21) = a(ao,a1) + B(bo, b1).

Demostracion. La primera igualdad se da por definicion de referencia proyectiva. En la segunda
igualdad hacemos uso de la Proposicion 3.41, es decir existen 1,72 € R tunicos, salvo producto

por unidades, tales que

(20, 21) =[aag + Bbo, aar + Bby).
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Luego, existe A € R* tal que
(w0, 21) =A(v100 +72b0, Y101 +72b1),
(x0,21) =a(ag,a1) + B(bo,b1),

donde a = Ay y 5 = A\ys. [

Definicion 3.47. Si { A, B,C'} forman una referencia proyectiva, se define la razén doble de cuatro

puntos A, B,C, X € IF’%z como

=

[A,B,C, X] =—
«

siempre que 'y (3 sean invertibles, donde X = [, 5] en la referencia proyectiva { A, B,C'}.

Observacion 3.48. 1. La razén doble estd definida siempre que A, B,C, D sean fuertemente

independientes dos a dos.

2. Sean A, B,C,D € Pk, A= [ag,a1], B = [by,b1], C = [co,c1] y D = [dp,d1] las coordenadas

de los puntos en alguna referencia de IP’%Q. Larazén doblede A, B,C'y D es

ap do||bo co

ar di||b1 <

[A,B,C,D] =

ap col|bo do

a1 c1||by db
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Proposiciéon 3.49. (Franco, Proposicién 10) Sean {A, B,C} y {D, E, F'} dos referencias proyec-
tivas, entonces existe una unica proyectividad algebraica lineal (Id-semilineal) que transforma una

referencia en la otra.

Demostracion. Se prueba la existencia, sean {A, B,C'} y {D, E, F'} dos referencias proyectivas,

donde A = [ao,al],B = [bo,bl],c = [CO,Cl], D= [do,dl],E = [60,61] y F= [f(),fl], tales que

(00,61) = (ao,al) + (b(),bl),

(fo, f1) = (do,d1) + (eo, €1).

ago bo do €0
Sean M = y N = . Como Ay B son fuertemente independientes, al igual
a1 b di e
ap bo do e€o
que Dy F, se tiene que eER*y eR”.
ar b di e

Note que det(NM 1) € R*, luego por la Proposicién 3.44, la aplicacion 1 ;-1 estd bien definida

y ademads, envia una referencia en otra.
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En efecto, se verifica que envia el punto A en el punto D,

1 do eg by —bo ao
Ynm-1([ao,a1]) = aob1 —aibo
di el —a1 ap ai
1 do e biag  —boay
 aghy —aiby
di el —aijap apal
do €0 1 do
d1 €1 0 d1

De manera analoga se prueba que a B lo enviaa F y a C' lo envia a F'. Ahora, para probar
la unicidad, sean vy, y 1y, tales que envian referencias en referencias, entonces My My ! deja
invariante los puntos de la referencia, luego se identifica con la identidad, salvo un invertible en R,

entonces M1 = Mo. U]

Definicion 3.50. Sea ® una correspondencia @ : IP’712 — ]P%a’ decimos que ¢ es una proyectividad
algebraica T-semilineal de IF’%2 si existen M € May2(R) con detM € R* y un automorfismo de R

llamado 7, tal que

O([z,y]) = Ya([r(2), 7(y)]).

Proposicion 3.51. Sea ¢ : IP%2 — IP%z una proyectividad algebraica 7-semilineal, se tiene que

[(I)(A)7CI)(B)’CD<C)’(D(D>] = T([A7B’C’D])
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para todos los A, B,C, D € IP’%2 fuertemente independientes dos a dos.

Demostracion. Considere {A, B,C'} como una referencia proyectiva de Pk, y sea [A, B,C, D] = \
entonces D tiene coordenadas [1, ] en la referencia, luego ®(D) tendrd coordenadas [1,7()\)] en

la referencia {®(A), ®(B),P(C)}, y por tanto

O

Definicion 3.52. Se dice que cuatro puntos A, B,C, D € IP’%z forman una cuaterna arménica en
1 .
P, si

[A,B,C,D] = —1.

Ejemplo 3.53. 1. Paratodos a,3 € Rcon{c,5}N{0,1} =0y a#+5y2€c R* setiene que

En efecto,
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1 0} 1
| B GRS S B
B-a
11|10 (5+5-5)1 5
a P61
2. Paratodo o € R —{0,1} y 2 € R* se tiene que
[1,0],[1,0], 0,1, [1,5]] = 1.
En efecto,
1 0|1 1
0 1ljla § _
IO .
a1 o
2 2
1 1|1 0
0 S|l 1

3. Paratodo o, € R—{0,1} con o # +5y 2 € R* se tiene que

[[1,0&], [176]7 [170]7 [a+ﬁ72@ﬁ“ = -1

142
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En efecto,
1 1|1 a+p
© O 2P —aap-ap-p) _—afPa—a-p) a-p
(2af-a?—af)(=F) -aB(2f-a=p) f-a
1 a+p)(1 1
a 2ap |6 0

Definicion 3.54. Sea ¢ una correspondencia P : IP’71z — IED%Q, decimos que ¢ es una proyectividad
de Staudt si ¢ es biyectiva, transforma pares fuertemente independientes en pares fuertemente

independientes y conserva cuaternas armonicas.

Teorema 3.55. (Franco, Teorema 5.1.1) Sea R un anillo y 2 € R*. ® es una proyectividad de

Staudt si 'y solo si es una proyectividad algebraica.

Demostracion. <) Inmediato.

=) Sea ® una proyectividad de Staudt, y considere R = { A, B,C'} una referencia proyectiva en

IP’%Q. Por la Proposicion 3.41, tenemos que A, B y C' son fuertemente independientes dos a dos, en-
tonces (A), ®(B)y ®(C) son fuertemente independientes dos a dos, es decir R’ = {®(A), ®(B),®(C)}
es una referencia proyectiva.

Ahora para cada A € R — {0,1}, definimos Xy = [z, y] al dnico punto tal que

(z,y) = (ao,a1) + A(bo,b1)
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y A =lag,a1], B=[bo,b1] y C = [cp,c1]. Como R es una referencia proyectiva, se tiene que

(co,c1) = (ao,ar) + (bo,b1).

Luego, X = [1, ], equivale a

[A7 B7 O? X)\] - A?

entonces, se define 7: R — R, tal que 7(0) = 0,7(1) = 1 y para A ¢ {0, 1}, se tiene que 7(\) =
[D(A),P(B),®(C),P(X))|. Para probar que ¢ es una proyectividad algebraica, debemos demos-
trar que 7 estd bien definida, es inyectiva, sobreyectiva y que es homomorfismo de anillo. Para esto,

vamos a dividir la prueba en varios pasos.

1. Veamos que 7 estd bien definida, sean [z,y'] = ®(X)), [aj,d}] = P(A),[b, V)] = ®(B) y

[y, i) = @(C), con (ag, ay) + (b, b)) = (¢, ¢}) si e, € R con

(«",y') = alap, a1) + B(bo, by).

Observe que « # 0 porqué ®(X)) y ®(B) son fuertemente independientes, ya que & es
una proyectividad de Staudt, X y B son fuertemente independientes. Si « no es invertible,

entonces « es divisor de cero, luego, existe o’ # 0 tal que aa’ = 0, asi

o/ (@,y) = o'a(ap,ay) + o' B0, by),

o (o) = O/B(bf),bll).
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Considere,

b b by A
= o (' 8% — y' Bt

[N /SN
=ray —yazr =0.

Lo cual es absurdo, ya que ®(X ) y ®(B) son fuertemente independientes y o/ 3 # 0, porque

®(X)) € PL, asi que tenemos que la razén doble de

esta bien definida.

2. Tesinyectiva. En efecto, sea 7(A\) =7(p), [1,7(A)] = [1,7(n)], luego ®([1,7(N)]) = P([1,7(1)])

y como ® es biyectiva, A = p.
3. 7 es sobreyectiva, ya qué ® lo es, al igual que 7 es automorfismo de anillos.

4. 7 es un homomorfismo de anillos. En efecto,

a) 7(5) = @ Por el item 2 del Ejemplo 3.53, para o # 0, 1, en la referencia R se tiene

que
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1,0],[1,a],[0,1], [1%” — 1,

y como & es una proyectividad de Staudt, entonces

@([1,0]),@([1@}),@([0,1]),<1>([1,%])] — 1.

En la referencia R, queda
([0 [1 ()], 0,1, 1,7 (%)H — 1

Esto es,

—_
—_
—_
==

=}
9
—~
|R
~—
2
—~
Q
~—
—_

—_
==
—_
—

=}
—_
)
—
Q
~—
B
—~
nolQ
~—
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Luego,

b) T(a+ ) =7(a)+7(5). Si = f, se aplica el item anterior. Sea o # 3, por el item 1

del Ejemplo 3.53, en la referencia R se tiene que

i L 52 | =1

Como @ es una proyectividad de Staudt,

o(ta.oqua.e(o..e (1257 )] =1

y asi en la referencia R,

{[1,7(04)], [1,7(8)],[0,1], {1,7 (O‘;ﬁ)” — 1.
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Esto s
1 1 1 0
@) (=) 1| () -rw)
N | L & S i
(o) 1||r(8) 7 (%5%)

Luego,

¢) 7(a)?=(7(a))? Parac,3 € R—{0,1} con a # %3, entonces por item 3 del Ejemplo

3.53, se tiene que

[[1704]7 [17ﬁ]7 [170]7 [04+B72055H = —1.

Considereﬁzl—aya#%

[1,a],[1,1—al,[1,0],[L,2a(1 — )] = —1.
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Aplicando @,

L 7(@), [1,7(1 — )L, [1,0L[1, 7(2a(1 — a))] = ~1.

1

Como 7 (5) = % y como T es inyectiva entonces para « 7# %, se tiene que 7(a) # 5,y

D[ —

razonando como antes para 7(«),

[[1,7’(0&)], [17 1- T(Oé)], [170]7 [1,7’(2614(1 - O‘))H =

[1,7(a)],[1,7(1 = )], [1,0], [1,27(a)(1 — @))]] = —1.
Por lo tanto
7(2a(1—a)) =27(a)(1 — 7(v))

entonces 7(a)? = (7())?, en particular, 7 ((%)2) =(r (%))2

d) 7(af) =7(a)7(B). Considere

T((oH—ﬁ)z) = T(a2 +2a8+ 52) = T(oz2) +7(2ap) —1—7(52)

=7(a) +2r(ap) +7(8%)
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(r(a+B))* = (t(a) +7(8))? = 7()* + 27 () 7(8) + 7(B)°

=7(a%) +27(a)7(B) +7(57).

Por el item anterior, (7(a+ 3))? = 7((c+ 3)?), entonces se obtiene que

27(af) = 27(a)7 (),

luego

T(af) = 7(a)7(B).

De esta manera, ¢ es una proyectividad algebraica 7-semilineal que transforma la re-

ferencia Ren R'.
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3.6. Recta proyectiva dual
En esta seccion se denota a A como un anillo conmutativo que es un anillo total de fraccio-

nes y el producto A% = A x A serd un .A-médulo libre bidimensional o de rango 2.

Lema 3.56. (Franco, Lema 5.2.1) Sean o, a1 € A se tiene que el conjunto

N = {(zo,71) € A% : agzo+aiz; =0}

es un submédulo unidimensional y complementable si y sélo si (o, a1 ) es complementable en A2

Demostracion. Para probar que si A es un submdédulo unidimensional y complementable entonces
(g, 1) es complementable en A% lo haremos por reduccién al absurdo. Se tiene que existen
v,y € Atales que N = (») y (v,v') = A% Sea v’ = (v)),v}), si agv},+ a1v] no fuera invertible,
existirian N € Ay A € Atal que \'v € N'y X'V = v y v y v/ no serian independientes, lo cual es
absurdo.

(«=) Como (ap,a1) es complementable, (—ay,aq) € A? también es complementable y
por lo tanto existe (uo, 1) € A? tal que {(—a1, ), (1o,/41)} es una base de A% Veamos que
N = ((—a1,ap)).

En efecto, seam = A\ (—aq,0) + Ao (po, p1) € N

m = (—Aja1+ Ao, Ao+ Aopiy) €N
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< ap(—Arar+ Aapp) + a1 (Ao + Agur) =0
& aplepo+aidopy =0

< M(agpo+arp) =04 A =0.

Ahora, se define el siguiente conjunto:

(AY* = {d: Ax A—> A lineal | ker® es unidimensional y complementable}.

Note que, por el Lema 3.56, se tiene que

(A ={d: AxA— A | ®(zg,x1) = apxo+aiz, (ag,o1) complementable}.

Se denotard a (A?)* como el dual del .A-médulo A? y se espera no exista confusién con el

conjunto de los elementos invertibles de .4, que es denotado por .A*.

Proposicion 3.57. (Franco, Proposicion 5.2.1) Sean &1, ®5 € (AQ)*, se tiene que ker®; = ker®,
si y sélo si existe, A € A* tal que &1 = A\Py. Ademas se tiene que esa condicion define una relacion

de equivalencia en (A2)*.

Demostracion. =) Seam € A x A tal que el ker®, = ker®y = (m), como 1, P9 € (A*) existe
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n € A? tal que (m,n) = A2, se tiene que ®1(n),2(n) € A*, supongamos que no es asi, es decir,

Pi(n)y Po(n) ¢ A*. Como A es anillo total de fracciones, entonces ®1(r), P2(n) son divisores de

cero, entonces existe z € A, z # 0, de tal forma que z®;(n) = ®1(zn) = 0, luego zn € ker®; por

lo tanto n € (m) y esto es absurdo. Luego, ®1(r) € A*. Andlogamente se prueba que $2(n) € A*.
Py (n)

Veamos ahora que 1 = W@Q. En efecto, como (m,n) = A? paratodox € A2 existen oy ,as €A

tales que x = aym + aom. Asi,

@1(3&?) = alq)l(m) +a2<1>1(n),

(I>2(x) = al(I)g(m) +a2(1>2(n),

como ker®; = ker®y = (m), ¢1(x) = as®i(n) y P2(x) = agPa(n). Luego, ¢ (x) = (I’;(Z)@g(x)

para todo x € A2

<) Si &1 = Ay, con A € A%, entonces ker®, = ker Ao = ker®d,.

Ahora, vamos a demostrar la segunda parte de la proposicion. Veamos ahora que ~ define

una relacion de equivalencia
1. Reflexiva. Sea ®1 € (A)*, ker®; = ker®,, entonces ¢; ~ ;.
2. Simétrica. Sean 1, P2 € (A)*. Si Py ~ Oy entonces kerd; = kerds, luego, Po ~ Py

3. Transitiva. Sean @1, P9, 3 € (A)*. Si & ~ Py y g ~ &3, veamos que 1 ~ P3, en efecto,
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ker®, = ker®q y ker®g = ker®s, luego ker®y = ker®s y asi 1 ~ Ps.
Luego, por 1,2 y 3, concluimos que ~ es una relacion de equivalencia. [

Definicion 3.58. Llamaremos recta proyectiva dual del anillo 4 al cociente

2\ *
P =

~Y

donde 1 ~ P9 & ker®; = kerds.

A continuacién se determina la recta proyectiva dual del anillo %.

Ejemplo 3.59. Considere % = {0,1}. Luego,

mentos complementables en % X l) son {(0,1),(1,0),(1,1)}.

Ahora, se define

7 2\ 7 7z 7
@ - (I)(ocmm) : @ 8 @ |—> @ | q)(ao’al)(a:(),yo) = oo+ a1yo

donde (v, 1) es complementable. Luego, se tiene que (%2> ={251), 211 Pa0)} Y

2
la recta proyectiva dual de % estd dada por

()

donde ® (4 ;) ~ <I>(a67a,1) & ker® g a,) = ke?"q)(a67all). Encontremos cada ker® ) o,)-
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1. Si (ao,al) = (G,T),

-
=
¢)
09
°
T~
[
=
S
=
=i
I
—~
—~~
=]
ol
N—
—~
=
ol
N—
—
I
—
~—~
—|
ol
S~—
~
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Por lo tanto, P ((%2>*> ={[®on)[®an) [®ag!} = {[0,1]px, [T, I]p+, [1,00p-}

Observacion 3.60. Si (ap, 1) es complementable, entonces (—aq, ) también lo es. Ademds

(—a1,0) € ker®(qq,a,), Pues
@(aoﬂl)(—al,ao) = —apo1 +arag =0

y por la reciproca del Lema 3.56, se tiene que ker® ) o) = ((—a1,a0)).

En (Franco, 2009) Mazuelas menciona rdpidamente algunos de los resultados presentados
a continuacion, sin embargo, los detalles como demostraciones, observaciones y ejemplos hacen
parte de los resultados de este trabajo. Antes de presentar la proposicidn que relaciona los espacios

proyectivos duales con los espacios proyectivos, definimos el siguiente conjunto,
X={N¢g€ A? | NV es submédulo unidimensional y complementable}.
Proposicion 3.61. Sea

F: X — P((A%))

N +— (9]
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donde [®] = [, a1]p+. F define una correspondencia biunivoca entre el conjunto de submédulos

unidimensionales y complementables de A2 y el espacio proyectivo dual asociado a A.

Demostracion. Considere N' = ker® = ((—a1,aq)) € A? y denotaremos la clase de equivalencia

de ® € P((A?)*) por [®] = [, a1 ]p+. Entonces,

1. F estd bien definida y es inyectiva. En efecto, sean M, N € X, con M = ker®; = ((—aq,ap))
y N = ker®y = ((—f1,00)), entonces F(M) = F(N) < [®1] = [P2] < existe A € A* tal

que D1 =\0y & kerd| =kerdy & M = N.

2. I es sobreyectiva. Sea [®] € P((.A?)*), veamos que existe M € X tal que F'(M) = [®]. En
efecto, [®] = [ap, a1]p+, donde ((ap, 1)) = ker® y ker® es un submddulo unidimensional

y complementable, luego ker® = M € X.

Proposicion 3.62. Sea

G:X — P4

Nl—> [040,041]]1».

G define una correspondencia biunivoca. Esto es, un submédulo unidimensional y complementable

N € A%, N = {(ap, 1)) puede ser representando biunivocamente mediante el punto [, 1] € PY
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Demostracion. 1. G estéd bien definida y es inyectiva. En efecto, sean M, N € X tales que
M= <(a0,a1)> yN = <(ﬁ0,61)> G(M) = G(N) = [040,041]]}» = [ﬂo,ﬁl]p & existe A € A"

tal que (g, 1) = A(Bo, B1), luego M C N. Andlogo se cumple que N C M.

2. G es sobreyectiva. Sea [, o1 ]p € P, veamos que existe M € X tal que G(M) = [ag, o1 ]p.
En efecto, como [, a1 |p, sabemos que ((ap, 1)) es un submddulo unidimensional y com-

plementable, luego ((ap,a1)) = M € X.

]

Por las Proposiciones 3.61 y 3.62 podemos establecer la siguiente relacion entre los puntos

de la recta proyectiva y los puntos de espacio proyectivo dual.

Proposiciéon 3.63. Existe una correlacion canénica (isomorfismo), conocida como la polaridad

nula de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo

P((A%)*)
I
Sl

P, —— X

donde ' = FoG™1L.

Demostracion. Considere I' definida asf:

Py — P((A%)")

(g, a1]p — [, aq]p=-
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1. T esta bien definida. En efecto,

I ([ao,c1]p) = F o G~ ([on, a1]p)

= F(M), ./Vl = l{:er@(ao,al) = <(—041,a0)>

2. I' es biyeccion. Por las Proposiciones 3.61 y 3.62, tenemos que I' es compuesta de biyeccio-

nes, por lo tanto es biyeccion.

]

En el Ejemplo 3.59 se observa que calcular el espacio proyectivo dual a partir de la defi-
nicion suele ser un proceso bastante extenso segun el anillo considerado. En el siguiente ejemplo
usamos la polaridad nula I' definida anteriormente para calcular de forma mads corta los puntos del

espacio proyectivo dual del anillo %.

Ejemplo 3.64. Considere R = % = {0,1,2,3}. Por el Ejemplo 3.33 se tiene que
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Luego,

por una parte, para calcular P ((%2> ) por definicion es necesario calcular ker®, ,,) para cada
ag, 1) complementable y calcular las clases de equivalencia segin la relaciéon de equivalencia
P y q g q
dada por,

q)(ao,al) ~ q)(a/wa/l) = kerq)(a()’al) = ker(I)(a67a/1)_

Por otra parte, del Ejemplo 3.36 se tiene que,

Pl - {[67T]]P’7 [16][[’7 [Ta 1]1[”7 [Tag]ﬁ”a [T, 2]]?’7 [z 1]]?}7

/
4

y por la Proposicion 3.63 sabemos que existe ' tal que

1 Z2 '
r.%ﬁp«@))

(g, c1]p — [, a1 |p=.
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Esta polaridad nula I', determina una estructura simpléctica sobre el .A-mdédulo A2. Para

probar esto, es necesario mencionar la definicidn de estructura simpléctica.

Definicién 3.65. Sean A? un A-médulo y H : A% x A?> — A una forma bilineal, antisimétrica y

no degenerada, se dice que el par (A%, H) forma una estructura simpléctica.

La siguiente Proposicion 3.66 es un resultado de este trabajo y serd util para definir la forma

bilineal.

Proposicion 3.66. (Granados, Contreras) I" definida en la Proposicion 3.63 es una proyectividad

de Staudt.

Demostracion. Por la Proposicion 3.63, I" es biyeccidon. Queda por probar que envia cuaternas
arménicas en cuaternas armoénicas. En efecto, Sean A = [0,1]p, B = [1,0]p, C = [1,1]py D =
[—1,1]p, entonces { A, B,C, D} una cuaterna arménica en P;. Ahora, I'([0,0]p) = [0,0]p+; I'([1,0]p) =
[1,00p=; I'([0,1]p) = [0, 1]p« y ['([—1,1]p) = [ 1, 1]p~.

Se obtiene que A’ =10, 1]p+, B’ =[1,0]p+, C' = [1,1]p+ y D' =[—1, 1]p, entonces { A’, B',C", D'}

una cuaterna arménica en P((.A2)*). Por lo tanto I es una proyectividad de Staud. O
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Observacion 3.67. Si f : P — P’ es una proyectividad de Staudt y dim(IP) = 1 existen un au-
tomorfismo 7 de anillos y un isomorfismo 7-semilineal ® entre los espacios asociados, tales que
f=1®].

Por la Proposicién 3.66, se tiene que [' es una proyectividad de Staudt y como dz’m([P’}él) =
1 existe un automorfismo 7 = Id 4 de anillos y un isomorfismo 7—semilineal ¢ definido de la

siguiente manera,

o A% — (AZ)*

(Oé(),(l/l) — q)(ao,al)a

tal que el siguiente diagrama conmuta

A2 ® (./42)*
Pl 1 P((A%)%)

donde 71 y 72 son las aplicaciones candnicas y se cumple que I' = [®].

Entonces, seanm,n € A%y B = {v1,v2} una base para A2, se define

H:A2x A% — A

(m,n) — &,(m) =mA\gn.

Proposicion 3.68. Sean m.n € A%y B = {v,v5} una base para A2, tal que m = agv; +ave y
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n = Bov1 + Biva,

H:A2x A — A

(m,n) — &,(m) =m Ay n,

es una forma bilineal antisimétrica.
Demostracion. Es claro por el item 1 de la Proposicion 3.20. 0

Observacion 3.69. A toda forma bilineal se le puede asociar una matriz, en este caso para m,n €

A2 con B = {v1,v2} una base de A2 tal que m = agvy + a1ve y » = [Bgvy + [B1v2, se tiene que,

0 1 0 1
mAgn = agf —a1fy = (ag, o)’ (Bo, B1) = m" n.
-1 0 -1 0
Luego, la matriz asociada a la forma bilineal H es,
0 1
M=
-1 0

Definicion 3.70. Sea A = [ag, 1] € Py y B =[5y, 51] € P((A?)*) decimos que son incidentes si
[0, 1] = [Bo, A1)

Definicion 3.71. Una polaridad es una correlacion f : IP’}4 — IP((A?)*) cuya inversa esta dada por
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f71:P((A?)*) — PY y corresponde a si misma, es decir se cumple que A € P, y B € P((A4?)*)

son incidentes si y sélo si f~1(B) € Pl y f(A) € P((A*)*) son incidentes.

Proposiciéon 3.72. (Franco, Proposicion 5.2.3) Una forma bilineal no degenerada dada por una

matriz M € Msxo(.A) define una polaridad si y sélo si existe A € A* tal que M = AM?.

a b b d
Demostracion. Sea M = , M define una correlacién con matriz cuya co-
c d —a —c
—c —d
rrelacion inversa viene dada por la matriz , por lo tanto la forma bilineal define una
a b

polaridad si y sélo si existe un A € A* tal que

O]

Proposicion 3.73. (Franco, Proposicion 5.2.2) Una correlacion determinada por una forma bilineal

es un isomorfismo entre P! y P((A?)*) si y s6lo si la forma bilineal es no degenerada.

Demostracion. Considere,

r:PY — P((A%)%)

[, a1]p — [, a1 |
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la correlacion determinada por la forma bilineal H. Por la Proposicién 3.63, I' es un isomorfismo,

0
veamos entonces que su forma bilineal /7 es no degenerada. En efecto, considere M =
—1
la matriz asociada a la forma bilineal H. Note que
0 1 0 —1
M = =(-1) = (—1)M?,
-1 0 1 0
por la Proposicion 3.72 se concluye que H es una forma bilineal no degenerada.
Reciprocamente, dada una forma bilineal
f: A2 x A2 — A
a b
(m,n) — m' n,
c d
b

f determina una correlacidn, por la Proposicion 3.72 la matriz asociada a la correlacion es

—a

—C
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luego

[Py — P((A%))

[ag, 1] — [apb+ and, —apa — aq df,

I es un isomorfismo. O
Proposicién 3.74. (A% H) forman una estructura simpléctica.

Demostracion. Por la Proposicion 3.68 tenemos que /1 es bilineal y antisimétrica y por la Proposi-
cién 3.73 se tiene que la forma bilineal H es no degenerada y asf concluimos que (A2, H) forman

una estructura simpléctica. 0
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