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DESCRIPCION La teorfa de las series de Fourier nos permite expresar cualquier
funcién continua como una combinacion lineal de senos y cosenos. Estas combina-
ciones se conocen con el nombre de series de Fourier, y se han convertido en una
parte importante de la fisica y algunas ingenierias por su gran aporte al estudio
de ciertos fenémenos periédicos tales como movimientos ondulatorios, vibraciones,
rotaciones, etc.

Todos estos estudios nos lleva a pensar en problemas totalmente matematicos, al-
gunos de ellos son: porqué cualquier funciéon continua puede expresarse por medio
de una serie de senos y cosenos?, converge la serie?, y si converge su suma vale
la funcién 7. Estas y muchas mas preguntas son resueltas por medio de la teoria
de las series de Fourier, y es un hecho que gran parte del desarrollo del analisis
matematico de nuestra época se basa en la busqueda de respuestas a tales proble-
mas.

La serie de Fourier definida en la seccién (2.2) puede expresarse de una manera mas
compacta y en forma compleja y recibe el nombre de series de Fourier complejas,
el objetivo principal de esta monografia es mostrar una aplicaciéon a la geometria
de la serie mencionada anteriormente.

Este trabajo se desarrollo asi: En el primer capitulo se mencioné lo relacionado
con los espacios euclideos, introduciendo en él los sistemas completos y cerrados.
En el segundo capitulo, damos a construccion, definiciones y propiedades de las
series de Fourier, mostrando la convergencia y la derivacién de éstas series. En el
tercer capitulo vemos como podemos transformar las series de Fourier a la forma
compleja y mostramos finalmente la aplicaciéon de éstas series, creando por medio
de éstas poligonos regulares estrellados.
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DESCRIPTION The theory of Fourier series of allows us to express any contin-
uous function as a lineal combination of sines and cosines. These combinations are
known with the name of Fourier series, and they have become an important part
of the Physics and some Engineering, for their great contribution to the study of
certain periodic phenomena, such as wave movements, vibrations, rotations, etc.

Do all these studies take us to think of completely mathematical problems, are
some of them are: why any continuous function can be expressed by means of a
series of sines and cosines? Does the series converge? And if it converges, is their
sum worth the function? These and many more questions are resolved by means
of the theory of Fourier series, and it is a fact that great part of the development
of the mathematical analysis of our time is based on the search of answers to such
problems.

The series of Fourier defined in the section 2.2 can be expressed in a more compact
way and in complex form that it receives the name of complex Fourier series; the
main objective of this Monograph is to show an application to the Geometry of
the series mentioned previously.

This work was developed this way: In the first chapter it was mentioned the related
with the spaces Euclidean, introducing in him the complete and closed systems. In
the second chapter, we give to know the construction, definitions and properties of
the Fourier series , also showing the convergence and the derivation of these series.
In the third chapter, we see like we can transform the Fourier series to the complex
form and finally, we show the application of these series; creating by means these,
starry regular polygons.

* Monograph ** FACULTY OF SCIENCES, LICENTIATE IN MATHEMATICS.
Director Edilberto José Reyes G.
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Introduccion

En 1807 el matematico francés Joseph Fourier afirmé que cualquier funcion
continua podia expresarse como una combinacion lineal de senos y cosenos;
esto es posible gracias a que el sistema {cosnz,sinnx} es un sistema or-
togonal completo; estas combinaciones se conocen hoy en dia como series
trigonométricas de Fourier, y son de la forma

oo
ao .
5 + g a, cosnx + b, sinnzx.

n=1

Toda la teoria de las series trigonométricas fue elaborada por Fourier, pero
fue Euler quien dio las férmulas para los coeficientes ag, a,, y by,.

Por medio de algunas sustituciones esta serie puede expresarse de una manera
mas compacta y en forma compleja, asi,

o

D elf)em™,

n=—oo

denominada serie de Fourier compleja. A través de estas series se pueden
construir unos poligonos especiales llamados poligonos estrellados, los cuales,
ademés de ser regulares, tienen forma de estrella.



Capitulo 1

ESPACIOS EUCLIDEOS

1.1. Definicién y ejemplos

Definicién 1.1. Un conjunto no-vacio L de elementos x,y, z,... se llama
espacio lineal, cuando satisface las siguientes condiciones:

» Para cada par de elementos x,y € L estd definido un tercer elemento
z € L, denotado por x + y, tal que

r+y=y+uw,

z+(y+2z2)=(x+y) +z

en L existe un elemento 0 tal que x + 0 = x, para todo x € L,

Lo v o~

4. para todo x € L existe un elemento —x tal que —x + x = 0.

= Para cualquier nimero o y cualquier elemento x € L, estd definido el
elemento ax € L de manera que

1. a(fz) = (af)z,
2. 1lx=u=x.

= Las operaciones de suma y multiplicacion estan relacionadas por medio
de las leyes distributivas

1. (a+ B)x = ax + Pz,



2. a(r+y) =axr+ ay.

Ejemplo 1.1. El conjunto de todos los sistemas posibles de n nimeros (reales
o complejos) x = (x1,Ta, ..., T,), en el que la adicion y la multiplicacion por
un real A se definen mediante las formulas

(x17$27---axn)+(y17y2a"'7yn) = (x1+ylax2+y27"'7$n+yn)a
Axy, Ty @) = Az, Axg, .., ATy,)
es un espacio lineal.

Definicién 1.2. La funcion real (x,y) definida para cada par de elementos
x,y € L, donde L es un espacio lineal real, se llama producto interno si se
verifican las siguientes condiciones:

1. (z,y) = (y,x);

2. (z,y+y°) = (z,y) + (x,9°);

3. (Az,y) = Mz, y);

4. (z,2) >0y (x,2) =0 entonces x = 0.

Algunos ejemplos clasicos de producto interno son:

Ejemplo 1.2. En R™ definimos (x,y) = = x vy, donde z,y € R™ con las
operaciones de suma y multiplicacion habitual en R™ forman un producto
mterno.

Ejemplo 1.3. Supdngase que a < b y sea C? [a b] el espacio de funciones

continuas sobre [a,b], y definamos (f,g) = f f(z)g(z)dz, donde f,g €
C?[a,b]. Este es un producto interno en ese espaczo Veamos que cumple
con las condiciones enumeradas anteriormente

1. (f,g) = fff(aﬁ)g(fﬂ)dfﬂ = [ g(2) f(x)da = (g, f).

2 {fqi+ o) = [ flx +gz( )|da
:fa (2)g1( dx—i—ff dx
= (fy91) + ([, 92)-



3. (A, 9) = [N (@))g(x)de = X\ [ f(x)g(x)dz = A, g).

4. {f, ) =0y (f,f) =0, entonces fabe(x)dx >0y f; fA(x)dx =0, ya
que a < b se tiene que  f*(x) =0 y por lo tanto f(x) = 0.

Definicién 1.3. Un espacio lineal real L con un producto interno definido
en €él, se denomina espacio euclideo real.

Definicién 1.4. Un sistema {z,} de vectores del espacio euclideo L,
diferentes de cero:

1. Se llama ortogonal si y solo si (T, x5) =0 para a # 5.
2. La norma de x,, denotada por ||z, ||, estd definida por ||za| = /{Ta, Ta)-

3. El sistema {xs} es ortonormal si y solo si (T, x5) =0 para a# 3 y
(Ta,x5) =1 para a=[.

Se ve, que si {x,} es un sistema ortogonal, podemos transformarlo en un

sistema ortonormal dividiéndolo por su norma, esto es {”;—QH}
«@

Proposicién 1.1. Sea {z,} un sistema de vectores de L; si los vectores x,,
forman un sistema ortogonal, entonces son linealmente independientes.

Demostracion. Sea a1Tq,+ G2%q,+ -+ apT,, = 0y veamos que
ap=ay=---=a, =0.

Por hipétesis, {z,} es un sistema ortogonal; entonces

(Tay, 1Ty +A2T 0y +- -+ anTq,) =0, parai = 1,2,..., n; por las condiciones
2.y 3. del producto interno, tenemos que

(Tay, 1T 0, H02Tay++ - F+nTa,) = (Tays 10y )+ Ty, Q2Tas) + + +(Tay, AnTa,)
= a1(Ta;; Tay) + 02(Tay, Taz) + -+ + An(Za,, Ta,,) = 0,

por lo tanto (x,,, 01T, + G2Tay + -+ + ApZa,) = @i(Ta;, Ta,) = 0,

ya que (T, Ta,) # 0, se tiene que a; = 0 para i = 1,2,...,n, asi, {z,} es
un conjunto linealmente independiente.ll

Definicién 1.5. Se dice que un sistema ortogonal {x,} en L es completo
si y solo el menor subespacio cerrado que lo contiene es todo L. Ademds, si
{z,} es completo, entonces se llama base ortogonal; y si la norma de cada
Tq €s 1, la llamaremos base ortonormal.



Ahora daremos algunas bases ortogonales de los ejemplos (1.2) y (1.3). Para
el ejemplo (1.2) una de sus bases ortogonales entre tantas, es la que viene
dada por los vectores

61:<1,0,0,...,0>,
62:(0,1,0,...,0),

e, = (0,0,0,...,1).

En el ejemplo (1.3), la més importante para nuestro trabajo es la base or-
togonal dada por el sistema trigonométrico

1 2t 2mt
- ——— sin )
2,Cosnb_a,s. nb—a

1.2. Existencia de bases ortogonales

Presentaremos un teorema general, llamado proceso de ortogonalizacién, que
permite mostrar la existencia de una base ortogonal en un espacio
euclideo de n dimensiones; se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 1.1. Sea
flaf?a"'afn (11)

un sistema linealmente independiente de elementos de un espacio euclideo L.
Ezxiste en L un sistema de elementos

P1,92,---,Pn (12)

que satisface las siguientes condiciones:

1. El sistema (1.2) es ortogonal y normal.

2. Todo elemento p,, es una combinacion lineal de los elementos fi1, fa, ..., fn

©n = anlfl +an2f2+ +annfn CON  Anp 7& 0.

3. Todo elemento f, se representa en la forma

frn = bp1o1 + buops + ... + bpnn, donde by, # 0.



Todo elemento del sistema (1.2) queda determinado por las condiciones 1.,
2. y 3. univocamente, salvo un factor £1.

El paso del sistema (1.1) al (1.2) que satisface las condiciones enunciadas se
llama proceso de ortogonalizacion.

1.3. Sistemas ortogonales cerrados

Anteriormente se encontré una base ortonormal eq, es, ..., e, del espacio
euclideo R", de n dimensiones. Con esta base todo vector x € R"™ puede
representarse como

T = chek, (1.3)
k=1

donde
Cp = <$,€k>-

El desarrollo de (1.3) puede generalizarse al caso de un espacio euclideo de
dimension infinita de la siguiente forma. Sea

P1,%92,- -+, ¥n

un sistema ortonormal del sistema euclideo L, y sea f € L; a cada f le
asignaremos la sucesion

e = (f,pr) para k=1,2... n,

que llamaremos coeficientes de fourier del elemento f segin el sistema {4},

y
Z CkPk;
k

la llamaremos serie de fourier del elemento f segiin el sistema ortogonal {¢,, }.

Proposicién 1.2. Si o1, ¢, ..., @, es ortonormal, los coeficientes ay,
k=1,2,...,n, de manera que la distancia entre f y la suma

Sn = Z APk
k=1

sea minimal, coinciden con los coeficientes de fourier ¢y, esto es, oy = .

6



Demostracion. Calculemos la distancia entre f y S,,.

If = SnH2 =(f- Zak@k,f - Z%%)
k=1 k=1

= (f ) =20F Do) + (O anpr Y arpn)
k=1 k=1 k=1

por las propiedades del producto interno, y ademds, como ¢, = (f, o) ¥
V1, P2, - - ., P, es ortonormal, se sigue que

1f = Sall* = IF17 =2l foou) + D ailon, @5)

=1fIP=2) e+ > o}
= ||fII> = Zci —l—Zcz - QZaka—i-Za,%
k=1 k=1 k=1 k=1

=17 =D i+ D (e —an)
k=1 k=1

2 o o .

Puesto que ||f —S,||” es minimal, este término alcanza su minimo cuando
n 2

Y ey (e — )" = 0; por lo tanto, ¢, = ay,. M

Para el caso en que ¢, = a4, se tiene que
n
2 2
1f = Sull* = LFI7 =D cis (1.4)
k=1
puesto que || f — SnH2 siempre es mayor o igual a cero, se obtiene que
n
IFII =& >0,
k=1

y por lo tanto

n
d <P
k=1

En esta expresion la parte de la derecha no depende de n; por lo tanto, si
tomamos el limite cuando n — oo, se tiene que

[e @]
d <P
k=1

7



Esta desigualdad recibe el nombre de desigualdad de Bessel. Escribamos aho-
ra una definicién que sera til para el desarrollo de este tema.

Definicién 1.6. El sistema ortonormal @1, s, . . ., @y se llama cerrado cuan-
do para cualquier f € L se cumple la igualdad

o0

2
> =P,
k=1

llamada igualdad de Parseval.

Observemos que en la definicion anterior cada coeficiente de Fourier viene
dado por

Cr = <f7 @k)

De esta definicion, se desprende una proposicion muy importante que enun-
ciaremos a continuacion.

Proposicién 1.3. El sistema ortonormal ¢y, pa, ..., @, se llama cerrado si,

y solo si, para todo f € L las sumas parciales de la serie de fourier  c,on
convergen a f.

Demostracion. Por hipotesis el sistema ortonormal @1, o, ..., ¢, es cerrado;
entonces para cualquier f € L se cumple que

n

Yod=IrI7%

k=1

asi, por (1.4), se obtiene que

=0,

1My —oo

f - ch(,(?n

por lo que > ¢, converge a f. Reciprocamente, sean ¢q, s, ..., @, un

n
sistema ortonormal y f € R. Como ) ¢, converge a f, entonces
n

ch¢n—f—>0;



como
2

n
2
=[IF1* =

k=1

=

se concluye que
n
2
0= ”fH - Zciv
k=1
por lo tanto
n
2
> =%
k=1

si a esta ultima expresion le tomamos el limite cuando n — oo, resulta que

o0

2
> a =117
k=1

es decir el sistema ortonormal ¢, ¢, ..., ¢, es cerrado.

Definicién 1.7. El sistema {@,} es completo en L si y solo si todo elemento
f € L se puede aprorimar mediante combinaciones lineales

n
E AP
k=1

de los elementos del sistema {¢y,}.

Teorema 1.2. En un espacio euclideo L todo sistema ortonormal es cerrado
sty solo si es completo.

Demostracion. Sea el sistema {p,} cerrado; entonces, para todo f € L se
n
tiene que Y crpp convergen a f, esto es, que las combinaciones lineales de

k=1
los elementos del sistema {¢,,} son siempre densas en L, es decir, el sistema

{¢n} es completo. Reciprocamente, sea el sistema {p,} completo; entonces
todo elemento f € L se puede aproximar mediante combinaciones lineales

n
E AP
k=1

de los elementos del sistema {,}; la suma parcial

9



n
E CkPk
k=1
de la serie de fourier de f, da una buena aproximacién; por consiguiente, la
serie

n

g cror — f cuando n — o0;
k=1

por lo tanto 37, ¢ = || f||”, de donde concluimos que {¢,} es cerrado.

En los conceptos de coeficientes de fourier, series de fourier, etcétera, enunci-
ados anteriormente se suponia que los sistemas utilizados eran ortonormales;
estos conceptos se pueden extender a cualquier sistema ortogonal arbitrario.
Sea {¢,} un sistema ortogonal. En la seccion 1,1 afirmamos que a partir
de este sistema podemos construir un sistema ortonormal compuesto por

Un = g5 entonces para todo f € L se tiene que
(Futbn) = T o)
Cn = y Wn) = , On)y
[[onl]
y

ch¢n = Z ﬁ‘pn = Zan%pna

— Cn :<f790n> 15
“ = Tl = ol (15)

Los coeficientes a,, definidos por (1.5) se llaman coeficientes de Fourier del
elemento f segun el sistema ortogonal (no-normal) {¢,}. De la desigualdad
de Bessel podemos decir que

2 2
Y =Y arlell < IfI7,
n n

2 2
> aklleall” < |11

representa la desigualdad de Bessel para cualquier sistema ortogonal.

donde

en donde

10



1.4.

Espacios euclideos completos

En esta seccién vamos a suponer que los espacios euclideos son completos,
es decir, toda sucesién de Cauchy converge en él. En un espacio completo,

para que los niimeros ¢y, s, . .

., ¢, de la desigualdad de Bessel, representen los

coeficientes de Fourier es suficiente que la serie Y ¢2 converja; anteriormente
se demostré la necesidad de esta afirmacion.

Teorema 1.3. Sea {¢,} un sistema ortonormal cualesquiera en un espacio
euclideo completo L, y sean los niumeros

tales que la serie

C1,Coy...,Cp

[e.9]

2
D

k=1

converge. Entonces existe un elemento f € L tal que

Demostracion. Sea

entonces

an+p - fn||2 = |’Cn+1§0n+1 +... .+ Cn—l—p%On—&-PHQ =

Ck::<f7@k>

3

= (1=

k=1

n

Jn= Z CLPk;

k=1

n—+p n—+p

k=n+1 k=n+1

11

k=n-+1

n—+p 2

j{: CrPk

n—+p

(Y g D aer) = Y Gleror) = > o

k=n+1



Como Y 7, ¢i converge y L es completo, se tiene que la sucesion {f,} con-
verge a un elemento f € L; ademas,

(fr i) = (fa, 00) +{f = fur00),

y sabemos que
[(f = Fuseidl <N = Fall il

como {f,} converge a f, se tiene que
|f = full> = 0 cuando n — oo,
y €omo

<fna @Z) = Gy, para n Z 2.7

se concluye que
(.fa 902) = G
Ahora bien,

(f=furf =) = (F =D cwprs [ =Y cxpn)
k=1 k=1

=(f.f) - Zc%ﬂk,@ﬁ

n

=(f, ) —Zci—w)cuandon—mxm

k=1

Es decir,

3

==

k=1

1.4.1. Caracterizacién de los sitemas completos
Teorema 1.4. Para que un sistema ortogonal {p,} de un espacio euclideo

sea completo es necesario y suficiente que en L mo exista ningun elemento
diferente de cero que sea ortogonal a todos los elementos del sistema {p,}.

12



Demostracion. NECESIDAD. Sea {p,} un sistema completo, por tanto cer-
rado. Si existe f ortogonal a todos los elementos del sistema {¢, }, entonces
todos sus coeficientes de Fourier son cero, y de la identidad de Parseval ten-
emos que

Yo a={(fLnH=0
k=1

es decir, f = 0.

SUFICIENCIA. Supongamos que {¢,} no es completo, y veamos que existe
un elemento diferente de cero que es ortogonal a todos los elementos del
sistema {p,}. Puesto que {®,} no es completo, entonces no es cerrado, por
lo que existe en L un elemento g # 0 tal que

n

Y @ <{9.9),

k=1
donde
Cr = <ga §0k>7
es decir, la serie
[o.¢]
D>
k=1

converge, y por el teorema anterior existe f € L tal que

<f7()0k:>zck y <f,f>:ZCi
k=1

El elemento f — g es ortogonal a todos los ;. Se deduce que

(f,1)=>_d < (9.9,

asi que f — g # 0.

13



1.5. Espacios euclideos complejos

Al igual que en el espacio euclideo real, se puede introducir el espacio euclideo
complejo, es decir, un espacio lineal complejo con un producto interno. Pero
en este espacio hay que hacer modificaciones de los axiomas que definen el
producto interno del espacio real.

Definicién 1.8. El producto interno de un espacio complejo es una funcion
(x,y) numérica de valores complejos de dos vectores que verifiquen las
siguientes condiciones:

(
2. (Az,y) = Mz, y).

3. (x4 z,y) = (x,y) + (2,9).
4

r,x) >0 y(r,r) >0 cuando z # 0.

De 1. y 2. obtenemos que (z, \y) = Az, y). En efecto,

(z,\y) = (My, ) = My, ) = XNz, y).

Como también tenemos que

(,z+y)=(z+tyz) = (2,2) + (y,7) = (2,2) + (2,9).

Ejemplo 1.4. El espacio C"* de n dimensiones, con v = (x1,To,...,Ty),
Y= (y1,Y2,.-.,Yn) dos vectores de C", y definiendo el producto interno de la
siguiente manera:

<ZE, y> = Z l’k%,
k=1
forma un espacio euclideo complejo de dimension finita.

Un ejemplo de espacio euclideo de dimensién infinita es el siguiente:

Ejemplo 1.5. El espacio C? [a, b] de funciones de valores complejos continuas
sobre el segmento [a,b] con el producto interno definido asi:

14



b
(9) = [ $@igods
es un espacio euclideo complejo de dimension infinita.

Al igual que en el caso real, si {¢,} es un sistema ortogonal de un espacio
euclideo complejo L y f es un elemento de L, entonces

_ (from)
[

n

n

representan los coeficientes de Fourier y la serie de Fourier respectivamente.

15



Capitulo 2

SERIES DE FOURIER

2.1. Definicion y propiedades del espacio L,

En este capitulo, muchas de las funciones que utilizaremos son funciones
continuas que pertenecen al espacio Lo; por lo tanto, daremos lo necesario
del espacio Ly para desarrollar este capitulo, teniendo en cuenta que no se
utilizara para nada teoria de la medida.

Definicién 2.1. Una funcion f se llama de cuadrado integrable en X, cuan-

do la integral
[ @
X

existe, es decir, es finita.

El conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en X se denota
por Ly (X). Algunas de sus propiedades principales son:

1. El producto de dos funciones de cuadrado integrable es de cuadrado
integrable.

Demostracion. Si fy g pertenecen a Lo (X) entonces de la desigualdad
1
@) g @) <5 [f* @)+ ()]
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se obtiene que

Jir@g@lar <3 [ 17 @)+ @) ds

y como f,g € Ly (X), se cumple que

JEC v [P

son finitas; asi pues,

15 @@l e L x).
Corolario 2.1. Toda funcion de cuadrado integrable es integrable.

2. La suma de dos funciones de Ly es tambien L.

Demostracion. Sean f,g € Lo (X); si

[f (@) + g @) < f*(2) +21f (2) g ()| + ¢* (),

entonces por la propiedad (1), y en vista que f,g € Ly (X), se sigue
que

/ f (@) + g (o) do

existe.

3. 51 feLy(X)yaeR entonces af € Ly (X).

Demostracion. Si f € Ly (X)) entonces

/(af() :c—a/f2 ) dx < 0.

De la propiedades 2. y 3. se deduce que las combinaciones lineales de funciones
de Ly pertenecen a Ls. El producto interno en Ls, se da por medio de la

férmula
(f. ) = / f(2) g (2) de



Como vimos en el capitulo 1, este producto interno cumple con las propiedades
mencionadas en la definicién (1.1), por lo tanto el espacio Ly es un espacio
euclideo y su norma esta dada por

112 = / £ (@) de.

2.2. Sistema trigonométrico. Serie trigonométri-
ca de Fourier

En el capitulo anterior vimos que podemos obtener sistemas completos
ortogonales de funciones aplicando el proceso de ortogonalizacion descrito en
la seccién (1.2) a cualquier sistema completo. Si tomamos el sistema ortogonal
completo {p,} en Ly, y si f € Lg, entonces

f = Z Cﬂgpn?
n=1

es decir, f es la suma de fourier de la funcion f con respecto al sistema
ortogonal {y,}; ademés, los coeficientes de fourier ¢, vienen dados por

_A{f on)
" leal®
donde
(o) = [ Fa)on(a)da
y

lonll = [ (o)
por lo tanto,

1
= o / f(2)n(2)d.

Sea el espacio Ls (0,27) de funciones de cuadrado integrable en el intervalo
0,27]. En Ly las funciones

{cosnz,sinnz}n=0,1,2,...

18



forman un sistema ortogonal completo llamado sistema trigonométrico. La
ortogonalidad del sistema se comprueba de la siguiente manera: para n # m
se tiene que

2 1 [% n+m n—m
cos nx cosmrdr = — cos T + cos x| dx
o 2 J, 2 2

n+m n—m 0
= 0.
De la misma forma,
27 1 27
/ sin nz sin mxdr = 5/ (cos(n —m)x — cos(n + m)x) dx
0 0

1 (sin(n—m)z sin(n+m)z\]"
2 n—m n+m 0
=0.

Daremos ahora unas definiciones que son fundamentales para mostrar la com-
pletez del sistema trigonométrico.

Definicién 2.2. Sea {p,} un sistema ortogonal en [0,27]. Decimos que la
funcion f es ortogonal al sistema {,} si y solo si

/0 ﬂf(x)cpn(x)dx:(), n=12... (2.1)

Si X es un conjunto tal que la unica funcién f € X que cumple(2.1) es la
funcién f = 0, entonces se dice que {¢,} es completo.

Definicién 2.3. Sea X conjunto,X # 0, diremos que el sistema {@,} es
completo en X si y solo si la unica funcion que pertenece a X ortogonal a
todas las pn(x) es la funcion cero.

Recordemos ahora el teorema de Weierstrass, que dice: “Si f es continua
en [0, 27|, entonces existe una sucesion de polinomios trigonométricos P, (x),
tales que P, (x) — f (x) uniformemente”. Ahora demostraremos la completez
del sistema trigonométrico que viene dado en el siguiente teorema.
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Teorema 2.1. El sistema trigonométrico {cosnz,sinnz},n =0,1,2,... es
completo en el espacio de La-funciones.

Demostracion. Veamos que si f es continua en [0, 27| y si
2m
/ f(z) cosnxdx =0, n=0,1,2,...
0

2
(x) sinnzdz = 0, n=20,1,2,...
0
entonces f () = 0 para todo x € [0,27]. Por el teorema de Weierstrass, si
f es continua en [0, 27], entonces existe un polinomio P, (z) que converge a
f (z) uniformemente. Un polinomio trigonométrico es de la forma

P(z) = % + Zakcoslm + [ sin kx.
k=1

Escojamos los P, (z) de tal forma que P, (z) — f(x) uniformemente en
[0, 27]. Tomemos a = 0; sabemos que

™ f(x)P (z)dz /0 ) f(x) [Z (cy, cos kxz + [, sin kx)] dx

k=1

/027r f(x) (Zn: Qv COS k:x) dx + /:W f(x) (21: B, sin kx) A

k=1

() cos k::pdw) + zn: B ( / " f(x)sin kxdm)

0

De donde se sigue fo% f(z)P, (z) de = 0. Tomando el limite cuando n — oo,
se tiene que

lim f(z)P, () dx = /0 lim f(z)P, (z)dx = /0 f(z)dx = 0;

n—oo 0 n—o0

como f es continua, de fOQﬂ f?(x)dz = 0 se concluye que f =0. B
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El sistema trigonométrico {cosnz,sinnz}, n = 0,1,2,..., no es normal; el
sistema normal esta dado por las funciones

{ 1  cosnz sinnx

Vor' VT T

2_ 27Td . 2
" = z =z,
0

1]} = 2.

} paran=1,2,3,...,

ya que

de donde

También tenemos que

2

2w 2m :
1 2 1 2
cos* nrdr = Lcosony ir = (Zo+ 22 =71 = ||cosnz||*.
0 0 2 2 4dn 0
De la misma forma,
mo, [T 1—cos2nx , (1 sin2nx\|[" 2
sin® nxdr = —dr = | -z — =7 = [[sinnx|”.
) 0 2 2 n )|,

De lo anterior obtenemos
|sinnz|| = ||cosnz| = /.

Proposicién 2.1. Sea f € Ly (0,27), los coeficientes de Fourier del sistema
de funciones {1,cosnx,sinnx} denotados por %, ay, b, son:

s — LT ),

2r Jo
" a,=1 0% f(x) cosnxdz.

" b, =1 f027r f(x)sinnxdz.

o

Demostracion. De acuerdo con la féormula para los coeficientes de Fourier
mencionadas al comienzo de esta seccion,

1
), (x)dx;

Cn
en este caso ¢, (x) = {1, cosnx,sinnz}, asi que
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e = 7 o) = i [ f(a)da,

por lo tanto

aozl 0 " f(z)dz.

" aq, = x) cosnxdz.

1 2
||cos na||? fO f(

. : 2
Como se mostré anteriormente, ||cosnx|” = m, entonces

an == 027r f(z) cosnxdx.

. ||s1nn:)3|| f ) sin nzdz.
Ya vimos que ||sin nz|® = 7, entonces

1
fo x)sinnzdz. A

Definicién 2.4. La serie trigonométrica

(o)
agp .
5 + E a,, cosnx + b, sinnzx.

n=1

donde %, a,, b, son los coeficientes de Fourier de la funcion f se llama serie
de FOurzer de la funcion f respecto al sistema ortogonal completo {1, cos nz,sinnz} .

Proposiciéon 2.2. Considérese el sistema trigonométrico ortogonal completo
{sinnz,cosnz},
n=1,2,...yla funcion f continua en |0, 27] tal que

2m 2
/ f () cosnxdr =0 Y / f (z) sinnxdx = 0.
0 0
St la funcion F dada por la formula

:/Otf(t)dt

es continua en [0,27] y F'(x) = f(x) en los puntos donde f es continua,
entonces f(x) = 0.
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Demostracién. Supéngase que <, o, y (3, son los coeficientes de Fourier de la
funcién F' (z); entonces, integrando por partes las férmulas de los coeficientes
QY B, se obtiene

I 1 i
ay, = —/ F (z) cosnxdr = — (F (x) o nx)
0

™ n

27 1 27

- — f (x) sinnxdr = 0;
o T Jo
2 1

2m
+— f (x) cosnxdx = 0.
o nmJ

cosnx )

B, = 1 /O%F (x) sinnxdr = ! (—F ()

™ ™ n

Los coeficientes de Fourier de la funcién F' (z) son ceros, salvo el coeficiente

%. Haciendo
&%)

G@)=Fl2) -2,

y en vista de que el sistema trigonométrico es completo en Ls (0, 27), se sigue
que G () =0, y por lo tanto
F(x)=— para z € [0, 27].

Tomando la derivada, en cualquier punto de [0,27] que exista, resulta que
F'(z) =0,y como F' (z) = f (z), se concluye que

f(z)=0

en los puntos donde x es continua.ll

2.3. Distancia y coeficientes de Fourier

Sea .
S, = % —i—;akcoskx—i-bksinkx

la suma parcial de la serie de Fourier. Entonces la distancia entre f y 5, se
halla mediante

||f - Sn”2 = <f - Smf - Sn> = <fa f> - 2<fa Sn> + <Snasn>’
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donde

so= [ rwsi@a= [

n

27 a 2
:/ f(x)—odm—f—/ f(x) [Z ay cos kx + b sin kx
0 2 0

k=1

_ /2” fla)Rdz + En: s (/% f(z) cos k:xda:) + g b </02” f(z)sin k:xdx>

7ra0 +7r2ak+7Tsz
5% Zak—l—b2

% + Z ay cos kx + by, sin kx] dz
k=1

dx

n

2
21
(Sn,Sp) = / % + Z (ay, cos kx + by sin k:x)] dx
0

k=1

21 2 n "
= / (—> + 2% E (ay, cos kx + b sin kx) + (ay cos kx + by sin kgg)2] dx
0

k=1 k=1

N

Qg

+ ag Z ay, cos kx + by, sin kx)] dx

k=1

(e
,.;;

\E

_|_

[ (az cos® kx + 2ayby, cos kx sin kz + b sin® kx)] dz,
O Le=1

y puesto que

2

3

27 27
cos kxdx = / sin kxdx = / sin kx cos kxdx =0
0 0 0

2w 2m
/ cos? kadr = / sin? kxde =,
0 0
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entonces se deduce que

(Swso) = [ N

Por lo tanto,

+ (a cos® kx + by, sin® lm)] de = —m+m
k=1

2
%
4

2 n
(Sp, Sy) ?O—FZak—l—bQ

Asi,

If = Sull® = IfII” = 27

- .
Qg
g—i-;az-i-bi

= |IfI° -

k=1

En vista de que ||f — S,||> > 0, tomando el limite cuando n — oo se ve que

2 n
a
AP =7 |5+ > ak+0}
k=1

de tal suerte que
o 2 ag - 2, 12
x)dr > 7w |— + ap +b
/0 fH(z)dr > 5 ’;:1 kT Ok

Definicién 2.5. Si f € Ly (0,27), para el sistema trigonométrico {cosnx,sinnz},n =
0,1,2,..., la desigualdad de Bessel estd dada por

—3+Zak+b2

[ U@rza

Como vimos, el sistema trigonométrico es completo para cualquier f € Lo;
entonces la igualdad de Parseval se cumple, es decir,

27 2 o
/ [f (o) de == %+Zaz+bi
0 k=1
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[Fils

T "

Por lo tanto, la serie de cuadrados de los coficientes de f converge a

Ahora bien, si ag y a, son ceros, entonces la suma parcial de la serie de
Fourier es

Sp () = Z b sin kx,
k=1
y la distancia entre f y S,, estd dada por
1f = Sall® = ILFI” = 2(f, Sn) + (S, Su)-

Claramente,
21 n n 2 n
<f,Sn>:/ [f(x)Zbksink:x] d:v:Zbk/ f(a:)sink::pdx:WZbi
0 k=1 k=1 0 k=1
y

(Sh; Sn)

[Z (b, sin kx)2] dx

k=1
2T n

? / sin® kzdr = 7 Z b:.
0 k=1

Puesto que || f — S,||* > 0, tenemos

2m
J
S
k=1

IFIP =7 0 =0,
k=1

asi que
Vi
VI S
k=1

el valor de la izquierda no depende de n, asi que tomando el limite cuando
n — oo se deduce que

= NCEE 3

k=1

En la seccién (2.4) mostraremos que si f es impar entonces ag y a,, son ceros,
asi la desigualdad anterior se cumple para el caso en que f es impar. Veremos
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en la seccion 2.5 que si f es par, entonces b, = 0.

Si fespary :
= % —i—Zancosk;x,
k=1
entonces
1 = Sall® = I£I1* = (. Sn),
donde

<f75n>=/ f(x dx—/ f(z aO—FZancoskx]dx
= /f dx—i—Zak/ f (z) cos kxdz
:7r—+7TZak—7r - Zai].
k=1

Como ||f — Sp||* > 0, tomando el limite cuando n — oo resulta que

2 2 a2 OO
[ vore=g+3a

k=1

Otra importante propiedad que tienen los coeficientes de Fourier viene dada
en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3. Dos funciones distintas no pueden tener los mismos coe-
ficientes de Fourier.

Demostracion. Sea {¢1, s, ...} un sistema ortonormal completo en [0, 27];
los coeficientes de Fourier de una funcién h estan expresados por

e = (hypn) = / " (@) oula)da:

Asi, basta ver que si f y ¢ son funciones en Lo (0,27) v (f,¢n) = (g, ¢n),
entonces f = g. Si (f, ¢n) = (g, ¥n), entonces

/ 7 (@) pule)de = / " 0(2) gu(a)ie,
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luego
2 27
| f@ e~ [ @ eafe)dn =0
0 0
por lo tanto,

/0 "1 (@) — 9 (@) oulx)dz = 0

como el sistema {p,} es completo, se sigue que f (z) — g (z) =0, asi que

=g

2.4. Extension de funciones a

Lo que se expuso anteriormente fue solamente para funciones en el intervalo
[0, 27]; esto lo podemos extender a cualquier intervalo de longitud arbitraria;

. . (D)7
por ejemplo en [—,1], si f € [~[,[] entonces tomamos x = ===, de donde

t =2 —| convierte f(t) en la funcién f*(z) = f(% —1) en el intervalo [0, 2].
Asi,

1 : t+1
a, = —2/ f(t)cos n(let,
HCOS n tJlrl)w 1

1 ! on(t+Dm
= ; 2/f(t)sm%dt,
sin 20 |* -
pero

t+)r|? ! t+1 ! 1 4 cos MtHUm
cosn(—{—)7T :/COSQn(+)7Tdt:/ L dt

[ 1 l . 2

!
L
Anm l 2 2 ’
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2
Sinn(t+l)7r

Por lo tanto,

= %/_ll f(t)cos n(tlﬂdt.

1/ . n({t+l)w
_j/_lf(t)sm—l dt.

También las funciones podemos extenderlas en el intervalo [0,{]. Si f €

L, (0,1), tomamos = = ; por lo tanto, t = %l convierte f(t) en la funcién

f*(z) = f(Z) en el intervalo [0, 27]. Asf podemos decir que

l
an:%/ f(t)cosmdt,
leos =] Jo :

bn =
‘Snntﬂ” /f

2 l l Intw
t 1+ cos &2
:/COSQ—nﬂ.t:/—l dt
0 l 0 2

donde

ntmw
CcOs —
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.ontm
sin —

2 1 2ntm
t 1 — cos &%
= / sin? n 7Tdt / Lt
0 [ 0 2

Luego

t
/ f(t)cos Mdt

t
/ f(t)sin ﬂdt

La serie de Fourier de una funcién f en un intervalo de longitud [ es

mrt
an cos — + b, sin —
+ Z l Ly l

2.5. Serie de Fourier de senos

Sabemos que la serie de Fourier de una funcién f € Ly (0,27) es

% + ; (a, cosnx + b, sinnz) ,
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donde % , a, y b, son los coeficientes de Fourier de la funcién f.
Pero si dicha funcién f es impar, es decir, f (z) = —f (—x) entonces,

1 2m 1 ™
an:—/ f(x)cosnxdx:—/ f(x+m)cosn(x+7)de
7 Jo T J_,

1 ™
=—— f (x + 7) cosnzdx
m

—T

I I
:_—/ f(x+7r)cosnxdx——/ f (x4 ) cos nzdz
™) . T Jo

1[0 1 [m
== f (=2 —m)cosnrdr + —/ f(—z —m) cosnazdx
™ T Jo

—T

1 [ I

:_—/ f(—x—ﬁ)cosnxdx—l——/ f (—z —7) cosnxdx
™ Jo T Jo

=0

27 ™
a0:%/0 f(x)dx:%/ﬂf(x%—ﬁ)dx
0 m
—~ [ termas [ferna

1[0 1 ("
:—;/ﬂf(—x—ﬂ')dx—;/o f(—x—m)dx
1 [" L[
:%/0 f(—x—w)dx—;/o f(—x—m)dx
=0

Luego la serie de Fourier de la funcién f € L, (0,27) se reduce a

f(z)= ibn sin nz
n=1

siempre que la funciéon f sea impar, donde
1 2

b, = — (x) sin nzdz.
T Jo
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Definicién 2.6. Sea f € Ly (0,27), f funcion impar; la serie

f(x)= an sin nx
n=1

se denomina serie de Fourier de senos, donde b, es el coeficiente de Fourier
de la funcion f.

Ejemplo 2.1. Calcular la serie de Fourier de la funcion f(x) =z — 7 en
0,27

Para encontrar la serie de Fourier de esta funcién se calculan primero sus
coeficientes:

1 2 1 27T 1 2 2

aoz—/ f(:z:)dx:—/ [ZE—?T]dl’:—(x——ﬂ'l‘)}
T Jo T Jo T\ 2 B
1 [ 4rn?

4
=———272) =0
7T(2 W) ’

1 2m 1 2m
a, = —/ f () cosnxdx = —/ [ — 7] cosnxdx.
T Jo T Jo

Integrando por partes la expresién anterior tenemos
1 sinnz  cosnz\17" 1 /1 1
a, = — | [z — 7] +— =—(5-5
T n n 0 m™A\n n

1 27

2
b, = — (x) sinnzdr = —/ [z — 7| sin nxdx.
T Jo T Jo

Integrando por partes se sigue que

1 cosnz sinnz\]* 1 Toow
b= 1 (- = )| =<2 T
T n n 0 ™\ n n

2

on
Puesto que f (v) = x — 7 en [0, 27], se comprobd que % y a, son cero, y la
serie resultante de Fourier de la funcion f es

f ) = f: (%2) sinna.




2.6. Serie de Fourier de cosenos

Ahora bien, si la funcién f € Lq (0,27) es par, es decir, f (z) = f(—x), se
tiene que

1 2m 1 0
bn:—/ f(:v)sinnxdx:—/ f(x+m)sinn(x + ) dx
T Jo ) x

1 ™
= ——/ f (z + 7) sinnzdz

T™J-n

1 /0 I
:_—/ f(a:+7r)sinnxdx——/ f (z + 7)sinnzdx
™ Jo

T™J—n

0 s
:_l/ f(—x—ﬂ)sinnxd:c—l/o f (= — ) sinnzdz

T ) . ™
1 [ i 1 [T .
=— [ f(—z—m)sinnzde+— [ f(—z—m)sinnzde
T Jo ™ Jo
= 0.
Por lo tanto, la serie de Fourier de una funciéon f par queda reducida a
f(x) = % + ;ancosnx,
donde
1 2 1 27
a, = — (x) cos nxdx Yy ay= —/ f(x)dx.
T Jo T Jo

Definicién 2.7. Sea f € Ly (0,27), f funcion par, la serie

flz)= %—I—;ancosnx

se denomina serie de Fourier de cosenos, donde % y a, son los coeficientes
de Fourier de la funcion f.

Ejemplo 2.2. Calculemos la serie de Fourier de la funcion (x — 7r)2 en el
intervalo [0, 27].
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Calculemos sus coeficientes de Fourier:

1 21 1 27 1 3
ap = — f(:c)d:c:—/ (x—W)de:—(x——wﬁerxﬂ
0 T\ 3

T Jo T
1 (/83 2

= — l—27r3+27r2 = —m? + 2m;
™\ 3 3

1 2 1 27 )
ap, = — f () cosnxdr = — [z — 7]” cosnxdx.
T Jo T Jo

Integrando por partes obtenemos

1 o Sinnw o9 2 .
ap=—|{(x—m) - — [ — 7| sin nxdx
T n o 1 Jo
:l (x_ﬁ)g Sinnx—l—Z(x—w) COS NI _2sinnx o
T n n? n3 0
1 /2 27 4
“rlwtw) e
1 2 2
b, = — (x) sinnzdr = —/ (z — m)* sin nadz.
T Jo m™Jo

Integrando por partes la expresién anterior,

2
1 5 cosnx |2 2
by=—|—(z—m) +— (x — ) cosnzdx
T | n lo n Jo
10 9 COS NI sin nx COS NI sinnx "
== |-@@-m gt g
T | n n n n
2
1 2 2 2 217"
=— |-+ ST T T 3 =0.
T n o on no n’l,

Como la funcién f (z) = (z — m)° es par, en el intervalo [0, 27] se obtuvo que

b, = 0, y la serie

2 =4
T <§7r+2) —i-zﬁcosm:

n=1

es la serie de Fourier de la funcién f (z) = (z — 7)® en el intervalo [0, 27] .
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2.7. Convergencia de los coeficientes y series
de Fourier

Si A,y B, (n=1,2,...) representan ntiimeros reales, entonces la desigualdad
cuadratica en x, esta dada por

> (A, —2B,) (A, — xB,) > 0;
n=1

por lo tanto,

iAi —mzm:Aan —xiBnAnquQf:BZ >0,
n=1 n=1 n=1 n=1
es decir,

xziBi — QxiAan +§:Ai > 0;
n=1 n=1 n=1

el descriminante de esta desigualdad cuadratica es no positivo, por lo que

(Em) o (E) (E) =
(£ = (£2) (£2)

Esta desigualdad recibe el nombre de desigualdad de Cauchy, y sera de gran
ayuda para demostrar el teorema que enunciaremos a continuacion.

asi que

Teorema 2.2. Sea f una funcion continua en [0, 2], tal que f (0) = f (27)
y cuya derivada [’ es continua en [0,2x]. Entonces converge la serie

i\/an—i-bn, (2.2)

n=1

en donde a, y b, son los coeficientes de Fourier de la funcion f.
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Demostracion. Los coefientes de la funcion f’ son

= %/0% 1" (z) cos nzdz, (2.3)

— %/0% I (z) sin nxdz. (2.4)

Como f (0) = f (27), tenemos que

2
=z [ r@de =@l -o

T
Ademas, integrando por partes, paran = 1,2,..., tenemos
/ I (z) cos nzdx
=— (f (x) cosnz)] / f (z) sinnxdx
7
=0-+nb,
= nbnu
/ [ (z) sinnzdx
= (f (xz)sinnz)]s" — —/ f (x) cosnxdx
T
=0-—na,
= —na,.

Cabe notar, que la condicion f (0) = f (27) era necesaria para que las ecua-
ciones (2.3) y (2.4) se redujeran a «,, = nb, y [, = —na,. Supéngase

que
Z Va, + by
n=1

sea la suma parcial de la serie infinita (2.2); entonces de las relaciones obtenidas
anteriormente se sigue que

:g (%) (O‘">:Z% 2552




como S, > 0, utilizando la desigualdad de Cauchy obtenemos

1/2

(2.5)

S < [Z_g%;\/a%ﬁ%

La primera suma de la parte derecha estd acotada para todo valor de m, por
lo que la suma infinita de términos positivos 1/n? converge. De la desigualdad
de Bessel, y dado que ay = 0, se sigue que

SvarrEss [P

Por lo tanto, el segundo miembro de la parte derecha de (2.5) esta acota-
do para todos los valores de m, y la suma infinita de términos positivos
Va2 + 32 converge. Asi, S, es acotada no decreciente, y tomando el limite
cuando m — oo se prueba que S, converge.

2.7.1. Teorema de Fourier

El teorema que presenta las condiciones para que una serie de Fourier con-
verga hacia su funcién se conoce con el nombre de teorema de Fourier. Este
teorema se presenta en el intervalo [0, 27|, pero se puede extender a cualquier
intervalo de longitud 27. Antes de presentar el teorema mostraremos un lema
y dos definiciones, que seran de gran utilidad en la demostracién de dicho
teorema.

Definiciéon 2.8. Una funcion f tiene un periodo T’ o es periddica con periodo
T, sty solo si para todo t, f (t) = f(t+T), donde T es la minima constante
real positiva que permite esa igualdad.

Ejemplo 2.3. La funcion f (x) = cosx tiene periodo 2w, puesto que
cos (x + 2m) = cos x cos 27 — sin z sin 2w = cos x.

Definicién 2.9. La identidad trigonométrica

N .
2Zc08n6 14 8111[(]\7—1-91/2)0]’
n=1

Sin 3

donde sing # 0, se denomina identidad trigonométrica de Lagrange.
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Lema 2.1. Sea f una funcion continua en [a,b], que sea derivable en xy,
donde xq € [a,b]. Entonces

h’m/f smk x—xo) iz = nf (x).

k—o0 T — Xy

Teorema 2.3. Sea f una funcion continua en [0,2n]| y periddica de periodo
2m. Entonces su serie de Fourier

agp - .

— + an cosnx + b, sinnx 2.6

: ; (2.6)
converge al valor f (z),z € R, en todos los puntos x donde f tenga derivada.

Demostracion. Dando lo valores correspondientes de los coeficientes de Fouri-
er de la funcién f, la serie (2.6) se transforma en

% f(e)de + Z { [ i () cos nsda} cosnx + [% 02“ f (€)sin nsds] sin nw}
:iﬁ/o f(g)dg—i—%;/o f(e)cosn (e —x)de.
Sea ,
1 [ 1«
Sh = — = —x)de| d 2.7
(x) W/o f(e) 2—1—;0037%(6 x) €] e (2.7)

la suma parcial de la serie de Fourier. Ahora bien, si aplicamos la identidad
trigonométrica de Lagrange a (2.7), obtenemos

S.@ =1 [ fe Sﬂg[ﬁ}ﬁif ;)]““”dg.

Si multiplicamos numerador y denominador por e—x, y dado que f es periédi-
ca de periodo 27, la integral a lo largo de cualquier intervalo de longitud 27
es la misma; por lo tanto, integrando entre a y a + 27, donde z € [a, a + 27,
y haciendo

1/2(e — x)

FEO=1e gmpe=ar

(2.8)
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resulta que

So () = / il 12 -], (2.9)

T (e — )

Los puntos € y z pertenecen al intervalo [a,a + 27], por lo tanto |e — x| <
2D < 27, es decir 1/2|e — 2| < D < 7, donde D depende de z. Definamos
la funcion S, de la manera siguiente:

sint
1 para t = 0.

S esta definida para todos los valores de x, por la serie

[ v

Sa)=1-F+5—=+ (2.10)

Por lo tanto, (2.8) puede escribirse como

Fe)=f(e) {S <€;x)]_l, 1/2]e —az| <D <. (2.11)

Al cumplirse (2.10) resulta que S’ (x) existe para cualquier valor de z, y de
aqui que [S’ (l’)]il existe; por consiguiente,

s()]

es derivable y continua con respecto a e. De (2.11) se deduce que F (¢) es
continua en [a,a + 27| y que debe existir su derivada en el punto € = x, por
ser producto de dos funciones que cumplen esa propiedad. Ademaés, F' (z) =
f (z), por lo tanto F satisface las condiciones enunciadas en el lema 2.1, en
el intervalo [a,a + 27]. Si este lema se aplica a (2.9), donde n +1/2 =k y
To = X, Vemos que:

lim S, (z) = lim
—1 F(z) = f(z)
mF (x f(x).

{ 1 /:“7r F o) sin[(n +1/2) (e — z)] e

™ (e —x)

Luego con las condiciones mencionadas la serie (2.6) converge a f ().
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2.8. Derivacion de las series de Fourier

Por medio del teorema de Fourier vimos las condiciones necesarias para que
una serie de Fourier converja a su funcién correspondiente, y en la seccion(2.5)
se mostrd que si f () =z — m en [0, 27|, entonces su serie de Fourier es

2y B e qo,2q].
n=1

n

Esta serie converge a x — m para todos los puntos del intervalo [0, 27]; por lo
tanto,

rT—mT=—2 E smnx7 x € [0,27],
n
n=1

pero esta serie no es derivable. La serie derivada

o
—2 E CcosS NI
n=1

no converge, ya que su n-simo término no se aproxima a cero cuando n — oQ.
La continuidad de las funciones peridédicas es una condicion importante para
la derivabilidad de las series de Fourier. En el siguiente teorema mostraremos
las condiciones para que una serie de Fourier sea derivable.

Teorema 2.4. Sea f continua en [0,27], tal que f(0) = f(2m) y f' es
continua en [0, 27]; la serie de Fourier

f(x)= % + ; (a, cosnx + by, sinnw)

donde %} ,a,, y b, son los coeficientes de Fourier de dicha funcidn, es derivable
en todo punto donde ezista f" (x):

f(x) = in (—a, sinnz + b, cosnz) . (2.12)

n=1

Demostracion. La funcién f' cumple con las condiciones mencionadas en el
teorema de Fourier en todo punto x donde exista f”; en estos puntos [’ es
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continua, entonces

[e.e]

f(x) = % + Z (o, cosnx + B, sinnzx) , (2.13)
n=1

donde «a,, v 3, son los coeficientes de Fourier de la funcién f’ descritos en la
secci6én (2.7). Dado que f (0) = f (27), se deduce que oy =0y

a, = nb,, Bn = —nay; (2.14)

reemplazando estos valores en (2.13) se obtiene

o

' (z) = Z (nb,, cos nx — na, sin nx)

n
oo

=1
= 5 n (—ay, sinnz + b, cosnx),

n=1

llegando asi, a lo que queriamos demostrar.
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Capitulo 3

SERIE DE FOURIER
COMPLEJA Y POLIGONOS

3.1. Serie de Fourier compleja

En el capitulo anterior vimos que la serie trigonométrica de Fourier de una
funcion f € Lo (0,27) esta dada por

f(z) = % + Zan cosnz + by, sin nx, (3.1)

n=1

donde

ao 1 2w
_— = — d
5 27T/0 f(x)dx,

1 2m
a, = —/ f(z) cosnxdzx,
T Jo

1 27
b, = —/ f(x) sinnxdx.
T Jo

mediante la identidad de Euler

e = cosnz + isin nx

se obtiene que
6inm + e—mx ) 6inm _ e—inx
cosnNy = ————, SINNT = -
2 21
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Por lo tanto, la serie (3.1) podemos escribirla en la forma
e e inx —inz inr __ ,—inc
% + ;an cosnx + b, sinnr = % + ; {an (%) + b, (%)}
ao e eine + e—inx - eine _ o—inx
= 5 n— o bn—
2 T ; (a 2 ! 2 )

= n - bn mnx S n + bn —inx
:%‘FZ(G 22 )e +Z(a 22 )e

n=1 n=1

a oo [e.e]
0 . .
n=1 n=1

o) -1
_ o inT inx
=g D e

n=—oo
o0

=) e,

n=—oo

donde
cn (f) =%, paran=0;
Cn (f) = Sp, paran > 1)

cn (f) =t_,, paran < —1.

De esto se deduce

e (f) = % para n = 0;
cn (f) = %, para n > 1; (3.2)
C_p (f) = @t®2  paran > 1.

Observemos que

donde ¢, representa el conjugado de los coeficientes de Fourier. La expresién

[e.o]

S e (f) e

n=—oo

se llama serie de Fourier compleja. Los coeficientes de Fourier vienen dados
por (3.2), esto es, por medio de lo coeficientes a,,, b,; sin embargo, podemos
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encontrar una férmula para calcularlos directamente sin necesidad de utilizar
a, v b,. En efecto, si n # m, entonces

2w 2m 2
/ e M dy = / el gy — / [cos (n —m)x +isin(n —m) x| dz
0 0 0

. 2T
sin (n m)x_icos(n m)x  iti—o

n—m n—m

Si n # m, tenemos que

21 ) ) 21 ) 2
/ e "M dy = / el n=mz g — / dx = 2m;
0 0 0

asi, vemos que
2 .
einme—immdx — 07 SLn 7& m
0 2w, sin=m.

Ahora bien, si multiplicamos la igualdad

oo

fla)=Y cl(f)e™

n=—0oo

por e~ (m = 0,+1,42,...), integrandola en [0, 27] se obtiene

2T or 00 0 o
f (l’) e*imzdl’ = / Z Cn (f) einmefimxdx — Z e (f) / emxe—imxdx
0 0

0

=27men (f),
es decir,
1 [ ,
e (f)=o= | flx)er™de,  (m=0,£1,£2,...).
2m J,

Ejemplo 3.1. Calcular la serie de fourier de la funcion 2m-periodica,
f(x) =x — 7 en el intervalo [0, 27].
Calculemos primero su coeficiente de Fourier:

2m

2m
e (f) = %/0 f(z)e *ody = L [z — 7] e"**dz.

2 Jo
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Integrando por partes tenemos
2

1 i e I —ikz
Ck(f>—§ <_($—7T) i >o +E/0 e dx]

. . 2
:i 1<I_7T)e—ikx_ e zkx:| T

2 |k (Zk;)z 0
1 [ P e N 7 N LI |
= 5T *7]0—§h RtTE TR

Recordando que
e 2 — cos (21k) — isin (27k) = 1, para todo k € Z,

se concluye

luego su serie de Fourier es

r—m= Z %ei’“. (3.3)

k0

3.2. Algunos resultados sobre serie de
Fourier compleja

Para la visualizacién de funciones periddicas de una funcién compleja, por

lo general se tiende a separar la parte real y la imaginaria y dibujar sepa-

radamente las graficas de estas funciones periddicas; pero la serie compleja
3 ikx 7 7 7

de Fourier ), _, ¢ (f) € representa una funciéon 27-periédica

fR—=C

y al menos cuando esta funcion es continua, puede ser vista como una curva
paramétrica cerrada, t — f(t) € C en el plano complejo. En general, esta
curva cerrada tiene multiples puntos, es decir, f no es 1 — 1.

Sea C (R 27Z) el espacio de funciones periddicas, de periodo 27, continuas
f R — C. Claramente se ve que x ~ y si y solo si x = y + 27n para algin
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n € N. Entonces la relacién ~ es una relacion de equivalencia en R. Ahora
bien, si tomamos la particién (R, ~), que notamos (R, 27Z) observamos
que la clase de equivalencia del cero es igual a la de 27 y esta a la de 47, es
decir,

0] = [27] = [4x] = ... = [2n7], para n € N.

Asi que trabajar en cualquier intervalo de longitud 27 es lo mismo que tra-
bajar en el intervalo [0, 27] o en el intervalo [to, tg + 27 con ¢y € R.

Ejemplo 3.2. El comportamiento de la funcion f(x) = |senx| es el mismo
en [0,27], [27,4x], [4m, 6m7],. ..

Figura 3.1: |senx|

Definicién 3.1. Diremos que una funcion f € C (R, 27Z) es un poligono
st hay una subdivision finita

0<ty<... <tj<tj+1 < Lo <tha <tp,=ty+ 27w
de [to,to + 2m] tal que f es linealmente afin en cada subintervalo [t;,t;11].

En este caso la imagen de f en [t;,t;41] es una linea poligonal en C con
vértices s; = f (t;) v f es una parametrizacién con velocidad constante sobre
cada lado.
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Sier =S @)

5, =1¢)

rﬂ aes I:; I:;'+j sas rn=2ﬂ-+ ro

Figura 3.2: funcién linealmente afin

Ahora determinaremos la serie de Fourier de un poligono f. Con la notacién
anterior a esta seccion, calcularemos los coeficientes de Fourier ¢ (f) dados

por
tj+1
omey (f / ft)e ™at = Z/ f () e ™at.

0<j<n

Integrando por partes, cuando k # 0, se obtiene

tit+1 - e ikt tj+1 i1 ikt
t)e "t = t - "(t) - dt;
[ roera= o] [T o S

J

haciendo v; = f’(t) y realizando la sumatoria sobre j, dado que f es continua
y periodica, los términos integrados se cancelan dos a dos, luego

G+1 —i
27rck Z/ dt = ]{;ZUJ/ fzktdt
=k Zvj e’Zkt t;“ =k Z Vi1 — V) )e
J J

con una velocidad de salto o; = v; —v;_; en un tiempo ¢;; la ecuacién anterior
podemos escribirla como

— (zj: aje—"k%) / (27k?) .
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Definicién 3.2. Sea f € C (R, 27Z); diremos que una translacion de la
funcion f, denotado por Tf, es una funcion de la forma

(7)) = f(t—a).

Si f € C(R,27Z), entonces la serie de Fourier de la translacion f (t — a) es

f (t . CL) _ Z cr (f) 6ilc(tfa) _ Z efz‘kack (f) eikt
k=—00 k=—o00
= Z e (Tf) e,
k=—0c0

De aqui vemos que los coeficientes de Fourier de tal translacién son

cr (1f) = e ™e ().
Definicién 3.3. Diremos que la serie bdsica de Fourier es la imagen de la
funcion f; : R — C tal que
frlt) =) e k.
k#0

Proposicion 3.1. Un poligono f es una combinacion lineal de translaciones
de la serie basica de Fourier

fl (t) _ Z eik:t/kZ
kA0

y un término constante co = ¢y (f).

Demostracion.

F(8)=co(f)+> e (f)e™

k0

=c(f)+ Z ekt Z —oe” i /o k?

k0 j

= ¢ (f) + Z a; Z eikte—iktj/kQ

j k40

=c(f)+ Zaj z:eik(t_tj)/k2

j k0

=co (f) + Zajfl (t—1t;).m
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De la proposicion anterior vemos que

foy e+ afit-1)

tienen los mismos coeficientes de Fourier cuando o; = —o;,/27. Sin embargo,
si consideramos una combinacién lineal de translaciones QT (f1) de fi
donde > ;aj = 0, podemos construir un poligono parametrizado en C con
esta serie de Fourier. Ademas, podemos relacionar el o; = —27a;, el ¢;, las
velocidades v; y el comienzo vy, asi:

vy = vy + o1, Ve = v + 09 = Vg + (01 + 09) etc.,

ya que Zj aj = — Zj 0,/ 2m = 0; entonces obtenemos que
Uy = Vg + (01 + 02 + ... + 0,) = vp. Sin embargo, la linea poligonal serd cer-
rada cuando

(it —to)vo + (ta —t) v1 + ... + (tn — ty—1) V1 = 0.

Es decir,
—touo +t1 (vo — v1) +ta (1 —va2) + ..l (Vne2 — Vpo1) +lUp1 =0,

pero t, =ty + 27, y reordenando términos resulta

27mv,_1 =t1 (v —vg) +ta (Vg —vq) + ... = Z tio,

0<j<n
lo cual recomienda el valor de
Vg =Up = Up_1 + 0y = Vp_1+ 09 =09+ Z tjo;/2m.
0<j<n

De aqui en adelante todas las velocidades son determinadas tnicamente en
todos los subintervalos [t;,t;11], ¥ el poligono mismo es determinado por una
translacién. Ahora bien, podemos restringirnos a los poligonos centrados, es

decir, aquellos en Cy = {f € C (R, 27Z) : ¢o (f) = 0}.

Teorema 3.1. FEl espacio de poligonos centrados V' consiste precisamente de
las combinaciones lineales 3 ; a;; (f1) de translaciones de

fl (t) _ Z eikt/k27

k40
donde »_; a; = 0.
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Demostracion. El estudio de las series de Fourier puede basarse en la serie
bésica de Fourier

ikt
hi(t) = Z g2
k0
Pero ‘
etkt B cos kt
Z L2 2 L2
k=0 k>1
ya que
1 QA — Zbk
=—=—— k>1
Ck ]{32 2 ) = 4
1 ar + Zbk
= = —— k>1
C k ]{/’2 2 Y 7
donde ) .
&k—lbk B ak—i—zbk . 1
2 2 kY
por lo tanto,
2

Si la serie de derivadas converge uniformemente sobre el intervalo [0, 27],
entonces

in kt
:—222811;€ , para 0 <t < 27.

ikt
fiy=>"i-=

k0 k>1

Como vimos en los ejemplos (2.1) y (3.1), esa es la serie de Fourier de la
funcion 2mw-periddica

t—m para 0 < t < 2m;

de esto resulta

t2
fl(t)za—wt+f1(0) para 0 < t < 2m;
a partir de la igualdad
1 w2
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deducimos que

T
fl(()):?
y
2 w2
f1(t)=§—7rt+§ para 0 <t < 2.

La grafica de f; no es lineal por partes, esto es, no es un poligono, pero
la segunda derivada de la combinacién lineal de translaciones . a;7; (f1)
desaparece cuando » . a; = 0, ya que 7; ( fl)” = 1, excepto en muchos puntos
finitos de (0, 2m). Esto prueba que ) ; a;7; (f1) es lineal por partes, es decir,
es un poligono.

3.3. Serie de Fourier de los poligonos regu-
lares de n-lados

Definicién 3.4. Se dice que una funcion 27 -periédica continua f: R — C
presenta una simetria de orden n > 2 cuando hay una n-sima raiz & de la
unidad tal que |e| =1y

ft+2m/n) =&f (1),

El valor de n en la anterior definicién es mayor o igual a dos, ya que sin =1
entonces f (t + 2mw) = f (t), por lo que f es 2m-periddica y |e| = 1. En esta
seccién sélo nos interesa el caso en que & = 2™/,

Teorema 3.2. Sea f € C' (R, 27Z). La funcion 2w periddica continua pre-
senta una simetria de ordenn > 2 en el sentido f (t + 2w ,/n) = ¥/ " f (t).
Entonces la sucesion de Fourier satisface:

o (f) =0, si k —1 no es maltiplo de n.

_n
o

2w ,/n )
e (f) / f(t) e *dt, sik—1 es mailtiplo de n.
0

Demostracion. La simetria de orden n-simo simplemente significa que la fun-
cion
teef (1)
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es periddica de periodo 27 ,/n. Esta funciéon puede ser extendida en una serie

de Fourier acordando el sistema (") ..y
f (t) — ezt § :Clmezmnt _ § :C;nez(l—&-mn)t _ § Ckezkt;
meZ mez k=1(n)

en particular, f € (. Sin embargo, cualquier exponencial donde
k =1 (mod n) tiene la propiedad requerida de orden n-simo.H

Consideremos ahora mas particularmente el caso del poligono regular en C,
con vértices en la n-sima raiz s; de la unidad.

Proposicién 3.2. i .
é— — gn — 6271'1/n

con
sj=em =gl (0<j<n),

Y 81 0cjen &’ =0, entonces la combinacion lineal

Y Fh(t—j-2n/n)

0<j<n
representa un poligono.
Demostracion.
Z ¢f (t—j-2m/n) = Z Zgjeik(t—j.Zﬂ/n)/kz
Osj<n 0<j<n k0
- Z Z gl g2ikin/ngikt /1.2
0<j<n k#£0
- ¥ et
0<j<n k0
=n Z eikt/kzznfn(w‘
k=1(n)

Esto prueba que f,, representa un poligono (velocidad constante sobre cada
lado) con una simetria de orden n, y por la combinacién lineal de transla-
ciones de f, tiene solo n vértices.l

La simetria

ft+2m/n) =& f(1)
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lleva a

frie+2m/m)y=¢-f'(t) vy [ft+2n/n)|=|f @)

y siempre sabemos que la velocidad f! tiene solo n saltos; esto prueba que
fn es una parametrizaciéon con velocidad constante. Recordemos ahora la
identidad de Parseval: si f € Ly (0,27), entonces

2 2_i I 9
Sla(DP == 5= [ 1r@Fa

Utilizando esta identidad para f/, y teniendo los coeficientes de Fourier

c(fl)=1i/n, sik=1 (mdd n) y 0 en otra parte,

deducimos ]
2 2
fa(0)= > 72 = Ilfally = v
k=1(n)
La anterior igualdad se tiene si sabemos que |f/| = v, es constante. Esta

velocidad puede ser evaluada por consideraciones geométricas:

21, = Ly, = 2n - f, (0) SH”T;
n

aqui L, representa el poligono regular de n lados. Todo poligono regular de
n lados se puede dividir en n triangulos isosceles; los lados iguales de este
triangulo tienen longitud f, (0), y s es el lado del poligono regular



f.(0)

Figura 3.3: Tridngulo isdsceles.

por lo tanto,

asi que
L,=2n-f,(0) sinz,
de donde ,
Up = fn (0) Z )

por lo tanto,

y en consecuencia
2
w.,/n
sinw/n

(o) = |

Hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 3.3. La serie de Fourier del poligono reqular de n lados teniendo
s; = €*™1/" como vértice uniformemente parametrizado es

ikt ei(1+mn)t

Cnfn (t):Cn Z 12 :Can,

k=1(n) meZ

o4



sin 7 2
con constante c, = [ I } .

s
n

Corolario 3.1. En las condiciones del teorema, se tiene que

S 1/ (14 mn)’ = {”—/nr

=~ sinw,/n

En particular, para n = 2, resulta que

> K :%Z1/(1+2m)2 =7 /8.

k par>1 meZ

Observemos que ¢, tiende mondétonamente a 1 cuando n — oo y
fn — [ = e"(parametrizaciéon uniforme del circulo) uniformemente para
n — oo.

3.4. Ejemplos

Sea el entero n > 1 y elegimos otro entero 1 < a < n, entonces

S =L S e o

k=a(n) 0<j<n

es un poligono en forma de estrella con n, (n,a) lados (con n lados cuando
a es relativamente primo a n). El primer lado une sy = 1 con s; = £%, el
segundo une £ con £2%,... Esta parametrizacién f tiene una simetria de
orden n-simo del tipo

ft+2m,/n)=Ef(t).
Aqui hay ejemplos tratados en MATHEMATIC AT A continuacién mostraremos
el programa y la grafica de la funcién (Vease figura (3.4))

4
F)y="Y_ BRI /(24 5k)
k=—4
flt_]:=Sum[Exp[(2+5k) I t] / (2+bk) ~ 2, {k,-4,4}]
ult_]:=Rel[f[t]]
vit_]:=Im[f[t]]
ParametricPlot [{ult],v[t]},{t,1,1+2 pil}].
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Figura 3.4: Estrella de doble punto.

Otros tipos de estrella se obtienen como sigue. Para dos constantes A y B

consideramos _ A
A Z ezkt/kQ +B Z let/k’z.
k=1(2n) k=n+1(2n)

Esta es una estrella con n vértices. Escogiendo

obtenemos la estrella clasica donde los lados [s;, S;j4+1] ¥ [$j+3, Sj+4] estan sobre
la misma linea cuando j es par.
Un ejemplo de esto es la funcion

4 4
h(t) =Y eI /(14 20k)* —6 ) TR /(11 4+ 20k)° -
k=—4 k=—4
flt_]:=Sum[Exp[(1+20k) I t] / (1+20k) ~ 2, {k,-4,4}]
glt_1:=Sum[Exp[(11+20k) I t] / (11+20k) ~ 2, {k,-4,4}]
hlt_]:=f[t]-6g[t]
ult_]:=Rel[h[t]]
v[it_]:=Im[h[t]]
ParametricPlot [{ult],v[t]},{t,1,1+2 pil}].

Otro ejemplo de poligonos centrados se muestra a continuacion :

2 2
h (t) — Z 6(1+16]€)1t/ (1 + 16]{;)2 . 3 Z 6(9+16k‘)1t/ (9 + 16k)2 .
k=—-2 k=-2
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Figura 3.5: Poligono estrellado de 10 puntas

flt_]:=Sum[Exp[(1+16k) I t] / (1+16k) ~ 2, {k,-2,2}]
glt_]:=Sum[Exp[(9+16k) I t] / (9+16k) ~ 2, {k,-2,2}]
hlt_]:=f[t]-3glt]

ult_]:=Re[h[t]]

v[it_]:=Im[h[t]]

ParametricPlot [{ult],v[t]},{t,1,1+2 pil}].

El resultado de este programa es un poligono estrellado regular de ocho pun-
tas con centro en el origen, la grafica de esta funcion se presenta en la siguiente
pagina.

o7



Figura 3.6: Poligono estrellado de 8 puntas
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