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DESCRIPCIÓN La teoŕıa de las series de Fourier nos permite expresar cualquier
función continua como una combinación lineal de senos y cosenos. Estas combina-
ciones se conocen con el nombre de series de Fourier, y se han convertido en una
parte importante de la f́ısica y algunas ingenierias por su gran aporte al estudio
de ciertos fenómenos periódicos tales como movimientos ondulatorios, vibraciones,
rotaciones, etc.
Todos estos estudios nos lleva a pensar en problemas totalmente matemáticos, al-
gunos de ellos son: porqué cualquier función continua puede expresarse por medio
de una serie de senos y cosenos?, converge la serie?, y si converge su suma vale
la función ?. Estas y muchas más preguntas son resueltas por medio de la teoŕıa
de las series de Fourier, y es un hecho que gran parte del desarrollo del análisis
matemático de nuestra época se basa en la busqueda de respuestas a tales proble-
mas.
La serie de Fourier definida en la sección (2.2) puede expresarse de una manera más
compacta y en forma compleja y recibe el nombre de series de Fourier complejas,
el objetivo principal de esta monograf́ıa es mostrar una aplicación a la geometŕıa
de la serie mencionada anteriormente.
Este trabajo se desarrollo aśı: En el primer caṕıtulo se mencionó lo relacionado
con los espacios eucĺıdeos, introduciendo en él los sistemas completos y cerrados.
En el segundo caṕıtulo, damos a construcción, definiciones y propiedades de las
series de Fourier, mostrando la convergencia y la derivación de éstas series. En el
tercer caṕıtulo vemos como podemos transformar las series de Fourier a la forma
compleja y mostramos finalmente la aplicación de éstas series, creando por medio
de éstas poĺıgonos regulares estrellados.
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DESCRIPTION The theory of Fourier series of allows us to express any contin-
uous function as a lineal combination of sines and cosines. These combinations are
known with the name of Fourier series, and they have become an important part
of the Physics and some Engineering, for their great contribution to the study of
certain periodic phenomena, such as wave movements, vibrations, rotations, etc.

Do all these studies take us to think of completely mathematical problems, are
some of them are: why any continuous function can be expressed by means of a
series of sines and cosines? Does the series converge? And if it converges, is their
sum worth the function? These and many more questions are resolved by means
of the theory of Fourier series, and it is a fact that great part of the development
of the mathematical analysis of our time is based on the search of answers to such
problems.

The series of Fourier defined in the section 2.2 can be expressed in a more compact
way and in complex form that it receives the name of complex Fourier series; the
main objective of this Monograph is to show an application to the Geometry of
the series mentioned previously.

This work was developed this way: In the first chapter it was mentioned the related
with the spaces Euclidean, introducing in him the complete and closed systems. In
the second chapter, we give to know the construction, definitions and properties of
the Fourier series , also showing the convergence and the derivation of these series.
In the third chapter, we see like we can transform the Fourier series to the complex
form and finally, we show the application of these series; creating by means these,
starry regular polygons.
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Introducción

En 1807 el matemático francés Joseph Fourier afirmó que cualquier función
continua pod́ıa expresarse como una combinación lineal de senos y cosenos;
esto es posible gracias a que el sistema {cosnx, sinnx} es un sistema or-
togonal completo; estas combinaciones se conocen hoy en d́ıa como series
trigonométricas de Fourier, y son de la forma

a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx.

Toda la teoŕıa de las series trigonométricas fue elaborada por Fourier, pero
fue Euler quien dio las fórmulas para los coeficientes a0, an y bn.

Por medio de algunas sustituciones esta serie puede expresarse de una manera
más compacta y en forma compleja, aśı,

∞∑
n=−∞

cn (f) einx,

denominada serie de Fourier compleja. A través de estas series se pueden
construir unos poĺıgonos especiales llamados poĺıgonos estrellados, los cuales,
además de ser regulares, tienen forma de estrella.
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Caṕıtulo 1

ESPACIOS EUCLÍDEOS

1.1. Definición y ejemplos

Definición 1.1. Un conjunto no-vaćıo L de elementos x, y, z, . . . se llama
espacio lineal, cuando satisface las siguientes condiciones:

Para cada par de elementos x, y ∈ L está definido un tercer elemento
z ∈ L, denotado por x+ y, tal que

1. x+ y = y + x,

2. x+ (y + z) = (x+ y) + z,

3. en L existe un elemento 0 tal que x+ 0 = x, para todo x ∈ L,

4. para todo x ∈ L existe un elemento −x tal que −x+ x = 0.

Para cualquier número α y cualquier elemento x ∈ L, está definido el
elemento αx ∈ L de manera que

1. α (βx) = (αβ)x,

2. 1.x = x.

Las operaciones de suma y multiplicación están relacionadas por medio
de las leyes distributivas

1. (α+ β)x = αx+ βx,

2



2. α (x+ y) = αx+ αy.

Ejemplo 1.1. El conjunto de todos los sistemas posibles de n números (reales
o complejos) x = (x1, x2, . . . , xn), en el que la adición y la multiplicación por
un real λ se definen mediante las fórmulas

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) ,

λ (x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn)

es un espacio lineal.

Definición 1.2. La función real 〈x, y〉 definida para cada par de elementos
x, y ∈ L, donde L es un espacio lineal real, se llama producto interno si se
verifican las siguientes condiciones:

1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

2. 〈x, y + y◦〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y◦〉;

3. 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉;

4. 〈x, x〉 ≥ 0 y 〈x, x〉 = 0 entonces x = 0.

Algunos ejemplos clásicos de producto interno son:

Ejemplo 1.2. En Rn definimos 〈x, y〉 = x ∗ y, donde x, y ∈ Rn con las
operaciones de suma y multiplicacion habitual en Rn forman un producto
interno.

Ejemplo 1.3. Supóngase que a < b y sea C2 [a, b] el espacio de funciones

continuas sobre [a, b], y definamos 〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x)dx, donde f, g ∈

C2 [a, b]. Este es un producto interno en ese espacio. Veamos que cumple
con las condiciones enumeradas anteriormente

1. 〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x)dx =

∫ b

a
g(x)f(x)dx = 〈g, f〉.

2. 〈f, g1 + g2〉 =
∫ b

a
f(x)[g1(x) + g2(x)]dx

=
∫ b

a
f(x)g1(x)dx+

∫ b

a
f(x)g2(x)dx

= 〈f, g1〉+ 〈f, g2〉.
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3. 〈λf, g〉 =
∫ b

a
[λf(x)]g(x)dx = λ

∫ b

a
f(x)g(x)dx = λ〈f, g〉.

4. 〈f, f〉 ≥ 0 y 〈f, f〉 = 0, entonces
∫ b

a
f 2(x)dx ≥ 0 y

∫ b

a
f 2(x)dx = 0 , ya

que a < b se tiene que f 2(x) = 0 y por lo tanto f(x) = 0.

Definición 1.3. Un espacio lineal real L con un producto interno definido
en él, se denomina espacio eucĺıdeo real.

Definición 1.4. Un sistema {xα} de vectores del espacio eucĺıdeo L,
diferentes de cero:

1. Se llama ortogonal si y solo si 〈xα, xβ〉 = 0 para α 6= β.

2. La norma de xα, denotada por ‖xα‖, está definida por ‖xα‖ =
√
〈xα, xα〉.

3. El sistema {xα} es ortonormal si y solo si 〈xα, xβ〉 = 0 para α 6= β y
〈xα, xβ〉 = 1 para α = β.

Se ve, que si {xα} es un sistema ortogonal, podemos transformarlo en un

sistema ortonormal dividiéndolo por su norma, esto es
{

xα

‖xα‖

}
.

Proposición 1.1. Sea {xα} un sistema de vectores de L; si los vectores xα

forman un sistema ortogonal, entonces son linealmente independientes.

Demostración. Sea a1xα1+ a2xα2+ · · ·+ anxαn = 0 y veamos que
a1 = a2 = · · · = an = 0.
Por hipótesis, {xα} es un sistema ortogonal; entonces
〈xαi

, a1xα1 +a2xα2 + · · ·+anxαn〉 = 0, para i = 1, 2, . . . , n; por las condiciones
2. y 3. del producto interno, tenemos que
〈xαi

, a1xα1+a2xα2+· · ·+anxαn〉 = 〈xαi
, a1xα1〉+〈xαi

, a2xα2〉+· · ·+〈xαi
, anxαn〉

= a1〈xαi
, xα1〉+ a2〈xαi

, xα2〉+ · · ·+ an〈xαi
, xαn〉 = 0,

por lo tanto 〈xαi
, a1xα1 + a2xα2 + · · ·+ anxαn〉 = ai〈xαi

, xαi
〉 = 0,

ya que 〈xαi
, xαi

〉 6= 0, se tiene que ai = 0 para i = 1, 2, . . . , n, aśı, {xα} es
un conjunto linealmente independiente.�

Definición 1.5. Se dice que un sistema ortogonal {xα} en L es completo
si y solo el menor subespacio cerrado que lo contiene es todo L. Además, si
{xα} es completo, entonces se llama base ortogonal; y si la norma de cada
xα es 1, la llamaremos base ortonormal.
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Ahora daremos algunas bases ortogonales de los ejemplos (1.2) y (1.3). Para
el ejemplo (1.2) una de sus bases ortogonales entre tantas, es la que viene
dada por los vectores

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0) ,

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0) ,

...

en = (0, 0, 0, . . . , 1) .

En el ejemplo (1.3), la más importante para nuestro trabajo es la base or-
togonal dada por el sistema trigonométrico{

1

2
, cosn

2πt

b− a
, sinn

2πt

b− a

}
.

1.2. Existencia de bases ortogonales

Presentaremos un teorema general, llamado proceso de ortogonalización, que
permite mostrar la existencia de una base ortogonal en un espacio
eucĺıdeo de n dimensiones; se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 1.1. Sea
f1, f2, . . . , fn (1.1)

un sistema linealmente independiente de elementos de un espacio euclideo L.
Existe en L un sistema de elementos

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn (1.2)

que satisface las siguientes condiciones:

1. El sistema (1.2) es ortogonal y normal.

2. Todo elemento ϕn es una combinación lineal de los elementos f1, f2, . . . , fn

ϕn = an1f1 + an2f2 + . . .+ annfn con ann 6= 0.

3. Todo elemento fn se representa en la forma

fn = bn1ϕ1 + bn2ϕ2 + . . .+ bnnϕn, donde bnn 6= 0.
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Todo elemento del sistema (1.2) queda determinado por las condiciones 1.,
2. y 3. uńıvocamente, salvo un factor ±1.

El paso del sistema (1.1) al (1.2) que satisface las condiciones enunciadas se
llama proceso de ortogonalización.

1.3. Sistemas ortogonales cerrados

Anteriormente se encontró una base ortonormal e1, e2, . . . , en del espacio
eucĺıdeo Rn, de n dimensiones. Con esta base todo vector x ∈ Rn puede
representarse como

x =
n∑

k=1

ckek, (1.3)

donde
ck = 〈x, ek〉.

El desarrollo de (1.3) puede generalizarse al caso de un espacio eucĺıdeo de
dimensión infinita de la siguiente forma. Sea

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

un sistema ortonormal del sistema eucĺıdeo L, y sea f ∈ L; a cada f le
asignaremos la sucesión

ck = 〈f, ϕk〉 para k = 1, 2, . . . , n,

que llamaremos coeficientes de fourier del elemento f según el sistema {ϕk},
y ∑

k

ckϕk,

la llamaremos serie de fourier del elemento f según el sistema ortogonal {ϕn}.

Proposición 1.2. Si ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn es ortonormal, los coeficientes αk,
k = 1, 2, . . . , n, de manera que la distancia entre f y la suma

Sn =
n∑

k=1

αkϕk

sea minimal, coinciden con los coeficientes de fourier ck, esto es, αk = ck.
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Demostración. Calculemos la distancia entre f y Sn.

‖f − Sn‖2 = 〈f −
n∑

k=1

αkϕk, f −
n∑

k=1

αkϕk〉

= 〈f, f〉 − 2〈f ,

n∑
k=1

αkϕk〉+ 〈
n∑

k=1

αkϕk ,
n∑

k=1

αkϕk〉

por las propiedades del producto interno, y además, como ck = 〈f, ϕk〉 y
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn es ortonormal, se sigue que

‖f − Sn‖2 = ‖f‖2 − 2
∑

αk〈f, ϕk〉+
∑

α2
k〈ϕk, ϕj〉

= ‖f‖2 − 2
∑

αkck +
∑

α2
k

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

c2k +
n∑

k=1

c2k − 2
n∑

k=1

αkck +
n∑

k=1

α2
k

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

c2k +
n∑

k=1

(ck − αk)
2 .

Puesto que ‖f − Sn‖2 es minimal, este término alcanza su mı́nimo cuando∑n
k=1 (ck − αk)

2 = 0; por lo tanto, ck = αk.�

Para el caso en que ck = αk, se tiene que

‖f − Sn‖2 = ‖f‖2 −
n∑

k=1

c2k; (1.4)

puesto que ‖f − Sn‖2 siempre es mayor o igual a cero, se obtiene que

‖f‖2 −
n∑

k=1

c2k ≥ 0,

y por lo tanto
n∑

k=1

c2k ≤ ‖f‖2 .

En esta expresión la parte de la derecha no depende de n; por lo tanto, si
tomamos el ĺımite cuando n→∞, se tiene que

∞∑
k=1

c2k ≤ ‖f‖2 .

7



Esta desigualdad recibe el nombre de desigualdad de Bessel. Escribamos aho-
ra una definición que será útil para el desarrollo de este tema.

Definición 1.6. El sistema ortonormal ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn se llama cerrado cuan-
do para cualquier f ∈ L se cumple la igualdad

∞∑
k=1

c2k = ‖f‖2 ,

llamada igualdad de Parseval.

Observemos que en la definicion anterior cada coeficiente de Fourier viene
dado por

ck = 〈f, ϕk〉.

De esta definición, se desprende una proposición muy importante que enun-
ciaremos a continuación.

Proposición 1.3. El sistema ortonormal ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn se llama cerrado si,
y solo si, para todo f ∈ L las sumas parciales de la serie de fourier

∑
n

cnϕn

convergen a f.

Demostración. Por hipótesis el sistema ortonormal ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn es cerrado;
entonces para cualquier f ∈ L se cumple que

n∑
k=1

c2k = ‖f‖2 ;

aśı, por (1.4), se obtiene que

limn→∞

∥∥∥∥∥f −∑
n

cnϕn

∥∥∥∥∥
2

= 0,

por lo que
∑
n

cnϕn converge a f. Rećıprocamente, sean ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn un

sistema ortonormal y f ∈ R. Como
∑
n

cnϕn converge a f , entonces

∑
n

cnϕn − f → 0;

8



como ∥∥∥∥∥f −∑
n

cnϕn

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑

k=1

c2k,

se concluye que

0 = ‖f‖2 −
n∑

k=1

c2k,

por lo tanto
n∑

k=1

c2k = ‖f‖2 ;

si a esta última expresión le tomamos el ĺımite cuando n→∞, resulta que

∞∑
k=1

c2k = ‖f‖2 ,

es decir el sistema ortonormal ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn es cerrado.

Definición 1.7. El sistema {ϕn} es completo en L si y solo si todo elemento
f ∈ L se puede aproximar mediante combinaciones lineales

n∑
k=1

αkϕk

de los elementos del sistema {ϕn}.

Teorema 1.2. En un espacio eucĺıdeo L todo sistema ortonormal es cerrado
si y solo si es completo.

Demostración. Sea el sistema {ϕn} cerrado; entonces, para todo f ∈ L se

tiene que
n∑

k=1

ckϕk convergen a f , esto es, que las combinaciones lineales de

los elementos del sistema {ϕn} son siempre densas en L, es decir, el sistema
{ϕn} es completo. Rećıprocamente, sea el sistema {ϕn} completo; entonces
todo elemento f ∈ L se puede aproximar mediante combinaciones lineales

n∑
k=1

αkϕk

de los elementos del sistema {ϕn}; la suma parcial

9



n∑
k=1

ckϕk

de la serie de fourier de f , da una buena aproximación; por consiguiente, la
serie

n∑
k=1

ckϕk → f cuando n→∞;

por lo tanto
∑n

k=1 c
2
k = ‖f‖2 , de donde concluimos que {ϕn} es cerrado.

En los conceptos de coeficientes de fourier, series de fourier, etcétera, enunci-
ados anteriormente se supońıa que los sistemas utilizados eran ortonormales;
estos conceptos se pueden extender a cualquier sistema ortogonal arbitrario.
Sea {ϕn} un sistema ortogonal. En la seccion 1,1 afirmamos que a partir
de este sistema podemos construir un sistema ortonormal compuesto por
ψn = ϕn

‖ϕn‖ ; entonces para todo f ∈ L se tiene que

cn = 〈f, ψn〉 =
1

‖ϕn‖
〈f, ϕn〉,

y ∑
n

cnψn =
∑

n

cn
‖ϕn‖

ϕn =
∑

n

anϕn,

donde

an =
cn
‖ϕn‖

=
〈f, ϕn〉
‖ϕn‖2 . (1.5)

Los coeficientes an definidos por (1.5) se llaman coeficientes de Fourier del
elemento f según el sistema ortogonal (no-normal) {ψn}. De la desigualdad
de Bessel podemos decir que

∑
n

c2n =
∑

n

a2
n ‖ϕn‖2 ≤ ‖f‖2 ,

en donde ∑
n

a2
n ‖ϕn‖2 ≤ ‖f‖2

representa la desigualdad de Bessel para cualquier sistema ortogonal.
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1.4. Espacios euclideos completos

En esta sección vamos a suponer que los espacios eucĺıdeos son completos,
es decir, toda sucesión de Cauchy converge en él. En un espacio completo,
para que los números c1, c2, . . . , cn de la desigualdad de Bessel, representen los
coeficientes de Fourier es suficiente que la serie

∑
n c

2
n converja; anteriormente

se demostró la necesidad de esta afirmación.

Teorema 1.3. Sea {ϕn} un sistema ortonormal cualesquiera en un espacio
eucĺıdeo completo L, y sean los números

c1, c2, . . . , cn

tales que la serie
∞∑

k=1

c2k

converge. Entonces existe un elemento f ∈ L tal que

ck = 〈f, ϕk〉

y
n∑

k=1

c2k = 〈f, f〉 = ‖f‖2 .

Demostración. Sea

fn =
n∑

k=1

ckϕk;

entonces

‖fn+p − fn‖2 = ‖cn+1ϕn+1 + . . .+ cn+pϕn+p‖2 =

∥∥∥∥∥
n+p∑

k=n+1

ckϕk

∥∥∥∥∥
2

= 〈
n+p∑

k=n+1

ckϕk,

n+p∑
k=n+1

ckϕk〉 =

n+p∑
k=n+1

c2k〈ϕk, ϕk〉 =

n+p∑
k=n+1

c2k.

11



Como
∑∞

k=1 c
2
k converge y L es completo, se tiene que la sucesión {fn} con-

verge a un elemento f ∈ L; además,

〈f, ϕi〉 = 〈fn, ϕi〉+ 〈f − fn, ϕi〉,

y sabemos que
|〈f − fn, ϕi〉| ≤ ‖f − fn‖ ‖ϕi‖ ;

como {fn} converge a f , se tiene que

‖f − fn‖2 → 0 cuando n→∞,

y como
〈fn, ϕi〉 = ci, para n ≥ i,

se concluye que
(f, ϕi) = ci.

Ahora bien,

〈f − fn, f − fn〉 = 〈f −
n∑

k=1

ckϕk, f −
n∑

k=1

ckϕk〉

= 〈f, f〉 −
n∑

k=1

c2k〈ϕk, ϕk〉

= 〈f, f〉 −
n∑

k=1

c2k → 0 cuando n→∞.

Es decir,
n∑

k=1

c2k = 〈f, f〉 = ‖f‖2 .

1.4.1. Caracterización de los sitemas completos

Teorema 1.4. Para que un sistema ortogonal {ϕn} de un espacio eucĺıdeo
sea completo es necesario y suficiente que en L no exista ningún elemento
diferente de cero que sea ortogonal a todos los elementos del sistema {ϕn}.
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Demostración. NECESIDAD. Sea {ϕn} un sistema completo, por tanto cer-
rado. Si existe f ortogonal a todos los elementos del sistema {ϕn}, entonces
todos sus coeficientes de Fourier son cero, y de la identidad de Parseval ten-
emos que

∞∑
k=1

c2k = 〈f, f〉 = 0,

es decir, f = 0.

SUFICIENCIA. Supongamos que {ϕn} no es completo, y veamos que existe
un elemento diferente de cero que es ortogonal a todos los elementos del
sistema {ϕn}. Puesto que {ϕn} no es completo, entonces no es cerrado, por
lo que existe en L un elemento g 6= 0 tal que

n∑
k=1

c2k < 〈g, g〉,

donde
ck = 〈g, ϕk〉,

es decir, la serie
∞∑

k=1

c2k

converge, y por el teorema anterior existe f ∈ L tal que

〈f, ϕk〉 = ck y 〈f, f〉 =
∞∑

k=1

c2k.

El elemento f − g es ortogonal a todos los ϕi. Se deduce que

〈f, f〉 =
∞∑

k=1

c2k < 〈g, g〉,

aśı que f − g 6= 0.
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1.5. Espacios euclideos complejos

Al igual que en el espacio eucĺıdeo real, se puede introducir el espacio eucĺıdeo
complejo, es decir, un espacio lineal complejo con un producto interno. Pero
en este espacio hay que hacer modificaciones de los axiomas que definen el
producto interno del espacio real.

Definición 1.8. El producto interno de un espacio complejo es una función
〈x, y〉 numérica de valores complejos de dos vectores que verifiquen las
siguientes condiciones:

1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

2. 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉.

3. 〈x+ z, y〉 = 〈x, y〉+ 〈z, y〉.

4. 〈x, x〉 ≥ 0 y 〈x, x〉 > 0 cuando x 6= 0.

De 1. y 2. obtenemos que 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉. En efecto,

〈x, λy〉 = 〈λy, x〉 = λ〈y, x〉 = λ〈x, y〉.

Como también tenemos que

〈x, z + y〉 = 〈z + y, x〉 = 〈z, x〉+ 〈y, x〉 = 〈x, z〉+ 〈x, y〉.

Ejemplo 1.4. El espacio Cn de n dimensiones, con x = (x1, x2, . . . , xn),
y = (y1, y2, . . . , yn) dos vectores de Cn, y definiendo el producto interno de la
siguiente manera:

〈x, y〉 =
n∑

k=1

xkyk,

forma un espacio eucĺıdeo complejo de dimensión finita.

Un ejemplo de espacio eucĺıdeo de dimensión infinita es el siguiente:

Ejemplo 1.5. El espacio C2 [a, b] de funciones de valores complejos cont́ınuas
sobre el segmento [a, b] con el producto interno definido aśı:

14



〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx,

es un espacio eucĺıdeo complejo de dimensión infinita.

Al igual que en el caso real, si {ϕn} es un sistema ortogonal de un espacio
euclideo complejo L y f es un elemento de L, entonces

an =
〈f, ϕn〉
‖ϕn‖2 ,

y ∑
n

anϕn

representan los coeficientes de Fourier y la serie de Fourier respectivamente.
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Caṕıtulo 2

SERIES DE FOURIER

2.1. Definición y propiedades del espacio L2

En este caṕıtulo, muchas de las funciones que utilizaremos son funciones
continuas que pertenecen al espacio L2; por lo tanto, daremos lo necesario
del espacio L2 para desarrollar este caṕıtulo, teniendo en cuenta que no se
utilizará para nada teoŕıa de la medida.

Definición 2.1. Una función f se llama de cuadrado integrable en X, cuan-
do la integral ∫

X

f 2 (x) dx

existe, es decir, es finita.

El conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en X se denota
por L2 (X). Algunas de sus propiedades principales son:

1. El producto de dos funciones de cuadrado integrable es de cuadrado
integrable.

Demostración. Si f y g pertenecen a L2 (X) entonces de la desigualdad

|f (x) g (x)| ≤ 1

2

[
f 2 (x) + g2 (x)

]
16



se obtiene que∫
|f (x) g (x)| dx ≤ 1

2

∫ [
f 2 (x) + g2 (x)

]
dx,

y como f, g ∈ L2 (X), se cumple que∫
f 2 (x) dx, y,

∫
g2 (x) dx

son finitas; aśı pues, ∫
|f (x) g (x)| dx ∈ L2 (X) .

Corolario 2.1. Toda función de cuadrado integrable es integrable.

2. La suma de dos funciones de L2 es tambien L2.

Demostración. Sean f, g ∈ L2 (X); si

[f (x) + g (x)]2 ≤ f 2 (x) + 2 |f (x) g (x)|+ g2 (x) ,

entonces por la propiedad (1), y en vista que f, g ∈ L2 (X), se sigue
que ∫

[f (x) + g (x)]2 dx

existe.

3. Si f ∈ L2 (X) y α ∈ R entonces αf ∈ L2 (X).

Demostración. Si f ∈ L2 (X) entonces∫
(αf (x))2 dx = α2

∫
f 2 (x) dx <∞.

De la propiedades 2. y 3. se deduce que las combinaciones lineales de funciones
de L2 pertenecen a L2. El producto interno en L2, se da por medio de la
fórmula

〈f, g〉 =

∫
f (x) g (x) dx.

17



Como vimos en el caṕıtulo 1, este producto interno cumple con las propiedades
mencionadas en la definición (1.1), por lo tanto el espacio L2 es un espacio
eucĺıdeo y su norma esta dada por

‖f‖2 =

∫
f 2 (x) dx.

2.2. Sistema trigonométrico. Serie trigonométri-

ca de Fourier

En el caṕıtulo anterior vimos que podemos obtener sistemas completos
ortogonales de funciones aplicando el proceso de ortogonalizacion descrito en
la sección (1.2) a cualquier sistema completo. Si tomamos el sistema ortogonal
completo {ϕn} en L2, y si f ∈ L2, entonces

f =
∞∑

n=1

cnϕn,

es decir, f es la suma de fourier de la función f con respecto al sistema
ortogonal {ϕn}; además, los coeficientes de fourier cn vienen dados por

cn =
〈f, ϕn〉
‖ϕn‖2 ,

donde

〈f, ϕn〉 =

∫
f(x)ϕn(x)dx

y

‖ϕn‖2 =

∫
ϕ2

n(x)dx;

por lo tanto,

cn =
1

‖ϕn‖2

∫
f(x)ϕn(x)dx.

Sea el espacio L2 (0, 2π) de funciones de cuadrado integrable en el intervalo
[0, 2π]. En L2 las funciones

{cosnx, sinnx}n = 0, 1, 2, . . .
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forman un sistema ortogonal completo llamado sistema trigonométrico. La
ortogonalidad del sistema se comprueba de la siguiente manera: para n 6= m
se tiene que∫ 2π

0

cosnx cosmxdx =
1

2

∫ 2π

0

(
cos

n+m

2
x+ cos

n−m

2
x

)
dx

=

(
sin (n+m)x

n+m
+

sin (n−m)x

n−m

)]2π

0

= 0.

De la misma forma,∫ 2π

0

sinnx sinmxdx =
1

2

∫ 2π

0

(cos(n−m)x− cos(n+m)x) dx

=
1

2

(
sin (n−m)x

n−m
− sin (n+m)x

n+m

)]2π

0

= 0.

Daremos ahora unas definiciones que son fundamentales para mostrar la com-
pletez del sistema trigonométrico.

Definición 2.2. Sea {ϕn} un sistema ortogonal en [0, 2π]. Decimos que la
función f es ortogonal al sistema {ϕn} si y solo si∫ 2π

0

f(x)ϕn(x)dx = 0, n = 1, 2, . . . (2.1)

Si X es un conjunto tal que la unica función f ∈ X que cumple(2.1) es la
función f = 0, entonces se dice que {ϕn} es completo.

Definición 2.3. Sea X conjunto,X 6= ∅, diremos que el sistema {ϕn} es
completo en X si y solo si la única función que pertenece a X ortogonal a
todas las ϕn(x) es la función cero.

Recordemos ahora el teorema de Weierstrass, que dice: “Si f es continua
en [0, 2π], entonces existe una sucesión de polinomios trigonométricos Pn (x),
tales que Pn (x) → f (x) uniformemente”. Ahora demostraremos la completez
del sistema trigonométrico que viene dado en el siguiente teorema.
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Teorema 2.1. El sistema trigonométrico {cosnx, sinnx} , n = 0, 1, 2, . . . es
completo en el espacio de L2-funciones.

Demostración. Veamos que si f es continua en [0, 2π] y si∫ 2π

0

f(x) cosnxdx = 0, n = 0, 1, 2, . . .

y ∫ 2π

0

f(x) sinnxdx = 0, n = 0, 1, 2, . . .

entonces f (x) = 0 para todo x ∈ [0, 2π]. Por el teorema de Weierstrass, si
f es continua en [0, 2π], entonces existe un polinomio Pn (x) que converge a
f (x) uniformemente. Un polinomio trigonométrico es de la forma

P (x) =
α0

2
+

n∑
k=1

αk cos kx+ βk sin kx.

Escojamos los Pn (x) de tal forma que Pn (x) → f (x) uniformemente en
[0, 2π]. Tomemos α0 = 0; sabemos que∫ 2π

0

f(x)P (x) dx =

∫ 2π

0

f(x)

[
n∑

k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

]
dx

=

∫ 2π

0

f(x)

(
n∑

k=1

αk cos kx

)
dx+

∫ 2π

0

f(x)

(
n∑

k=1

βk sin kx

)
dx

=
n∑

k=1

αk

(∫ 2π

0

f(x) cos kxdx

)
+

n∑
k=1

βk

(∫ 2π

0

f(x) sin kxdx

)
= 0.

De donde se sigue
∫ 2π

0
f(x)Pn (x) dx = 0. Tomando el ĺımite cuando n→∞,

se tiene que

ĺım
n→∞

∫ 2π

0

f(x)Pn (x) dx =

∫ 2π

0

ĺım
n→∞

f(x)Pn (x) dx =

∫ 2π

0

f 2(x)dx = 0;

como f es continua, de
∫ 2π

0
f 2(x)dx = 0 se concluye que f = 0. �
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El sistema trigonométrico {cosnx, sinnx}, n = 0, 1, 2, . . ., no es normal; el
sistema normal esta dado por las funciones{

1√
2π
,
cosnx√

π
,
sinnx√

π

}
para n = 1, 2, 3, . . . ,

ya que

‖1‖2 =

∫ 2π

0

dx = x|2π
0 ,

de donde
‖1‖ =

√
2π.

También tenemos que∫ 2π

0

cos2 nxdx =

∫ 2π

0

1 + cos 2nx

2
dx =

(
1

2
x+

sin 2nx

4n

)∣∣∣∣2π

0

= π = ‖cosnx‖2 .

De la misma forma,∫ 2π

0

sin2 nxdx =

∫ 2π

0

1− cos 2nx

2
dx =

(
1

2
x− sin 2nx

4n

)∣∣∣∣2π

0

= π = ‖sinnx‖2 .

De lo anterior obtenemos

‖sinnx‖ = ‖cosnx‖ =
√
π.

Proposición 2.1. Sea f ∈ L2 (0, 2π), los coeficientes de Fourier del sistema
de funciones {1, cosnx, sinnx} denotados por a0

2
, an, bn son:

a0

2
= 1

2π

∫ 2π

0
f(x)dx.

an = 1
π

∫ 2π

0
f(x) cosnxdx.

bn = 1
π

∫ 2π

0
f(x) sinnxdx.

Demostración. De acuerdo con la fórmula para los coeficientes de Fourier
mencionadas al comienzo de esta sección,

cn =
1

‖ϕn‖2

∫
f(x)ϕn(x)dx;

en este caso ϕn(x) = {1, cosnx, sinnx}, aśı que
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a0

2
= 1

‖1‖2
∫ 2π

0
f(x)dx = 1

2π

∫ 2π

0
f(x)dx,

por lo tanto

a0 = 1
π

∫ 2π

0
f(x)dx.

an = 1
‖cos nx‖2

∫ 2π

0
f(x) cosnxdx.

Como se mostró anteriormente, ‖cosnx‖2 = π, entonces

an = 1
π

∫ 2π

0
f(x) cosnxdx.

bn = 1
‖sin nx‖2

∫ 2π

0
f(x) sinnxdx.

Ya vimos que ‖sinnx‖2 = π, entonces

bn = 1
π

∫ 2π

0
f(x) sinnxdx. �.

Definición 2.4. La serie trigonométrica

a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx.

donde a0

2
, an, bn son los coeficientes de Fourier de la función f se llama serie

de Fourier de la función f respecto al sistema ortogonal completo {1, cosnx, sinnx} .

Proposición 2.2. Considérese el sistema trigonométrico ortogonal completo
{sinnx, cosnx} ,
n = 1, 2, . . . y la función f continua en [0, 2π] tal que∫ 2π

0

f (x) cosnxdx = 0 y

∫ 2π

0

f (x) sinnxdx = 0.

Si la función F dada por la fórmula

F (x) =

∫ t

0

f (t) dt

es continua en [0, 2π] y F ′ (x) = f (x) en los puntos donde f es continua,
entonces f(x) = 0.
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Demostración. Supóngase que α0

2
, αn y βn son los coeficientes de Fourier de la

función F (x); entonces, integrando por partes las fórmulas de los coeficientes
αn y βn, se obtiene

αn =
1

π

∫ 2π

0

F (x) cosnxdx =
1

π

(
F (x)

sinnx

n

)∣∣∣∣2π

0

− 1

nπ

∫ 2π

0

f (x) sinnxdx = 0;

βn =
1

π

∫ 2π

0

F (x) sinnxdx =
1

π

(
−F (x)

cosnx

n

)∣∣∣2π

0
+

1

nπ

∫ 2π

0

f (x) cosnxdx = 0.

Los coeficientes de Fourier de la función F (x) son ceros, salvo el coeficiente
α0

2
. Haciendo

G (x) = F (x)− α0

2
,

y en vista de que el sistema trigonométrico es completo en L2 (0, 2π), se sigue
que G (x) = 0, y por lo tanto

F (x) =
α0

2
para x ∈ [0, 2π] .

Tomando la derivada, en cualquier punto de [0, 2π] que exista, resulta que
F ′ (x) = 0, y como F ′ (x) = f (x), se concluye que

f (x) = 0

en los puntos donde x es continua.�

2.3. Distancia y coeficientes de Fourier

Sea

Sn =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

la suma parcial de la serie de Fourier. Entonces la distancia entre f y Sn se
halla mediante

‖f − Sn‖2 = 〈f − Sn, f − Sn〉 = 〈f, f〉 − 2〈f, Sn〉+ 〈Sn, Sn〉,
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donde

〈f, Sn〉 =

∫ 2π

0

f(x)Sn (x) dx =

∫ 2π

0

f(x)

[
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

]
dx

=

∫ 2π

0

f(x)
a0

2
dx+

∫ 2π

0

f(x)

[
n∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

]
dx

=

∫ 2π

0

f(x)
a0

2
dx+

n∑
k=1

ak

(∫ 2π

0

f(x) cos kxdx

)
+

n∑
k=1

bk

(∫ 2π

0

f(x) sin kxdx

)
=
πa2

0

2
+ π

n∑
k=1

a2
k + π

n∑
k=1

b2k

= π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k + b2k

]
,

y

〈Sn, Sn〉 =

∫ 2π

0

[
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

]2

dx

=

∫ 2π

0

[(a0

2

)2

+ 2
a0

2

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) +
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)2

]
dx

=

∫ 2π

0

[
a2

0

4
+ a0

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

]
dx

+

∫ 2π

0

[
n∑

k=1

(
a2

k cos2 kx+ 2akbk cos kx sin kx+ b2k sin2 kx
)]
dx,

y puesto que∫ 2π

0

cos kxdx =

∫ 2π

0

sin kxdx =

∫ 2π

0

sin kx cos kxdx = 0

y

∫ 2π

0

cos2 kxdx =

∫ 2π

0

sin2 kxdx = π,
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entonces se deduce que

〈Sn, Sn〉 =

∫ 2π

0

[
a2

0

4
+

n∑
k=1

(
a2

k cos2 kx+ b2k sin2 kx
)]
dx =

a2
0

2
π+π

[
n∑

k=1

a2
k + b2k

]
.

Por lo tanto,

〈Sn, Sn〉 = π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k + b2k

]
.

Aśı,

‖f − Sn‖2 = ‖f‖2 − 2π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k + b2k

]
+ π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k + b2k

]

= ‖f‖2 − π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k + b2k

]
.

En vista de que ‖f − Sn‖2 ≥ 0, tomando el ĺımite cuando n→∞ se ve que

‖f‖2 − π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k + b2k

]
≥ 0,

de tal suerte que ∫ 2π

0

f 2(x)dx ≥ π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k + b2k

]
.

Definición 2.5. Si f ∈ L2 (0, 2π), para el sistema trigonométrico {cosnx, sinnx} , n =
0, 1, 2, . . ., la desigualdad de Bessel está dada por∫ 2π

0

[f (x)]2 dx ≥ π

[
a2

0

2
+

∞∑
k=1

a2
k + b2k

]
.

Como vimos, el sistema trigonométrico es completo para cualquier f ∈ L2;
entonces la igualdad de Parseval se cumple, es decir,∫ 2π

0

[f (x)]2 dx = π

[
a2

0

2
+

∞∑
k=1

a2
k + b2k

]
.
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Por lo tanto, la serie de cuadrados de los coficientes de f converge a ‖f‖2
π

.

Ahora bien, si a0 y an son ceros, entonces la suma parcial de la serie de
Fourier es

Sn (x) =
n∑

k=1

bk sin kx,

y la distancia entre f y Sn, está dada por

‖f − Sn‖2 = ‖f‖2 − 2〈f, Sn〉+ 〈Sn, Sn〉.

Claramente,

〈f, Sn〉 =

∫ 2π

0

[
f (x)

n∑
k=1

bk sin kx

]
dx =

n∑
k=1

bk

∫ 2π

0

f (x) sin kxdx = π
n∑

k=1

b2k

y

〈Sn, Sn〉 =

∫ 2π

0

[
n∑

k=1

(bk sin kx)2

]
dx

=
n∑

k=1

b2k

∫ 2π

0

sin2 kxdx = π
n∑

k=1

b2k.

Puesto que ‖f − Sn‖2 ≥ 0, tenemos

‖f‖2 − π
n∑

k=1

b2k ≥ 0,

aśı que
‖f‖2

π
≥

n∑
k=1

b2k;

el valor de la izquierda no depende de n, aśı que tomando el ĺımite cuando
n→∞ se deduce que

1

π

∫ 2π

0

[f (x)]2 dx ≥
∞∑

k=1

b2k.

En la sección (2.4) mostraremos que si f es impar entonces a0 y an son ceros,
aśı la desigualdad anterior se cumple para el caso en que f es impar. Veremos
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en la sección 2.5 que si f es par, entonces bn = 0.
Si f es par y

Sn (x) =
a0

2
+

n∑
k=1

an cos kx,

entonces
‖f − Sn‖2 = ‖f‖2 − 〈f, Sn〉,

donde

〈f, Sn〉 =

∫ 2π

0

f (x)Sn(x)dx =

∫ 2π

0

f (x)

[
a0

2
+

n∑
k=1

an cos kx

]
dx

=
a0

2

∫ 2π

0

f (x) dx+
n∑

k=1

ak

∫ 2π

0

f (x) cos kxdx

= π
a2

0

2
+ π

n∑
k=1

a2
k = π

[
a2

0

2
+

n∑
k=1

a2
k

]
.

Como ‖f − Sn‖2 ≥ 0, tomando el limite cuando n→∞ resulta que

‖f‖2

π
=

1

π

∫ 2π

0

[f (x)]2 dx ≥ a2
0

2
+

∞∑
k=1

a2
k.

Otra importante propiedad que tienen los coeficientes de Fourier viene dada
en la siguiente proposición.

Proposición 2.3. Dos funciones distintas no pueden tener los mismos coe-
ficientes de Fourier.

Demostración. Sea {ϕ1, ϕ2, . . .} un sistema ortonormal completo en [0, 2π];
los coeficientes de Fourier de una función h están expresados por

cn = 〈h, ϕn〉 =

∫ 2π

0

h (x)ϕn(x)dx;

Aśı, basta ver que si f y g son funciones en L2 (0, 2π) y (f, ϕn) = (g, ϕn),
entonces f = g. Si (f, ϕn) = (g, ϕn), entonces∫ 2π

0

f (x)ϕn(x)dx =

∫ 2π

0

g (x)ϕn(x)dx,
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luego ∫ 2π

0

f (x)ϕn(x)dx−
∫ 2π

0

g (x)ϕn(x)dx = 0;

por lo tanto, ∫ 2π

0

[f (x)− g (x)]ϕn(x)dx = 0;

como el sistema {ϕn} es completo, se sigue que f (x)− g (x) = 0, aśı que

f = g.

2.4. Extensión de funciones a

[−l, l] y [0, l]

Lo que se expuso anteriormente fue solamente para funciones en el intervalo
[0, 2π]; esto lo podemos extender a cualquier intervalo de longitud arbitraria;

por ejemplo en [−l, l], si f ∈ [−l, l] entonces tomamos x = (t+l)π
l

, de donde
t = xl

π
− l convierte f(t) en la función f ∗(x) = f(xl

π
− l) en el intervalo [0, 2π].

Aśı,

an =
1∥∥∥cos n(t+l)π

l

∥∥∥2

∫ l

−l

f (t) cos
n (t+ l)π

l
dt,

bn =
1∥∥∥sin n(t+l)π

l

∥∥∥2

∫ l

−l

f (t) sin
n (t+ l)π

l
dt,

pero ∥∥∥∥cos
n (t+ l)π

l

∥∥∥∥2

=

∫ l

−l

cos2 n (t+ l)π

l
dt =

∫ l

−l

1 + cos n(t+l)π
l

2
dt

=
1

2
t+

sin 2n(t+l)π
l

4nπ

]l

−l

=
l

2
+
l

2
= l;

28



y ∥∥∥∥sin n (t+ l)π

l

∥∥∥∥2

=

∫ l

−l

sin2 n (t+ l)π

l
dt =

∫ l

−l

1− cos 2n(t+l)π
l

2
dt

=
1

2
t−

sin 2n(t+l)π
l

4nπ

]l

−l

=
l

2
+
l

2
= l.

Por lo tanto,

an =
1

l

∫ l

−l

f (t) cos
n (t+ l)π

l
dt.

bn =
1

l

∫ l

−l

f (t) sin
n (t+ l)π

l
dt.

También las funciones podemos extenderlas en el intervalo [0, l]. Si f ∈
L2 (0, l), tomamos x = tπ

l
; por lo tanto, t = xl

π
convierte f(t) en la función

f ∗(x) = f(xl
π
) en el intervalo [0, 2π]. Aśı podemos decir que

an =
1∥∥cos ntπ

l

∥∥2

∫ l

0

f (t) cos
n (t)π

l
dt,

bn =
1∥∥sin ntπ

l

∥∥2

∫ l

0

f (t) sin
n (t)π

l
dt,

donde ∥∥∥∥cos
ntπ

l

∥∥∥∥2

=

∫ l

0

cos2 ntπ

l
dt =

∫ l

0

1 + cos 2ntπ
l

2
dt

=
1

2
t+

sin 2ntπ
l

4nπ

]l

0

=
l

2
,
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∥∥∥∥sin ntπl
∥∥∥∥2

=

∫ l

0

sin2 ntπ

l
dt =

∫ l

0

1− cos 2ntπ
l

2
dt

=
1

2
t−

sin 2ntπ
l

4nπ

]l

0

=
l

2
.

Luego

an =
2

l

∫ l

0

f (t) cos
ntπ

l
dt,

bn =
2

l

∫ l

0

f (t) sin
ntπ

l
dt.

La serie de Fourier de una función f en un intervalo de longitud l es

a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπt

l
+ bn sin

nπt

l
.

2.5. Serie de Fourier de senos

Sabemos que la serie de Fourier de una función f ∈ L2 (0, 2π) es

a0

2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ,
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donde a0

2
, an y bn son los coeficientes de Fourier de la función f .

Pero si dicha función f es impar, es decir, f (x) = −f (−x) entonces,

an =
1

π

∫ 2π

0

f (x) cosnxdx =
1

π

∫ π

−π

f (x+ π) cosn (x+ π) dx

= − 1

π

∫ π

−π

f (x+ π) cosnxdx

= − 1

π

∫ 0

−π

f (x+ π) cosnxdx− 1

π

∫ π

0

f (x+ π) cosnxdx

=
1

π

∫ 0

−π

f (−x− π) cosnxdx+
1

π

∫ π

0

f (−x− π) cosnxdx

= − 1

π

∫ π

0

f (−x− π) cosnxdx+
1

π

∫ π

0

f (−x− π) cosnxdx

= 0

y

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f (x) dx =
1

π

∫ π

−π

f (x+ π) dx

=
1

π

∫ 0

−π

f (x+ π) dx+
1

π

∫ π

0

f (x+ π) dx

= − 1

π

∫ 0

−π

f (−x− π) dx− 1

π

∫ π

0

f (−x− π) dx

=
1

π

∫ π

0

f (−x− π) dx− 1

π

∫ π

0

f (−x− π) dx

= 0.

Luego la serie de Fourier de la función f ∈ L2 (0, 2π) se reduce a

f (x) =
∞∑

n=1

bn sinnx

siempre que la función f sea impar, donde

bn =
1

π

∫ 2π

0

f (x) sinnxdx.
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Definición 2.6. Sea f ∈ L2 (0, 2π), f función impar; la serie

f (x) =
∞∑

n=1

bn sinnx

se denomina serie de Fourier de senos, donde bn es el coeficiente de Fourier
de la función f .

Ejemplo 2.1. Calcular la serie de Fourier de la función f (x) = x − π en
[0, 2π]

Para encontrar la serie de Fourier de esta función se calculan primero sus
coeficientes:

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f (x) dx =
1

π

∫ 2π

0

[x− π] dx =
1

π

(
x2

2
− πx

)]2π

0

=
1

π

(
4π2

2
− 2π2

)
= 0,

an =
1

π

∫ 2π

0

f (x) cosnxdx =
1

π

∫ 2π

0

[x− π] cosnxdx.

Integrando por partes la expresión anterior tenemos

an =
1

π

(
[x− π]

sinnx

n
+

cosnx

n2

)]2π

0

=
1

π

(
1

n2
− 1

n2

)
= 0,

bn =
1

π

∫ 2π

0

f (x) sinnxdx =
1

π

∫ 2π

0

[x− π] sinnxdx.

Integrando por partes se sigue que

bn =
1

π

(
[x− π]

cosnx

n
+

sinnx

n2

)]2π

0

=
1

π

(
−π
n
− π

n

)
= − 2

n
.

Puesto que f (x) = x − π en [0, 2π], se comprobó que a0

2
y an son cero, y la

serie resultante de Fourier de la función f es

f (x) =
∞∑

n=1

(
−2

n

)
sinnx.
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2.6. Serie de Fourier de cosenos

Ahora bien, si la función f ∈ L2 (0, 2π) es par, es decir, f (x) = f (−x), se
tiene que

bn =
1

π

∫ 2π

0

f (x) sinnxdx =
1

π

∫ π

−π

f (x+ π) sinn (x+ π) dx

= − 1

π

∫ π

−π

f (x+ π) sinnxdx

= − 1

π

∫ 0

−π

f (x+ π) sinnxdx− 1

π

∫ π

0

f (x+ π) sinnxdx

= − 1

π

∫ 0

−π

f (−x− π) sinnxdx− 1

π

∫ π

0

f (−x− π) sinnxdx

=
1

π

∫ π

0

f (−x− π) sinnxdx+
1

π

∫ π

0

f (−x− π) sinnxdx

= 0.

Por lo tanto, la serie de Fourier de una función f par queda reducida a

f (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx,

donde

an =
1

π

∫ 2π

0

f (x) cosnxdx y a0 =
1

π

∫ 2π

0

f (x) dx.

Definición 2.7. Sea f ∈ L2 (0, 2π), f función par, la serie

f (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx

se denomina serie de Fourier de cosenos, donde a0

2
y an son los coeficientes

de Fourier de la función f .

Ejemplo 2.2. Calculemos la serie de Fourier de la función (x− π)2 en el
intervalo [0, 2π].
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Calculemos sus coeficientes de Fourier:

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f (x) dx =
1

π

∫ 2π

0

(x− π)2 dx =
1

π

(
x3

3
− πx2 + πx

)]2π

0

=
1

π

(
8π3

3
− 2π3 + 2π2

)
=

2

3
π2 + 2π;

an =
1

π

∫ 2π

0

f (x) cosnxdx =
1

π

∫ 2π

0

[x− π]2 cosnxdx.

Integrando por partes obtenemos

an =
1

π

[(
(x− π)2 sinnx

n

)]2π

0

− 2

n

∫ 2π

0

[x− π] sinnxdx

]

=
1

π

(
(x− π)2 sinnx

n
+ 2 (x− π)

cosnx

n2
− 2

sinnx

n3

)]2π

0

=
1

π

(
2π

n2
+

2π

n2

)
=

4

n2
,

bn =
1

π

∫ 2π

0

f (x) sinnxdx =
1

π

∫ 2π

0

(x− π)2 sinnxdx.

Integrando por partes la expresión anterior,

bn =
1

π

[
− (x− π)2 cosnx

n

∣∣∣2π

0
+

2

n

∫ 2π

0

(x− π) cosnxdx

]
=

1

π

[
− (x− π)2 cosnx

n
+ 2x

sinnx

n2
+ 2

cosnx

n3
− 2π

sinnx

n2

]2π

0

=
1

π

[
−π

2

n
+

2

n3
+
π2

n
− 2

n3

]2π

0

= 0.

Como la función f (x) = (x− π)2 es par, en el intervalo [0, 2π] se obtuvo que
bn = 0, y la serie

π

(
2

3
π + 2

)
+

∞∑
n=1

4

n2
cosnx

es la serie de Fourier de la función f (x) = (x− π)2 en el intervalo [0, 2π] .
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2.7. Convergencia de los coeficientes y series

de Fourier

Si An y Bn (n = 1, 2, . . .) representan números reales, entonces la desigualdad
cuadrática en x, esta dada por

m∑
n=1

(An − xBn) (An − xBn) ≥ 0;

por lo tanto,

m∑
n=1

A2
n − x

m∑
n=1

AnBn − x
m∑

n=1

BnAn + x2

m∑
n=1

B2
n ≥ 0,

es decir,

x2

m∑
n=1

B2
n − 2x

m∑
n=1

AnBn +
m∑

n=1

A2
n ≥ 0;

el descriminante de esta desigualdad cuadrática es no positivo, por lo que(
2

m∑
n=1

AnBn

)2

− 4

(
m∑

n=1

A2
n

)(
m∑

n=1

B2
n

)
≤ 0,

aśı que (
m∑

n=1

AnBn

)2

≤

(
m∑

n=1

A2
n

)(
m∑

n=1

B2
n

)
.

Esta desigualdad recibe el nombre de desigualdad de Cauchy, y será de gran
ayuda para demostrar el teorema que enunciaremos a continuación.

Teorema 2.2. Sea f una función continua en [0, 2π], tal que f (0) = f (2π)
y cuya derivada f ′ es continua en [0, 2π]. Entonces converge la serie

∞∑
n=1

√
an + bn, (2.2)

en donde an y bn son los coeficientes de Fourier de la función f .
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Demostración. Los coefientes de la función f ′ son

αn =
1

π

∫ 2π

0

f ′ (x) cosnxdx, (2.3)

βn =
1

π

∫ 2π

0

f ′ (x) sinnxdx. (2.4)

Como f (0) = f (2π), tenemos que

α0 =
1

π

∫ 2π

0

f ′ (x) dx =
1

π
f (x)]2π

0 = 0.

Además, integrando por partes, para n = 1, 2, . . ., tenemos

αn =
1

π

∫ 2π

0

f ′ (x) cosnxdx

=
1

π
(f (x) cosnx)]2π

0 +
n

π

∫ 2π

0

f (x) sinnxdx

= 0 + nbn

= nbn,

βn =
1

π

∫ 2π

0

f ′ (x) sinnxdx

=
1

π
(f (x) sinnx)]2π

0 − n

π

∫ 2π

0

f (x) cosnxdx

= 0− nan

= −nan.

Cabe notar, que la condicion f (0) = f (2π) era necesaria para que las ecua-
ciones (2.3) y (2.4) se redujeran a αn = nbn y βn = −nan. Supóngase
que

m∑
n=1

√
an + bn

sea la suma parcial de la serie infinita (2.2); entonces de las relaciones obtenidas
anteriormente se sigue que

Sm =
∞∑

n=1

√(
βn

n

)2

+
(αn

n

)2

=
∞∑

n=1

1

n

√
α2

n + β2
n;
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como Sm ≥ 0, utilizando la desigualdad de Cauchy obtenemos

Sm ≤

[
m∑

n=1

1

n2

m∑
n=1

√
α2

n + β2
n

]1/2

. (2.5)

La primera suma de la parte derecha está acotada para todo valor de m, por
lo que la suma infinita de términos positivos 1/n2 converge. De la desigualdad
de Bessel, y dado que α0 = 0, se sigue que

m∑
n=1

√
α2

n + β2
n ≤

1

π

∫ 2π

0

[f ′ (x)]
2
dx.

Por lo tanto, el segundo miembro de la parte derecha de (2.5) está acota-
do para todos los valores de m, y la suma infinita de términos positivos√
α2

n + β2
n converge. Aśı, Sm es acotada no decreciente, y tomando el ĺımite

cuando m→∞ se prueba que Sm converge.

2.7.1. Teorema de Fourier

El teorema que presenta las condiciones para que una serie de Fourier con-
verga hacia su función se conoce con el nombre de teorema de Fourier. Este
teorema se presenta en el intervalo [0, 2π], pero se puede extender a cualquier
intervalo de longitud 2π. Antes de presentar el teorema mostraremos un lema
y dos definiciones, que serán de gran utilidad en la demostración de dicho
teorema.

Definición 2.8. Una función f tiene un peŕıodo T o es periódica con peŕıodo
T , si y solo si para todo t, f (t) = f (t+ T ), donde T es la mı́nima constante
real positiva que permite esa igualdad.

Ejemplo 2.3. La función f (x) = cosx tiene periodo 2π, puesto que
cos (x+ 2π) = cosx cos 2π − sin x sin 2π = cos x.

Definición 2.9. La identidad trigonométrica

2
N∑

n=1

cosnθ = −1 +
sin [(N + 1/2) θ]

sin θ
2

,

donde sin θ
2
6= 0, se denomina identidad trigonométrica de Lagrange.
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Lema 2.1. Sea f una función continua en [a, b], que sea derivable en x0,
donde x0 ∈ [a, b]. Entonces

ĺım
k→∞

∫ b

a

f (x)
sin k (x− x0)

x− x0

dx = πf (x) .

Teorema 2.3. Sea f una función continua en [0, 2π] y periódica de periodo
2π. Entonces su serie de Fourier

a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx (2.6)

converge al valor f (x) , x ∈ R, en todos los puntos x donde f tenga derivada.

Demostración. Dando lo valores correspondientes de los coeficientes de Fouri-
er de la función f , la serie (2.6) se transforma en

1

2π

∫ 2π

0

f (ε) dε+
∞∑

n=1

{[
1

π

∫ 2π

0

f (ε) cosnεdε

]
cosnx+

[
1

π

∫ 2π

0

f (ε) sinnεdε

]
sinnx

}
=

1

2π

∫ 2π

0

f (ε) dε+
1

π

∞∑
n=1

∫ 2π

0

f (ε) cosn (ε− x) dε.

Sea

Sn (x) =
1

π

∫ 2π

0

f (ε)

[
1

2
+

n∑
m=1

cosm (ε− x) dε

]
dε (2.7)

la suma parcial de la serie de Fourier. Ahora bien, si aplicamos la identidad
trigonométrica de Lagrange a (2.7), obtenemos

Sn (x) =
1

π

∫ 2π

0

f (ε)
sin [(n+ 1/2) (ε− x)]

2 sin [1/2 (ε− x)]
dε.

Si multiplicamos numerador y denominador por ε−x, y dado que f es periódi-
ca de periodo 2π, la integral a lo largo de cualquier intervalo de longitud 2π
es la misma; por lo tanto, integrando entre a y a+2π, donde x ∈ [a, a+ 2π],
y haciendo

F (ε) = f (ε)
1/2 (ε− x)

sin [1/2 (ε− x)]
, (2.8)
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resulta que

Sn (x) =
1

π

∫ a+2π

a

F (ε)
sin [(n+ 1/2) (ε− x)]

(ε− x)
dε. (2.9)

Los puntos ε y x pertenecen al intervalo [a, a+ 2π], por lo tanto |ε− x| ≤
2D ≤ 2π, es decir 1/2 |ε− x| ≤ D ≤ π, donde D depende de x. Definamos
la función S, de la manera siguiente:

S (t) =

{
sint

t
para t 6= 0,

1 para t = 0.

S está definida para todos los valores de x, por la serie

S (x) = 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ . . . (2.10)

Por lo tanto, (2.8) puede escribirse como

F (ε) = f (ε)

[
S

(
ε− x

2

)]−1

, 1/2 |ε− x| ≤ D ≤ π. (2.11)

Al cumplirse (2.10) resulta que S ′ (x) existe para cualquier valor de x, y de
aqúı que [S ′ (x)]−1 existe; por consiguiente,[

S

(
ε− x

2

)]−1

es derivable y continua con respecto a ε. De (2.11) se deduce que F (ε) es
continua en [a, a+ 2π] y que debe existir su derivada en el punto ε = x, por
ser producto de dos funciones que cumplen esa propiedad. Además, F (x) =
f (x), por lo tanto F satisface las condiciones enunciadas en el lema 2.1, en
el intervalo [a, a+ 2π]. Si este lema se aplica a (2.9), donde n + 1/2 = k y
x0 = x, vemos que:

ĺım
n→∞

Sn (x) = ĺım
n→∞

[
1

π

∫ a+2π

a

F (ε)
sin [(n+ 1/2) (ε− x)]

(ε− x)
dε

]
=

1

π
· πF (x) = f (x) .

Luego con las condiciones mencionadas la serie (2.6) converge a f (x).
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2.8. Derivación de las series de Fourier

Por medio del teorema de Fourier vimos las condiciones necesarias para que
una serie de Fourier converja a su función correspondiente, y en la seccion(2.5)
se mostró que si f (x) = x− π en [0, 2π], entonces su serie de Fourier es

−2
∞∑

n=1

sinnx

n
, x ∈ [0, 2π] .

Esta serie converge a x− π para todos los puntos del intervalo [0, 2π]; por lo
tanto,

x− π = −2
∞∑

n=1

sinnx

n
, x ∈ [0, 2π] ,

pero esta serie no es derivable. La serie derivada

−2
∞∑

n=1

cosnx

no converge, ya que su n-simo término no se aproxima a cero cuando n→∞.
La continuidad de las funciones periódicas es una condición importante para
la derivabilidad de las series de Fourier. En el siguiente teorema mostraremos
las condiciones para que una serie de Fourier sea derivable.

Teorema 2.4. Sea f continua en [0, 2π], tal que f (0) = f (2π) y f ′ es
continua en [0, 2π]; la serie de Fourier

f (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

donde a0

2
,an y bn son los coeficientes de Fourier de dicha función, es derivable

en todo punto donde exista f ′′ (x):

f ′ (x) =
∞∑

n=1

n (−an sinnx+ bn cosnx) . (2.12)

Demostración. La función f ′ cumple con las condiciones mencionadas en el
teorema de Fourier en todo punto x donde exista f ′′; en estos puntos f ′ es
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continua, entonces

f ′ (x) =
α0

2
+

∞∑
n=1

(αn cosnx+ βn sinnx) , (2.13)

donde αn y βn son los coeficientes de Fourier de la función f ′ descritos en la
sección (2.7). Dado que f (0) = f (2π), se deduce que α0 = 0 y

αn = nbn, βn = −nan; (2.14)

reemplazando estos valores en (2.13) se obtiene

f ′ (x) =
∞∑

n=1

(nbn cosnx− nan sinnx)

=
∞∑

n=1

n (−an sinnx+ bn cosnx) ,

llegando aśı, a lo que queŕıamos demostrar.
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Caṕıtulo 3

SERIE DE FOURIER
COMPLEJA Y POLÍGONOS

3.1. Serie de Fourier compleja

En el caṕıtulo anterior vimos que la serie trigonométrica de Fourier de una
función f ∈ L2 (0, 2π) está dada por

f (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx, (3.1)

donde

a0

2
=

1

2π

∫ 2π

0

f(x)dx,

an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cosnxdx,

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx.

mediante la identidad de Euler

einx = cosnx+ i sinnx

se obtiene que

cosnx =
einx + e−inx

2
, sinnx =

einx − e−inx

2i
.
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Por lo tanto, la serie (3.1) podemos escribirla en la forma

a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx =
a0

2
+

∞∑
n=1

[
an

(
einx + e−inx

2

)
+ bn

(
einx − e−inx

2i

)]
=
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an
einx + e−inx

2
− ibn

einx − e−inx

2

)
=
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an − ibn

2

)
einx +

∞∑
n=1

(
an + ibn

2

)
e−inx

=
a0

2
+

∞∑
n=1

sne
inx +

∞∑
n=1

tne
−inx

=
a0

2
+

∞∑
n=1

sne
inx +

−1∑
n=−∞

t−ne
inx

=
∞∑

n=−∞

cn (f) einx,

donde 
cn (f) = a0

2
, para n = 0;

cn (f) = sn, para n ≥ 1;
cn (f) = t−n, para n ≤ −1.

De esto se deduce 
cn (f) = a0

2
, para n = 0;

cn (f) = an−ibn

2
, para n ≥ 1;

c−n (f) = an+ibn

2
, para n ≥ 1.

(3.2)

Observemos que
c−n = cn,

donde cn representa el conjugado de los coeficientes de Fourier. La expresión

∞∑
n=−∞

cn (f) einx

se llama serie de Fourier compleja. Los coeficientes de Fourier vienen dados
por (3.2), esto es, por medio de lo coeficientes an, bn; sin embargo, podemos
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encontrar una fórmula para calcularlos directamente sin necesidad de utilizar
an y bn. En efecto, si n 6= m, entonces∫ 2π

0

einxe−imxdx =

∫ 2π

0

ei(n−m)xdx =

∫ 2π

0

[cos (n−m)x+ i sin (n−m)x] dx

=
sin (n−m)x

n−m
− i

cos (n−m)x

n−m

∣∣∣∣2π

0

= −i+ i = 0.

Si n 6= m, tenemos que∫ 2π

0

einxe−imxdx =

∫ 2π

0

ei(n−m)xdx =

∫ 2π

0

dx = 2π;

aśı, vemos que ∫ 2π

0

einxe−imxdx =

{
0, si n 6= m
2π, si n = m.

Ahora bien, si multiplicamos la igualdad

f (x) =
∞∑

n=−∞

cn (f) einx

por e−imx (m = 0,±1,±2, . . .), integrándola en [0, 2π] se obtiene∫ 2π

0

f (x) e−imxdx =

∫ 2π

0

∞∑
n=−∞

cn (f) einxe−imxdx =
∞∑

n=−∞

cn (f)

∫ 2π

0

einxe−imxdx

= 2πcm (f) ,

es decir,

cm (f) =
1

2π

∫ 2π

0

f (x) e−imxdx, (m = 0,±1,±2, . . .) .

Ejemplo 3.1. Calcular la serie de fourier de la función 2π-periódica,
f (x) = x− π en el intervalo [0, 2π].

Calculemos primero su coeficiente de Fourier:

ck (f) =
1

2π

∫ 2π

0

f (x) e−ikxdx =
1

2π

∫ 2π

0

[x− π] e−ikxdx.
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Integrando por partes tenemos

ck (f) =
1

2π

[(
− (x− π)

e−ikx

ik

)∣∣∣∣2π

0

+
1

ik

∫ 2π

0

e−ikxdx

]

=
1

2π

[
i

k
(x− π) e−ikx − e−ikx

(ik)2

]2π

0

=
1

2π

[
i

k
(x− π) e−ikx +

e−ikx

k2

]2π

0

=
1

2π

[
iπ

k
e−2πik +

iπ

k
+
e−2πik

k2
− 1

k2

]
.

Recordando que

e−2πik = cos (2πk)− i sin (2πk) = 1, para todo k ∈ Z,

se concluye

ck (f) =
1

2π

[
2πi

k

]
=
i

k
;

luego su serie de Fourier es

x− π =
∑
k 6=0

i

k
eikx. (3.3)

3.2. Algunos resultados sobre serie de

Fourier compleja

Para la visualización de funciones periódicas de una función compleja, por
lo general se tiende a separar la parte real y la imaginaria y dibujar sepa-
radamente las gráficas de estas funciones periódicas; pero la serie compleja
de Fourier

∑
k∈Z ck (f) eikx representa una función 2π-periódica

f : R → C

y al menos cuando esta función es continua, puede ser vista como una curva
paramétrica cerrada, t 7→ f (t) ∈ C en el plano complejo. En general, esta
curva cerrada tiene múltiples puntos, es decir, f no es 1− 1.

Sea C (R�2πZ) el espacio de funciones periódicas, de periodo 2π, continuas
f : R → C. Claramente se ve que x ∼ y si y solo si x = y + 2πn para algún
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n ∈ N. Entonces la relación ∼ es una relación de equivalencia en R. Ahora
bien, si tomamos la partición (R� ∼), que notamos (R�2πZ) observamos
que la clase de equivalencia del cero es igual a la de 2π y esta a la de 4π, es
decir,

[0] = [2π] = [4π] = . . . = [2nπ] , para n ∈ N.

Aśı que trabajar en cualquier intervalo de longitud 2π es lo mismo que tra-
bajar en el intervalo [0, 2π] o en el intervalo [t0, t0 + 2π] con t0 ∈ R.

Ejemplo 3.2. El comportamiento de la función f(x) = |senx| es el mismo
en [0, 2π], [2π, 4π], [4π, 6π],. . .

Figura 3.1: |senx|

Definición 3.1. Diremos que una función f ∈ C (R�2πZ) es un poĺıgono
si hay una subdivisión finita

0 ≤ t0 < . . . < tj < tj+1 < . . . < tn−1 < tn = t0 + 2π

de [t0, t0 + 2π] tal que f es linealmente af́ın en cada subintervalo [tj, tj+1] .

En este caso la imagen de f en [tj, tj+1] es una ĺınea poligonal en C con
vértices sj = f (tj) y f es una parametrización con velocidad constante sobre
cada lado.
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Figura 3.2: función linealmente af́ın

Ahora determinaremos la serie de Fourier de un poligono f. Con la notación
anterior a esta sección, calcularemos los coeficientes de Fourier ck (f) dados
por

2πck (f) =

∫ 2π

0

f (t) e−iktdt =
∑

0≤j<n

∫ tj+1

tj

f (t) e−iktdt.

Integrando por partes, cuando k 6= 0, se obtiene∫ tj+1

tj

f (t) e−iktdt =

[
f (t)

e−ikt

−ik

]tj+1

tj

−
∫ tj+1

tj

f ′ (t) · e
−ikt

−ik
dt;

haciendo vj = f ′ (t) y realizando la sumatoria sobre j, dado que f es continua
y periódica, los términos integrados se cancelan dos a dos, luego

2πck (f) =
∑

j

∫ tj+1

tj

vj ·
e−ikt

ik
dt =

1

ik

∑
j

vj

∫ tj+1

tj

e−iktdt

= k−2
∑

j

vj

[
e−ikt

]tj+1

tj
= k−2

∑
j

(vj−1 − vj) e
−iktj ,

con una velocidad de salto σj = vj−vj−1 en un tiempo tj; la ecuación anterior
podemos escribirla como

ck (f) = −

(∑
j

σje
−iktj

)
�
(
2πk2

)
.
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Definición 3.2. Sea f ∈ C (R�2πZ); diremos que una translación de la
función f , denotado por τf, es una función de la forma

(τf) (t) = f (t− a) .

Si f ∈ C (R�2πZ), entonces la serie de Fourier de la translación f (t− a) es

f (t− a) =
∞∑

k=−∞

ck (f) eik(t−a) =
∞∑

k=−∞

e−ikack (f) eikt

=
∞∑

k=−∞

ck (τf) eikt.

De aqúı vemos que los coeficientes de Fourier de tal translación son

ck (τf) = e−ikack (f) .

Definición 3.3. Diremos que la serie básica de Fourier es la imagen de la
función f1 : R → C tal que

f1 (t) =
∑
k 6=0

eikt�k2.

Proposición 3.1. Un poĺıgono f es una combinación lineal de translaciones
de la serie básica de Fourier

f1 (t) =
∑
k 6=0

eikt�k2

y un término constante c0 = c0 (f) .

Demostración.

f (t) =c0 (f) +
∑
k 6=0

ck (f) eikt

= c0 (f) +
∑
k 6=0

eikt
∑

j

−σje
−iktj�2πk2

= c0 (f) +
∑

j

αj

∑
k 6=0

eikte−iktj�k2

= c0 (f) +
∑

j

αj

∑
k 6=0

eik(t−tj)�k2

= c0 (f) +
∑

j

αjf1 (t− tj) .�
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De la proposición anterior vemos que

f y c0 (f) +
∑

j

αjf1 (t− tj)

tienen los mismos coeficientes de Fourier cuando αj = −σj�2π. Sin embargo,
si consideramos una combinación lineal de translaciones

∑
j αjτj (f1) de f1

donde
∑

j αj = 0, podemos construir un poĺıgono parametrizado en C con
esta serie de Fourier. Además, podemos relacionar el σj = −2παj, el tj, las
velocidades vj y el comienzo v0, aśı:

v1 = v0 + σ1, v2 = v1 + σ2 = v0 + (σ1 + σ2) , etc.,

ya que
∑

j αj = −
∑

j σj�2π = 0; entonces obtenemos que
vn = v0 + (σ1 + σ2 + . . .+ σn) = v0. Sin embargo, la ĺınea poligonal será cer-
rada cuando

(t1 − t0) v0 + (t2 − t1) v1 + . . .+ (tn − tn−1) vn−1 = 0.

Es decir,

−t0v0 + t1 (v0 − v1) + t2 (v1 − v2) + . . .+ tn−1 (vn−2 − vn−1) + tnvn−1 = 0,

pero tn = t0 + 2π, y reordenando términos resulta

2πvn−1 = t1 (v1 − v0) + t2 (v2 − v1) + . . . =
∑

0≤j<n

tjσj,

lo cual recomienda el valor de

v0 = vn = vn−1 + σn = vn−1 + σ0 = σ0 +
∑

0≤j<n

tjσj�2π.

De aqúı en adelante todas las velocidades son determinadas únicamente en
todos los subintervalos [tj, tj+1], y el poĺıgono mismo es determinado por una
translación. Ahora bien, podemos restringirnos a los poĺıgonos centrados, es
decir, aquellos en C0 = {f ∈ C (R�2πZ) : c0 (f) = 0}.

Teorema 3.1. El espacio de poĺıgonos centrados V consiste precisamente de
las combinaciones lineales

∑
j αjτj (f1) de translaciones de

f1 (t) =
∑
k 6=0

eikt�k2,

donde
∑

j αj = 0.
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Demostración. El estudio de las series de Fourier puede basarse en la serie
básica de Fourier

f1 (t) =
∑
k 6=0

eikt

k2
.

Pero ∑
k 6=0

eikt

k2
= 2

∑
k≥1

cos kt

k2
,

ya que

ck =
1

k2
=
ak − ibk

2
, k ≥ 1,

c−k =
1

k2
=
ak + ibk

2
, k ≥ 1,

donde
ak − ibk

2
=
ak + ibk

2
=

1

k2
;

por lo tanto,

ak =
2

k2
y bk = 0.

Si la serie de derivadas converge uniformemente sobre el intervalo [0, 2π],
entonces

f ′1 (t) =
∑
k 6=0

i · e
ikt

k
= −2

∑
k≥1

sin kt

k
, para 0 < t < 2π.

Como vimos en los ejemplos (2.1) y (3.1), esa es la serie de Fourier de la
función 2π-periódica

t− π para 0 < t < 2π;

de esto resulta

f1 (t) =
t2

2
− πt+ f1 (0) para 0 < t < 2π;

a partir de la igualdad ∑
k≥1

1

k2
=
π2

6
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deducimos que

f1 (0) =
π2

3
y

f1 (t) =
t2

2
− πt+

π2

3
para 0 < t < 2π.

La gráfica de f1 no es lineal por partes, esto es, no es un poĺıgono, pero
la segunda derivada de la combinación lineal de translaciones

∑
j αjτj (f1)

desaparece cuando
∑

j αj = 0, ya que τj (f1)
” ≡ 1, excepto en muchos puntos

finitos de (0, 2π). Esto prueba que
∑

j αjτj (f1) es lineal por partes, es decir,
es un poĺıgono.

3.3. Serie de Fourier de los poĺıgonos regu-

lares de n-lados

Definición 3.4. Se dice que una función 2π -periódica continua f : R → C
presenta una simetŕıa de orden n ≥ 2 cuando hay una n-sima ráız ξ de la
unidad tal que |ε| = 1 y

f (t+ 2π�n) = ξf (t) .

El valor de n en la anterior definición es mayor o igual a dos, ya que si n = 1
entonces f (t+ 2π) = f (t), por lo que f es 2π-periódica y |ε| = 1. En esta
sección sólo nos interesa el caso en que ξ = e2πi�n.

Teorema 3.2. Sea f ∈ C (R�2πZ). La función 2π periódica continua pre-
senta una simetŕıa de orden n ≥ 2 en el sentido f (t+ 2π�n) = e2πi�nf (t).
Entonces la sucesión de Fourier satisface:

ck (f) = 0, si k − 1 no es múltiplo de n.

ck (f) =
n

2π

∫ 2π�n

0

f (t) e−iktdt, si k − 1 es múltiplo de n.

Demostración. La simetŕıa de orden n-simo simplemente significa que la fun-
ción

t 7→ e−itf (t)

51



es periódica de periodo 2π�n. Esta función puede ser extendida en una serie
de Fourier acordando el sistema (eimnt)m∈Z, y

f (t) = eit
∑
m∈Z

c′me
imnt =

∑
m∈Z

c′me
i(1+mn)t =

∑
k≡1(n)

cke
ikt;

en particular, f ∈ C0. Sin embargo, cualquier exponencial donde
k ≡ 1 (mod n) tiene la propiedad requerida de orden n-simo.�

Consideremos ahora más particularmente el caso del poĺıgono regular en C,
con vértices en la n-sima ráız sj de la unidad.

Proposición 3.2. Si
ξ = ξn = e2πi�n

con
sj = e2πi�n = ξj

n (0 ≤ j < n) ,

y si
∑

0≤j<n ξ
j = 0, entonces la combinación lineal∑

0≤j<n

ξjf1 (t− j · 2π�n)

representa un poĺıgono.

Demostración.∑
0≤j<n

ξjf1 (t− j · 2π�n) =
∑

0≤j<n

∑
k 6=0

ξjeik(t−j·2π�n)�k2

=
∑

0≤j<n

∑
k 6=0

ξje−2ikjπ�neikt�k2

=
∑

0≤j<n

∑
k 6=0

ξj(1−k)eikt�k2

= n
∑

k≡1(n)

eikt�k2 = nfn (t) .

Esto prueba que fn representa un poĺıgono (velocidad constante sobre cada
lado) con una simetŕıa de orden n, y por la combinación lineal de transla-
ciones de f , tiene solo n vértices.�
La simetŕıa

f (t+ 2π�n) = ξ · f (t)
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lleva a

f ′ (t+ 2π�n) = ξ · f ′ (t) y |f ′ (t+ 2π�n)| = |f ′ (t)| ,

y siempre sabemos que la velocidad f ′n tiene solo n saltos; esto prueba que
fn es una parametrización con velocidad constante. Recordemos ahora la
identidad de Parseval: si f ∈ L2 (0, 2π), entonces

∑
|ck (f)|2 = ‖f‖2

2 =
1

2π

∫ 2π

0

|f (t)|2 dt.

Utilizando esta identidad para f ′n, y teniendo los coeficientes de Fourier

ck (f ′n) = i�n, si k ≡ 1 (mód n) y 0 en otra parte,

deducimos

fn (0) =
∑

k≡1(n)

1

k2
= ‖f ′n‖

2
2 = v2

n.

La anterior igualdad se tiene si sabemos que |f ′n| = vn es constante. Esta
velocidad puede ser evaluada por consideraciones geométricas:

2πvn = Ln = 2n · fn (0)
sin π

n
;

aqúı Ln representa el poĺıgono regular de n lados. Todo poĺıgono regular de
n lados se puede dividir en n triángulos isósceles; los lados iguales de este
triángulo tienen longitud fn (0), y s es el lado del poĺıgono regular

x = fn (0) cos
2π

n
,

y = fn (0)

[
1− cos

2π

n

]
,

s2 = fn (0)

[
1− cos

2π

n

]2

+ f 2
n (0) sin

2π

n
,

s2 = 2f 2
n (0)

[
1− cos

2π

n

]
= 4f 2

n (0) sin2 π

n
;
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Figura 3.3: Triángulo isósceles.

por lo tanto,

s = 2fn (0) sin
π

n
,

aśı que

Ln = 2n · fn (0) sin
π

n
,

de donde

vn = fn (0) ·
sin π

n
π
n

;

por lo tanto,

fn (0) = v2
n = f 2

n (0) ·
[ sin π

n
π
n

]2

,

y en consecuencia

fn (0) =

[
π�n

sin π�n

]2

.

Hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 3.3. La serie de Fourier del poĺıgono regular de n lados teniendo
sj = e2πij�n como vértice uniformemente parametrizado es

cnfn (t) = cn
∑

k≡1(n)

eikt

k2
= cn

∑
m∈Z

ei(1+mn)t

(1 +mn)2 ,
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con constante cn =
[

sin π
n
π
n

]2
.

Corolario 3.1. En las condiciones del teorema, se tiene que∑
m∈Z

1� (1 +mn)2 =

[
π�n

sin π�n

]2

.

En particular, para n = 2, resulta que∑
k par≥1

1�k2 =
1

2

∑
m∈Z

1� (1 + 2m)2 = π2�8.

Observemos que cn tiende monótonamente a 1 cuando n→∞ y
fn → f = eit(parametrización uniforme del ćırculo) uniformemente para
n→∞.

3.4. Ejemplos

Sea el entero n > 1 y elegimos otro entero 1 ≤ a < n, entonces∑
k≡a(n)

eikt�k2 =
1

n

∑
0≤j<n

ξajf1 (t− j · 2π�n)

es un poĺıgono en forma de estrella con n� (n, a) lados (con n lados cuando
a es relativamente primo a n). El primer lado une s0 = 1 con s1 = ξa, el
segundo une ξa con ξ2a,. . . Esta parametrización f tiene una simetŕıa de
orden n-simo del tipo

f (t+ 2π�n) = ξaf (t) .

Aqúı hay ejemplos tratados enMATHEMATICATM . A continuación mostraremos
el programa y la gráfica de la función (Vease figura (3.4))

f (t) =
4∑

k=−4

e(2+5k)It� (2 + 5k)2 :

f[t_]:=Sum[Exp[(2+5k) I t] / (2+5k) ^ 2, {k,-4,4}]

u[t_]:=Re[f[t]]

v[t_]:=Im[f[t]]

ParametricPlot[{u[t],v[t]},{t,1,1+2 pi}].
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Figura 3.4: Estrella de doble punto.

Otros tipos de estrella se obtienen como sigue. Para dos constantes A y B
consideramos

A
∑

k≡1(2n)

eikt�k2 +B
∑

k≡n+1(2n)

eikt�k2.

Esta es una estrella con n vértices. Escogiendo

A = n−
√
n B = n+

√
n

obtenemos la estrella clásica donde los lados [sj, sj+1] y [sj+3, sj+4] están sobre
la misma ĺınea cuando j es par.
Un ejemplo de esto es la función

h (t) =
4∑

k=−4

e(1+20k)It� (1 + 20k)2 − 6
4∑

k=−4

e(11+20k)It� (11 + 20k)2 :

f[t_]:=Sum[Exp[(1+20k) I t] / (1+20k) ^ 2, {k,-4,4}]

g[t_]:=Sum[Exp[(11+20k) I t] / (11+20k) ^ 2, {k,-4,4}]

h[t_]:=f[t]-6g[t]

u[t_]:=Re[h[t]]

v[t_]:=Im[h[t]]

ParametricPlot[{u[t],v[t]},{t,1,1+2 pi}].

Otro ejemplo de poĺıgonos centrados se muestra a continuación :

h (t) =
2∑

k=−2

e(1+16k)It� (1 + 16k)2 − 3
2∑

k=−2

e(9+16k)It� (9 + 16k)2 :
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Figura 3.5: Poĺıgono estrellado de 10 puntas

f[t_]:=Sum[Exp[(1+16k) I t] / (1+16k) ^ 2, {k,-2,2}]

g[t_]:=Sum[Exp[(9+16k) I t] / (9+16k) ^ 2, {k,-2,2}]

h[t_]:=f[t]-3g[t]

u[t_]:=Re[h[t]]

v[t_]:=Im[h[t]]

ParametricPlot[{u[t],v[t]},{t,1,1+2 pi}].

El resultado de este programa es un poĺıgono estrellado regular de ocho pun-
tas con centro en el origen, la gráfica de esta función se presenta en la siguiente
página.

57



Figura 3.6: Poĺıgono estrellado de 8 puntas
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