DIN AMICA DE PART  ICULAS EN CAMPOS
GRAVITACIONALES AXIALMENTE SIM ETRICOS

LIKIDCEN FRAMSOL L OPEZ SUSPES
Fsico

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE F ISICA
BUCARAMANGA
2011




DIN AMICA DE PART  ICULAS EN CAMPOS
GRAVITACIONALES AXIALMENTE SIM ETRICOS

LIKIDCEN FRAMSOL L OPEZ SUSPES
Fsico

Trabajo de grado para optar al ttulo de Doctor en Ciencias Natuales,
Fsica

Director:
GUILLERMO A. GONz ALEZ V., PhD.

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE F ISICA
BUCARAMANGA
2011




A Dana



AGRADECIMIENTOS

El autor expresa sus agradecimientos:

s A los doctores Jos David Sanabria Gomez, Harold Paredes, Anto
nio C. Gutierrez P., Rafael Torres, Javier F. Ramos-Caro, Gesah.
Valenzuela T.

= Al Profesor Patricio Anibal Letelier (RIP).

= A todas las personas que hicieron esto posible, especialmente las per
sonales que estuvieron o estin relacionadas con el Grupo de biiga-
con en Relatividad y Gravitacon, GIRG. Particularmente a Jerson|.
Reina M., y Andes Anerico Navarro.

= A los evaluadores: Dr. Juan Manuel Tejeiro de la Universidad Na-
cional de Colombia, Sede Bogog; Dr. Yeinzon Rodrguez; Dr. Luis
Alberto Nunez de Villavicencio; Especialmente al Dr. Francisco Sidd
hartha Guzrman Murillo, del Instituto de Fsica y Matenaticas, de la
Universidad Michoacana de San Nicobs de Hidalgo, Mexico, por sus
valiosos comentarios y apreciaciones.

= Al Dr. Guillermo Alfonso Gonzalez Villegas (Tutor), quien paciente-
mente me llevo en todo el camino de la investigacon de la Tesis.

= A Paolo Andes Ospina Henao amigo y companero de trabajo, que
amablemente ayud en parte de este trabajo.

= A la Vicerrectora Acacemica de la Universidad Industrial de Santan-
der, por su naciacon a trawes del programa de Becas de Sostieniento
para estudiantes de postgrado.

= A la Universidad Santo Tonas, por asignar parte de mi tiempo labota
para la culminacon de la redaccon de la Tesis.

Bucaramanga-Colombia, 23 de noviembre de 2011



TABLA DE CONTENIDO

LISTA DE FIGURAS 10

1 INTRODUCCI ON 15
1.1 Estado Generaldel Tema . . ... ... ... ......... 15
1.2 Organizacondel Trabajo. . . . . . . ... ... ... .... 19

2 DIN AMICA DE PART ICULAS EN GRAVEDAD NEW-

TONIANA 21
2.1 Introduccon . . . . . . ... ... 21
2.2 Trayectoria de Partculas de Prueba en Campos Gravitacio-

2.3

2.4

2.5

nales Axialmente Simetricos . . . . . . . . ... .. ... .. 23

2.2.1 Super cies de Seccon o Super cies de Seccbn de Poin-
CaAB . . . . e 25

Orbita Circular en el Plano Ecuatorial . . . . .. ... ... 30

Estabilidad yOrbita Marginalmente Estable en el Plano Ecua-
torial . . . .. 32

Familias Particulares de Soluciones . . . . . ... ... ... 35



TABLA DE CONTENIDO 8

2.5.1 Dimamica de Partculas en los Discos Generalizados de
Kalnajs (DGK) . . . . .. .. ... ... ... .... 35

2.5.2 Inuencia del Paametro de la Deformacon Cuadru-
polarenelCaos. . .. .. ... .. ... ....... 46

2.5.3 Dimamica de Partculas Alrededor de Cuerpos con De-
formacon Oblata, Prolata y Octopolar . . . . .. .. 55

2.5.4 Estabilidad en las Galaxias NGC 3877, NGC 3917 . . 60

3 DIN AMICA DE PART ICULAS EN RELATIVIDAD GE-

NERAL 65
3.1 Introduccdn . . . . . . . . . . 65
3.2 Geodksicas para Campos Gravitacionales Eshticos y Axial-
mente SINetricos . . . . . . . ... 66
3.3 Radio de laOrbita Circular en el Plano Ecuatorial . . . . . . 68
3.4 Estabilidad y Radio de laOrbita Circular Marginalmente Es-
table . . . . . 71
3.5 Familias Particulares de Soluciones . . . . .. ... .. ... 72
3.5.1 Movimiento de Partculas en el Plano Ecuatorial en
Coordenadas Cuasi-cilndricas . . . . ... ... ... 72
3.5.2 Orbitas en el Plano Ecuatorial en Coordenadas Oblatas 78
3.5.3 Movimiento de Partculas en el Plano Ecuatorial en
Coordenadas Prolatas . . . . ... ... ... .... 82
3.6 Geocksicas en Soluciones Esericas. . . . . . .. ... .. .. 84

3.6.1 Elemento de Lnea, Ecuaciones de Movimiento y Po-
tencial Efectivo . . . . ... .. ... ... ... ... 85

3.6.2 Orbita Circular y Criterio de Estabilidad . . . . . . . 86



TABLA DE CONTENIDO 9

3.6.3 Ejemplos de Soluciones Eskricas . . ... .. .. .. 88
3.7 Geodesicas Alrededor de Discos Gruesos Relativistas . . . . 91
3.7.1 Una Nueva Familia de Discos Gruesos Relativistas . . 91
3.7.2 Disco Grueso tipo solucon de Chazy-Curzon . . . . . 94
3.7.3 Disco Grueso tipo Bonnor-Sackeld . . .. ... ... 97
3.7.4 Disco Grueso tipo solucon de Zipoy-Voorhees . ... 99
3.7.5 Ecuaciones de Movimiento . . . . . . . . . . .. ... 101
CONCLUSIONES 106
REFERENCIAS 113

A Coordenadas Esferoidales Oblatas 124



LISTA DE FIGURAS

2.1 Estructuras del espaciodefase . . . ... ... .. ...... 26
2.2 Super cie de seccon de Poincae para el sistema Hnon-Heili28
2.3 (a) Espacio de Fases. (b) Supercie de Poincae. Sistema
Henon-Heilis. Trayectoriaregular. . . . . . .. .. ... ... 29
2.4 (a) Espacio de Fases. (b) Supercie de Poincae. Sistema
Henon-Heilis. Trayectoria cadtica. . . . . . . . .. ... ... 29
2.5 Potencial efectivo chsicoy guraderosetta . .. ... ... 31
2.6 Frecuencias epicclica y verticalen DGK . . . ... .. ... 38
2.7 Potencial efectivo y diagrama de fase parael DG =2 .. 39
2.8 Contornos de nivel del potencial efectivo (energas) para)(a
m=1(b) m=2,(c) m=3y(d) m=4,cuandoE = 1,245
Y =032, e 41
2.9 Super cies de seccbn asociadasalosDGK . . ... ... .. 42
2.10 Orbitas en el plano meridional en el DGKcoom=1 . ... 44
2.11 Contornos de nivel para DGKm=1;2 . ... .. ... ... 45

2.12 Momentum angular espec co para un campo gravitacional

con monopolo ycuadropolo . ... ............ 49



LISTA DE FIGURAS 11

2.13 (@) Super cies de seccon paraorbitas co = 0;32, =08,
= 0;057. (b) Notese que (a), muestra una regon caotica
encerrando islas de regularidad. Siendo la gura (b), una am-
pliacon de (a), en la aparentemente existia regularidad. . . . 52

2.14 (a) Super cies de seccbn coft = 3;2y = 0;8 para el po-
tencial de un oscilador arnonico con deformacbon oblata de
= 0;1. (b) Apreciese que (a), muestra una regon esto@sti-
ca con islas resonantes en su interior, siendo (b) un aumento
de(@). . . . . . e 54

2.15 Super cies de seccon de Poincae para algunasorbitas con
=09, E = 04, en un potencial caracterizado por =1,
=0;3yoctopolonulo, =0................. 57

2.16 Super cies de seccon de Poincae para algunas orbitas con
" =0;9, E = 04, en potencial caracterizado por = 1,
=0;3yoctopolo =0;02 . ... ... ... .. ... . 57

2.17 Super cies de seccon de Poincae para algunas orbitas con
" =0;9 E = 04, en potencial caracterizado por = 1,
=0;3yoctopolo =0;04 . .. .. ... .. .. ..., 58

2.18 Super cies de seccon de Poincae para algunasorbitas con
"=1;1E= 032, =1, =0;2y(a) =0;(b) =002
(c) =0;04;(d) =006 . ....... ... . ....... 59

2.19 Trayectorias en el plano meridional para (a) = 0; (b) =
0;,02; (c) =0;04;(d) =006 ................ 59

2.20 Super cies de seccbn de Poincae para algunasorbitas G-
terizadas por’ =1;1,E = 0;32, en un potencial con =1,
= 02y =0 ... .. 60

2.21 Momentum angular y Criterio de Rayleigh para la galaxia
NGC3877 . . . e 63

2.22 Momentum angular y Criterio de Rayleigh para la galaxia
NGC3917 . . . . . . e 64



LISTA DE FIGURAS

12

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

Potencial efectivo para partculas sin masa en el campo de
Chazy-Curzon . . . . . . . . . . . . 75

(a) Potencial efectivo en funcon de=m para geockesicas tem-
porales con diferentes valores dem en el campo de Chazy-
Curzon. De la curva superior a la inferior los valores son
=m=4,;1,3,8;3,65y = 3;52m, respectivamente. En la cur-
va oscura el punto tiene un valor de=m = 5,23, el cual
corresponde al ROME con un valor de=m = 3;52. (b) Po-
tencial efectivo para geodesicas temporales cor= 4;5m en
el espaciotiempo de Chazy-Curzon. . . ... ... .. .. .. 76

(a) Trayectoria de una partcula de prueba correspondiente
al potencial efectivo de la gura 3.2(b) conE; = 0;975. La
orbita esta connadaentre C 7,66 yD 6752. Las condi-
ciones iniciales usadas sor{t =0) 0;17,' (t=0)= =6y

(t =0) = 20. (b) Orbita de una partcula de prueba corres-
pondiente al potencial efectivo de la gura 3.2(b) cork, =
1,02. Las condiciones iniciales utilizadas sorft =0) 0;17,
= =By =20, .. 77

Relacon entre el momentum angular espec co,=m, y el ra-

dio de una trayectoria circular, =m, para geodesicas tempo-
rales en el caso de Chazy-Curzon. El punto tiene coordenadas
('=m; =m) = (3:;525;23). El rango de estabilidad est en
352m "< 1 y523m < 1. ... 77

Potencial efectivo dentro y fuera de la fuente (disco) para
partculas sin masa para el segundo miembro de la familia de
discos de Morgany Morgann =1y =1. .. .. .. ... 81



LISTA DE FIGURAS 13

3.6 (a) Potencial efectivo fuera de la fuente del tercer miembro de
la familia de discos de Morgan y Morgam = 2, para geocdesi-
cas temporales. El puntd, corresponde al radio de laorbita
circular marginalmente estable, tiene un valor dé  3;688.
Los puntosC y D, tienen un valor de” = 4;2 y potencial
efectivo 0.935, la trayectoria estn con nada entre los radios
7.61y 19.14, gura 3.6(b). En est ga ca se escogd = 1.
(b) Orbita de la partcula correspondiente al potencial efec-
tivo de la g. 3.6(a) con E = 0;935. Las condiciones iniciales
utilizadas fueron (0) =0;0903," (0)= =6y (0) =10. La
trayectoria est entre C D. ......... ... .... 81

3.7 Momentum angular espec co en funcon deu paraorbitas en
el campo de Erez-Rosen. Los paametros usados sy 1y
d, = 1;5. El punto tiene coordenadas €m; u) = (11;62 4,77),
que corresponde alROME. . . . . . .. ... ... ...... 84

3.8 (a) Momentum angular de unaorbita circular en una espa-
ciotiempo de Schwarzschild. (b) Potencial efectivo en funcon
de r=M en el caso de Schwarzschild. En las dos ga cas el
punto corresponde al radio deorbita circular marginalmente
estable, cuyas coordenadas soig{r=M) = (12;6). ... .. 89

3.9 Momentum angular de unaorbita circular en una espacio-
tiempo de Reissner Nordstrem. El punto corresponde al RO-
ME, cuyas coordenadas sonf;r=M) =(12;6). ... .. .. 90

3.10 Potencial efectivo para la solucon Reissner Nordstrem. El
punto corresponde a laultimaorbita circular estable, y tiene
la restriccon OM2=8Q%. . . . .. .. .. ... ... ... 91

3.11 (a) Funcon h(z). (b) Primera derivada deh(z). (c) Funcon
h%®z). . . . 95

3.12 (a) Densidad de Energa. (b) Preson Acimutal. Para el Disco
Grueso tipo Chazy Curzon. Los paametros utilizados soa=
1, =1, yb=2 ... . 96

3.13 (a) Tenson Radial. (b) Preson Vertical, para el Disco Grueso
tipo Chazy Curzon. Los paametros usados sca=1, =1,
yb=2. 97



LISTA DE FIGURAS

14

3.14 Densidad Newtoniana para el Disco Grueso tipo Chazy Cur-
zon. Los paametros utilizados sorm=1, =1,y b=2. .. 97

3.15 (a) Densidad de Energa. (b) Preson Acimutal, para el Disco
Grueso tipo Bonnor-Sack eld. Los paametros usados san=
1, =1, yb=2 ... . . . 98

3.16 (a) Tenson Radial. (b) Preson Vertical, para el Disco Grueso
tipo Bonnor-Sack eld, los paametros escogidos soa = 1,

3.17 Densidad Newtoniana para el Disco Grueso tipo Bonnor-Sacdkle
Los paametros utilizados sona=1, =1,y b=2... ... 99

3.18 (a) Densidad de Energa. (b) Preson Acimutal, para el Disco
Grueso tipo Zipoy-Voorhees. Los pamametros usados san=
1, =1, yb=2 ... . . . 100

3.19 (a) Tenson Radial. (b) Preson Vertical, para el Disco Grueso
tipo Zipoy-Voorhees. Los paametros utilizados sora = 1,
=1l,yb=2.. .. 101

3.20 Densidad Newtoniana para el Disco Grueso tipo Zipoy-Voorhees
Los paametros esgocidos sca=1, =1,y b=2. ... .. 101

3.21 (a) Orbita en el plano meridional, la Inea punteada corres-
ponde al contorno de energeE? = 0;45, (b) Orbita en el es-
pacio de faser p; = r; z), para el disco de Bonnor-Sack eld.
Las condiciones iniciales escogidas sp®) = 0;1, r(0) =08,
p:(0) =0, p,(0) 0;5127. EI momentum angular escogido es
" =0;2, y los paametros usados son los correspondientes a
las guras 3.15-3.17. . . . . . ... ... 103

3.22 (@) Orbita en el plano meridional, la Inea punteada corres-
ponde al contorno de energeE? = 0;45, (b) Orbita en el es-
pacio de faser{p, = r;z), para el disco de Bonnor-Sack eld.
Las condiciones iniciales utilizadas sor(0) = 0, r(0) = 0,8,
p:(0) =0, p,(0) 0;0672. EI momentum angular escogido es
" =0;25, y los pamametros seleccionados son los asignados a
las guras (3.15-3.17). . . . . .. ... o 104



LISTA DE FIGURAS 15

3.23 Orbitas en el plano meridional, la Inea punteada correspon-
de al contorno de energaE? = 0;4. EIl momentum angular
escogido es = 0;2, y los paametros usados son los corres-
pondientes a las guras (3.12-3.14). Las condiciones iniciales
utilizadas sonp;(0) = 0, r(0) = 0;8, en (a) z(0) = 0;11,
p.(0) 0,426, y laorbita regular. En (b) z(0) =0;1, p,(0)
0;445, y laorbita es caotica. Las dos trayectorias corresponden
al Disco Grueso Tipo Chazy-Curzon. . . ... .. ...... 105

3.24 Orbitas en el plano meridional correspondientes al Disco Grue-
so Tipo Zipoy-Voorhees, la Inea punteada corresponde al con-
torno de energaE? = 0;17. EIl momentum angular escogido
es =0;2, ylos paametros usados son los correspondientes a
las guras (3.18-3.20). Las condiciones iniciales seleccionadas
sonp:(0) =0, en (a) r(0) =05, z(0) =0;35, p,(0) 0;2877,
yen (b)r(0)=0:8,2z0)=0;25,p,(0) 00178. .. ... .. 105

A.1 Coordenadas esferoidales oblatas . . . . . ... ... . ... 125



LISTA DE FIGURAS 16

TITULO
DINAMICA DE PART ICULAS EN CAMPOS GRAVITACIONALES AXIAL-
MENTE SIM ETRICOS. 1.

AUTOR
LOPEZ SUSPES, Likidcen Framsol.

PALABRAS CLAVES
Sistemas diramicos, geocksicas, axial, sirmetricos, estabilidad,agleigh.

DESCRIPCI ON

Se presenta un estudio de estabilidad en fuentes gravitacionalestieas y
axialmentes sinmetricas mediante la solucon de las ecuaciones de rimoento
de partculas de prueba neutras en los campos chsico y relativist&e hace
enfasis en la trayectoria circular en el plano de la fuente, y en la tyactoria
circular de la partcula marginalmente estable. Se muestra que la esilidad
en el plano ecuatorial se puede desarrollar a trawes del aralisiseomentum
angular de la partcula. Se prueba que la trayectoria de la partculae reduce
a un problema en dos dimensiones.

En la teora chsica, se estudia la familia de Discos de Kalnajs, estaslgcio-
nes son nas estables con el aumento de rminos en la expansowiltipolar

de la solucon. Se estudia tamben la in uencia del cuadrupolo y ocpolo en
la estructura del espacio de fase, y se determina que los dos &r10s pueden
inducir al movimiento caotico. Porultimo se investiga la estabilidad enlas
galaxias NGC 3817, NGC 3917, encontandose que los modelos diaies
de las galaxias son estables ante perturbaciones radiales.

Se presenta en Relatividad General, una nueva familia de Discos Guages
En cada modelo de disco grueso se realiza un aralisis de las partcuties
prueba que caen libremente. Se investiga la naturaleza de las solueode
Weyl en coordendas cilndricas, prolatas, y oblatas. Se encueatque todas
las soluciones tienen un radio inestable en el caso de fotones. Aalerse
presenta un aralisis de la establidad en campos eshticos y esémmente
simetricos, encontandose all que la constante cosmobgicano in uye en la
diramica de fotones.

1Tesis Doctoral.
"Facultad de Ciencias, Escuela de Fsica, Guillermo A. Gonalez V. (Director).
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TITLE
Dynamics of test particles in axially symmetric gravitational elds.

AUTOR LOPEZ SUSPES, Likidcen Framsol.

KEY WORDS Dynamical systems, geodesics, axially, symmetric, Weyl,
stability, marginally, Rayleigh.

DESCRIPTION:

We present a detailed study of the stability of gravitational source axia-
lly symmetrical static and research through the solution of the eations
of motion of neutral test particles falling freely, the study is condeted in
the elds of Newtonian Gravitation and General Relativity . Emphasisis
placed on the circular path in the plane of the source, plus marginallyable
circular orbit. In the two elds we show that the stability in the equatorial
plane can be developed through the analysis of the angular momemtwof
the particle, also we demonstrate that in these elds the study ofrajectory
of the particle is reduced to a problem in two dimensions.

In classical theory we study some particular solutions as family Kalfgdiscs
for the family is this solutions are more stable as you increase the nhear of
terms in the multipolar expansion of the solution. Also considers the men-

ce of quadrupole and octupole terms in the structure of phase gga then
it is determined that any of the terms can lead to chaotic motion. Finidy,

research on the stability in the galaxies NGC 3817, NGC 3917, we n¢hat
circular orbits are stables.

It occurs in General Relativity, a new family of thick disks, with partia-
lar solutions Chazy-Curzon type, Zipoy-Voorhees, and Bonnorl&k eld. In
each thick disk model we consider an analysis of test particles fallimgély.
On the other hand, we research the naturel Weyl solutions in Codinate
cylindrical, prolate, and oblate. In particular we nd that all solutions are
unstable radio in the special case of fotones. Additionally, we presea de-
tailed analysis in static spherically symmetric gravitational eld, we shw
that the cosmological constant doesn't in uence the dynamics tegment of
light rays in the plane of the source.

1Senior thesis project.
"Facultad de Ciencias, Escuela de Fsica, Guillermo A. Gonalez V. (Director).



Captulo

INTRODUCCI ON

SECCI ON 1.1

Estado General del Tema

La Mea@nica Celeste y la Astronoma Diramica son ramas de la Astnooma

fundamental que se ocupan de las preguntas nmas kasicas corspecto al
movimiento y a la evolucon diramica de cuerpos celestes. Las pragas

incluyen teora de perturbaciones, estabilidad del movimiento, resancias,
el caos y la difuson, marcos de referencia, los efectos relativistda in uen-

cia de fuerzas no gravitacionales y de las estructuras fsicas irtes sobre
la evolucon diramica de cuerpos, as como los nmetodos nunerigs para la
integracon de las ecuaciones de movimiento y para el aralisis de lasop
piedades de la evolucbn resultante. Los principales objetos de la tdeica

Celeste y Astronoma Diramica son los planetas (del sistema solarextra-

solar), los cuerpos pequenos, los saklites naturales y arti ciglelos anillos
planetarios, estrellas, awimulos estelares y las galaxias [125].
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La Mea@nica Celeste o los sistemas diramicos chsicbse origina a partir
del intento de Henri Poincae de dar solucon al problema de la intewccon
gravitacional de N-cuerpos. Poincae demosto en 1890 que rexiste un
rumero su ciente de constantes de movimiento que pueda reducal pro-
blema de tres cuerpos a uno de menor dimenson [92], esto es, ebfgma
no tiene solucon por cuadraturas pardN 3. A partir de esaepoca, estas
ideas de Poincake dieron a conocer uno de los problemas nmas esagibs has-
ta hoy, como es, el problema de resolver de forma exacta o nuitamente,
la diramica de tres cuerpos (totalmente equivalente a determinar Ique se
designa como la tercera integral del movimiento) [17].

Por otro lado, los campos gravitatorios estudiados en este trabapnediante
la dirmmica de partculas, se analizaan desde el punto de vista d&a Gra-
vitacon newtoniana y de la Relatividad General, no obstante aunqués
campos puedan representar con guraciones de materia similaresalucio-
nes aralogas, no se considerala comparaciones entre las solnefde las
dos teoras. En particular, el campo gravitacional que nos intesa es axial y
estacionario. Este campo es de gran importancia fsica, ya que plegpropor-
cionar la descripcon de campos exteriores alrededor de objetastrafsicos
bien conocidos como galaxias, agujeros negros, estrellas de ro@gts, ani-
llos, etc. Un campo gravitacional se dice que es independiente dejm, o
estacionario, si podemos escoger un sistema de coordenadas guestodas
las componentes del tensor netricono dependan de la coordenada tem-
poral, t. Por otra parte, si el campo gravitacional no depende del antu
acimutal (en el texto cambiaremos a ! ', en el captulo de Relatividad
General), se puede decir que el campo es axialmente sinetrico.

Ahora bien, si es posible escoger convenientemente la coordenadaporal
de tal manera que el intervalo @s?), no cambie al hacer la trasformacbn
t! t, el campo gravitacional se denomina estatico. Esto quiere deciug
los eventos que ocurren en este campo gravitatorio no son afdos por la
direccon en la que uye el tiempo. La invariancia con respecto a la ievson
temporal implica que todas las componenteag; del tensor netrico deben ser
iguales a cero. Si adenas de ser eshatico el campo gravitacioeal axialmente
sinetrico, el elementods?, es invariante ante las transformaciones!  ty
tl ' . En Relatividad General, la geometra espacio-temporal que cumple

1Chsicos porque las ecuaciones de movimiento no dependen de la ctargte de Planck
h, en otro caso se denominan clanticos

2En Gravitacbn newtoniana las simetras pueden ser estudiadas a taes de la depen-
dencia o no de las coordenadas en el lagrangiano o el hamiltoniano.
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con estas caractersticas fue introducida inicialmente por Weyl [6837, 138],
por medio del elemento de Inea que lleva su nombre

d?= & di2+e 2 [2d 2+ & (d 2+ dA); (1.1)

dondex =(x%x*;x%x% =(t;"; ;z ) son conocidas como las coordenadas
cilndricas de Weyl y las funciones y dependen lo de las coordenadas
x? =y x3= z. Nbtese que el elemento de Inea (1.1), no depende te

Como consecuencia de lo antes expuesto, y como es sugerido pargran
variedad de evidencias observacionales, muchos objetos agticds se pue-
den modelar como cuerpos axialmente sinetricos, con deformatmblata
(achatada) o prolata (alargada) [16, 22, 29, 84, 87]. A modo de mjelo, se
sabe que la Tierra tiene momentos cuadrupolar y octopolar distintoe cero,
como consecuencia de su forma achatada [11]. Adenas, muchdaxgas con
un componente de disco de gran tamanfo puede ser modeladas colnjetos
axisinetricos achatados con un momento cuadrupolar grande yn @lgunos
casos, con una deformacon importante octopolar debida a las cponen-
tes restantes, como el halo [56]. Del mismo modo, hay amulos ddayias
con forma alargada [16] y muchas galaxias pequenas se puedesiderar
como objetos axisimetricos con deformacon oblata [102] con unamento
octopolar no insigni cante. Tamben existen modelos triaxiales de ajaxias
gue muestran los datos observacionales sobre la esferictidad dealosulos
de galaxias y sugieren que los grupos son nas consistentes con diza
tribucon prolata en lugar de un distribucon oblata [16]. Otros modédos de
galaxias triaxiales con lo aproximaciones de cuadrupolo se han staido,
por ejemplo, por Schwarzschild [110] y Aquilanet al [2].

Tamben hay modelos de galaxias oblatas y prolatas construidas eates de
la diramica de las partculas mediante la simulacon nurnerica de N-cerpos
(estrellas). Estos modelos de galaxias elpticas son consistenyese pueden
encontrar a trawes de las super cies de seccon, orbitas tipo ubo, y orbi-
tas caoticas [18]. Los modelos nunericos son variables, pero sigmpienen
como objetivo describir su morfologa, es decir, el per| de la supeie de
luminosidad, la relacon masa-luz, el per | de la velocidad de dispemsi, los
halos de materia oscura, etc [15, 19, 61, 62, 66, 112, 131, 141]sibaula-
con nunerica de N-cuerpos permite encontrar un per | de dendad de la
galaxia, aralogo a la simulacon nunerica de la Diramica Molecular; che
resaltar que este estudio diramico no corresponde al estudio dediaamica
de partculas de prueba neutras del presente trabajo.

3El presente trabajo tamben puede ser considero dentro del @mpo de la Astrofsica
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Por otro lado, determinar la estabilidad mediante la cinematica de paculas
de prueba del potencial gravitatorio generado por un disco delga@s un
problema de gran relevancia en Astrofsica, ya que un hecho que asmime
en Astrofsica es que la mayor parte de la masa de un galaxia espirpida se
concentra en un disco delgado [10]. A trawes de los anos, difeenenfoques
se han utilizado para obtener este tipo de modelos de disco delgader (v
Kuzmin [69] y Toomre [126, 127], como ejemplos). Un netodo simple rpa
obtener la densidad super cial de masa, el potencial gravitacionala curva
de rotacon de discos delgados de radio nito fue desarrollado poruter
[58], el mas simple ejemplo de disco obtenido con el netodo es el coito
disco Kalnajs [65], que tamben puede ser obtenido por un aplanamie en
rotacon de un esferoide uniforme [13, 14, 139]. En un trabajo pesior [40],
se utilio el metodo de Hunter para obtener una familia in nita de disos
delgados de radio nito, esta familia in nita generaliza el disco Kalnajson
un buen comportamiento de la densidad super cial de masa.

El Grupo de Investigacon en Relatividad y Gravitacon (GIRG), ha estu-
diado la diramica de partculas de prueba a trawes de varios trabps, el
primero de ellos, en el ano 2004, se enfo® en la cinematica detpalas de
prueba neutras, temporales y nulas, dentro y fuera de la solucadiscoidal
relativista de Bonnor-Sack eld [35, 76], desples en 2005, se intigs sobre
lasorbitas marginalmente estables, en particular para una soluecbque re-
presenta un objeto masivo no rotante con deformacon cuadrofar y axial-
mente sinetrico [31, 32], laorbita marginalmente estable se puedesahir
como laultimaorbita circular estable. Su gran importancia desde epunto
de vista astrofsico es que se relaciona con el radio del borde imberde los
discos de acrecimiento [136]. En ese mismo ano, se exploo la direamée
agujeros negros estaticos deformados a trawes de las supaes de seccon
de Poincae y el exponente de Lyapunov [23, 24, 25, 49].

En el contexto general, el rango de trabajos relacionados con iaerratica

de partculas de prueba es muy amplio, y se puede resaltar alguncs ellos
conocidos: en espaciotiempos estacionarios y axialmentes sinetsi¢6], en
el campo de Schwarzschild, Kerr, y Reissner-Nordstrem [114]. &das, en
la actualidad el movimiento de partculas que caen libremente sigue 8@

un tema de gran intees y desarrollo en la Astrofsica, incluso paréas so-
luciones mas conocidas y estudiadas, como la solucon de un agojeregro
de Schwarzschild [89, 107, 113], la solucon de Reissner-Nordstrgue des-
cribe un agujero negro cargado [43, 93, 94, 95], la solucon de uruggo

negro rotante (nmetrica de Kerr) [51, 96], y la solucon de un agu® negro
de Kerr-Newman [26, 75].
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Elultimo trabajo del grupo relacionado con la diramica de partculas de
prueba fue realizado en 2007 [128], y publicado recientemente [1035]1
La novedad de este trabajo fue que exploo la cinematica de pamilas de

prueba cargadas (ademnas de las neutras) en soluciones estaai@s de elec-
trovaco. Cabe resaltar que ellos no utilizaron las super cies de sam de

Poincae para analizar el equilibrio de los campos gravitatorios. Elrpsente
trabajo analiza la diramica de partculas de prueba neutras en capos gra-
vitatorios estticos y axialmente sinetricos en con guraciones d materia
conocida, y en elambito de la Relatividad General y la Gravitacon Glsica.
As, uno de los objetivos del trabajo es crear una base para intigaciones
futuras como: la diramica de partculas de prueba (neutras o cgadas) in-
mersas en campos estacionarios en Relatividad Genérala cinematica de
partculas de prueba en el caso de Relatividad Especial y la diramicde
sistemas desde el punto de vista de la aproximacbn postnewtonagrentre
otros. En la siguiente seccon se relaciona la estructura de la preseTesis.

SECCI ON 1.2

Organizacon del Trabajo

El coramn de este trabajo, se basa en el examen de la estabilidkxcampos
gravitatorios eshticos y axialmente sinetricos por medio de la cimaatica
de partculas que caen libremente. El captulo 2, est dedicado laaralisis
de la estabilidad de los sistemas en el campo de la Gravitacon de Newto
Desples de una introducccon al captulo 2, en la seccon 2.2, sdetermi-
nan las expresiones que permiten analizar la trayectoria de las paulas
considerando olo campos estacionariog axialmente sinetricos; adenas se
desarrolla el concepto de las super cies de seccon utilizado en grparte
del trabajo. Luego en la seccon 2.3, se investiga en particular lalta cir-
cular en el plano de la fuente; la importancia del aralisis de este camto
es que, por ejemplo, para el caso especial de la investigacon déaxgjas,
la trayectoria circular es equivalente al estudio del comportamiemtde las
curvas de rotacon de la galaxia. La seccon 2.4, esta enfocadan eletermi-
nar las identidades que permitian examinar la regon donde podraestar

4En el caso estacionario existe un trabajo famoso [6].
5Los erminos estacionario y esttico, no tienen diferencia en Graitacon newtoniana.
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ubicado el radio de un disco de acrecon [136], este se encuentiacalcu-
lar el radio de laorbita marginalmente estable (ROME). Para termina el
captulo 2, en la seccon 2.5, se investigan algunos campos graviiatales,
el primer campo gravitacional que se considen (seccon 2.5.1)e uno que
representa fuentes discoidales, como es el caso de los Discosréleaslos
de Kalnajs [40], en sntesis en esh seccon se demuestra que nda las
partculas cruzan el disco,estas pueden presentar comportaentos caticos
[98]. La siguiente seccbn, seccon 2.5.2, est dedicada a obsere@mo in-

uye el momento cuadrupolar en la estabilidad de un campo gravitacal
considerando lo los dos primeros erminos de la expanson debfencial
gravitacional [72]. Luego, en la seccon 2.5.3, se estudia la repemusle la
incluson del siguiente ermino de la expanson multipolar en la estabidad

del campo gravitacional [34], es decir, el ermino denominado ogtolar. La
ultima seccon, seccon 2.5.4, est dedicada a estudiar un campque pue-
de representar el potencial gravitacional de las galaxias NGC 38y/NGC
3917. As, como se esperaba, estas soluciones discoidales s@blest [38].

La dirmmica de partculas de prueba desde el punto de vista de la Reividad
General se desarrolla en el captulo 3, en la segunda seccon (@t 3.2), se
muestra @mo los campos gravitacionales esaticos y axialment@rstricos
se puedan tratar a trawes de la cinematica en un plano equivalentglano
meridional). El caso del radio deorbitas circulares en el plano edeaial se
considera en la seccon 3.3, luego en la seccon 3.4, se investiga eMEy
el criterio de la estabilidad de estos campos gravitacionales: comoetigaso
chsico se muestra que la estabilidad de trayectorias circularesaestlacio-
nada con el momentum angular de la partcula o el criterio de Rayleigltn
laultima parte del captulo 3, se examina la naturaleza de algunos capos
gravitatorios, por ejemplo, en la seccon 3.5.1, se considera undusbpn de
las ecuaciones de campo de Einstein en el vaco en coordenadasdricas,
mientras que las secciones 3.5.2 y 3.5.3, estin dedicadas al aralisslas
soluciones en coordenadas esferiodales oblatas y esferoidaldatpsy respec-
tivamente [36]. Se culmina el captulo 3 (seciones 3.5.6 y 3.5.7), presero
la estructura de las ecuaciones para campos gravitatorios egs (seccbon
3.5.6)[39],estas incluyen soluciones de naturaleza cosmobgica. Mras que
en las seccon 3.5.7, se presenta una nueva familia de discos gruesliadi-
vistas, con su respectivo aralisis de lasorbitas en el plano meridiahy en el
espacio de fases para algunos paametros de las soluciones disbesd[37].



Captulo

DIN AMICA DE PART  ICULAS EN
GRAVEDAD NEWTONIANA

SECCI ON 2.1

Introduccon

En losultimos dos decenios la comunidad Astrofsica - estudiantegrofe-
sores y investigadores por igual - se han dado cuenta de un nueio tde
actividad en la Fsica. Algunos investigadores, historiadores de la oi@a y
los bsofos han ido tan lejos como llamar a una \ciencia nueva" o \nua
Fsica", mientras que otros lo ven como una mera extenson natat de la
Meanica Chsica y la Diramica de Fluidos. En cualquier caso, lo que sm-
noce como Teora de Sistemas Diramicos, la Dirmamica No Lineal o eldds,
simplemente, ha experimentado un desarrollo importante, causanducho
entusiasmo en la comunidad cient ca e incluso en el publico en geredr
como lo muestra el gran rumero de publicaciones en elarea.

La cualidad mas notable de la Teora de Sistemas Diramicos es su diga
gama de aplicabilidad. Meanica, Diramica de Fluidos, la Ciretica Qumica,
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Circuitos Electonicos, la Biologa, la Economa, y la Astrofsica, son algu-
nos de los temas en los que se produce un comportamiento caotiEo. el
cora®dn de la teora se encuentra la husqueda de lo universal y lgererico,
as la comprenson de feromenos complejos y heterogeneoaparentemente
pueden surgir. Las ideas de las bifurcaciones, atractores exia;-los con-
juntos fractales y as sucesivamente, parecen proporcionasslaerramientas
necesarias para tal uni cacon conceptual. Existe un creciente tieies en el
tema general, as como su posible repercuson en campos esges de in-
vestigacon o estudio de la Astrofsica. La literatura sobre el caoha crecido
enormemente en losultimos anos. Libros en todos los niveles abanddes-
de lo popular a lo rigurosamente matematicos, algunos de ellos exceds
[4, 28, 77, 91].

Este captulo se fundamenta en el principio de Hamilton, aralogo atle
Fermat del mnimo camino optico. La utilizacon de este principio en lcs
sistemas chsicos conduce a las ecuaciones de movimiento en la féeioon
lagrangiana, de ella se pueden deducir las Leyes de Newton, las cusies
aralogas a las ecuaciones de Hamilton. Actualmente, el estudio dedipen-
dencia del comportamiento de los sistemas es muy utilizado por la coriu
dad cient ca e incluso por el publico en general. Los sistemas hamdhianos
analizados constituyen una subclase muy importante de los sistenga&mi-
cos (diramica no lineal o caos). Matermaticamente, un sistema damico es
un conjunto de ecuaciones algebraicas, diferenciales, integralesmbinacio-
nes deestas, cuya solucon proporciona la evolucon en el tiempade alguna
variable independiente.

Una de las caractersticas importantes en los sistemas hamiltoniaaes que
no tienen atractores [100], la existencia de atractores extran@s sistemas
disipativos es una de las caractersticas principales del caos. Létdade atrac-

tores, sin embargo, no descarta, como veremos, comportamantaoticos en
los sistemas considerados. Recordemos tamben que la Meaniwwtonia-

na es determinista, ya que una partcula no puede estar en dos pmsnes
diferentes al mismo tiempo, es decir, si el sistema diramico congiaéo es
irregular o caotico,este correspondeil aCaos Determinista.El determinismo
de Newton signi ca que cada solucon de las ecuaciones diferencigleBS)

de movimiento permite predecir tanto su futuro como su pasado, sl las
EDS de movimiento de Newton son de segundo orden, y por lo tant;mso-

variantes ante la transformacon temporalt ! t. Las EDS de movimiento
en todo el texto representan un sistema diramico aubnomo; edecir, en las
ecuaciones el tiempd no aparece de forma explcita.
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El captulo se ha distribuido de la siguiente forma: en la seccon 2.2esnues-
tra ®mo los sistemas diramicos considerados se reducen a un mnaento

en un plano, adenas se presenta la teora de las super cies de @@t de

Poincae. Desples, en la secccon 2.3, se analizan las expresi®melaciona-
das con trayectorias circulares en el plano de la fuente. Luego ensgguiente
seccbn (seccon 2.4), se estudian los criterios de estabilidad de lkcesmpos
analizados, adermas del ROME. Finalmente, en laultima seccon detaptu-

lo, se examinan algunos campos que representan con guracioneshteria
de intees astrofsico, como, los DGK (seccon 2.5.1), objetoson deforma-
con cuadrupolar (seccon 2.5.2), objetos con deformacon obta, prolata y
octopolar (seccon 2.5.3), estabilidad en las galaxias espirales NGC738
NGC 3917 (seccbn 2.5.4).

[ SECCI ON 2.2

Trayectoria de Partculas de Prueba en Campos
Gravitacionales Axialmente Sinetricos

En esta seccon se analiza el movimiento de partculas de pruebaofoo es-
trellas) en campos gravitacionales con simetra axial (por ejemplaataxias)
desde el punto de vista de la Meanica Chsica. En estos sistemas, supone
que el origen del sistema de coordenadas esh en el centro deulenfe, esto
equivale a suponer que la fuente tiene simetra respecto al plagc= 0. En
esta teora, el problema de describir la trayectoria de partculasde prue-
ba en campos gravitatorios axialmente sinetricos se reduce a unoptema
bidimensional equivalenté en las coordenadas cilndricas, R; z). Para de-
mostar esto, se de ne una de las dos cantidades constantes dnssampos
conservativos, la integral primera de movimiento, la energa espea, dada
por

£ = J(R?+ R 2+ 2+ ( R;2); (2.1)

en donde = ( R;z) representa el potencial gravitacional de una fuente
con estas caractersticas, mientras el punto se re ere a derta respecto al

'Recordemos que el problema equivalente en Meanica Chsica cagsponde a el pro-
blema de los dos cuerpos.
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tiempo. La otra cantidad fsica invariante a trawes del tiempo, esel momen-
tum angular espec co respecto al ejez, pues, el langrangiano no depende
de la coordenada , por lo que esta coordenada se conoce como ignorable o
cclica.

De acuerdo con esto, el lagrangiano por unidad de masa para un pam
gravitacional axialmente sinmetrico se puede escribir en la forma

1 2 2 2
= = + + — 12); ,
donde se ha utilizado la relacon de conservacon
d
— R?2_ =0 R2_=": 2.3
i ) (23)

La identidad anterior se puede determinar a trawes de las ecuaces de
movimiento de Euler-Lagrange, siendo el momentum angular espec co
con respecto al eje. Recprocamente, reemplazando la ecuacon (2.3), se
puede escribir la energa espec ca (o0 el hamiltoniano espec cdd) de la
forma o

12, 2
= — + + + ; = . .
E 2(R, z9) >R? ( R;z)=H (2.4)

En esta expreson se aprecian dos £rminos, uno correspondiera la energa
ciretica y otro que depende de la posicon de la partcula denominaul
conunmente potencial efectivo Suponemos entonces que estudiar el com-
portamiento de las estrellas en presencia de campos gravitatoriosamen-
te sinetricos se reduce a un problema bidimensional equivalente drp&ano
(R; z), que se conoce complano meridional Notese que en (2.4), el poten-
cial efectivo es de la forma
N2
eff (R;2) = re ( R;2): (2.5)

El potencial efectivo permite analizar las posibles orbitas de formeuali-
tativa antes de resolver las ecuaciones de movimiento de la partctigor
ejemplo, como que la energa (2.4) es una cantidad fsica que delss positi-
va, se tiene la restriccon ¢ (R;z) < 0; adenas, los contornos del potencial
efectivo de nen las regiones del espacio en las que la partcula seeda mo-
ver.

2Como en el caso del problema unidimensional equivalente estudiadm eMea@nica
Chsica.
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2.2.1 Super cies de Seccon o Super cies de
Seccon de Poincae

Poincae invenb una tcnica materatica muy util en la investg acon de un
sistema diramico, ella permite reducir el problema a uno rmas simple oo
menos dimensiones. La ecnica se describe a continuacon. Coneweri ®,

la cinematica de partculas de prueba en los campos considerada® puede
analizar en el plano meridionalR; z), pues laorbita de la partcula est com-
pletamente determinada por la evolucon de las coordenadaR, = R(t) y

z = z(t) (sistema con dos grados de libertad). De manera que el espacio de
fases del movimiento tiene inicialmente cuatro dimensione®};z; R; z), el
cual, sequn la restriccon (2.4), se puede reducir al subespaciodimensional

(R; z;R); sin embargo, dicho subespacio es complicado de visualizar y por
consiguiente de analizar. As que es usual tener en cuehtal caso en que la
partcula cruza el planoz = 0, por lo que el movimiento esta nalmente de -
nido por el espacio sicoR; R). En otras palabras, generalmente se estudia
la regularidad de las trayectorias de las partculas a trawes de la llla que
dejan en el espacio de faseR;(R), dichas huellas son conocidas como las
super cies de seccbn o las super cies de seccon de Poincaela/teora apli-
cada es la de Kolmogorov-Arnold-Moser, conocida como la teora HAM.
Esta teora a rma que el movimiento en un sistema integrable estwon nado

a una super cie toroidal, cualquier perturbacon en el hamiltonianaorigina
que los toroides se vean deformados.

En consecuencia, en el espacio de fas& R) se deben apreciar cortes del
toroide, 0 sea, en las guras de las super cies de seccon de Poiecae
deben visualizar regiones cerradas bien de nidas, que representagiones
de regularidad del movimiento (algunas veces son rodeadas por uarrde
caos). Dichas regiones en las super cies de seccbn se conocemdasislas
de estabilidad o curvas de KANlen contraste, las regiones que tengan puntos
aislados son regiones de irregularidad o cadticas. As la naturakeae las
trayectorias se puede de nir a trawes de las super cies de seoni pues en
ellas se puede distinguir zonas de orbitas perodicas, cuasipermas y no
perodicas; adenas de, zonas de trayectorias tipo caja y tipo laz

Por ejemplo, si la curva es cerrada (en la super cie de seccon deiRcae),
la solucon es perbdica, pues el rumero de cortes es nito y se v@pitiendo

3Eshticos y axialmente sinetricos.
4Sin perdida de generalidad.
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perbdicamente. Cuando la solucon no es perodica con frecueias, como, ;

y ! ,, los cortes se producen a intervalos de tiempog=2 =! ; (T, =2 =! ,
para! ;) y se siuan en la interseccon del toro con el plano de la seccon,
gue corresponde a una curva invariante del moment. El aspecto de la
seccon depende de la raon 1=!,, si es inconmensurable o no. Si la raon
entre las frecuencias angulares es racional, esto kess! >, = n;=n,, donde
Ny, N, SON enteros primos entre s, la solucon es perodica y se cierralze
S misma tras dar n; y n, vueltas alrededor de los ejes del toro, Fig.2.1(a).
Por otro lado, si el cociente entre las frecuencias es irracional, tayectoria
cubre ergpdicamente la super cie del toro, de tal forma que losuptos de
corte esan densamente poblados a lo largo de la curva invariantég.2.1(b).
Finalmente, si el movimiento es aperodico, los puntos se presentae un
modo desordenado, sin seguir ningun paton y no esan siuads en ninguna
curva, sino que, por el contrario, exploran toda la variedad tridinsgonal,
propiedad que se denomina llenado del espacio (caos), ver Fig.2.1(c)

(@) (b) (©)

Figura 2.1: Estructura del espacio de fase correspondiente s a movimientos perodicos (a), aperodicos (b)
y caticos (c), respectivamente.

Consecuentemente, la irregularidad del movimiento es producidarpdos
acciones distintas: el espacio asico se estira, por lo que las tretpeias se
separan (sensibilidad a las condiciones iniciales), y, al mismo tiempopse-
ga sobre s mismo (mixing), lo que hace que se entremezclen. Elutesdo
es el movimiento caotico. El primero de estos efectos se puedeacterizar a
trawes de los Numeros Caractersticos de Lyapunov (NCL). Elconcepto de
divergencia exponencial, de sensibilidad a una condicon inicial, no esvar
tivo del caos. Cualquier partcula cercana a un maximo de un poteial se
alejam exponencialmente deeste, y dos partculas en posiciog&ercanas se
alejamn exponencialmente entre s. Desples de un tiempo, sl mmovimiento
es acotado, acabaman acerandose exponencialmente a un mm, 0 a una
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solucon perbdica si la hubiera. Unaorbita caotica es unaorbita a la que
le ocurre esto siempre. Es decir, se comporta como si estuviera@ale un
punto de equilibrio inestable siempre, por los siglos de los siglos. Nunagr#o
encontrar un sumidero o un ciclo que la atraiga (atractor). En cadpunto

de una talorbita, hay otros puntos arbitrariamente cercanos ge se alejaan
exponencialmente de ella. Los NCL estan de nidos como

NCL= Im In(_= o) ; (2.6)
o! 0 t
t1l

donde , y son las desviaciones de dos orbitas en un instante O Y,
respectivamente. Los NCL se pueden encontrar usando el prdicgento
sugerido por [9, 106].

De otra parte, la evolucon de las coordenadas se puede deterntirz re-
solver el sistema de EDS de movimiento, este sistema aubnomo segen
obtener de varias formas distintas y sus soluciones son equivalengetrawes
de las Leyes de Newton, por medio de las ecuaciones de Euler-Laggan
mediante las ecuaciones de Hamilton. Los dos primeros netodos seac-
terizan porque el sistema diramico es de segundo orden, mientigse las
EDS de Hamilton son de primer orden. Este ultimo, permite integrar as
facilmente las ecuaciones; de ah que, las ecuaciones caronicadedHamil-
ton sea el netodo nas utilizado para analizar las super cies de samn de
Poincae, para nuestro caso particular son

_ @ @ _
R= op= P (2.7)

= PRr; Z=

@p
_ @ @ _ @ Qe
= @rR "@r 27 @ @z

(2.8)

Las cuatro condiciones iniciales necesarias para resolver el sistantanomo
anterior se pueden obtener as: se escoje las condiciones f&(a=0) = Ry,
z(t = 0) = zy, seqgun el contorno del potencial efectivo, luego se ja una
condicon inicial para la velocidad radial R(t =0) = Ry, Yy nalmente se
determina a partir de la ligadura (2.4), la condicon inicial para la velocidd
vertical z(t = 0) = z,. Por consiguiente, el unico paametro libre es la
velocidad inicial radial de la partcula. La solucon del sistema de ED®uede
representar, por ejemplo, el movimiento de las estrellas en el intgrde la
fuente axialmente sinetrica o alrededor de galaxia, segin sea &so.
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Para terminar esta seccon, en la Fig.2.2, se describe un sistemaatimco
conocido, el correspondiente al sistema hamiltoniano de Henoreitis [52].
Este sistema es utilizado para describir el comportamineto de maoddas
triabmicas y para describir la dirmamica estelar. Las expresionesug lo de-
nen son

VoY) = 5 Ky ey o 29)

E=ViGy) + 5 Y (2.10)
@V @V

X= —; = = 2.11
a@x y ay (2.11)

SiendoE la energa del sistema, yW = V(X;y) el potencial que, como ve-
mos, tiene una parte correspondiente a un oscilador bidimensionatrigpo
y, adenas, otra abica. Este problema como se conoce no es mable °.
Las condiciones iniciales utilizadas para la Fig.2.2, son variables mantenie

0.4}

y@

-0.2]

-0.4]

Figura 2.2: Super cie de seccon de Poincae para el siste ma de Henon-Helis, (2.9). Las condiciones
iniciales varan segin  E =1=8y x(t =0)=0.

do constanteE = 1=8, y el corte enx(t = 0) = 0. En esta gura se pueden
observar regiones acotadas bien de nidas rodeadas de un mar des; re-
giones estables e inestables del movimiento, respectivamente. &wo lado,
las guras 2.3y 2.3, representan el espacio de fase de sistemadteiieilis,

SUn sistema es integrable o su movimiento es regular si existen tantasonstantes de
movimiento como variables independientes.
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en el caso regular y caotico, respectivamente. En ellas se aprelda cortes

en el ejez = 0, donde se muestra que las regiones regulares corresponden
a toroides cerrrados, y los puntos aleatorios en las super cies @gecdn de
Poincae corresponden a comportamiento caotico o irregular. fcla seccon

siguiente, se estudia las expresiones relacionadas con trayectociaculares.
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(b)

. Sistema Henon-Heilis. Trayectoria regular.

Figura 2.3: (a) Espacio de Fases. (b) Super cie de Poincae

0.3]

-0.3

03

-03

(b)

. Sistema Henon-Heilis. Trayectoria catica.

Figura 2.4: (a) Espacio de Fases. (b) Super cie de Poincae
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SECCI ON 2.3

Orbita Circular en el Plano Ecuatorial

Una de las trayectorias importantes a analizar en el movimiento denpeulas
de prueba en un campo gravitacional es aquella trayectoria en la tua
partcula describe unaorbita circular en el plano de la galaxia (fuete); el
plano es comunmente denominado plano ecuatorial, para las coondeas
utilizadas esz = 0. El intees radica en que la trayectoria circular puede
representar la diferencia entre dos regiones del espacio, adern la teora
newtoniana el estudio de laorbita circular en el plano ecuatorial da galaxia
es equivalente al aralisis de las curvas de rotacon de la galaxia. Raeste
caso especial la energa espec ca de una partcula est repsentada a trawes
de la ecuacon

E = %R,2+ V(R); (2.12)

en cuyo caso el aralisis del movimiento de las estrellas se reduce apum+
blema unidimensional equivalente, dond¥¢ = V(R) es el potencial efectivo,

de la forma >

V(R) = >Rz +( R;0): (2.13)

La evolucon de la coordenada radial se puede determinar nuevame a
traves de las ecuaciones de Hamilton (2.7) y (2.8). Otra vez, las atiniones
se restringen a las curvas de potencial efectivo, es decir, segma energa

particular, se puede jar la condiconR(t = 0) = Rg, y mediante la expresbn
s

R(t=0)= Rg= E

~2

— Ro; 0); 2.14
se obtiene la otra condicon inicial para resolver el sistema aubmaoo. Esta
vez no se tiene ningun paranetro libre.

Supongamos ahora que la partcula describe una orbita circular deadio
R = R, esto es, se cumple quB. = R. = 0. El radio de la trayectoria
circular se puede encontrar al resolver la ecuacon de los puntasiaos del
potencial efectivo. As pues, al diferenciar una vez el potentiefectivo (2.13)
respecto a la coordenada radial, e igualarlo a cero resulta

2=R? g (2.15)
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identidad que representa el valor del momentum angular de todasstarbi-

tas circulares en el plano de la galaxia, que, como veremos en la pox
seccon, es la expreson fundamental para determinar la estabibd de las
orbitas circulares. La otra cantidad conservada es la energa gsc ca de la

orbita circular, la cual se obtiene al reemplazar el valor del momamm en
la expreson (2.12), de modo que

R .
E.= 2’R

+ ( R;0): (2.16)

La anterior ecuacon se puede utilizar tamben para encontrar Is dos radios
de las trayectorias con nadas, como es el caso especial deaabitipo gura
de rosetta (Figura 2.5(b)), pues en estos radios, se cumple que ¢édoeidad
radial de la partcula es nula, R- = 0, siendo estos radios, los puntos de
retorno del movimiento. En la gura 2.5(a), se puede apreciar losd&sR1,
y Ry, para un determinado valor de la energa espec ceE,, estos son los
puntos de retorno del movimiento, en los que la partcula esh conada
generando algunas veces una gura tipo rosetta. Los radios samocidos
como elafelio (R,), y el perihelio (R;). Tamben en esta ga ca se sefala
el valor de la energa espec caE., correspondiente a unaorbita circular.
En la siguiente seccon se analizan los criterios de estabilidad de labdas
circulares.

Figura 2.5: (a) Potencial efectivo chsico. Los radios R1, Rz son el perihelio y el afelio, respectivamente,
segin un determinado valor de la energa, E3. El valor E¢, es la energa de una trayectoria circular. (b)
Figura de rosetta.
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[ SECCI ON 2.4

Estabilidad y Orbita Marginalmente Estable en el
Plano Ecuatorial

En el caso especial del plano de la galaxia, es importante investigarek
tabilidad de las trayectorias circulares, pues ellas representan ldadslidad
de la galaxia. Considerar laorbita circular como se mencioro en la s@Emn
anterior, es equivalente a describir el comportamiento de la galaxiarawes
de la velocidad circular. Se conoce que la descripcon de la estabilidagl d
lasorbitas circulares en el plano ecuatorial se puede hacer deigarformas,
una de ellas es estudiar el comportamiento de la trayectoria circulante
pequenas perturbaciones de su radio [79], ya que existen puntodos que
el sistema oscila armonicamente, las regiones alrededor de estastps se
llaman pozos de potencial. Otra forma, tal vez mas sencilla, es analizlos
puntos crticos a trawes del criterio de la segunda derivada del giencial
efectivo, en tal caso la orbita circular sela estable, si al evaluael punto
crtico en la segunda derivada, el resultado es mayor que cerot@spuntos
de equilibrio son llamados puntos elpticos o centros), mientras quee el re-
sultado es menor que cero laorbita circular es inestable. Dichos gaa son
denominados puntos hibertolicos o sillas (porque las trayectoriaoximas
son hikerbolas similares a las curvas de nivel de una silla de monfarEsta
tcnica se conoce como Teorema de Lagrange o Dirichlet.

Espec camente, si se utiliza el criterio de la segunda derivada, lagunda
derivada del potencial efectivo es
3‘2
V.rr = W’L ‘RR - (2.17)

Estaultima expreson se puede reescribir reemplazando la conditi de las
orbitas circulares (2.15), entonces se obtiene
3. r+*+R rRr>0; (2.18)

siendoesta la condicon que se debe cumplir para que el potencianga un
mnimo o la trayectoria circular sea estable.

bLas zonas alrededor de estos maximos se denominan barreras detpncial.
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Del mismo modo, existen otras dos cantidades utilizadas para anatida
estabilidad de la trayectoria circular, ellas son conocidas como la neacia
epicclica, y la frecuencia vertical, y representan la estabilidad de lasa-
yectorias circulares ante perturbaciones de su radio, radiales yrtiales,
respectivamente. Segun esto, la frecuencia epicclica es equivdie a anali-
zar la estabilidad a trawes del criterio de la segunda derivada del femcial
efectivo. La frecuencia epicclica se obtiene haciendo una peqagxerturba-
con, X, al radio de laorbita circular, esto es,R! R;+ Xx. De esta forma,
se encuentra una expreson para un oscilador arnonico con e@iea

@ eff
X+ X =0; (2.19)
@R (R¢;0)
siendo la frecuencia del oscilador la frecuencia epicclica, dada por
2 _ @ eff .
= ; (2.20)
@R (R¢;0)

cuya expreson se puede mostrar que es equivalente a la ecuag@ril8), por
lo que las trayectorias circulares sean estables ante perturbaoces radiales
si la frecuencia epicclica es positiva.

Aralogamente, para perturbaciones verticales se puede enc@muna ecua-
con para un oscilador arnonico con frecuencia,

2 _ @ eff .
@% (Re;0)

conocida como la frecuencia vertical. Cuando esta cantidad sea ipes,
la partcula en un moviemiento circular sela estable ante perturbeiones
verticales de su radio.

(2.21)

Por otro lado, el ROME, fsicamente representa la regon de laulimaorbi-
ta circular estable, por ejemplo, puede representar la ubicacoreddborde
interior del disco de acrecon alrededor de un agujero negro. Ldsscos de
acrecimiento pueden formar estructuras de forma transitoria evarios es-
cenarios astrofsicos, incluyendo el colapso del rucleo de edlime masivas o
fuson de una estrella de neutrones. Adenas los modelos de estatisdde ra-
yos gamma se basan en la existencia de grandes discos de acretiededor
de un agujero negro [67]. El ROME se encuentra al resolver simueamente
el siguiente sistema de ecuaciones paRa

dv d?v
ﬁ-o, — =0:
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Esto es, restringiendo la expreson de la izquierda a que cumpla la seda,
lo que se esh considerando es que necesariamente el puntoictsea un
punto de in exon, siendoesta la forma de determinar lo que se cate como
el ROME. Sequn lo anterior, la brmula que de ne el ROME es

3 R T R ‘RR =0; (222)

siendo esta la misma expreson que de ne la estabilidad de unaorkat cir-
cular, pero cuando esh sea mayor que cero.

Un hecho adicional signi cativo, sencillo de demostrar, es la equiva@a
entre las siguientes ecuaciones

d?v
drz 0; (2.23)
Y
d_\g 0: (2.24)
drR ' '

El signo igual se usa para determinar el ROME, mientras la inecuacose
utiliza para el rango de estabilidad de la trayectoria circular. La expson
(2.24), representa la pendiente de la curva de momentum angulapes co
de una orbita circular, por lo tanto cuando la pendiente de la curva &
momentum angular espec co sea negativa, laorbita circular serinestable,
en caso contrario ser estable, y en el caso especial que sealigueero,
la ecuacon permitiae encontrar el valor del ROME. Es decir, una @ ca
de la ecuacon (2.15), nos basta para determinar la estabilidad y eldRE.
Adenas, la ecuacon (2.24), es semejante a la expreson

~ d‘C

‘drR
conocida como el criterio de Rayleigh [70, 99], y utilizada por diversoste:
res para determinar la estabilidad de las trayectorias circulares erodelos
discoidales de galaxias, ver referencias [71, 129, 130].

0 (2.25)

De los resultados obtenidos hasta ahora, podemos concluir que lalgtdad

de las trayectorias circulares ante perturbaciones radiales se geenalizar
de varias formas fsicamente similares: por medio de la frecuenciacsfica
(2.20), mediante el aralisis de los puntos crticos del potencial eftivo (2.18),

a trawes del bosquejo del momentum angular (2.15) o mediante @iterio de
Rayleigh (2.25). Mientras que las perturbaciones verticales se describen slo

"Reclerdese que todo esto es equivalente al estudio del comparniento de la velocidad
circular de la galaxia en el caso particular de fuentes discoidales.
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mediante la frecuencia vertical (2.21). Por tanto, el paso a seges de nir y

analizar algunos campos conservativos, que representen comagiones de
materia de intees astrofsico, como fuentes discoidale&ste ser el estudio
de lasultimas secciones del captulo.

SECCI ON 2.5

Familias Particulares de Soluciones

251 Diramica de Partculas en los Discos
Generalizados de Kalnajs (DGK)

De acuerdo con las consideraciones anteriores, en esta seccos centra-
remos en la cinematica alrededor de los DGK, introducidos por Goalez

y Reina [40]. Ellos forman una familia in nita de discos nos, cuyo primer
miembro es precisamente el disco Kalnajs [65]. El estudio de lasodsten

el plano ecuatorial de soluciones discoidales de materia, es de clateds
astrofsico, debido a su relacon con la diramica del movimiento esiar en el
interior del disco o del ujo de partculas en los discos de acrecoalrededor
de los agujeros negros. Adenas, un conocimiento de la cinematicgerna
del disco es relevante para su posterior aralisis estadstico, y estudio ex-
terno del movimiento de partculas ayuda a comprender el comptamiento

de las estrellas que pertenecen al resto de componentes de la galeamo

el halo. Muchas de las partculas cruzan de ida y vuelta a trawes delisco,
experimentando un cambio muy brusco en el campo de fuerza gracibnal.
Este hecho da lugar a una gran variedad de orbitas caoticas y ratares,
como lo senala Hunter [59], en el caso de los discos tipo Kuzmin [69], en
Martinet y otros [80, 81, 82, 83], y en el caso de los modelos de Schmid
[108].

En primera instancia vamos a estudiar la estabilidad bajo perturbacies
radiales y verticales de lasorbitas circulares, y a continuacon seaminan las
principales caractersticas y las condiciones generales deorbitasuatoriales.
Luego se presentan soluciones nunericas descritas mediante l@gyhmas
de fase. Como se espera, encontraremos con secciones ceotcando las
partculas cruzan el disco y regiones regulares para otros casédgunas
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orbitas en el plano meridional se realizan y se calcula los NCL.

Los DGK se obtienen a partir de la solucon de la ecuacon de Laplacene
coordenadas esferoidales oblatas (ver apendice A), la cual es [7]

xn
m(X; y) = C2n P2n (y)i2n+1 QZn(iX); (2-26)

n=0

dondeC,, son constantes conocida®,,(y) son los polinomios de Legendre,
Q2n(x) son las funciones de Legendre de segunda clase, y donde cada valo
de m representa un modelo de disco. Las variablese y son las coordenadas
esferoidales oblatas relacionadas con las coordenadas cilndripas

R? a?(1l+ x3)(1  vy?); (2.27)
Z = axy; (2.28)

donde a es una constante que representa el radio del disco. Para el plano
Bcuatorial (z = 0), tenemos dos regiones, porgue si = 0 entoncesy =

a2 2, mientras que siy = 0 implica x = 2 a?; estos dos casos
representan las regiones interiorx(= 0) y exterior (y = 0) del disco, respec-
tivamente.

Las constantesC,, que aparecen en (3.42) esan dadas por

MG 22(4n +1)(2m + 1)!

Can = 2a  22m(2n+1)(m n)(m+n+ 2)epn (0)

en dondegp, (X) = 12" Q,, (i), M es la masa del disco, & es la constante
gravitacional. La presencia del terminorqi  n)! en el denominador restringe
las constantes a la desigualdad > m, tal como se muestra en [40].

Con los valores de las constante&S,, se pueden calcular las diferentes can-
tidades fsicas que caracterizan los diferentes modelos. As, pejemplo, el
potencial gravitacional para los tres primeros miembros de la familiasan
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dados por
0oy = foot Px+ ARy 1) (2.290)
0oy = M fcot Tx+ TR@y? D+
B(35y* 30y?+3)]; (2.29b)
o) = M fcot Tx+ TRy D+
21B
H(35y4 30y% + 3)+
C(231y® 315/*+105y> 5)]; (2.29¢)
donde
— 1 2 1 .
A= 21[(?;x +1)cot “x 3x]; (2.30a)
— 3 4 2 1 3 35 .
B = 4—48[(35X +30x“+3)cot “x 35 EX]’ (2.30b)
C= %8[(23&6+315x4+105x2+5) cot 1x
231
231x° 238 %x]; (2.30c)

con expresiones similares pero mas complejas, para valores magodem.

A continuacon se analizaa la diramica alrededor de los DGK, perooso
para los cuatro primeros miembros de la familia, ver [40]. La diramica de
los demas discos, esto esn 5 puede ser analizada a partir del estudio
realizado param = 1; 2; 3; 4. Para realizar el aralisis de los cuatro primeros
discos se puede tomaa= M = G =1, sin perder generalidad, y se empie-
za describiendo la diramica a trawes del comportamiento de la freencias
epicclica y vertical.

Se encuentra que el casm = 1, presenta estabilidad en el rango de 0

Re. 1(2=3), pero es inestable cuando ¥ R, 1.198. Param =

2 y m = 3.se encuentra orbitas cgculares radialmente inestables en los
rangos de E§=3 R 1075y 2 5 R, 1, respectivamente. Por el
contrario, orbitas circulares param = 4 siempre son estables bajo pequenas
perturbaciones radiales. Se con rno que los modelos cam 5 tamben son
radialmente estables, como se puede apreciar en la referencia [1Gl]gura
2.6(a) muestra el comportamiento de? en funcbn deR. param = 1;2; 3; 4.
La gura 2.6(b), presenta el comportamiento de ? y ensefa la estabilidad
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ante perturbaciones verticales. Hallamos los siguientes rangos diakilidad
vertica: 0 R, 1param=1( 2= 3=2);0 R, 0,943 param = 2;
0 R; 0688param=3;0 R, 0,604 param =4. Se aprecia que el
rango de estabilidad vertical disminuye com.

me3

K2

06 07 038 0.9 1 11 12 13
Re

(b)

0.9

Figura 2.6: (a) Comportamiento de 2, para m = 1;2;3;4. Valores de R para los cuales dicha ga ca

se ubica por encima de la Inea a trazos, corresponden a tray ectorias circulares que son estables ante
perturbaciones radiales. (b) Comportamiento de 2 para m = 1;2;3;4. Valores de R para los cuales
dicha ga ca se ubica por encima de la Inea a trazos, corre  spondientes aorbitas circulares que son estables
ante perturbaciones verticales.

La diramica de la partcula est condicionada por E eif (R;0) y, en
particular, se encuentra movimiento acotado en el range;, R R, Si
este contiene al menos un valor crtico donde ¢ esmnimoy ¢ (R1;0)

E eff (R2;0). La gura 2.7(a) muestra el potencial efectivo paran =2y
" = 1,242, cerca del borde del disco. En los contornos (energas),(f®)(d) se
tieneorbitas acotadas, (e) y (f) corresponden a movimiento ali®, mientras
gue (a) y (d) corresponden aorbitas circulares. En la gura 2.7(bestin
los diagramas de fase resultantes y se muestran dos regiones dé@miento
acotado y no acotado, divididas por una curva separatriz a traz¢separatriz
porque separa dos regiones del espacio de fases con propieddidistas).
Curvas de fase similares pueden ser obteradas para= 1y m = 3 si usamos
"¢ sequn (2.15), para 1< R, 1,198y 2 5 R, 1, respectivamente.
Param = 4 el potencial efectivo no presenta maximos locales y su diagrama
de fase no tiene curva separatriz.
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Figura 2.7: (a) Potencial efectivo para m =2y ° = 1;242. Las Ineas horizontales corresponden a los
siguientes valores de energa especca: (a) -0.330975 ( mnimo de &+ ), (b) -0.330900, (c) -0.330850,
(d) -0.33079 (nmaximo de ¢ ), (e) -0.330700 y (f) -0.330600. Mnimos y naximos de eff Ocurren en
Rc =0;925 y Rc =0;960. (b) Diagrama de fase para m = 2, correspondiente a los mismos valores de "y
E mostrados en la gura 2.7. (a) y (d) sonorbitas circulares e stables e inestables, respectivamente. Las
curvas (b) y (c) corresponden a movimiento acotado estable, mientras que (e) y (f) describen movimiento
abierto. La Inea a trazos representa una separatriz entre las regiones del movimiento acotado y no
acotado.

Adenmas, para una energa dadeE de unaorbita circular, de nida por medio
de la ecuacon (2.16), es conveniente rede nir el momentum angulespec -

co en unididades adimensionales, comko= =, para as calcular el rango
de valores de', tales que ¢+ tenga un mnimo en el interior del disco,
esto es,en 0 R 18 De esta forma, se establece los valores Imite de
las integrales de movimiento para los que las partculas permaneasren
el interior de la fuente. De acuerdo con esto, se encuentran losuggtes

8Recuerde que el mnimo se obtiene Cuando la primera derivada se alauy la regbn
iterior del disco corresponde ax =0, ey= 1 R?2
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rangos para el momeBt(Engular especco: (@ =430 | p3_: 2;
(b) m=2, Opj 2 10=9;(c)m=3,0 | 21=50; (d)m =4,
0j ¢ 15 7=64.

Orbitas que cruzan el disco

En esta parte, se expone las soluciones nunericas de las ecuasia®eemo-
vimiento correspondientes a lasorbitas limitadas fuera del plano eatorial,
excepto cuando se cruza el plarm= 0, para ciertos valores deE y °, que
se limitan a las regiones que contienen el disco y se cruzan de ida y \aualt
traves deel. Como mosto Hunter [59], este hecho por lo genekaa lugar a
diversas orbitas caoticas debido a la discontinuidad ez de las componen-
tes del campo gravitacional, produciendo un cambio bastante bagsen sus
curvaturas.

Ahora bien, el disco de Kuzmin, esta caracterizado por un potentiate-
grable de la forma = GM[R2+ (a+ jzj)?] ¥?, cona > 0. Sin em-
bargo, los potenciales tipo Kuzmin, que se caracterizan por "}, donde
"= [R?2+ (a+ jzj)?*?, no son integrables y presentan el comportamiento
mencionado anteriormente. Los DGK presentan una muy similar egatitura
y se puede esperar una diramica similar. Cada potencial X;y) se puede
convertir en uno tipo Kuzmin si se tiene en cuenta la transformacbinversa,
x=(Ry+R )=2ayy=(Rs R )=2ia,dondeR =[R?+(z ia)?]*2.
Adenas, se caracterizan por una discontinuidad en el disco, dagar [40]
| |
@ m @ nm ,
@z = @z =2G p(R): (2.312)

z=0* z=0

La anterior relacon impide la aplicacon del teorema KAM (Kolmogoror/-
Arnold-Moser)[10], pero se observa algunas orbitas regularesuzando el
disco.

En la gura 2.8, se exhibe los contornos de nivel des; param =1;2;3;4,
conE = 1245y =0;2, esto esk = 0;276 0,266 0;263 y 0262, respec-
tivamente. Para estos valores, el movimiento esa con nado a anregon
gue contiene el disco. Las correspondientes super cies de seta = 0 se
representan en las guras 2.9, ellas muestran un variedad de trayerias re-
gulares y caoticas. La gura 2.9(a) tiene los valores tomados en ebntorno
(a) de la gura 2.8, en donde se observa una gran curva KAM encando
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una cadena de islas resonantes y tres conjuntos de anillos. Taembhay una
gran zona caotica con dos cadenas de islas cerca del borde. LevalKAM

grande, la cadena de islas y el conjunto central de anillos son proitias por
orbitas tipo caja, mientras que los anillos laterales son como lasultias dos
cadenas de islas, esan formadas pororbitas tipo lazo. La curnjaunteada,
resultante de unaorbita perodica tipo caja, separa las regionessto@stica

y regular.

0.4

0.2

Figura 2.8: Contornos de nivel del potencial efectivo (ener gas) para(@) m=1,(b) m=2,(c) m=3y
(d) m=4,cuando E = 1;245y  =0;2.
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(@) (b)
(c) (d)
Figura 2.9: Super cies de seccon correspondientes a E =  1;245, para (a) m =1, k = 0,276, en donde

se muestra una pequena regon catica con dos cadenas de i slas resonantes y un toroide central; (b)
m = 2, k = 0;266. Desples la regon esto@stica es mas prominente qu e en la gura 2.9(a) y la zona
del toroide est enteramente conformada pororbitas tipo caja; () m =3, k =0;263. Vemos una zona
captica prominente con cadenas de islas encerrando una reg on estable deorbitas caja y lazo. Estaultima
corresponde a las dos islas resonantes centrales, (d) m =4, k = 0;262. La regon catica es nas grande
que en las guras anteriores y contiene ®lo dos cadenas de i slas resonantes; las curvas punteadas en la
isla del extremo son debidas a unaorbita perodica. La zon a regular central est constituida enteramente
pororbitas tipo caja.

La gura 2.9(b) muestra caractersticas semejantes a las mostdas en 2.9(a).
La super cie de seccon corresponde a los valores tomados enaitorno (b)
de la gura 2.8. En este caso se observa una regon central de @gororbi-
tas tipo caja (los cuatro anillos centrales) y una regbn caotica eterandola
que contiene una variedad de islas resonantes de nidas pororkstéipo lazo.
Entonces las regiones deorbitas tipo caja y lazo estin claramenseparadas,
en contraste con la gura 2.9(a), en donde ellas se alternan. La suie
de seccon correspondiente an = 3 (contorno (c) de la gura 2.8) se mues-
tra en Fig. 2.9(c);esta muestra una regon regular compuestagyr una zona
central de orbitas tipo caja y dos cadenas de islas resonantesnguestas
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por orbitas tipo lazo. En la regbn cadtica vemos nuevamente caenas de
islas y tres densas zonas cerca del borde, conformadas poitabtipo lazo.
Por otra parte, se exhibenorbitas en el plano meridional en la g 2.10.
Finalmente, la gura 2.9(d) muestra las super cies de seccon paren = 4,

k =0;262 yE = 1;245. Se encuentra una regbn prominente caotica con
solo dos cadenas de islas y una pequefa regon regular deorbitip® caja.

Las zonas esto@sticas en las guras 2.9 son debidas a la supeigins de
muchas resonancias originadas por la presencia del disco[59]. Unedewer
este hecho claramente en las tres zonas mas densas cerca delebde la
seccbn en la gura 2.9(c), donde las islas resonantes se superpo®nE =

1,245. Por ejemplo, cuando la energa crece hastal;215, la superposicon
es completa y la trayectoria resulta ser irregular (Fig. 2.10). En la gra
2.9(d) tamben se exhibe la huella trazada por la superposicon deds islas
centrales prominentes [98].































































































































































































































































