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PALABRAS CLAVES
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DESCRIPCI �ON

Se presenta un estudio de estabilidad en fuentes gravitacionales est�aticas y
axialmentes sim�etricas mediante la soluci�on de las ecuaciones de movimiento
de part��culas de prueba neutras en los campos cl�asico y relativista. Se hace
�enfasis en la trayectoria circular en el plano de la fuente, y en la trayectoria
circular de la part��cula marginalmente estable. Se muestra que la estabilidad
en el plano ecuatorial se puede desarrollar a trav�es del an�alisis el momentum
angular de la part��cula. Se prueba que la trayectoria de la part��culase reduce
a un problema en dos dimensiones.

En la teor��a cl�asica, se estudia la familia de Discos de Kalnajs, estas solucio-
nes son m�as estables con el aumento de t�erminos en la expansi�onmultipolar
de la soluci�on. Se estudia tambi�en la in
uencia del cuadrupolo y octopolo en
la estructura del espacio de fase, y se determina que los dos t�erminos pueden
inducir al movimiento ca�otico. Por �ultimo se investiga la estabilidad enlas
galaxias NGC 3817, NGC 3917, encontr�andose que los modelos discoidales
de las galaxias son estables ante perturbaciones radiales.

Se presenta en Relatividad General, una nueva familia de Discos Gruesos.
En cada modelo de disco grueso se realiza un an�alisis de las part��culasde
prueba que caen libremente. Se investiga la naturaleza de las soluciones de
Weyl en coordendas cil��ndricas, prolatas, y oblatas. Se encuentra que todas
las soluciones tienen un radio inestable en el caso de fotones. Adem�as se
presenta un an�alisis de la establidad en campos est�aticos y esf�ericamente
sim�etricos, encontr�andose all�� que la constante cosmol�ogicano in
uye en la
din�amica de fotones.

1Tesis Doctoral.
7Facultad de Ciencias, Escuela de F��sica, Guillermo A. Gonz�alez V. (Director).
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DESCRIPTION:
We present a detailed study of the stability of gravitational sources axia-
lly symmetrical static and research through the solution of the equations
of motion of neutral test particles falling freely, the study is conducted in
the �elds of Newtonian Gravitation and General Relativity . Emphasisis
placed on the circular path in the plane of the source, plus marginally stable
circular orbit. In the two �elds we show that the stability in the equatorial
plane can be developed through the analysis of the angular momentum of
the particle, also we demonstrate that in these �elds the study of trajectory
of the particle is reduced to a problem in two dimensions.

In classical theory we study some particular solutions as family Kalnajs discs
for the family is this solutions are more stable as you increase the number of
terms in the multipolar expansion of the solution. Also considers the in
uen-
ce of quadrupole and octupole terms in the structure of phase space, then
it is determined that any of the terms can lead to chaotic motion. Finally,
research on the stability in the galaxies NGC 3817, NGC 3917, we �nd that
circular orbits are stables.

It occurs in General Relativity, a new family of thick disks, with particu-
lar solutions Chazy-Curzon type, Zipoy-Voorhees, and Bonnor-Sack�eld. In
each thick disk model we consider an analysis of test particles falling freely.
On the other hand, we research the naturel Weyl solutions in Coordinate
cylindrical, prolate, and oblate. In particular we �nd that all solutions are
unstable radio in the special case of fotones. Additionally, we present a de-
tailed analysis in static spherically symmetric gravitational �eld, we show
that the cosmological constant doesn't in
uence the dynamics treatment of
light rays in the plane of the source.

1Senior thesis project.
7Facultad de Ciencias, Escuela de F��sica, Guillermo A. Gonz�alez V. (Director).



Cap��tulo 1
INTRODUCCI �ON

SECCI �ON 1.1

Estado General del Tema

La Mec�anica Celeste y la Astronom��a Din�amica son ramas de la Astronom��a
fundamental que se ocupan de las preguntas m�as b�asicas con respecto al
movimiento y a la evoluci�on din�amica de cuerpos celestes. Las preguntas
incluyen teor��a de perturbaciones, estabilidad del movimiento, resonancias,
el caos y la difusi�on, marcos de referencia, los efectos relativistas, la in
uen-
cia de fuerzas no gravitacionales y de las estructuras f��sicas interiores sobre
la evoluci�on din�amica de cuerpos, as�� como los m�etodos num�ericos para la
integraci�on de las ecuaciones de movimiento y para el an�alisis de las pro-
piedades de la evoluci�on resultante. Los principales objetos de la Mec�anica
Celeste y Astronom��a Din�amica son los planetas (del sistema solar yextra-
solar), los cuerpos peque~nos, los sat�elites naturales y arti�ciales, los anillos
planetarios, estrellas, c�umulos estelares y las galaxias [125].
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La Mec�anica Celeste o los sistemas din�amicos cl�asicos1 se origina a partir
del intento de Henri Poincar�e de dar soluci�on al problema de la interacci�on
gravitacional de N-cuerpos. Poincar�e demostr�o en 1890 que noexiste un
n�umero su�ciente de constantes de movimiento que pueda reducirel pro-
blema de tres cuerpos a uno de menor dimensi�on [92], esto es, el problema
no tiene soluci�on por cuadraturas paraN � 3. A partir de esa �epoca, estas
ideas de Poincar�e dieron a conocer uno de los problemas m�as estudiados has-
ta hoy, como es, el problema de resolver de forma exacta o num�ericamente,
la din�amica de tres cuerpos (totalmente equivalente a determinar loque se
designa como la tercera integral del movimiento) [17].

Por otro lado, los campos gravitatorios estudiados en este trabajo mediante
la din�amica de part��culas, se analizar�an desde el punto de vista dela Gra-
vitaci�on newtoniana y de la Relatividad General, no obstante aunquelos
campos puedan representar con�guraciones de materia similares osolucio-
nes an�alogas, no se considerar�a comparaciones entre las soluciones de las
dos teor��as. En particular, el campo gravitacional que nos interesa es axial y
estacionario. Este campo es de gran importancia f��sica, ya que puede propor-
cionar la descripci�on de campos exteriores alrededor de objetos astrof��sicos
bien conocidos como galaxias, agujeros negros, estrellas de neutrones, ani-
llos, etc. Un campo gravitacional se dice que es independiente del tiempo, o
estacionario, si podemos escoger un sistema de coordenadas en el que todas
las componentes del tensor m�etrico2 no dependan de la coordenada tem-
poral, t. Por otra parte, si el campo gravitacional no depende del �angulo
acimutal � (en el texto cambiaremos a� ! ' , en el cap��tulo de Relatividad
General), se puede decir que el campo es axialmente sim�etrico.

Ahora bien, si es posible escoger convenientemente la coordenadatemporal
de tal manera que el intervalo (ds2), no cambie al hacer la trasformaci�on
t ! � t, el campo gravitacional se denomina est�atico. Esto quiere decir que
los eventos que ocurren en este campo gravitatorio no son afectados por la
direcci�on en la que 
uye el tiempo. La invariancia con respecto a la inversi�on
temporal implica que todas las componentesg0i del tensor m�etrico deben ser
iguales a cero. Si adem�as de ser est�atico el campo gravitacionales axialmente
sim�etrico, el elementods2, es invariante ante las transformacionest ! � t y
' ! � ' . En Relatividad General, la geometr��a espacio-temporal que cumple

1Cl�asicos porque las ecuaciones de movimiento no dependen de la constante de Planck
�h, en otro caso se denominan cu�anticos

2En Gravitaci�on newtoniana las simetr��as pueden ser estudiadas a trav�es de la depen-
dencia o no de las coordenadas en el lagrangiano o el hamiltoniano.
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con estas caracter��sticas fue introducida inicialmente por Weyl [68, 137, 138],
por medio del elemento de l��nea que lleva su nombre

ds2 = � e2 dt2 + e� 2 [� 2d' 2 + e2
 (d� 2 + dz2)]; (1.1)

dondex � = ( x0; x1; x2; x3) = ( t; '; �; z ) son conocidas como las coordenadas
cil��ndricas de Weyl y las funciones
 y  dependen s�olo de las coordenadas
x2 = � y x3 = z. N�otese que el elemento de l��nea (1.1), no depende det.

Como consecuencia de lo antes expuesto, y como es sugerido por una gran
variedad de evidencias observacionales, muchos objetos astrof��sicos3 se pue-
den modelar como cuerpos axialmente sim�etricos, con deformaci�on oblata
(achatada) o prolata (alargada) [16, 22, 29, 84, 87]. A modo de ejemplo, se
sabe que la Tierra tiene momentos cuadrupolar y octopolar distintosde cero,
como consecuencia de su forma achatada [11]. Adem�as, muchas galaxias con
un componente de disco de gran tama~no puede ser modeladas comoobjetos
axisim�etricos achatados con un momento cuadrupolar grande y, en algunos
casos, con una deformaci�on importante octopolar debida a las componen-
tes restantes, como el halo [56]. Del mismo modo, hay c�umulos de galaxias
con forma alargada [16] y muchas galaxias peque~nas se pueden considerar
como objetos axisim�etricos con deformaci�on oblata [102] con un momento
octopolar no insigni�cante. Tambi�en existen modelos triaxiales de galaxias
que muestran los datos observacionales sobre la esferictidad de losc�umulos
de galaxias y sugieren que los grupos son m�as consistentes con unadis-
tribuci�on prolata en lugar de un distribuci�on oblata [16]. Otros modelos de
galaxias triaxiales con s�olo aproximaciones de cuadrupolo se han construido,
por ejemplo, por Schwarzschild [110] y Aquilanoet al [2].

Tambi�en hay modelos de galaxias oblatas y prolatas construidas a trav�es de
la din�amica de las part��culas mediante la simulaci�on num�erica de N-cuerpos
(estrellas). Estos modelos de galaxias el��pticas son consistentesy se pueden
encontrar a trav�es de las super�cies de secci�on, �orbitas tipo tubo, y �orbi-
tas ca�oticas [18]. Los modelos num�ericos son variables, pero siempre tienen
como objetivo describir su morfolog��a, es decir, el per�l de la super�cie de
luminosidad, la relaci�on masa-luz, el per�l de la velocidad de dispersi�on, los
halos de materia oscura, etc [15, 19, 61, 62, 66, 112, 131, 141]. Lasimula-
ci�on num�erica de N-cuerpos permite encontrar un per�l de densidad de la
galaxia, an�alogo a la simulaci�on num�erica de la Din�amica Molecular; cabe
resaltar que este estudio din�amico no corresponde al estudio de ladin�amica
de part��culas de prueba neutras del presente trabajo.

3El presente trabajo tambi�en puede ser considero dentro del campo de la Astrof��sica
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Por otro lado, determinar la estabilidad mediante la cinem�atica de part��culas
de prueba del potencial gravitatorio generado por un disco delgado es un
problema de gran relevancia en Astrof��sica, ya que un hecho que seasume
en Astrof��sica es que la mayor parte de la masa de un galaxia espiral t��pica se
concentra en un disco delgado [10]. A trav�es de los a~nos, diferentes enfoques
se han utilizado para obtener este tipo de modelos de disco delgado (ver
Kuzmin [69] y Toomre [126, 127], como ejemplos). Un m�etodo simple para
obtener la densidad super�cial de masa, el potencial gravitacional y la curva
de rotaci�on de discos delgados de radio �nito fue desarrollado por Hunter
[58], el m�as simple ejemplo de disco obtenido con el m�etodo es el conocido
disco Kalnajs [65], que tambi�en puede ser obtenido por un aplanamiento en
rotaci�on de un esferoide uniforme [13, 14, 139]. En un trabajo posterior [40],
se utiliz�o el m�etodo de Hunter para obtener una familia in�nita de discos
delgados de radio �nito, esta familia in�nita generaliza el disco Kalnajscon
un buen comportamiento de la densidad super�cial de masa.

El Grupo de Investigaci�on en Relatividad y Gravitaci�on (GIRG), ha estu-
diado la din�amica de part��culas de prueba a trav�es de varios trabajos, el
primero de ellos, en el a~no 2004, se enfoc�o en la cinem�atica de part��culas de
prueba neutras, temporales y nulas, dentro y fuera de la soluci�ondiscoidal
relativista de Bonnor-Sack�eld [35, 76], despu�es en 2005, se investig�o sobre
las �orbitas marginalmente estables, en particular para una soluci�on que re-
presenta un objeto masivo no rotante con deformaci�on cuadrupolar y axial-
mente sim�etrico [31, 32], la �orbita marginalmente estable se puede de�nir
como la �ultima �orbita circular estable. Su gran importancia desde elpunto
de vista astrof��sico es que se relaciona con el radio del borde interior de los
discos de acrecimiento [136]. En ese mismo a~no, se explor�o la din�amica de
agujeros negros est�aticos deformados a trav�es de las super�cies de secci�on
de Poincar�e y el exponente de Lyapunov [23, 24, 25, 49].

En el contexto general, el rango de trabajos relacionados con la cinem�atica
de part��culas de prueba es muy amplio, y se puede resaltar algunos de ellos
conocidos: en espaciotiempos estacionarios y axialmentes sim�etricos [6], en
el campo de Schwarzschild, Kerr, y Reissner-Nordstr•om [114]. Adem�as, en
la actualidad el movimiento de part��culas que caen libremente sigue siendo
un tema de gran inter�es y desarrollo en la Astrof��sica, incluso paralas so-
luciones m�as conocidas y estudiadas, como la soluci�on de un agujero negro
de Schwarzschild [89, 107, 113], la soluci�on de Reissner-Nordstr•om que des-
cribe un agujero negro cargado [43, 93, 94, 95], la soluci�on de un agujero
negro rotante (m�etrica de Kerr) [51, 96], y la soluci�on de un agujero negro
de Kerr-Newman [26, 75].
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El �ultimo trabajo del grupo relacionado con la din�amica de part��culas de
prueba fue realizado en 2007 [128], y publicado recientemente [104, 105].
La novedad de este trabajo fue que explor�o la cinem�atica de part��culas de
prueba cargadas (adem�as de las neutras) en soluciones estacionarias de elec-
trovac��o. Cabe resaltar que ellos no utilizaron las super�cies de secci�on de
Poincar�e para analizar el equilibrio de los campos gravitatorios. El presente
trabajo analiza la din�amica de part��culas de prueba neutras en campos gra-
vitatorios est�aticos y axialmente sim�etricos en con�guraciones de materia
conocida, y en el �ambito de la Relatividad General y la Gravitaci�on Cl�asica.
As��, uno de los objetivos del trabajo es crear una base para investigaciones
futuras como: la din�amica de part��culas de prueba (neutras o cargadas) in-
mersas en campos estacionarios en Relatividad General4, la cinem�atica de
part��culas de prueba en el caso de Relatividad Especial y la din�amicade
sistemas desde el punto de vista de la aproximaci�on postnewtoniana, entre
otros. En la siguiente secci�on se relaciona la estructura de la presente Tesis.

SECCI �ON 1.2

Organizaci�on del Trabajo

El coraz�on de este trabajo, se basa en el examen de la estabilidadde campos
gravitatorios est�aticos y axialmente sim�etricos por medio de la cinem�atica
de part��culas que caen libremente. El cap��tulo 2, est�a dedicado al an�alisis
de la estabilidad de los sistemas en el campo de la Gravitaci�on de Newton.
Despu�es de una introduccci�on al cap��tulo 2, en la secci�on 2.2, sedetermi-
nan las expresiones que permiten analizar la trayectoria de las part��culas
considerando s�olo campos estacionarios5 y axialmente sim�etricos; adem�as se
desarrolla el concepto de las super�cies de secci�on utilizado en gran parte
del trabajo. Luego en la secci�on 2.3, se investiga en particular la �orbita cir-
cular en el plano de la fuente; la importancia del an�alisis de este concepto
es que, por ejemplo, para el caso especial de la investigaci�on de galaxias,
la trayectoria circular es equivalente al estudio del comportamiento de las
curvas de rotaci�on de la galaxia. La secci�on 2.4, est�a enfocada en determi-
nar las identidades que permitir�an examinar la regi�on donde podr��aestar

4En el caso estacionario existe un trabajo famoso [6].
5Los t�erminos estacionario y est�atico, no tienen diferencia en Gravitaci�on newtoniana.
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ubicado el radio de un disco de acreci�on [136], �este se encuentra al calcu-
lar el radio de la �orbita marginalmente estable (ROME). Para terminar el
cap��tulo 2, en la secci�on 2.5, se investigan algunos campos gravitacionales,
el primer campo gravitacional que se consider�o (secci�on 2.5.1), fue uno que
representa fuentes discoidales, como es el caso de los Discos Generalizados
de Kalnajs [40], en s��ntesis en est�a secci�on se demuestra que cuando las
part��culas cruzan el disco, �estas pueden presentar comportamientos ca�oticos
[98]. La siguiente secci�on, secci�on 2.5.2, est�a dedicada a observar c�omo in-

uye el momento cuadrupolar en la estabilidad de un campo gravitacional
considerando s�olo los dos primeros t�erminos de la expansi�on del potencial
gravitacional [72]. Luego, en la secci�on 2.5.3, se estudia la repercusi�on de la
inclusi�on del siguiente t�ermino de la expansi�on multipolar en la estabilidad
del campo gravitacional [34], es decir, el t�ermino denominado octopolar. La
�ultima secci�on, secci�on 2.5.4, est�a dedicada a estudiar un campoque pue-
de representar el potencial gravitacional de las galaxias NGC 3877, y NGC
3917. As��, como se esperaba, estas soluciones discoidales son estables [38].

La din�amica de part��culas de prueba desde el punto de vista de la Relatividad
General se desarrolla en el cap��tulo 3, en la segunda secci�on (secci�on 3.2), se
muestra c�omo los campos gravitacionales est�aticos y axialmente sim�etricos
se puedan tratar a trav�es de la cinem�atica en un plano equivalente(plano
meridional). El caso del radio de �orbitas circulares en el plano ecuatorial se
considera en la secci�on 3.3, luego en la secci�on 3.4, se investiga el ROME y
el criterio de la estabilidad de estos campos gravitacionales: como enel caso
cl�asico se muestra que la estabilidad de trayectorias circulares est�a relacio-
nada con el momentum angular de la part��cula o el criterio de Rayleigh. En
la �ultima parte del cap��tulo 3, se examina la naturaleza de algunos campos
gravitatorios, por ejemplo, en la secci�on 3.5.1, se considera una soluci�on de
las ecuaciones de campo de Einstein en el vac��o en coordenadas cil��ndricas,
mientras que las secciones 3.5.2 y 3.5.3, est�an dedicadas al an�alisis de las
soluciones en coordenadas esferiodales oblatas y esferoidales prolatas, respec-
tivamente [36]. Se culmina el cap��tulo 3 (seciones 3.5.6 y 3.5.7), presentando
la estructura de las ecuaciones para campos gravitatorios esf�ericos (secci�on
3.5.6)[39], �estas incluyen soluciones de naturaleza cosmol�ogica. Mientras que
en las secci�on 3.5.7, se presenta una nueva familia de discos gruesosrelati-
vistas, con su respectivo an�alisis de las �orbitas en el plano meridional y en el
espacio de fases para algunos par�ametros de las soluciones discoidales [37].



Cap��tulo 2
DIN �AMICA DE PART �ICULAS EN

GRAVEDAD NEWTONIANA

SECCI �ON 2.1

Introducci�on

En los �ultimos dos decenios la comunidad Astrof��sica - estudiantes,profe-
sores y investigadores por igual - se han dado cuenta de un nuevo tipo de
actividad en la F��sica. Algunos investigadores, historiadores de la ciencia y
los �l�osofos han ido tan lejos como llamar a una \ciencia nueva" o \nueva
F��sica", mientras que otros lo ven como una mera extensi�on natural de la
Mec�anica Cl�asica y la Din�amica de Fluidos. En cualquier caso, lo que seco-
noce como Teor��a de Sistemas Din�amicos, la Din�amica No Lineal o el Caos,
simplemente, ha experimentado un desarrollo importante, causando mucho
entusiasmo en la comunidad cient���ca e incluso en el p�ublico en general,
como lo muestra el gran n�umero de publicaciones en el �area.

La cualidad m�as notable de la Teor��a de Sistemas Din�amicos es su diversa
gama de aplicabilidad. Mec�anica, Din�amica de Fluidos, la Cin�etica Qu��mica,
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Circuitos Electr�onicos, la Biolog��a, la Econom��a, y la Astrof��sica, son algu-
nos de los temas en los que se produce un comportamiento ca�otico.En el
coraz�on de la teor��a se encuentra la b�usqueda de lo universal y logen�erico,
as�� la comprensi�on de fen�omenos complejos y heterog�eneos,aparentemente
pueden surgir. Las ideas de las bifurcaciones, atractores extra~nos, los con-
juntos fractales y as�� sucesivamente, parecen proporcionar las herramientas
necesarias para tal uni�caci�on conceptual. Existe un creciente inter�es en el
tema general, as�� como su posible repercusi�on en campos espec���cos de in-
vestigaci�on o estudio de la Astrof��sica. La literatura sobre el caos ha crecido
enormemente en los �ultimos a~nos. Libros en todos los niveles abundan, des-
de lo popular a lo rigurosamente matem�aticos, algunos de ellos excelentes
[4, 28, 77, 91].

Este cap��tulo se fundamenta en el principio de Hamilton, an�alogo alde
Fermat del m��nimo camino �optico. La utilizaci�on de este principio en los
sistemas cl�asicos conduce a las ecuaciones de movimiento en la formulaci�on
lagrangiana, de ella se pueden deducir las Leyes de Newton, las cualesson
an�alogas a las ecuaciones de Hamilton. Actualmente, el estudio de ladepen-
dencia del comportamiento de los sistemas es muy utilizado por la comuni-
dad cient���ca e incluso por el p�ublico en general. Los sistemas hamiltonianos
analizados constituyen una subclase muy importante de los sistemasdin�ami-
cos (din�amica no lineal o caos). Matem�aticamente, un sistema din�amico es
un conjunto de ecuaciones algebraicas, diferenciales, integrales ocombinacio-
nes de �estas, cuya soluci�on proporciona la evoluci�on en el tiempode alguna
variable independiente.

Una de las caracter��sticas importantes en los sistemas hamiltonianos es que
no tienen atractores [100], la existencia de atractores extra~nosen sistemas
disipativos es una de las caracter��sticas principales del caos. La falta de atrac-
tores, sin embargo, no descarta, como veremos, comportamientos ca�oticos en
los sistemas considerados. Recordemos tambi�en que la Mec�anicanewtonia-
na es determinista, ya que una part��cula no puede estar en dos posiciones
diferentes al mismo tiempo, es decir, si el sistema din�amico considerado es
irregular o ca�otico, �este corresponder�a aCaos Determinista.El determinismo
de Newton signi�ca que cada soluci�on de las ecuaciones diferenciales(EDS)
de movimiento permite predecir tanto su futuro como su pasado, pues las
EDS de movimiento de Newton son de segundo orden, y por lo tanto son in-
variantes ante la transformaci�on temporal,t ! � t. Las EDS de movimiento
en todo el texto representan un sistema din�amico aut�onomo; esdecir, en las
ecuaciones el tiempot no aparece de forma expl��cita.
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El cap��tulo se ha distribuido de la siguiente forma: en la secci�on 2.2. se mues-
tra c�omo los sistemas din�amicos considerados se reducen a un movimiento
en un plano, adem�as se presenta la teor��a de las super�cies de secci�on de
Poincar�e. Despu�es, en la seccci�on 2.3, se analizan las expresiones relaciona-
das con trayectorias circulares en el plano de la fuente. Luego en las siguiente
secci�on (secci�on 2.4), se estudian los criterios de estabilidad de loscampos
analizados, adem�as del ROME. Finalmente, en la �ultima secci�on delcap��tu-
lo, se examinan algunos campos que representan con�guraciones de materia
de inter�es astrof��sico, como, los DGK (secci�on 2.5.1), objetos con deforma-
ci�on cuadrupolar (secci�on 2.5.2), objetos con deformaci�on oblata, prolata y
octopolar (secci�on 2.5.3), estabilidad en las galaxias espirales NGC 3877,
NGC 3917 (secci�on 2.5.4).

SECCI �ON 2.2

Trayectoria de Part��culas de Prueba en Campos
Gravitacionales Axialmente Sim�etricos

En esta secci�on se analiza el movimiento de part��culas de prueba (como es-
trellas) en campos gravitacionales con simetr��a axial (por ejemplo galaxias)
desde el punto de vista de la Mec�anica Cl�asica. En estos sistemas,se supone
que el origen del sistema de coordenadas est�a en el centro de la fuente, esto
equivale a suponer que la fuente tiene simetr��a respecto al planoz = 0. En
esta teor��a, el problema de describir la trayectoria de part��culasde prue-
ba en campos gravitatorios axialmente sim�etricos se reduce a un problema
bidimensional equivalente1 en las coordenadas cil��ndricas, (R; z). Para de-
mostar esto, se de�ne una de las dos cantidades constantes en estos campos
conservativos, la integral primera de movimiento, la energ��a espec���ca, dada
por

E =
1
2

( _R2 + R2 _� 2 + _z2) + �( R; z); (2.1)

en donde � = �( R; z) representa el potencial gravitacional de una fuente
con estas caracter��sticas, mientras el punto se re�ere a derivada respecto al

1Recordemos que el problema equivalente en Mec�anica Cl�asica corresponde a el pro-
blema de los dos cuerpos.
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tiempo. La otra cantidad f��sica invariante a trav�es del tiempo, esel momen-
tum angular espec���co respecto al ejez, pues, el langrangiano no depende
de la coordenada� , por lo que esta coordenada se conoce como ignorable o
c��clica.

De acuerdo con esto, el lagrangiano por unidad de masa para un campo
gravitacional axialmente sim�etrico se puede escribir en la forma

L =
1
2

( _R2 + _z2) +
`2

2R2
� �( R; z); (2.2)

donde se ha utilizado la relaci�on de conservaci�on

d
dt

�
R2 _�

�
= 0 ) R2 _� = `: (2.3)

La identidad anterior se puede determinar a trav�es de las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange, siendò el momentum angular espec���co
con respecto al ejez. Rec��procamente, reemplazando la ecuaci�on (2.3), se
puede escribir la energ��a espec���ca (o el hamiltoniano espec���coH) de la
forma

E =
1
2

( _R2 + _z2) +
`2

2R2
+ �( R; z) = H: (2.4)

En esta expresi�on se aprecian dos t�erminos, uno correspondiente a la energ��a
cin�etica y otro que depende de la posici�on de la part��cula denominado
com�unmente potencial efectivo. Suponemos entonces que estudiar el com-
portamiento de las estrellas en presencia de campos gravitatorios axialmen-
te sim�etricos se reduce a un problema bidimensional equivalente en el plano
(R; z), que se conoce comoplano meridional. N�otese que en (2.4), el poten-
cial efectivo es de la forma

� ef f (R; z) =
`2

2R2
+ �( R; z): (2.5)

El potencial efectivo permite analizar las posibles �orbitas de formacuali-
tativa antes de resolver las ecuaciones de movimiento de la part��cula2, por
ejemplo, como que la energ��a (2.4) es una cantidad f��sica que debe ser positi-
va, se tiene la restricci�on � ef f (R; z) < 0; adem�as, los contornos del potencial
efectivo de�nen las regiones del espacio en las que la part��cula se puede mo-
ver.

2Como en el caso del problema unidimensional equivalente estudiado en Mec�anica
Cl�asica.
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2.2.1 Super�cies de Secci�on o Super�cies de
Secci�on de Poincar�e

Poincar�e invent�o una t�ecnica matem�atica muy �util en la investg aci�on de un
sistema din�amico, ella permite reducir el problema a uno m�as simple con
menos dimensiones. La t�ecnica se describe a continuaci�on. Como se veri�c�o,
la cinem�atica de part��culas de prueba en los campos considerados3 se puede
analizar en el plano meridional (R; z), pues la �orbita de la part��cula est�a com-
pletamente determinada por la evoluci�on de las coordenadas,R = R(t) y
z = z(t) (sistema con dos grados de libertad). De manera que el espacio de
fases del movimiento tiene inicialmente cuatro dimensiones, (R; z; _R; _z), el
cual, seg�un la restricci�on (2.4), se puede reducir al subespacio tridimensional
(R; z; _R); sin embargo, dicho subespacio es complicado de visualizar y por
consiguiente de analizar. As�� que es usual tener en cuenta4, el caso en que la
part��cula cruza el plano z = 0, por lo que el movimiento esta �nalmente de�-
nido por el espacio f�asico (R; _R). En otras palabras, generalmente se estudia
la regularidad de las trayectorias de las part��culas a trav�es de la huella que
dejan en el espacio de fases (R; _R), dichas huellas son conocidas como las
super�cies de secci�on o las super�cies de secci�on de Poincar�e, yla teor��a apli-
cada es la de Kolmogorov-Arnold-Moser, conocida como la teor��a deKAM.
Esta teor��a a�rma que el movimiento en un sistema integrable est�acon�nado
a una super�cie toroidal, cualquier perturbaci�on en el hamiltonianoorigina
que los toroides se vean deformados.

En consecuencia, en el espacio de fase (R; _R) se deben apreciar cortes del
toroide, o sea, en las �guras de las super�cies de secci�on de Poincar�e se
deben visualizar regiones cerradas bien de�nidas, que representan regiones
de regularidad del movimiento (algunas veces son rodeadas por un mar de
caos). Dichas regiones en las super�cies de secci�on se conocen como lasislas
de estabilidad o curvas de KAM; en contraste, las regiones que tengan puntos
aislados son regiones de irregularidad o ca�oticas. As�� la naturaleza de las
trayectorias se puede de�nir a trav�es de las super�cies de secci�on, pues en
ellas se puede distinguir zonas de �orbitas per��odicas, cuasiper��odicas y no
per��odicas; adem�as de, zonas de trayectorias tipo caja y tipo lazo.

Por ejemplo, si la curva es cerrada (en la super�cie de secci�on de Poincar�e),
la soluci�on es peri�odica, pues el n�umero de cortes es �nito y se varepitiendo

3Est�aticos y axialmente sim�etricos.
4Sin perdida de generalidad.
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peri�odicamente. Cuando la soluci�on no es peri�odica con frecuencias, como,! 1

y ! 2, los cortes se producen a intervalos de tiemposT1 = 2�=! 1 (T2 = 2�=! 2

para ! 2) y se sit�uan en la intersecci�on del toro con el plano de la secci�on,
que corresponde a una curva invariante del momento_R. El aspecto de la
secci�on depende de la raz�on! 1=! 2, si es inconmensurable o no. Si la raz�on
entre las frecuencias angulares es racional, esto es,! 1=! 2 = n1=n2, donde
n1, n2 son enteros primos entre s��, la soluci�on es peri�odica y se cierra sobre
s�� misma tras dar n1 y n2 vueltas alrededor de los ejes del toro, Fig.2.1(a).
Por otro lado, si el cociente entre las frecuencias es irracional, la trayectoria
cubre erg�odicamente la super�cie del toro, de tal forma que los puntos de
corte est�an densamente poblados a lo largo de la curva invariante,Fig.2.1(b).
Finalmente, si el movimiento es aperi�odico, los puntos se presentan de un
modo desordenado, sin seguir ning�un patr�on y no est�an sit�uados en ninguna
curva, sino que, por el contrario, exploran toda la variedad tridimesional,
propiedad que se denomina llenado del espacio (caos), ver Fig.2.1(c).

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Estructura del espacio de fase correspondiente s a movimientos peri�odicos (a), aperi�odicos (b)
y ca�oticos (c), respectivamente.

Consecuentemente, la irregularidad del movimiento es producida por dos
acciones distintas: el espacio f�asico se estira, por lo que las trayectorias se
separan (sensibilidad a las condiciones iniciales), y, al mismo tiempo, seplie-
ga sobre s�� mismo (mixing), lo que hace que se entremezclen. El resultado
es el movimiento ca�otico. El primero de estos efectos se puede caracterizar a
trav�es de los N�umeros Caracter��sticos de Lyapunov (NCL). Elconcepto de
divergencia exponencial, de sensibilidad a una condici�on inicial, no es priva-
tivo del caos. Cualquier part��cula cercana a un m�aximo de un potencial se
alejar�a exponencialmente de �este, y dos part��culas en posiciones cercanas se
alejar�an exponencialmente entre s��. Despu�es de un tiempo, si el movimiento
es acotado, acabar�an acerc�andose exponencialmente a un m��nimo, o a una
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soluci�on peri�odica si la hubiera. Una �orbita ca�otica es una �orbita a la que
le ocurre esto siempre. Es decir, se comporta como si estuviera cerca de un
punto de equilibrio inestable siempre, por los siglos de los siglos. Nunca logra
encontrar un sumidero o un ciclo que la atraiga (atractor). En cadapunto
de una tal �orbita, hay otros puntos arbitrariamente cercanos que se alejar�an
exponencialmente de ella. Los NCL est�an de�nidos como

NCL = l��m
� o ! 0
t ! 1

�
ln(� =� o)

t

�
; (2.6)

donde � 0 y � son las desviaciones de dos �orbitas en un instante 0 yt,
respectivamente. Los NCL se pueden encontrar usando el procedimiento
sugerido por [9, 106].

De otra parte, la evoluci�on de las coordenadas se puede determinar al re-
solver el sistema de EDS de movimiento, este sistema aut�onomo se pueden
obtener de varias formas distintas y sus soluciones son equivalentes: a trav�es
de las Leyes de Newton, por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange o
mediante las ecuaciones de Hamilton. Los dos primeros m�etodos se carac-
terizan porque el sistema din�amico es de segundo orden, mientrasque las
EDS de Hamilton son de primer orden. Este �ultimo, permite integrar m�as
facilmente las ecuaciones; de ah�� que, las ecuaciones can�onicas ode Hamil-
ton sea el m�etodo m�as utilizado para analizar las super�cies de secci�on de
Poincar�e, para nuestro caso particular son

_R =
@H
@pR

= pR ; _z =
@H
@pz

= pz; (2.7)

_pR = �
@H
@R

= �
@� ef f

@R
; _pz = �

@H
@z

= �
@� ef f

@z
: (2.8)

Las cuatro condiciones iniciales necesarias para resolver el sistemaaut�onomo
anterior se pueden obtener as��: se escoje las condiciones paraR(t = 0) = R0,
z(t = 0) = z0, seg�un el contorno del potencial efectivo, luego se �ja una
condici�on inicial para la velocidad radial _R(t = 0) = _R0, y �nalmente se
determina a partir de la ligadura (2.4), la condici�on inicial para la velocidad
vertical _z(t = 0) = _z0. Por consiguiente, el �unico par�ametro libre es la
velocidad inicial radial de la part��cula. La soluci�on del sistema de EDSpuede
representar, por ejemplo, el movimiento de las estrellas en el interior de la
fuente axialmente sim�etrica o alrededor de galaxia, seg�un sea el caso.
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Para terminar esta secci�on, en la Fig.2.2, se describe un sistema din�amico
conocido, el correspondiente al sistema hamiltoniano de H�enon-Heilis [52].
Este sistema es utilizado para describir el comportamineto de mol�eculas
triat�omicas y para describir la din�amica estelar. Las expresiones que lo de-
�nen son

V(x; y) =
1
2

�
x2 + y2 + 2x2y �

2
3

y3

�
; (2.9)

E = V(x; y) +
1
2

�
_x2 + _y2

�
; (2.10)

•x = �
@V
@x

; •y = �
@V
@y

: (2.11)

SiendoE la energ��a del sistema, yV = V(x; y) el potencial que, como ve-
mos, tiene una parte correspondiente a un oscilador bidimensional is�otropo
y, adem�as, otra c�ubica. Este problema como se conoce no es integrable 5.
Las condiciones iniciales utilizadas para la Fig.2.2, son variables mantenien-
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Figura 2.2: Super�cie de secci�on de Poincar�e para el siste ma de H�enon-Helis, (2.9). Las condiciones
iniciales var��an seg�un E = 1 =8 y x(t = 0) = 0.

do constanteE = 1=8, y el corte enx(t = 0) = 0. En esta �gura se pueden
observar regiones acotadas bien de�nidas rodeadas de un mar de caos, re-
giones estables e inestables del movimiento, respectivamente. Porotro lado,
las �guras 2.3 y 2.3, representan el espacio de fase de sistema H�enon-Heilis,

5Un sistema es integrable o su movimiento es regular si existen tantasconstantes de
movimiento como variables independientes.
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en el caso regular y ca�otico, respectivamente. En ellas se aprecialos cortes
en el ejez = 0, donde se muestra que las regiones regulares corresponden
a toroides cerrrados, y los puntos aleatorios en las super�cies de secci�on de
Poincar�e corresponden a comportamiento ca�otico o irregular. En la secci�on
siguiente, se estudia las expresiones relacionadas con trayectorias circulares.
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Figura 2.3: (a) Espacio de Fases. (b) Super�cie de Poincar�e . Sistema H�enon-Heilis. Trayectoria regular.
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Figura 2.4: (a) Espacio de Fases. (b) Super�cie de Poincar�e . Sistema H�enon-Heilis. Trayectoria ca�otica.
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SECCI �ON 2.3

�Orbita Circular en el Plano Ecuatorial

Una de las trayectorias importantes a analizar en el movimiento de part��culas
de prueba en un campo gravitacional es aquella trayectoria en la cual la
part��cula describe una �orbita circular en el plano de la galaxia (fuente); el
plano es com�unmente denominado plano ecuatorial, para las coordenadas
utilizadas esz = 0. El inter�es radica en que la trayectoria circular puede
representar la diferencia entre dos regiones del espacio, adem�as en la teor��a
newtoniana el estudio de la �orbita circular en el plano ecuatorial dela galaxia
es equivalente al an�alisis de las curvas de rotaci�on de la galaxia. Para este
caso especial la energ��a espec���ca de una part��cula est�a representada a trav�es
de la ecuaci�on

E =
1
2

_R2 + V(R); (2.12)

en cuyo caso el an�alisis del movimiento de las estrellas se reduce a unpro-
blema unidimensional equivalente, dondeV = V(R) es el potencial efectivo,
de la forma

V(R) =
`2

2R2
+ �( R; 0) : (2.13)

La evoluci�on de la coordenada radial se puede determinar nuevamente a
trav�es de las ecuaciones de Hamilton (2.7) y (2.8). Otra vez, las condiciones
se restringen a las curvas de potencial efectivo, es decir, seg�ununa energ��a
particular, se puede �jar la condici�on R(t = 0) = R0, y mediante la expresi�on

_R(t = 0) = _R0 =

s

E �
`2

2R2
0

� �( R0; 0); (2.14)

se obtiene la otra condici�on inicial para resolver el sistema aut�onomo. Esta
vez no se tiene ning�un param�etro libre.

Supongamos ahora que la part��cula describe una �orbita circular deradio
R = Rc, esto es, se cumple que_Rc = •Rc = 0. El radio de la trayectoria
circular se puede encontrar al resolver la ecuaci�on de los puntos cr��ticos del
potencial efectivo. As�� pues, al diferenciar una vez el potencial efectivo (2.13)
respecto a la coordenada radial, e igualarlo a cero resulta

`2
c = R3� ;R ; (2.15)
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identidad que representa el valor del momentum angular de todas las �orbi-
tas circulares en el plano de la galaxia, que, como veremos en la pr�oxima
secci�on, es la expresi�on fundamental para determinar la estabilidad de las
�orbitas circulares. La otra cantidad conservada es la energ��a espec���ca de la
�orbita circular, la cual se obtiene al reemplazar el valor del momentum en
la expresi�on (2.12), de modo que

Ec =
R� ;R

2
+ �( R; 0) : (2.16)

La anterior ecuaci�on se puede utilizar tambi�en para encontrar los dos radios
de las trayectorias con�nadas, como es el caso especial de �orbitas tipo �gura
de rosetta (Figura 2.5(b)), pues en estos radios, se cumple que la velocidad
radial de la part��cula es nula, _R = 0, siendo estos radios, los puntos de
retorno del movimiento. En la �gura 2.5(a), se puede apreciar los radios R1,
y R2, para un determinado valor de la energ��a espec���caE1, estos son los
puntos de retorno del movimiento, en los que la part��cula est�a con�nada
generando algunas veces una �gura tipo rosetta. Los radios son conocidos
como elafelio (R2), y el perihelio (R1). Tambi�en en esta gr�a�ca se se~nala
el valor de la energ��a espec���caEc, correspondiente a una �orbita circular.
En la siguiente secci�on se analizan los criterios de estabilidad de las �orbitas
circulares.
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Figura 2.5: (a) Potencial efectivo cl�asico. Los radios R1 , R2 son el perihelio y el afelio, respectivamente,
seg�un un determinado valor de la energ��a, E1 . El valor E c , es la energ��a de una trayectoria circular. (b)
Figura de rosetta.
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SECCI �ON 2.4

Estabilidad y �Orbita Marginalmente Estable en el
Plano Ecuatorial

En el caso especial del plano de la galaxia, es importante investigar laes-
tabilidad de las trayectorias circulares, pues ellas representan la estabilidad
de la galaxia. Considerar la �orbita circular como se mencion�o en la secci�on
anterior, es equivalente a describir el comportamiento de la galaxia atrav�es
de la velocidad circular. Se conoce que la descripci�on de la estabilidad de
las �orbitas circulares en el plano ecuatorial se puede hacer de varias formas,
una de ellas es estudiar el comportamiento de la trayectoria circularante
peque~nas perturbaciones de su radio [79], ya que existen puntos en los que
el sistema oscila arm�onicamente, las regiones alrededor de estos puntos se
llaman pozos de potencial. Otra forma, tal vez m�as sencilla, es analizar los
puntos cr��ticos a trav�es del criterio de la segunda derivada del potencial
efectivo, en tal caso la �orbita circular ser�a estable, si al evaluar el punto
cr��tico en la segunda derivada, el resultado es mayor que cero (estos puntos
de equilibrio son llamados puntos el��pticos o centros), mientras quesi el re-
sultado es menor que cero la �orbita circular es inestable. Dichos puntos son
denominados puntos hiberb�olicos o sillas (porque las trayectorias pr�oximas
son hib�erbolas similares a las curvas de nivel de una silla de montar)6. Esta
t�ecnica se conoce como Teorema de Lagrange o Dirichlet.

Espec���camente, si se utiliza el criterio de la segunda derivada, la segunda
derivada del potencial efectivo es

V; RR =
3`2

R4
+ � ; RR : (2.17)

Esta �ultima expresi�on se puede reescribir reemplazando la condici�on de las
�orbitas circulares (2.15), entonces se obtiene

3� ; R + R� ; RR > 0; (2.18)

siendo �esta la condici�on que se debe cumplir para que el potencial tenga un
m��nimo o la trayectoria circular sea estable.

6Las zonas alrededor de estos m�aximos se denominan barreras de potencial.
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Del mismo modo, existen otras dos cantidades utilizadas para analizar la
estabilidad de la trayectoria circular, ellas son conocidas como la frecuencia
epic��clica, y la frecuencia vertical, y representan la estabilidad de lastra-
yectorias circulares ante perturbaciones de su radio, radiales y verticales,
respectivamente. Seg�un esto, la frecuencia epic��clica es equivalente a anali-
zar la estabilidad a trav�es del criterio de la segunda derivada del potencial
efectivo. La frecuencia epic��clica se obtiene haciendo una peque~na perturba-
ci�on, x, al radio de la �orbita circular, esto es,R ! Rc + x. De esta forma,
se encuentra una expresi�on para un oscilador arm�onico con ecuaci�on

•x + x
�

@2� ef f

@R2

�

(Rc ;0)

= 0; (2.19)

siendo la frecuencia del oscilador la frecuencia epic��clica, dada por

� 2 =
�

@2� ef f

@R2

�

(Rc ;0)

; (2.20)

cuya expresi�on se puede mostrar que es equivalente a la ecuaci�on(2.18), por
lo que las trayectorias circulares ser�an estables ante perturbaciones radiales
si la frecuencia epic��clica es positiva.

An�alogamente, para perturbaciones verticales se puede encontrar una ecua-
ci�on para un oscilador arm�onico con frecuencia,

� 2 =
�

@2� ef f

@z2

�

(Rc ;0)

; (2.21)

conocida como la frecuencia vertical. Cuando esta cantidad sea positiva,
la part��cula en un moviemiento circular ser�a estable ante perturbaciones
verticales de su radio.

Por otro lado, el ROME, f��sicamente representa la regi�on de la �ultima �orbi-
ta circular estable, por ejemplo, puede representar la ubicaci�on del borde
interior del disco de acreci�on alrededor de un agujero negro. Losdiscos de
acrecimiento pueden formar estructuras de forma transitoria envarios es-
cenarios astrof��sicos, incluyendo el colapso del n�ucleo de estrellas masivas o
fusi�on de una estrella de neutrones. Adem�as los modelos de estallidos de ra-
yos gamma se basan en la existencia de grandes discos de acreci�on alrededor
de un agujero negro [67]. El ROME se encuentra al resolver simult�aneamente
el siguiente sistema de ecuaciones paraR

dV
dR

= 0;
d2V
dR2

= 0:
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Esto es, restringiendo la expresi�on de la izquierda a que cumpla la segunda,
lo que se est�a considerando es que necesariamente el punto cr��tico sea un
punto de in
exi�on, siendo �esta la forma de determinar lo que se conoce como
el ROME. Seg�un lo anterior, la f�ormula que de�ne el ROME es

3� ; R + R� ; RR = 0; (2.22)

siendo �esta la misma expresi�on que de�ne la estabilidad de una �orbita cir-
cular, pero cuando est�a sea mayor que cero.

Un hecho adicional signi�cativo, sencillo de demostrar, es la equivalencia
entre las siguientes ecuaciones

d2V
dR2

� 0; (2.23)

y;
d`2

c

dR
� 0: (2.24)

El signo igual se usa para determinar el ROME, mientras la inecuaci�on se
utiliza para el rango de estabilidad de la trayectoria circular. La expresi�on
(2.24), representa la pendiente de la curva de momentum angular espec���co
de una �orbita circular, por lo tanto cuando la pendiente de la curva de
momentum angular espec���co sea negativa, la �orbita circular ser�a inestable,
en caso contrario ser�a estable, y en el caso especial que sea igual a cero,
la ecuaci�on permitit�a encontrar el valor del ROME. Es decir, una gr�a�ca
de la ecuaci�on (2.15), nos basta para determinar la estabilidad y el ROME.
Adem�as, la ecuaci�on (2.24), es semejante a la expresi�on

`c
d`c

dR
� 0; (2.25)

conocida como el criterio de Rayleigh [70, 99], y utilizada por diversos auto-
res para determinar la estabilidad de las trayectorias circulares en modelos
discoidales de galaxias, ver referencias [71, 129, 130].

De los resultados obtenidos hasta ahora, podemos concluir que la estabilidad
de las trayectorias circulares ante perturbaciones radiales se puede analizar
de varias formas f��sicamente similares: por medio de la frecuencia epic��clica
(2.20), mediante el an�alisis de los puntos cr��ticos del potencial efectivo (2.18),
a trav�es del bosquejo del momentum angular (2.15) o mediante elcriterio de
Rayleigh (2.25)7. Mientras que las perturbaciones verticales se describen s�olo

7Recu�erdese que todo esto es equivalente al estudio del comportamiento de la velocidad
circular de la galaxia en el caso particular de fuentes discoidales.
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mediante la frecuencia vertical (2.21). Por tanto, el paso a seguires de�nir y
analizar algunos campos conservativos, que representen con�guraciones de
materia de inter�es astrof��sico, como fuentes discoidales.�Este ser�a el estudio
de las �ultimas secciones del cap��tulo.

SECCI �ON 2.5

Familias Particulares de Soluciones

2.5.1 Din�amica de Part��culas en los Discos
Generalizados de Kalnajs (DGK)

De acuerdo con las consideraciones anteriores, en esta secci�on nos centra-
remos en la cinem�atica alrededor de los DGK, introducidos por Gonz�alez
y Reina [40]. Ellos forman una familia in�nita de discos �nos, cuyo primer
miembro es precisamente el disco Kalnajs [65]. El estudio de las �orbitas en
el plano ecuatorial de soluciones discoidales de materia, es de claro inter�es
astrof��sico, debido a su relaci�on con la din�amica del movimiento estelar en el
interior del disco o del 
ujo de part��culas en los discos de acreci�onalrededor
de los agujeros negros. Adem�as, un conocimiento de la cinem�aticainterna
del disco es relevante para su posterior an�alisis estad��stico, y elestudio ex-
terno del movimiento de part��culas ayuda a comprender el comportamiento
de las estrellas que pertenecen al resto de componentes de la galaxia como
el halo. Muchas de las part��culas cruzan de ida y vuelta a trav�es del disco,
experimentando un cambio muy brusco en el campo de fuerza gravitacional.
Este hecho da lugar a una gran variedad de �orbitas ca�oticas y regulares,
como lo se~nala Hunter [59], en el caso de los discos tipo Kuzmin [69], en
Martinet y otros [80, 81, 82, 83], y en el caso de los modelos de Schmidt
[108].

En primera instancia vamos a estudiar la estabilidad bajo perturbaciones
radiales y verticales de las �orbitas circulares, y a continuaci�on se examinan las
principales caracter��sticas y las condiciones generales de �orbitasecuatoriales.
Luego se presentan soluciones num�ericas descritas mediante los diagramas
de fase. Como se espera, encontraremos con secciones ca�oticas cuando las
part��culas cruzan el disco y regiones regulares para otros casos. Algunas
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�orbitas en el plano meridional se realizan y se calcula los NCL.

Los DGK se obtienen a partir de la soluci�on de la ecuaci�on de Laplace en
coordenadas esferoidales oblatas (ver ap�endice A), la cual es [7]

� m (x; y) = �
mX

n=0

C2nP2n (y)i2n+1 Q2n (ix ); (2.26)

dondeC2n son constantes conocidas,P2n (y) son los polinomios de Legendre,
Q2n (x) son las funciones de Legendre de segunda clase, y donde cada valor
de m representa un modelo de disco. Las variablesx e y son las coordenadas
esferoidales oblatas relacionadas con las coordenadas cil��ndricaspor

R2 = a2(1 + x2)(1 � y2); (2.27)

z = axy; (2.28)

donde a es una constante que representa el radio del disco. Para el plano
ecuatorial (z = 0), tenemos dos regiones, porque six = 0 entonces y =p

a2 � � 2, mientras que siy = 0 implica x =
p

� 2 � a2; estos dos casos
representan las regiones interior (x = 0) y exterior ( y = 0) del disco, respec-
tivamente.

Las constantesC2n que aparecen en (3.42) est�an dadas por

C2n =
MG
2a

�
� 1=2(4n + 1)(2 m + 1)!

22m (2n + 1)( m � n)!�( m + n + 3
2)q2n+1 (0)

�
;

en dondeq2n (x) = i2n+1 Q2n (ix ), M es la masa del disco, yG es la constante
gravitacional. La presencia del termino (m� n)! en el denominador restringe
las constantes a la desigualdadn > m , tal como se muestra en [40].

Con los valores de las constantesC2n se pueden calcular las diferentes can-
tidades f��sicas que caracterizan los diferentes modelos. As��, porejemplo, el
potencial gravitacional para los tres primeros miembros de la familia,est�an
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dados por

� 1(x; y) = �
MG

a
[cot� 1 x + A(3y2 � 1)]; (2.29a)

� 2(x; y) = �
MG

a
[cot� 1 x +

10A
7

(3y2 � 1)+

B(35y4 � 30y2 + 3)] ; (2.29b)

� 3(x; y) = �
MG

a
[cot� 1 x +

10A
6

(3y2 � 1)+

21B
11

(35y4 � 30y2 + 3)+

C(231y6 � 315y4 + 105y2 � 5)]; (2.29c)

donde

A =
1
4

[(3x2 + 1) cot � 1 x � 3x]; (2.30a)

B =
3

448
[(35x4 + 30x2 + 3) cot � 1 x � 35x3 �

55
3

x]; (2.30b)

C =
5

8448
[(231x6 + 315x4 + 105x2 + 5) cot � 1 x

� 231x5 � 238x3 �
231
5

x]; (2.30c)

con expresiones similares pero m�as complejas, para valores mayores dem.

A continuaci�on se analizar�a la din�amica alrededor de los DGK, pero s�olo
para los cuatro primeros miembros de la familia, ver [40]. La din�amica de
los dem�as discos, esto es,m � 5 puede ser analizada a partir del estudio
realizado param = 1; 2; 3; 4. Para realizar el an�alisis de los cuatro primeros
discos se puede tomara = M = G = 1, sin perder generalidad, y se empie-
za describiendo la din�amica a trav�es del comportamiento de la frecuencias
epic��clica y vertical.

Se encuentra que el casom = 1, presenta estabilidad en el rango de 0�
Rc � 1 (� 2 = 3� ), pero es inestable cuando 1< R c � 1.198. Param =
2 y m = 3 se encuentra �orbitas circulares radialmente inestables en los
rangos de 2

p
2=3 � Rc � 1.075 y 2=

p
5 � Rc � 1, respectivamente. Por el

contrario, �orbitas circulares param = 4 siempre son estables bajo peque~nas
perturbaciones radiales. Se con�rm�o que los modelos conm � 5 tambi�en son
radialmente estables, como se puede apreciar en la referencia [101].La �gura
2.6(a) muestra el comportamiento de� 2 en funci�on deRc para m = 1; 2; 3; 4.
La �gura 2.6(b), presenta el comportamiento de� 2 y ense~na la estabilidad
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ante perturbaciones verticales. Hallamos los siguientes rangos de estabilidad
vertical: 0 � Rc � 1 param = 1 ( � 2 = � 3�= 2); 0 � Rc � 0;943 param = 2;
0 � Rc � 0;688 param = 3; 0 � Rc � 0;604 param = 4. Se aprecia que el
rango de estabilidad vertical disminuye conm.
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Figura 2.6: (a) Comportamiento de � 2 , para m = 1 ; 2; 3; 4. Valores de Rc para los cuales dicha gr�a�ca
se ubica por encima de la l��nea a trazos, corresponden a tray ectorias circulares que son estables ante
perturbaciones radiales. (b) Comportamiento de � 2 , para m = 1 ; 2; 3; 4. Valores de Rc para los cuales
dicha gr�a�ca se ubica por encima de la l��nea a trazos, corre spondientes a �orbitas circulares que son estables
ante perturbaciones verticales.

La din�amica de la part��cula est�a condicionada por E � � ef f (R; 0) y, en
particular, se encuentra movimiento acotado en el rangoR1 � R � R2 si
�este contiene al menos un valor cr��tico donde �ef f es m��nimo y � ef f (R1; 0) �
E � � ef f (R2; 0). La �gura 2.7(a) muestra el potencial efectivo param = 2 y
` = 1;242, cerca del borde del disco. En los contornos (energ��as) (b), (c)(d) se
tiene �orbitas acotadas, (e) y (f) corresponden a movimiento abierto, mientras
que (a) y (d) corresponden a �orbitas circulares. En la �gura 2.7(b) est�an
los diagramas de fase resultantes y se muestran dos regiones de movimiento
acotado y no acotado, divididas por una curva separatriz a trazos(separatriz
porque separa dos regiones del espacio de fases con propiedadesdistintas).
Curvas de fase similares pueden ser obtenidas param = 1 y m = 3 si usamos
`c seg�un (2.15), para 1< R c � 1;198 y 2=

p
5 � Rc � 1, respectivamente.

Para m = 4 el potencial efectivo no presenta m�aximos locales y su diagrama
de fase no tiene curva separatriz.
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Figura 2.7: (a) Potencial efectivo para m = 2 y ` = 1 ;242. Las l��neas horizontales corresponden a los
siguientes valores de energ��a espec���ca: (a) -0.330975 ( m��nimo de � ef f ), (b) -0.330900, (c) -0.330850,
(d) -0.33079 (m�aximo de � ef f ), (e) -0.330700 y (f) -0.330600. M��nimos y m�aximos de � ef f ocurren en
Rc = 0 ;925 y Rc = 0 ;960. (b) Diagrama de fase para m = 2, correspondiente a los mismos valores de ` y
E mostrados en la �gura 2.7. (a) y (d) son �orbitas circulares e stables e inestables, respectivamente. Las
curvas (b) y (c) corresponden a movimiento acotado estable, mientras que (e) y (f) describen movimiento
abierto. La l��nea a trazos representa una separatriz entre las regiones del movimiento acotado y no
acotado.

Adem�as, para una energ��a dadaE de una �orbita circular, de�nida por medio
de la ecuaci�on (2.16), es conveniente rede�nir el momentum angular espec���-
co en unididades adimensionales, comok = `=`c, para as�� calcular el rango
de valores dè c, tales que � ef f tenga un m��nimo en el interior del disco,
esto es, en 0� R � 1 8. De esta forma, se establece los valores l��mite de
las integrales de movimiento para los que las part��culas permanecer�an en
el interior de la fuente. De acuerdo con esto, se encuentran los siguientes

8Recuerde que el m��nimo se obtiene cuando la primera derivada se anula y la regi�on
iterior del disco corresponde ax = 0, e y =

p
1 � R2.
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rangos para el momento angular espec���co: (a)m = 1, 0 � j `cj �
p

3�= 2;
(b) m = 2, 0 � j `cj � 2

p
10�= 9; (c) m = 3, 0 � j `cj �

p
21�= 50; (d) m = 4,

0 � j `cj � 15
p

7�= 64.

�Orbitas que cruzan el disco

En esta parte, se expone las soluciones num�ericas de las ecuaciones de mo-
vimiento correspondientes a las �orbitas limitadas fuera del plano ecuatorial,
excepto cuando se cruza el planoz = 0, para ciertos valores deE y `, que
se limitan a las regiones que contienen el disco y se cruzan de ida y vuelta a
trav�es de �el. Como mostr�o Hunter [59], este hecho por lo general da lugar a
diversas �orbitas ca�oticas debido a la discontinuidad enz de las componen-
tes del campo gravitacional, produciendo un cambio bastante brusco en sus
curvaturas.

Ahora bien, el disco de Kuzmin, esta caracterizado por un potencial inte-
grable de la forma � = � GM [R2 + ( a + jzj)2]� 1=2, con a > 0. Sin em-
bargo, los potenciales tipo Kuzmin, que se caracterizan por �(" ), donde
" = [ R2 + ( a + jzj)2]1=2, no son integrables y presentan el comportamiento
mencionado anteriormente. Los DGK presentan una muy similar estructura
y se puede esperar una din�amica similar. Cada potencial �(x; y) se puede
convertir en uno tipo Kuzmin si se tiene en cuenta la transformaci�on inversa,
x = ( R+ + R� )=2a y y = ( R+ � R� )=2ia, dondeR� = [ R2 + ( z � ia)2]1=2.
Adem�as, se caracterizan por una discontinuidad en el disco, dadapor [40]

 
@~� m

@z

!

z=0 +

= �

 
@~� m

@z

!

z=0 �

= 2�G � m (R): (2.31)

La anterior relaci�on impide la aplicaci�on del teorema KAM (Kolmogorov-
Arnold-Moser)[10], pero se observa algunas �orbitas regulares cruzando el
disco.

En la �gura 2.8, se exhibe los contornos de nivel de �ef f para m = 1; 2; 3; 4,
con E = � 1;245 y ` = 0;2, esto es,k = 0;276; 0;266; 0;263 y 0;262, respec-
tivamente. Para estos valores, el movimiento est�a con�nado a una regi�on
que contiene el disco. Las correspondientes super�cies de secci�on z = 0 se
representan en las �guras 2.9, ellas muestran un variedad de trayectorias re-
gulares y ca�oticas. La �gura 2.9(a) tiene los valores tomados en elcontorno
(a) de la �gura 2.8, en donde se observa una gran curva KAM encerrando
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una cadena de islas resonantes y tres conjuntos de anillos. Tambi�en hay una
gran zona ca�otica con dos cadenas de islas cerca del borde. La curva KAM
grande, la cadena de islas y el conjunto central de anillos son producidas por
�orbitas tipo caja, mientras que los anillos laterales son como las �ultimas dos
cadenas de islas, est�an formadas por �orbitas tipo lazo. La curvapunteada,
resultante de una �orbita peri�odica tipo caja, separa las regionesestoc�astica
y regular.

0.2 0.4 0.6 0.8
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-0.4

-0.2

0
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0.4

z
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b

c d

Figura 2.8: Contornos de nivel del potencial efectivo (ener g��as) para (a) m = 1, (b) m = 2, (c) m = 3 y
(d) m = 4, cuando E = � 1;245 y ` = 0 ;2.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.9: Super�cies de secci�on correspondientes a E = � 1;245, para (a) m = 1, k = 0 ;276, en donde
se muestra una peque~na regi�on ca�otica con dos cadenas de i slas resonantes y un toroide central; (b)
m = 2, k = 0 ;266. Despu�es la regi�on estoc�astica es m�as prominente qu e en la �gura 2.9(a) y la zona
del toroide est�a enteramente conformada por �orbitas tipo caja; (c) m = 3, k = 0 ;263. Vemos una zona
ca�otica prominente con cadenas de islas encerrando una reg i�on estable de �orbitas caja y lazo. Esta �ultima
corresponde a las dos islas resonantes centrales, (d) m = 4, k = 0 ;262. La regi�on ca�otica es m�as grande
que en las �guras anteriores y contiene s�olo dos cadenas de i slas resonantes; las curvas punteadas en la
isla del extremo son debidas a una �orbita peri�odica. La zon a regular central est�a constituida enteramente
por �orbitas tipo caja.

La �gura 2.9(b) muestra caracter��sticas semejantes a las mostradas en 2.9(a).
La super�cie de secci�on corresponde a los valores tomados en el contorno (b)
de la �gura 2.8. En este caso se observa una regi�on central de�nida por �orbi-
tas tipo caja (los cuatro anillos centrales) y una regi�on ca�otica encerr�andola
que contiene una variedad de islas resonantes de�nidas por �orbitas tipo lazo.
Entonces las regiones de �orbitas tipo caja y lazo est�an claramente separadas,
en contraste con la �gura 2.9(a), en donde ellas se alternan. La super�cie
de secci�on correspondiente am = 3 (contorno (c) de la �gura 2.8) se mues-
tra en Fig. 2.9(c); �esta muestra una regi�on regular compuesta por una zona
central de �orbitas tipo caja y dos cadenas de islas resonantes, compuestas
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por �orbitas tipo lazo. En la regi�on ca�otica vemos nuevamente cadenas de
islas y tres densas zonas cerca del borde, conformadas por �orbitas tipo lazo.
Por otra parte, se exhiben �orbitas en el plano meridional en la �gura 2.10.
Finalmente, la �gura 2.9(d) muestra las super�cies de secci�on param = 4,
k = 0;262 y E = � 1;245. Se encuentra una regi�on prominente ca�otica con
solo dos cadenas de islas y una peque~na regi�on regular de �orbitastipo caja.

Las zonas estoc�asticas en las �guras 2.9 son debidas a la superposici�on de
muchas resonancias originadas por la presencia del disco[59]. Uno puede ver
este hecho claramente en las tres zonas mas densas cerca del borde de la
secci�on en la �gura 2.9(c), donde las islas resonantes se superponen enE =
� 1;245. Por ejemplo, cuando la energ��a crece hasta� 1;215, la superposici�on
es completa y la trayectoria resulta ser irregular (Fig. 2.10). En la �gura
2.9(d) tambi�en se exhibe la huella trazada por la superposici�on de tres islas
centrales prominentes [98].










































































































































































