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Resumen

Título: Análisis teórico de un problema de control óptimo asociado a un sistema de reacción difusión tipo Schnaken-

berg. *
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Palabras clave: Difusión cruzada, Elementos finitos, Solución global, Condición de optimalidad, Ecuación parabó-
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Descripción: En este trabajo estudiamos un problema de control óptimo bilineal asociado a un sistema acoplado de

ecuaciones de reacción–difusión de tipo Schnakenberg con difusión cruzada. Primero, realizamos un análisis numérico

de la ecuación de estado, correspondiente al sistema sin términos de control. Proponemos un esquema numérico basado

en el método de los elementos finitos con mass lumping para aproximar sus soluciones y demostramos que el esquema

está bien planteado y preserva la positividad de las soluciones discretas. Desde el punto de vista teórico, demostramos

la existencia y unicidad de soluciones fuertes para el sistema controlado en dimensiones dos y tres. Posteriormente,

probamos la existencia de una solución óptima global para un problema de control óptimo bilineal en el que el control

actúa sobre una de las variables del sistema. Además, derivamos condiciones de optimalidad de primer orden haciendo

uso de un teorema de existencia de multiplicadores de Lagrange en espacios de Banach. Finalmente, desarrollamos

un esquema de aproximación numérica para el sistema de optimalidad basado en el método del gradiente y validamos

su efectividad mediante experimentos computacionales que ilustran la influencia del control sobre la dinámica del

modelo.
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Abstract
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system. *
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Description: In this work, we study a bilinear optimal control problem associated with a coupled reaction–diffusion

system of Schnakenberg type with cross-diffusion. First, we perform a numerical analysis of the state equation, corres-

ponding to the system without control terms. We propose a finite element scheme with mass lumping to approximate

its solutions and we prove that the scheme preserves positivity and it is well-posed. From a theoretical perspective, we

prove the existence and uniqueness of strong solutions for the controlled system in two and three dimensions. Subse-

quently, we prove the existence of a global optimal solution for a bilinear optimal control problem in which the control

acts on one of the variables of the system. Moreover, we derive first-order optimality conditions through a Lagrange

multiplier theorem in Banach spaces. Finally, we develop a numerical approximation scheme for the optimality system

based on the gradient method and we validate its effectiveness through computational experiments that illustrate the

influence of the control on the model’s dynamics.

* Master’s thesis
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Introducción

Los sistemas de reacción-difusión representan una clase destacada de modelos matemáti-

cos que desempeñan un papel central en la modelización de una diversidad de fenómenos bio-

lógicos y químicos (Murray (1982)). Estos modelos se caracterizan por la capacidad de capturar

interacciones espaciales y temporales entre dos o más especies, componentes o cantidades en un

entorno continuo. Los sistemas de reacción-difusión encuentran aplicaciones en diversos dominios

como biología (Britton (1986)), química (Vanag and Epstein (2009)), ecología (Kaneko and Ya-

mada (2011)), física (Rao et al. (2023)), entre otros; ofreciendo una vía para comprender cómo

las sustancias se difunden en el espacio y cómo las reacciónes químicas o biológicas interactúan

para originar estructuras y patrones notables. En particular, estos sistemas pueden generar patrones

regulares y repetitivos, conocidos como patrones de Turing (Chen and Buceta (2019)), que repre-

sentan una autoorganización espacial.

En Gambino et al. (2016) se considera el siguiente sistema de reacción difusión que describe la

evolución de dos sustancias químicas en un espacio tridimensional. Este modelo ha sido propuesto

para investigar la formación de patrones espaciales en sistemas químicos, y es dado por el siguiente

sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

∂u
∂ t

= Du∆u+Duv∆v+ γg1(u,v),

∂v
∂ t

= Dv∆v+Dvu∆u+ γg2(u,v),

(1)

donde u y v representan las concentraciones de dos sustancias químicas en un dominio espacial
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Ω, con Du y Dv siendo los coeficientes de difusión de u y v. Además, Duv y Dvu representan los

coeficientes de difusión cruzada entre las sustancias, y γ es una constante positiva que describe la

influencia relativa de las reacciónes químicas y puede interpretarse como la fuerza de reacción.

La reacción química que describe el sistema es de tipo Schnackenberg, ver Gaffney et al. (2016),

la cual es dada por las fuentes g1 y g2 definidas por

g1(u,v) = k1a1 − k2u+ k3u2v,

g2(u,v) = k4b1 − k3u2v.

El modelo determina el comportamiento de un químico activador u en presencia de un químico

inhibidor v. En este sistema, el término no lineal k3vu2 en g1 representa la producción autocata-

lítica de u en presencia de v, es decir, la presencia de u acelera la velocidad de la reacción que

conduce a su formación, mientras que en g2 representa el consumo de v en presencia de u. El tér-

mino −k2u corresponde a la degradación de u, y los términos constantes k1a1 y k4b1 son fuentes

de producción para las sustancias u y v, respectivamente. La novedad del sistema (1) respecto a

un sistema de reacción difusión de tipo Schnackenberg es dada por la inclusión de los términos

de difusión cruzada en el sistema; en efecto, recientemente se ha prestado atención a los efectos

de difusión cruzada en modelos en los cuales el gradiente de densidad de una especie induce un

flujo de otra especie, ver Madzvamuse et al. (2015). Se ha demostrado que, en una amplia clase de

cinéticas depredador-presa o competitivas sin un término autocatalítico (Tulumello et al. (2014)),

la difusión cruzada es responsable de la inestabilidad de Turing y favorece la formación de patro-

nes. Con la introducción de términos de difusión cruzada lineal en el modelo de Schnakenberg, se
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produce la desestabilización del estado constante, ver Madzvamuse et al. (2015).

Desde el punto de vista teórico, en relación al sistema (1), se ha estudiado su estabilidad y el meca-

nismo de formación de patrones en Gambino et al. (2016). Sin embargo, no se conocen resultados

teóricos acerca de la existencia de soluciones para este sistema, ni de estudios sobre problemas

de control óptimo con una ecuación de estado definida por este sistema. Desde el punto de vista

numérico, aunque en Gambino et al. (2016) se han realizado simulaciones del sistema (1), lo que

incluye la evaluación de la influencia de los términos de difusión cruzada en la estabilidad y el

estudio de bifurcaciones numéricas, no se dispone de resultados teóricos relacionados con propie-

dades cualitativas de las soluciones discretas.

Tomando como base el sistema (1), en esta investigación abordamos un sistema de ecuaciones de

reacción-difusión parabólicas que describe la interacción entre dos sustancias químicas. Definimos

el sistema de la siguiente manera


ut −Du∆u = Duv∆v+ γg1(u,v), x ∈ Ω, t > 0,

vt −Dv∆v = γg2(u,v), x ∈ Ω, t > 0.

(2)

En este sistema, Ω ⊂RN es un dominio con frontera suave para N = 2,3; u y v también representan

las concentraciones de dos sustancias químicas con coeficientes de difusión Du y Dv, Duv es el

coeficiente de difusión cruzada y el coeficiente Dvu se considera siendo cero. Los términos de
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reacción g1 y g2 están dados por

g1 = a−u+ v|u|p,

g2 = b− v|u|p,

que es un modelo similar al de Schnackenberg, en donde a y b representan términos fuente y −u un

término de consumo. Además, la parte no lineal k3vu2 ha sido sustituida por v|u|p. En este modelo,

esta expresión hace que el sistema sea no lineal y también representa la producción autocatalítica

(es decir, la presencia de u estimula o acelera la velocidad de su formación) de u en presencia de

v, mientras que en la función g2 representa el consumo de v en presencia de u. Completamos el

sistema (2) con los siguientes datos iniciales y condiciones de no flujo en la frontera


[u(0),v(0)] = [u0,v0] , v0 ≥ 0, x ∈ Ω,

∂u
∂ν

=
∂v
∂ν

= 0, sobre ∂Ω, t ∈ (0,T ),

(3)

donde ν denota el vector normal unitario hacia afuera de ∂Ω.

Nuestro primer objetivo es proponer un esquema numérico completamente discreto, basado en

una discretización de Euler semi-implícita en el tiempo y una discretización usando el método de

los elementos finitos con mass lumping en espacio, para aproximar las soluciones del modelo (2).

Específicamente, buscamos demostrar su buen planteamiento, así como propiedades cualitativas

como la preservación de la positividad. Finalmente, realizamos experimentos numéricos para ve-

rificar el buen comportamiento del esquema, incluyendo la captura de la formación de patrones de
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Turing.

Nuestro segundo objetivo es realizar el análisis matemático de un problema de control óptimo dado

por la minimización de un funcional de costo general sujeto a restricciones, donde las ecuaciones

de estado están dadas por el sistema (2). Para esto, consideramos el siguiente sistema controlado



∂tu−Du∆u = Duv∆v+ γ (a−u+ v|u|p) en (0,T )×Ω,

∂tv−Dv∆v = γ(b− v|u|p)+ f 1Ωcv en (0,T )×Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 en Ω,

∂u
∂ν

=
∂v
∂ν

= 0 sobre (0,T )×∂Ω.

(4)

En Ω× (0,T ), f es un control que actúa sobre la sustancia química inhibidora v en un subdominio

Ωc ⊂ Ω. El término f 1Ωcv puede interpretarse como un mecanismo de proliferación o degradación

de v, dependiendo del signo de f en Ωc. Aquí, 1Ωc denota la función característica asociada al

conjunto Ωc. Así pues, nuestro objetivo es analizar un problema de control óptimo de forma que

cualquier estado admisible sea una solución fuerte de (4). Específicamente, el problema de control

bilineal que analizaremos está dado por



Encontrar [u,v, f ] ∈ A ×F que minimice el funcional objetivo

J([u,v, f ]) =
γu

2

∫ T

0
∥u−ud∥2

L2(Ω)dt +
γv

2

∫ T

0
∥v− vd∥2

L2(Ω)dt +
γ f

q

∫ T

0
∥ f∥q

Lq(Ωc)
dt

+
β1

2

∫
Ω

|u(T )−uT |2dx+
β2

2

∫
Ω

|v(T )− vT |2dx,

bajo la restricción de que [u,v] sea solución fuerte del sistema (4) con dato f .

(5)
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En (5), A denota el espacio de estados admisibles el cual será definido explícitamente en el Capí-

tulo 4. Además, F ⊂ Lq(0,T ;Lq(Ω)) := Lq(Q) representa el espacio de los controles admisibles,

con q = 3 si N = 3, y q = 2+ si N = 2, el cual se asume que es un conjunto cerrado, convexo y

no vacío. Acá, en general p+= p+ε , para ε > 0 suficientemente pequeño. Además, las funciones

ud,vd ∈ L2(0,T ;L2(Ω)), uT ∈ L2(Ω), y vT ∈ L2(Ω), representan estados deseados y γu, γv, β1, β2

y γ f son parámetros reales no negativos (no todos cero) que miden el costo de los estados y del

control, respectivamente. El funcional J describe la desviación de las concentraciones del activa-

dor u y del inhibidor v respecto a sus estados deseados ud y vd , respectivamente, más el costo del

control en la norma Lq(Q). Los dos últimos términos en la definición de J miden la distancia en

norma L2 entre las concentraciones finales u(T ) y v(T ) y los estados finales deseados uT y vT .

La inclusión de estos términos puede ser útil en la práctica, ya que, de lo contrario, las soluciones

pueden alejarse significativamente de los estados finales deseados cerca de t = T . Deseamos de-

mostrar la solubilidad y unicidad del sistema de estados y, a continuación, analizamos un problema

de control óptimo relacionado y establecemos condiciones de optimalidad de primer orden a través

de la existencia y regularidad de los multiplicadores de Lagrange.

El presente trabajo está dividido en cinco capítulos cuyos contenidos han sido organizados de la

siguiente manera: En el Capítulo 1, introducimos algunas notaciones básicas y resultados prelimi-

nares. En el Capítulo 2, analizamos numéricamente la ecuación de estado sin control, para lo cual

proponemos un esquema basado en el método de los elementos finitos con mass lumping que está

bien planteado y preserva la positividad de las soluciones discretas. En el Capítulo 3, planteamos

la definición de solución fuerte y demostramos la existencia de soluciones fuertes de (4), para los
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casos N = 3 y N = 2. En el Capítulo 4, analizamos la existencia de soluciones óptimas y deriva-

mos las condiciones de optimalidad de primer orden. Finalmente, en el Capítulo 5, presentamos

algunas simulaciones numéricas proporcionadas por un esquema de aproximación del sistema de

optimalidad basado en el método del gradiente, que ilustra la dinámica de las variables controladas.

1. Preliminares

El objetivo de este capítulo es presentar los preliminares y establecer la notación que utili-

zaremos a lo largo de este documento. Sea Ω un dominio acotado de RN , N = 2,3, con frontera ∂Ω

de clase C2; asumimos esta regularidad específica debido a que emplearemos frecuentemente un

resultado de regularidad parabólica (véase el Teorema 1.1 más adelante). Consideramos los espa-

cios de Sobolev clásicos W k,p(Ω) = {u ∈ Lp : ∥∂ αu∥Lp < ∞, ∀|α| ≤ k} y los espacios de Lebesgue

Lp(Ω), 1 ≤ p ≤+∞, junto con sus respectivas normas ∥ · ∥W k,p y ∥ · ∥Lp . En particular, denotamos

W k,2(Ω) = Hk(Ω), y representamos el producto interno en L2(Ω) por (·, ·). Si Y es un espacio de

Banach, llamamos Lp(Y ) al espacio de funciones valuadas en Y , definidas en el intervalo [0,T ],

que son integrables en el sentido de Bochner, y denotamos su norma por ∥ · ∥Lp(Y ). En particu-

lar, cuando Y es un espacio de Lebesgue Lq(Ω) o un espacio de Sobolev W k,q(Ω), escribimos

Lp(Y ) de forma abreviada como Lp(Lq) o Lp(W k,q), respectivamente. De igual forma, definimos

Lp(Q) := Lp(0,T ;Lp(Ω)) para 1 ≤ p ≤ ∞, y usamos ∥ ·∥Lp(Q) para denotar su norma. Designamos

por C([0,T ];Y ) al espacio de funciones continuas desde [0,T ] hacia un espacio de Banach Y , con

norma ∥ · ∥C(Y ). El dual topológico de un espacio de Banach Y lo denotamos por Y ′, y representa-

mos la dualidad entre un par Y y Y ′ por ⟨·, ·⟩Y ′ . Además, utilizamos
c
↪→ para indicar la inmersión

compacta entre espacios. Las letras C, K y Kε las empleamos para representar constantes positivas
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independientes del estado (u,v) y del control f , aunque su valor pueda cambiar de una línea a otra.

Para estudiar las propiedades de existencia y regularidad de soluciones del sistema (4), considera-

mos los espacios

Ŵ 2−2/p,p(Ω) :=


W 2−2/p,p(Ω) si p < 3,

W 2−2/p,p
ν (Ω) si p > 3,

donde

W k,p
ν (Ω) :=

{
u ∈W k,p(Ω) :

∂u
∂ν

= 0 sobre ∂Ω

}
.

A continuación, enunciaremos el teorema de regularidad parabólica, que aplicaremos con frecuen-

cia en los análisis posteriores.

Teorema 1.1 (Feireisl and Novotný (2009), Teorema 10.22.) Sea Ω un dominio de clase C2 y

1 < q <+∞, (q ̸= 3), u0 ∈ Ŵ 2−2/q,q(Ω), y g ∈ Lq(Q). Entonces el problema



∂tu−∆u = g en Q,

u(0, ·) = u0 en Ω,

∂u
∂ν

= 0 sobre (0,T )×∂Ω,

admite una única solución u tal que

u ∈C
(
[0,T ];Ŵ 2−2/q,q

)
∩Lq

(
W 2,q

ν

)
, ∂tu ∈ Lq(Q).
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Además, existe una constante positiva C :=C(p,Ω,T ) de modo que

∥u∥C(Ŵ 2−2/q,q) +∥∂tu∥Lq(Q)+∥u∥Lq(W 2,q) ≤C
(
∥g∥Lq(Q)+∥u0∥Ŵ 2−2/q,q

)
.

Observación 1.0.1 El Teorema 1.1 continúa siendo válido para el caso q = 3, reemplazando el

espacio C
(
[0,T ];Ŵ 2−2/q,q

)
por C

(
[0,T ];Zq

)
, siendo Zq el espacio de interpolación real entre

W 2,q
ν (Ω) y Lq(Ω) (ver detalles en Feireisl and Novotný (2009)).

En lo que sigue, utilizaremos la siguiente notación para referirnos a espacios de Banach específicos:

X :=
{

u ∈C
(
L2(Ω)

)
∩L2 (H1(Ω)

)
: ∂tu ∈ L2

((
H1(Ω)

)′)}
,

X̂ := {u ∈ X : u(0) = 0} ,

Xp :=
{

u ∈C
(

Ŵ 2−2/p, p
)
∩Lp (W 2,p) : ∂tu ∈ Lp(Q)

}
,

X̂p :=
{

v ∈ Xp : v(0) = 0,
∂v
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0
}
,

X̂p+ :=
{

v ∈ Xp+ : v(0) = 0,
∂v
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0
}
,

(6)

en el caso particular p = 3, emplearemos la notación

X3 :=
{

u ∈C(Z3)∩L3 (W 2,3) : ∂tu ∈ L3(Q)
}
,

donde Zq denota el espacio de interpolación real entre W 2,q
ν (Ω) y Lq(Ω). Usaremos el teorema de

punto fijo de Leray-Schauder en varias ocasiones para demostrar la existencia de solución para
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algunos problemas de EDP no lineales. Además definimos el espacio L∞−(Ω) como

L∞−(Ω) :=
⋂

1≤r<∞

Lr(Ω).

Teorema 1.2 (Teorema de punto fijo de Leray-Schauder). Sea X un espacio de Banach y Γ :

X −→ Y un operador compacto y continuo. Si el conjunto

Tβ := {x ∈ X : x = βΓx para 0 ≤ β ≤ 1}

es acotado, entonces Γ tiene (como mínimo) un punto fijo.

Teorema 1.3 (Lions, 1969, Teorema 5.1.) Consideremos X ,B, y Y como espacios de Banach

reflexivos tales que X ⊂B ⊂Y , con inclusión compacta X
c
↪→B e inclusión continua B ↪→Y .

Si definimos

W = {w : w ∈ Lp0(0,T ;X ) ,∂tw ∈ Lp1(0,T ;Y )}

para un T > 0 finito y p0, p1 ∈ (1,+∞), entonces la inyección de W sobre Lp0(0,T ;B) es com-

pacta.

Teorema 1.4 (Simon, 1987, Corolario 4.) Supongamos que X ,B, y Y son espacios de Banach

tales que X ⊂ B ⊂ Y , con inclusión compacta X
c
↪→ B e inclusión continua B ↪→ Y . Sea

F un conjunto acotado en L∞(0,T ;X ) tal que el conjunto ∂tF =
{

∂ f
∂ t ; f ∈ F

}
es acotado en

Lr(0,T ;Y ) para algún r > 1. Entonces F es relativamente compacto en C([0,T ];B).
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A lo largo de este trabajo, usaremos con frecuencia desigualdades clásicas en espacios de Lebes-

gue y espacios de Sobolev, entre las que incluimos la desigualdad de Hölder, la desigualdad de

Gagliardo-Nirenberg y la desigualdad de Gronwall, entre otras.

Teorema 1.5 (Desigualdad de Gronwall). Sea I un intervalo de la recta real de la forma [a,∞) o

[a,b] o [a,b) con a < b. Sean α , β y u funciones de valor real definidas en I. Supongamos que β y

u son continuas y que la parte negativa de α es integrable en cada subintervalo cerrado y acotado

de I.

Si β es no negativa y si u satisface la desigualdad integral

u(t)≤ α(t)+
∫ t

a
β (s)u(s)ds, ∀t ∈ I,

entonces

u(t)≤ α(t)+
∫ t

a
α(s)β (s)exp

(∫ t

s
β (r)dr

)
ds, t ∈ I.

Además, si la función α es no decreciente, entonces

u(t)≤ α(t)exp
(∫ t

a
β (s)ds

)
.

Teorema 1.6 (Desigualdad de Hölder). Sean p,q∈ [1,∞], tales que 1/p+1/q= 1. Si f ∈Lp(Ω) y g∈

Lq(Ω) entonces f g ∈ L1(Ω) y ∥ f g∥L1 ≤ ∥ f∥Lp∥g∥Lq.

Teorema 1.7 (Nirenberg, 1959, Desigualdad de interpolación de Gagliardo-Nirenberg.) Sea Ω ⊂
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RN un dominio medible y acotado con frontera Lipschitz. Sean 1 ≤ q ≤ +∞, j y m enteros no

negativos tales que j < m, 1 ≤ r ≤+∞, p ≥ 1 y θ ∈ [0,1] donde

1
p
=

j
N
+θ

(
1
r
− m

N

)
+

1−θ

q
,

j
m

≤ θ ≤ 1.

Entonces
∥∥D ju

∥∥
Lp(Ω)

≤C∥Dmu∥θ

Lr(Ω) ∥u∥1−θ

Lq(Ω)+C∥u∥Lσ (Ω),

donde u ∈ Lq(Ω) tal que Dmu ∈ Lr(Ω) y σ es arbitraria, con un caso excepcional:

Si r > 1 y m− j− N
r es un entero no negativo, entonces la hipótesis adicional j

m ≤ θ < 1

(note la desigualdad estricta) es necesaria.

En cualquier caso, la constante C > 0 depende de los parámetros j,m,N,q,r,θ y el dominio Ω,

pero no de u.

Teorema 1.8 (Inmersiones de Sobolev). Sea Ω ⊂ RN un dominio acotado con frontera de clase

C1, m ∈ N,1 ≤ p < +∞. Si R = 1
p −

m
N entonces valen los siguientes enunciados con inmersiones

continuas:

Si R > 0 entonces W m,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), donde q = 1
R .

Si R = 0 entonces W m,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), donde q ∈ [p,+∞).

Si R < 0 entonces W m,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Teorema 1.9 (Adams and Fournier, 1975, Teorema 6.3). Sea Ω ⊂ RN un dominio acotado con
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frontera de clase C1. Si 0 < N −mp y j+m− N
p ≥ j− N

q , entonces la inmersión de Sobolev

W j+m,p(M) ↪→W j,q(M),

es compacta.

Lema 1.10 Supongamos r,s > 0, 1 < p < 2 y Ω ⊂ Rd; entonces tenemos la siguiente inmersión

entre espacios de Sobolev:

W r,p(Ω) ↪→ Hs(Ω), con s = d
(

1
2
− 1

p

)
+ r.

Lema 1.11 (Lions and Magenes, 1968, Teorema 9.6). Sean p, p1, p2 ≥ 1 y s1,s2 ≥ 0 tales que

s = (1−θ)s1 +θs2,
1
p
=

1−θ

p1
+

θ

p2
, con θ ∈ [0,1].

Entonces, Lp1(Hs1)∩Lp2(Hs2) ↪→ Lp(Hs).

El siguiente resultado se puede deducir usando las inmersiones de Sobolev y la desigualdad de

Gagliardo–Nirenberg.

Lema 1.12 Sean p,q, p1, p2,q1 ≥ 1 tales que

1
q
=

1−θ

q1
+θ

(
1
p1

− r
N

)
,

1
p
=

θ

p2
, con r > 0 y θ ∈ [0,1].

Entonces, L∞(Lq1)∩Lp2(W r,p1) ↪→ Lp(Lq).

Deducimos el siguiente corolario del Lema 1.12.
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Corolario 1.13 Si N = 3, L∞
(
L2)∩L2 (H1) ↪→ L10/3(Q) y L∞

(
H1)∩L2 (H2) ↪→ L10(Q).

Obtenemos el siguiente resultado como consecuencia de los Lemas 1.10-1.12.

Proposición 1.14 Sea Ω un dominio Lipschitz acotado en RN . Si N = 3, entonces:

Si q ∈ [1, 5
2), se tiene que Xq ⊂ L

5q
5−2q (Q).

Si q = 5
2 , entonces Xq ⊂ L∞(Lr) para todo r ∈ [1,∞), o bien Xq ⊂ L∞(L∞−

).

Si q > 5
2 , entonces Xq ⊂ L∞(Q).

Si N = 2, entonces:

Si q ∈ [1,2), se tiene que Xq ⊂ L
q+2
2−q (Q).

Si q = 2, entonces Xq ⊂ L∞(Lr) para todo r ∈ [1,∞), o bien Xq ⊂ L∞(L∞−
).

Si q > 2, entonces Xq ⊂ L∞(Q).

2. Esquema numérico para el problema sin control

En este capítulo, planteamos un esquema numérico para aproximar las soluciones del mo-

delo matemático (2).

2.1. Definiciones preliminares

Para la discretización temporal, consideramos una partición de [0,T ] con paso de tiempo

∆t = T/N, donde definimos tn = n∆t para n = 0, . . . ,N. Para la discretización espacial, utilizamos

una familia de triangulaciones cuasiuniformes de Ω, que denotamos por {Th}h>0. Esta familia
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está formada por símplices K (triángulos en 2D o tetraedros en 3D) cuyos ángulos interiores son

menores o iguales que π/2 (triangulaciones no obtusas), de manera que

Ω =
⋃

K∈Th

K.

Definimos h como h = máxK∈Th hK , donde hK representa el diámetro del símplice K. Recorde-

mos que denominamos “cuasiuniforme” a una triangulación {Th}h>0 de Ω si existen constantes

positivas C1 y C2 tales que, para cada K ∈ Th,

C1h ≤ ρ(K) y diam(K)(K)≤C2h,

donde ρ(K) es el radio del mayor círculo inscrito en K y diam(K) es el diámetro del menor círculo

que contiene a K.

Figura 1. Relación entre diam(K) y ρ(K) para un triángulo K ⊂ R2.
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Consideramos el siguiente espacio elementos finitos para u y v

X =
{

u ∈C(Ω) : u|K ∈ P1 ∀K ∈ Th
}
⊂ H1(Ω),

donde denotamos por P1 el conjunto de polinomios de grado menor o igual que 1. Así mismo,

denotamos el conjunto de nodos de Th por Nh =
{

a j
}

j∈J , y usamos
{

ϕa j

}
j∈J para referirnos a

las funciones base estándar de X . Definimos el operador de interpolación nodal Ih : C(Ω)→ X

como

Ih(m(x)) = ∑
j∈J

m(a j)ϕa j(x).

Introducimos el semi-producto interno en C(Ω), conocido en la literatura como “mass lumping”

(el cual sí constituye un producto interno en X ), junto con su semi-norma inducida

(m1,m2)
h :=

∫
Ω

Ih(m1m2)dx = ∑
j∈J

m1(a j)m2(a j)
∫

Ω

ϕa j(x)dx, (7)

|m|h :=
√
(m,m)h.

Usamos los elementos finitos P1 en X , junto con el operador “mass lumping” definido en (7),

para obtener una formulación discreta adecuada que garantice la no negatividad de las soluciones

discretas [uh,vh]. Así mismo, introducimos el operador de proyección Qh : L2(Ω)→ X , definido

para cada z ∈ L2(Ω) por

(Qhz, z̄)h = (z, z̄), ∀z̄ ∈ X . (8)
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Observación 2.1.1 En X y X , las normas | · |h y ∥ · ∥L2 son uniformemente equivalentes con

respecto a h.

2.2. Definición del esquema numérico

Proponemos el siguiente esquema numérico de primer orden en el tiempo, lineal y desaco-

plado (en general, denotaremos δtan
h =

an
h−an−1

h
∆t y a+ = máx{a,0} ≥ 0):

Inicialización: Tomamos

[u0
h,v

0
h] = [Qhu0,Qhv0] ∈ X ×X .

Paso 1: Dados [un−1
h ,vn−1

h ] ∈ X ×X , computamos vn
h ∈ X tal que, para todo v̄ ∈ X ,

(δtvn
h, v̄)

h +Dv (∇vn
h,∇v̄)− γ (b, v̄)+ γ

(
vn

h|u
n−1
h |p, v̄

)h
= 0. (9)

Paso 2: Dados [un−1
h ,vn

h] ∈ X ×X , computamos un
h ∈ X tal que, para todo ū ∈ X ,

(δtun
h, ū)

h +Du (∇un
h,∇ū)+Duv (∇vn

h,∇ū)− γ (a, ū)+ γ (un
h, ū)

h − γ(vn
h|u

n−1
h |p, ū)h = 0. (10)

Observación 2.2.1 Si u0,v0 ≥ 0, entonces u0
h,v

0
h ≥ 0. De hecho, de (8) tenemos que

(u0
h, ū)

h = (Qhu0, ū)h = (u0, ū), ∀ū ∈ X .

Tomamos ū = Ih([u0
h]−) ∈ X , donde [u0

h]− = mı́n{u0
h,0} ≤ 0, y obtenemos

∫
Ω

Ih
(
[u0

h]
2
−
)

dx = (u0, Ih([u0
h]−))≤ 0,
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lo que implica que Ih([u0
h]−) = 0, y por tanto concluimos que u0

h ≥ 0. Un razonamiento análogo

muestra que v0
h ≥ 0.

2.3. Propiedades del esquema numérico

En esta sección demostramos el buen planteamiento del esquema numérico definido en

(9)–(10), así como la propiedad de no negatividad para las soluciones discretas un
h y vn

h. Específi-

camente, probamos que la solución vn
h de (9) es no negativa, mientras que solo garantizamos esta

propiedad para un
h en el caso Duv = 0. En el caso general Duv ̸= 0, no está clara la no negatividad

de un
h. De ahora en adelante, usamos la notación a− = mı́n{a,0} ≤ 0.

Lemma 2.3.1 (Positividad de vn
h) Sea

(
vn

h

)
n∈N la sucesión definida por el esquema (9). Si vn−1

h ≥

0, entonces vn
h ≥ 0.

Demostración. Supongamos que vn−1
h ≥ 0 y tomemos v̄ = Ih

(
(vn

h)−
)

en (9). Estimamos primero

el término temporal de la siguiente manera

(δtvn
h, Ih ((vn

h)−))
h =

∫
Ω

Ih

(
vn

h − vn−1
h

∆t
· (vn

h)−

)
dx

=
1
∆t

∫
Ω

[
Ih
(
(vn

h)
2
−
)
− Ih

(
vn−1

h (vn
h)−
)]

dx.

(11)

Como Ih preserva el signo, vn−1
h ≥ 0 y (vn

h)− ≤ 0, entonces −Ih
(
vn−1

h (vn
h)−
)
≥ 0. Por lo tanto,

teniendo en cuenta que (Ih(v))
2 ≤ Ih(v2) para todo v ∈C

(
Ω
)
, obtenemos

(δtvn
h, Ih ((vn

h)−))
h ≥ 1

∆t

∫
Ω

Ih
(
(vn

h)
2
−
)

dx

≥ 1
∆t

∥Ih
(
(vn

h)−
)
∥2

L2.
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Ahora estimamos el término de difusión. Usando el hecho de que

vn
h = Ih((vn

h)+)+ Ih((vn
h)−),

tenemos que

(∇vn
h,∇Ih((vn

h)−)) = (∇Ih((vn
h)+),∇Ih((vn

h)−))+∥∇Ih((vn
h)−)∥

2
L2 . (12)

Podemos expresar el primer término del lado derecho de (12) como

∫
Ω

∇Ih((vn
h)+) ·∇Ih((vn

h)−)dx = ∑
i, j∈J

(vn
h)+(xi)(vn

h)−(x j)
∫

Ω

∇φi ·∇φ jdx.

Si i = j, entonces el producto (vn
h)+(xi) ·(vn

h)−(x j) es cero. Si i ̸= j, entonces (vn
h)+(xi)(vn

h)−(x j)≤

0, además usando la proposición 2.5 de Guillén-González and Gutiérrez-Santacreu (2019) deduci-

mos que ∇φi ·∇φ j ≤ 0. Por lo tanto,

(∇Ih((vn
h)+),∇Ih((vn

h)−))≥ 0. (13)

Así, de (12) y (13) tenemos que

Dv (∇vn
h,∇Ih((vn

h)−))≥ Dv ∥∇Ih((vn
h)−)∥

2
L2 . (14)
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Ahora estimamos el término de reacción no lineal

(
|un−1

h |pvn
h, Ih((vn

h)−)
)h

=
∫

Ω

Ih
(
|un−1

h |pvn
h(v

n
h)−
)

dx

=
∫

Ω

Ih
(
|un−1

h |p(vn
h)

2
−
)

dx.
(15)

Finalmente, estimamos el término fuente lineal

−γ(b, v̄) =−γ(b, Ih((vn
h)−))≥ 0, (16)

ya que b > 0 y Ih((vn
h)−)≤ 0. Por lo tanto, de (11)-(16) llegamos a

1
∆t

∥Ih((vn
h)−)∥

2
L2 +Dv∥∇Ih((vn

h)−)∥
2
L2 + γ

∫
Ω

Ih
(
|un−1

h |p(vn
h)

2
−
)

dx ≤ 0,

lo que implica que ∥Ih((vn
h)−)∥

2
L2 = 0, y así, (vn

h)− = 0. Por lo tanto, vn
h ≥ 0. □

Lemma 2.3.2 (Positividad condicionada de un
h) Sea

(
un

h

)
n∈N la sucesión definida por el esquema

(10). Si Duv = 0 y un−1
h ≥ 0, entonces un

h ≥ 0.

Demostración. Tomamos ū = Ih
(
(un

h)−
)
∈ X en (10) y obtenemos

(δtun
h, Ih ((un

h)−))
h +Du (∇un

h,∇Ih ((un
h)−))

− γ (a, Ih ((un
h)−))+ γ (un

h, Ih ((un
h)−))

h − γ
(
vn

h|u
n−1
h |p, Ih ((un

h)−)
)h

= 0.

(17)

Luego, usando el hecho de que a,vn
h ≥ 0 y procediendo análogamente como en (11) - (16), dedu-
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cimos que un
h ≥ 0. □

Lemma 2.3.3 (Buena postura del esquema (9)–(10)) Dado [un−1
h ,vn−1

h ] ∈ X ×X , existe una

única solución [un
h,v

n
h] ∈ X ×X del esquema (9)–(10).

Demostración. Dado que (9)–(10) es un sistema algebraico lineal, basta demostrar la unicidad.

Primero, fijado [un−1
h ,vn−1

h ], supongamos que vn
h,1,v

n
h,2 ∈ X son dos soluciones de (9). Entonces

vn
h = vn

h,1 − vn
h,2 ∈ X satisface

1
∆t

(vn
h, v̄)

h +Dv(∇vn
h,∇v̄)+ γ(vn

h|u
n−1
h |p, v̄)h = 0, ∀v̄ ∈ X . (18)

Tomamos v̄ = vn
h y usando la Observación 2.1.1, tenemos que existe una constante c > 0 tal que

( c
∆t

)
∥vn

h∥
2
L2 +Dv∥∇vn

h∥
2
L2 +

∫
Ω

Ih
(
(vn

h)
2|un−1

h |p
)

dx ≤ 0. (19)

Como todos los términos del lado izquierdo de (19) son no negativos, deducimos que ∥vn
h∥

2
L2 = 0,

es decir, vn
h,1 = vn

h,2. Ahora, fijado [un−1
h ,vn

h], supongamos que un
h,1,u

n
h,2 ∈X son dos soluciones de

(10). Entonces un
h = un

h,1 −un
h,2 ∈ X satisface

1
∆t

(un
h, ū)

h +Du(∇un
h,∇ū)+ γ(un

h, ū)
h = 0, ∀ū ∈ X . (20)

Tomamos ū= un
h y usamos nuevamente la Observación 2.1.1 para concluir que existe una constante
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c2 > 0 tal que ( c2

∆t

)
∥un

h∥
2
L2 +Du∥∇un

h∥
2
L2 + γ

∫
Ω

Ih((un
h)

2)dx ≤ 0. (21)

Como todos los términos son no negativos, concluimos que ∥un
h∥

2
L2 = 0, lo que implica un

h,1 = un
h,2.

□

2.4. Simulación numérica

En esta sección presentamos una simulación numérica usando el esquema (9)-(10) con el

fin de ilustrar la evolución temporal del activador u y del inhibidor v. Obtuvimos todos los resulta-

dos numéricos utilizando el software FreeFem++. Para este experimento, consideramos el dominio

cuadrado Ω= (0,100)2 ⊂R2, discretizado mediante una malla uniforme de 80×80 elementos. Pa-

ra la discretización temporal utilizamos un paso de tiempo ∆t = 0.01. Como condiciones iniciales

tomamos las funciones

u0(x,y) = a+b+U (0,1), v0(x,y) =
b

(a+b)2 +U (0,1),

donde U (0,1) representa una perturbación aleatoria uniforme en el intervalo (0,1). Fijamos los

parámetros en Du = 1, Dv = 40, Duv = 0, a = 0.1, b = 0.9, γ = 1, p = 2. En la Figu-

ra 2 mostramos la evolución temporal del activador u, mientras que en la Figura 3 presentamos el

comportamiento del inhibidor v.
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(a) t = 0 (b) t = 5 (c) t = 20

Figura 2. Evolución temporal del activador u.

(a) t = 0 (b) t = 5 (c) t = 20

Figura 3. Evolución temporal del inhibidor v.

En las Figuras 2 y 3 mostramos cómo evoluciona temporalmente el activador u y el inhibidor v del

modelo de Schnakenberg. Las simulaciones revelan la formación de patrones de Turing en forma

de estructuras circulares, como se espera en este tipo de modelo. Además, los resultados reflejan

directamente la interacción entre ambas especies químicas: en las regiones donde aumenta la con-

centración de u, disminuye la de v, y viceversa, reproduciendo el comportamiento característico
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del sistema.

3. Existencia de solución fuerte

En este capítulo presentamos una definición de solución fuerte asociada al sistema (4) y

mostramos algunos resultados de existencia y unicidad de soluciones para los casos N = 3 y N = 2.

Definición 3.1 (Solución fuerte) Sea Ω un dominio Lipschitz acotado en RN .

Sean N = 3, 0 < T < ∞, p ∈
[
1, 7

3

)
, f ∈ L3(Q), u0,v0 ∈Ŵ

4
3 ,3(Ω) tales que v0 ≥ 0 en Ω.

Llamamos solución fuerte de (4) a una dupla [u,v] de funciones tales que v ≥ 0 c.t.p. en

(0,T )×Ω,

u,v ∈
{

u ∈C (Z3)∩L3 (W 2,3) : ∂tu ∈ L3(Q)
}
,

y que verifican el sistema (4).

Sean N = 2, 0 < T < ∞, p ∈
[
1, 10

3

)
, f ∈ L2+(Q), u0,v0 ∈Ŵ 1+,2+(Ω) tales que v0 ≥ 0 en

Ω. Llamamos solución fuerte de (4) a una dupla [u,v] de funciones tales que v ≥ 0 c.t.p. en

(0,T )×Ω,

u,v ∈ X2+ :=
{

u ∈C
(

Ŵ 1+,2+
)
∩L2+ (W 2,2+) : ∂tu ∈ L2+(Q)

}
,

y que verifican el sistema (4).
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3.1. Existencia de solución, caso N = 3

En esta sección, demostramos que el sistema (4) tiene solución fuerte para el caso de di-

mensión N = 3, haciendo uso del Teorema de punto fijo de Leray-Schauder. Además, demostramos

que la solución es única.

Teorema 3.2 Sea N = 3. Existe una solución fuerte de (4) en el sentido de la Definición 3.1.

Demostración. Consideremos el espacio

Xu,v := L∞

(
W

4
3 ,3
)
∩L2 (H2) ,

y el operador

Γ : Xu,v ×Xu,v −→ X3 ×X3

[u,v]−→ Γ([u,v]) = [u,v],

donde [u,v] es la solución del sistema lineal



∂tu−Du∆u = Duv∆v+ γ (a−u+ v|u|p) en (0,T )×Ω,

∂tv−Dv∆v = γ(b− v|u|p)+ f 1Ωcv en (0,T )×Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 en Ω,

∂u
∂ν

=
∂v
∂ν

= 0 sobre (0,T )×∂Ω.

(22)
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Verifiquemos que se cumplen las hipótesis del Teorema 1.2.

Paso 1: Γ está bien definido.

Sea [u,v] ∈ Xu,v×Xu,v. En primer lugar, de la Proposición 1.14 tenemos que Xu,v ↪→ L∞ (Q). Como

f ∈ L3(Q), concluimos que f 1Ωcv ∈ L3(Q). Además, como v|u|p ∈ L∞ (Q), aplicamos el Teorema

1.1 y obtenemos una única solución v ∈ X3 de la ecuación (22)2 y la estimativa

∥v∥X3 ≤ K
(
∥v0∥

Ŵ
4
3 ,3

+∥γ(b− v|u|p)+ f 1Ωcv∥L3

)
. (23)

Por otra parte, como v ∈ X3, concluimos que Duv∆v ∈ L3(Q). Además, dado que γv|u|p ∈ L∞ (Q),

deducimos que Duv∆v+ γ (a−u+ v|u|p) ∈ L3(Q). Por lo tanto, al aplicar nuevamente el Teorema

1.1, obtenemos una única solución u ∈ X3 de (22)1 y la siguiente estimativa

∥u∥X3 ≤ K
(
∥u0∥

Ŵ
4
3 ,3

+∥Duv∆v+ γ (a−u+ v|u|p)∥L3

)
≤ K

(
∥u0∥

Ŵ
4
3 ,3

+Duv∥v∥X3 +∥γ (a−u+ v|u|p)∥L3

)
.

(24)

Por lo tanto, dado [u,v] ∈ Xu,v × Xu,v, concluimos que existe un único par [u,v] ∈ X3 × X3 que

satisface (22); es decir, el operador Γ está bien definido.

Paso 2: Γ es un operador compacto.

Veamos que X3
c
↪→ Xu,v. Del Teorema 1.9 se sigue que Ŵ 2,3(Ω)

c
↪→ H1(Ω). Usando el Teorema 1.3

y el Corolario 1.4, deducimos que X3
c
↪→ Xu,v. De este modo, concluimos que Γ es compacto.

Paso3:El conjunto de puntos fijos de βΓ, β ∈ [0,1] es acotado en Xu,v×Xu,v.

Consideramos β ∈ (0,1] (el caso β = 0 es claro). Si [u,v] es un punto fijo de βΓ, entonces [u,v] =



29

βΓ([u,v]) satisface



∂tu−Du∆u = Duv∆v+ γa−βγu+βγv|u|p en (0,T )×Ω,

∂tv−Dv∆v = γb−βγv|u|p +β f 1Ωcv en (0,T )×Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 en Ω,

∂u
∂ν

=
∂v
∂ν

= 0 sobre (0,T )×∂Ω.

(25)

A continuación, deseamos acotar la dupla [u,v] en Xu,v×Xu,v independiente de β ∈ (0,1]. Probare-

mos primero que v ≥ 0. Sea v− = mı́n{v,0} ≤ 0. Puesto que v− = 0 si v ≥ 0, y ∇v− = ∇v si v ≤ 0,

multiplicando (25)2 por v− e integrando sobre Ω, obtenemos

1
2

d
dt
∥v−∥2

L2 +Dv∥∇v−∥2
L2 =

∫
Ω

γbv−dx−βγ

∫
Ω

v2
−|u|p dx+

∫
Ω

f v2
− dx.

Aplicamos las desigualdades de Hölder, Young y Gagliardo-Nirenberg y obtenemos

1
2

d
dt
∥v−∥2

L2+Dv∥∇v−∥2
L2 ≤

∫
Ω

f 1Ωcv
2
−dx

≤ β∥ f∥
L

5
2
∥v−∥2

L
10
3

≤ βK∥ f∥
L

5
2

(
∥v−∥

4
5
L2∥∇v−∥

6
5
L2 +∥v−∥2

L2

)
≤
(

Kε∥ f∥2

L
5
2
+βK∥ f∥

L
5
2

)
∥v−∥2

L2 + ε∥∇v−∥2
L2,
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de lo cual, tomando ε < Dv concluimos que

1
2

d
dt
∥v−∥2

L2 ≤
(

Kε∥ f∥2

L
5
2
+βK∥ f∥

L
5
2

)
∥v−∥2

L2 + ε∥∇v−∥2
L2.

Aplicamos la desigualdad de Gronwall y concluimos que v− = 0, ya que v(0) ≥ 0 y f ∈ L3(Q).

Por lo tanto, v ≥ 0. Para probar que v ∈ L∞ (L∞−)∩L2 (H1), tomamos r ∈ [2,∞), multiplicamos la

ecuación (25)2 por 1
r−1vr−1, integramos en Ω y obtenemos

1
r(r−1)

d
dt
∥v

r
2∥2

L2 +
4Dv

r2 ∥∇v
r
2∥2

L2 =
γ

r−1

∫
Ω

(
bvr−1 −βvr|u|p

)
dx+

1
r−1

∫
Ω

f
(

v
r
2

)2
dx,

y como v ≥ 0, aplicamos las desigualdades de Hölder, Young y Gagliardo-Nirenberg para obtener

1
r(r−1)

d
dt
∥v

r
2∥2

L2+
4Dv

r2 ∥∇v
r
2∥2

L2 ≤
γ

r−1

∫
Ω

(
br

r
+

r−1
r

vr
)

dx+
1

r−1

∫
Ω

f
(

v
r
2

)2
dx

≤ γ

r(r−1)

(
|Ω|br +(r−1)∥v

r
2∥2

2

)
+β∥ f∥

L
5
2
∥v

r
2∥2

L
10
3

≤ βK∥ f∥
L

5
2

(
∥v

r
2∥

4
5
L2∥∇v

r
2∥

4
3
L2 +∥v

r
2∥2

L2

)
+

γ

r(r−1)

(
|Ω|br +(r−1)∥v

r
2∥2

2

)
≤
(

γ

r
+Kε∥ f∥2

L
5
2
+βK∥ f∥

L
5
2

)
∥v

r
2∥2

L2 + ε∥∇v
r
2∥2

L2

+
γ|Ω|br

r(r−1)
,
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lo que implica que

1
r(r−1)

d
dt
∥v

r
2∥2

L2 +

(
4Dv

r2 − ε

)
∥∇v

r
2∥2

L2 ≤
(

γ

r
+Kε∥ f∥2

L
5
2
+βK∥ f∥

L
5
2

)
∥v

r
2∥2

L2

+
γ|Ω|br

r(r−1)
.

(26)

Tomando ε < 4Dv
r2 concluimos que

d
dt
∥v

r
2∥2

L2 ≤ r(r−1)
(

γ

r
+Kε∥ f∥2

L
5
2
+βK∥ f∥

L
5
2

)
∥v

r
2∥2

L2 + γ|Ω|br. (27)

Aplicando la desigualdad de Gronwall a (27) y como ∥v
r
2∥2

L2 = ∥v∥r
Lr , obtenemos

∥v(t)∥r
Lr ≤ γ|Ω|br∥v0∥r

Lr exp
(∫ T

0
r(r−1)

(
Kε∥ f∥2

L2(L5/2)
+βK∥ f∥L1(L5/2)+

γ

r

)
ds
)
.

Como f ∈ L3(Q), deducimos que v ∈ L∞(Lr) para todo r ∈ [2,∞), y obtenemos la estimación

∥v(t)∥Lr ≤ γ|Ω|br∥v0∥
W

4
3 ,3

exp
(

r(r−1)
(

Kε∥ f∥2
L2(L5/2) +βK∥ f∥L1(L5/2) +T

γ

r

))
.

Por lo tanto, v ∈ L∞ (L∞−). Al tomar r = 2 en (26), integrar en (0,T ) y usar que v ∈ L∞ (L∞−),

deducimos que ∇v ∈ L2(L2), es decir, v ∈ L2(H1). Así obtenemos que

v ∈ L∞ (L∞−)∩L2(H1), (28)
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con la estimación

∥v∥L∞(Lr)∩L2(H1) ≤Cv

(
r,∥v0∥

W
4
3 ,

5
2
,∥ f∥

L
5
2 (Q)

)
.

Por otra parte, definimos w = v+u y sumamos las ecuaciones (25)1 y (25)2 para obtener

wt −Du∆w = (Duv +Dv −Du)∆v+β f 1Ωcv+ γ(a+b−βw+βv).

Al multiplicar esta ecuación por w, obtenemos

1
2

d
dt
∥w∥2

L2+Du∥∇w∥2
L2 ≤ |α|

∫
Ω

|∇w ·∇v|dx+
∫

Ω

|β f 1Ωcv+ γ(a+b−βw+βv)||w|dx,

y al aplicar las desigualdades de Hölder y Young, llegamos a

1
2

d
dt
∥w∥2

L2+Du∥∇w∥2
L2 ≤ ε∥∇w∥2

L2 +Cε∥∇v∥2
L2 +

β

2
∥ f 1Ωcv∥

2
L2

+

(
β

2
+

∣∣∣∣12 − βγ

2

∣∣∣∣)∥w∥2
L2 + |Ω|γ

2

2
(a+b)2 +

βγ

2
∥v∥2

L2.

Integrando en (0, t) obtenemos

∥w(t)∥2
L2+2(Du − ε)

∫ t

0
∥∇w(s)∥2

L2ds≤ (2Cε +βγ)∥v∥2
L2(H1)+β∥ f 1Ωcv∥

2
L2(Q)+∥w(0)∥2

L2

+ |Ω|T γ
2(a+b)2 +

∫ t

0
(β + |1−βγ|)∥w(s)∥2

L2ds.

(29)

Como v ∈ L∞ (L∞−)∩L2(H1) y f ∈ L3(Q), deducimos que f 1Ωcv ∈ L3−(Q) ↪→ L2(Q). Al tomar
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ε < Du y aplicar la desigualdad de Gronwall, concluimos que

∥w(t)∥2
L2 ≤ e(β+|1−β |)T

(
(2Cε +βγ)∥v∥2

L2(H1)+β∥ f 1Ωcv∥
2
L2(Q)+∥w(0)∥2

L2 + |Ω|T γ
2(a+b)2

)
.

Por lo tanto, w ∈ L∞(L2), y de (29) deducimos que w ∈ L∞(L2)∩ L2(H1). Como w = v + u y

v ∈ L∞(L∞−)∩L2(H1), concluimos que u ∈ L∞(L2)∩L2(H1) ↪→ L
10
3 (Q), y existe una constante Cu

tal que

∥u∥L∞(L2)∩L2(H1) ≤Cu

(
∥v0∥

W
4
3 ,3
,∥u0∥

W
4
3 ,3
,∥ f∥

L
5
2 (Q)

)
. (30)

Ahora, aplicamos la Proposición 6.1 del Anexo y la Proposición 1.14 para deducir que u,v ∈

X17
7
↪→ L85(Q). En consecuencia, concluimos que γb− βγv|u|p + β f 1Ωcv ∈ L3−(Q). Luego, al

aplicar el Teorema 1.1 obtenemos que v ∈ X3− ↪→ L∞(Q). Por lo tanto γb−βγv|u|p +β f 1Ωcv ∈

L3(Q). Al volver a aplicar el Teorema 1.1 , deducimos que v ∈ X3. Como v ∈ X3, evaluamos el

término Duv∆v+ γa−βγu+βγv|u|p y verificamos que pertenece a L3(Q). Por lo tanto, al aplicar

nuevamente el Teorema 1.1 con q = 3, deducimos que u ∈ X3. Además, existe una constante C, que

depende de ∥v0∥
W

4
3 ,3
,∥u0∥

W
4
3 ,3

y ∥ f∥
L

5
2 (Q)

, tal que se cumple la estimación

∥[u,v]∥X3×X3 <C
(
∥v0∥

W
4
3 ,3
,∥u0∥

W
4
3 ,3
,∥ f∥

L
5
2 (Q)

)
. (31)

Como X3 ↪→ Xu,v, concluimos que el conjunto de puntos fijos de βΓ, con β ∈ [0,1], es acotado en

Xu,v ×Xu,v.
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Paso 4: Γ es continuo.

Sea {[um,vm]}m∈N una sucesión en Xu,v×Xu,v tal que [um,vm] converge a [u,v] en Xu,v×Xu,v cuan-

do m tiende a ∞. A partir del Paso 1 (ver (23) y (24)) deducimos que [um,vm] = Γ([um,vm]) es

acotado en X3 ×X3. Por consiguiente, existe una subsucesión de {[um,vm]}m∈N, denotada tam-

bién por {[um,vm]}m∈N, de manera que [um,vm]−→ [û, v̂] débilmente en X3 ×X3 y fuertemente en

Xu,v ×Xu,v. De la definición de Γ, [um,vm] es solución del siguiente sistema:



∂tum −Du∆um = Duv∆vm + γ (a−um + vm|um|p) en (0,T )×Ω,

∂tvm −Dv∆vm = γb− γvm|um|p + f 1Ωcvm en (0,T )×Ω,

um(0) = u0, vm(0) = v0 en Ω,

∂um

∂ν
=

∂vm

∂ν
= 0 sobre (0,T )×∂Ω.

(32)

A continuación, realizaremos el paso al límite del sistema (32) cuando m tiende a ∞. De las con-

vergencias [um,vm]−→ [u,v] y [um,vm]−→ [û, v̂] fuerte en Xu,v ×Xu,v y débil en X3 ×X3, tenemos

que (ver Anexo, Proposición 6.3)

γvm|um|p −→ γv|u|p débil en L3(Q),

f um −→ f u débil en L3(Q).
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Por otra parte, ya que [um,vm]−→ [û, v̂] débil en X3 ×X3, obtenemos las siguientes convergencias:

∂tum −Du∆um −Duv∆vm −→ ∂t û−Du∆û−Duv∆v̂ débil en L3(Q),

∂tvm −Dv∆vm −→ ∂t v̂−Dv∆v̂ débil en L3(Q),

por lo tanto Γ([u,v]) = [û, v̂], lo cual implica la continuidad del operador Γ.

Finalmente, en virtud de los Pasos 1,2,3 y 4, aplicamos el Teorema de Leray-Schauder para concluir

que (4) tiene una solución fuerte [u,v] ∈ X3 ×X3. □

A continuación, demostramos la unicidad de la solución encontrada en el Teorema 3.2.

Proposición 3.3 La solución fuerte [u,v] ∈ X3×X3 del sistema (4), encontrada en el Teorema 3.2,

es única.

Demostración. Para mostrar la unicidad, suponemos que existen [u1,v1] , [u2,v2] ∈ X3 ×X3 dos

soluciones fuertes de (4). Denotando por u := u1 −u2, y v := v1 − v2, tenemos que [u,v] ∈ X3 ×X3

satisface el siguiente sistema:



∂tu−Du∆u = Duv∆v+ γ (v |u1|p + v2 (|u1|p −|u2|p)) en (0,T )×Ω,

∂tv−Dv∆v =−γ (v |u1|p + v2 (|u1|p −|u2|p))+ f 1Ωcv en (0,T )×Ω,

u(0) = 0, v(0) = 0 en Ω,

∂u
∂ν

=
∂v
∂ν

= 0 sobre (0,T )×∂Ω.

(33)
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Multiplicando (33)2 por v ∈ X3, de la desigualdad de Hölder y la Proposición 6.2 del Anexo tene-

mos que existe una constante C > 0 tal que

1
2

d
dt
∥v∥2

L2 +Dv∥∇v∥2
L2 =−γ

∫
Ω

v2 |u1|p dx+ γ

∫
Ω

vv2
(
|u1|p− | up

2
)

dx+
∫

Ω

f 1Ωcv
2dx

≤ γ

∫
Ω

|v| |v2| ||u1|p −|u2|p|dx+
∫

Ω

f 1Ωcv
2dx

≤ γ

∫
Ω

|v| |v2| |u| p
∣∣∣|u1|p−1 −|u2|p−1

∣∣∣dx+
∫

Ω

f 1Ωcv
2dx

≤ p∥v∥L2 ∥v2∥L∞ ∥u∥L2

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥

L∞
+∥ f∥L3∥v∥L6∥v∥L2.

Por lo tanto, de las desigualdades de Young y Gagliardo-Nirenberg tenemos que existe una cons-

tante C tal que

1
2

d
dt
∥v∥2

L2 ≤C
(
∥v2∥L∞

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥

L∞

)
∥u∥2

L2 +C
(
∥ f∥2

L3 +1
)
∥v∥2

L2 +C∥ f∥2
L3∥∇v∥2

L2.

(34)

De manera análoga, multiplicando (33)2 por −∆v, de las desigualdades de Young, Hölder y Gagliardo-

Nirenberg obtenemos que existe una constante que también denotaremos por C tal que

1
2

d
dt
∥∇v∥2

L2 +Dv∥∆v∥2
L2 ≤ γ∥∆v∥L2∥v∥L2∥up

1∥L∞ + p∥∆v∥L2 ∥v2∥L∞ ∥u∥L2

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥

L∞

+∥ f∥L3∥v∥L6∥∆v∥L2

≤C
(
∥up

1∥L∞ +∥ f∥2
L3

)
∥v∥2

L2 +C∥v2∥2
L∞

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥2

L∞
∥u∥2

L2

+C∥ f∥2
L3∥∇v∥2

L2 + ε∥∆v∥L2.
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Tomando 0 < ε < Dv, tenemos que

1
2

d
dt
∥∇v∥2

L2 ≤C
(
∥up

1∥L∞ +∥ f∥2
L3

)
∥v∥2

L2 +C∥v2∥2
L∞

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥2

L∞
∥u∥2

L2 +C∥ f∥2
L3∥∇v∥2

L2

(35)

Análogamente, multiplicando (33)1 por u∈X3, de las desigualdades de Young, Hölder y Gagliardo-

Nirenberg tenemos que existe una constate C tal que

1
2

d
dt
∥u∥2

L2 ≤Cε∥∇v∥2
L2 +C

(∥∥up
1

∥∥
L∞ +∥v2∥L∞

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥

L∞

)(
∥u∥2

2 +∥v∥2
2
)
. (36)

De las desigualdades (34)-(36), para alguna constante C tenemos lo siguiente

1
2

d
dt

(
∥u∥2

L2 +∥v∥2
L2 +∥∇v∥2

L2

)
≤C

(∥∥up
1

∥∥
L∞ +∥v2∥L∞

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥

L∞

)
∥u∥2

L2

+
(∥∥up

1

∥∥
L∞ +∥v2∥L∞

∥∥∥|u1|p−1 + |u2|p−1
∥∥∥

L∞
+∥ f∥2

L3 +1
)
∥v∥2

L2

+C
(
1+∥ f∥2

L3

)
∥∇v∥2

L2.

Como u1,u2,v1,v2 ∈ X3 ↪→ L∞(Q), todos los términos que acompañan a ∥u∥2
L2 , ∥v∥2

L2 y ∥∇v∥2
L2

están acotados. Además, se cumple que u(0) = v(0) = 0. Por lo tanto, aplicando la desigualdad de

Gronwall, concluimos la unicidad. □

3.2. Existencia de solución, caso N = 2

En esta sección demostramos que el sistema (4) tiene única solución fuerte, cuando la di-

mensión es N = 2.
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Teorema 3.4 Sea N = 2. Existe una única solución fuerte del sistema (4) en el sentido de la

Definición 3.1.

Demostración. Consideremos el espacio

Xu,v := L∞(Q),

y el operador

Γ : Xu,v ×Xu,v −→ X2+×X2+

[u,v]−→ Γ([u,v]) = [u,v],

donde [u,v] es la solución del sistema lineal:



∂tu−Du∆u = Duv∆v+ γ (a−u+ v|u|p) en (0,T )×Ω,

∂tv−Dv∆v = γ(b− v|u|p)+ f 1Ωcv en (0,T )×Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 en Ω,

∂u
∂ν

=
∂v
∂ν

= 0 sobre (0,T )×∂Ω.

(37)

Verifiquemos que se cumplen las hipótesis del Teorema 1.2.

Paso 1: Γ está bien definido.

Sea [u,v] ∈ Xu,v ×Xu,v. En primer lugar, como u,v ∈ L∞(Q) y f ∈ L2+(Q), del Teorema 1.1 con-
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cluimos que existe una única v ∈ X2+ solución de la ecuación (37)2. Como v ∈ X2+, entonces

Duv∆v+ γ (a−u+ v|u|p) ∈ L2+(Q). Por lo tanto, aplicando nuevamente el Teorema 1.1, deduci-

mos que la ecuación (37)1 tiene solución única u ∈ X2+. De lo anterior concluimos que el operador

Γ está bien definido.

Paso 2: Γ es un operador compacto.

De manera análoga al caso N = 3 probamos que X2
c
↪→ Xu,v. De este modo, concluimos que Γ es

compacto.

Paso3:El conjunto de puntos fijos de βΓ, β ∈ [0,1] es acotado en Xu,v×Xu,v.

Consideramos β ∈ (0,1] (el caso β = 0 es claro). Si [u,v] es un punto fijo de βΓ, entonces [u,v] =

βΓ([u,v]) satisface



∂tu−Du∆u = Duv∆v+ γa−βγu+βγv|u|p en (0,T )×Ω,

∂tv−Dv∆v = γb−βγv|u|p +β f v en (0,T )×Ω,

u(0) = u0, v(0) = v0 en Ω,

∂u
∂ν

=
∂v
∂ν

= 0 sobre (0,T )×∂Ω.

(38)

A continuación, deseamos acotar la dupla [u,v] en Xu,v×Xu,v independiente de β ∈ (0,1]. Multipli-

cando (38)2 por v− obtenemos v ≥ 0. Ahora, tomamos r ∈ [2,∞), multiplicamos la ecuación (38)2

por 1
r−1vr−1, integramos sobre Ω y obtenemos la estimativa

∥v∥L∞(Lr)∩L2(H1) ≤C,
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para alguna constante C que depende r, ∥v0∥W 1,2 y ∥ f∥L2+(Q). Es decir, obtenemos v ∈ L∞ (L∞−)∩

L2 (H1). Por otra parte definimos w = v+u y sumamos las ecuaciones (38)1 y (38)2 para obtener

wt −Du∆w = (Duv +Dv −Du)∆v+β f 1Ωcv+ γ(a+b−βw+βv).

Al multiplicar esta ecuación por w, obtenemos w ∈ L∞
(
L2)∩ L2 (H1). Como w = v+ u y v ∈

L∞(L∞−)∩L2(H1), concluimos que u ∈ L∞
(
L2)∩L2 (H1) ↪→ L4(Q). Mediante un argumento de

tipo “bootstrapping” análogo al caso de dimensión N = 3 deducimos que u,v ∈ X2+ × X2+ ↪→

Xu,v ×Xu,v.

Paso4:Continuidad del operador Γ.

La continuidad del operador Γ se demuestra de forma análoga al caso N = 3.

Del Teorema de punto fijo de Leray-Schauder concluimos la existencia de solución fuerte para el

sistema (4) en el sentido de la Definición 3.1. Siguiendo la demostración de la Proposición 3.3

obtenemos la unicidad de la solución fuerte obtenida.

□

4. Problema de control óptimo

En este capítulo, planteamos un problema de control óptimo asociado al sistema (4). De-

mostramos que dicho problema admite una solución óptima global y derivamos condiciones de

optimalidad de primer orden para esa solución.



41

4.1. Existencia de una solución óptima global

4.1.1. Caso N = 3. En esta subsección, formulamos el problema de control bilineal

en estudio. Asumimos que

F ⊂ L3(Qc
)
= L3(0,T ;L3(Ωc)

)
es un conjunto no vacío, cerrado y convexo, donde Ωc ⊂ Ω denota el dominio de control. Así

mismo, definimos el conjunto de soluciones admisibles del problema (39) como

Sad :=
{
[u,v, f ] ∈ X3 ×X3 ×F : [u,v] sea solución fuerte de (4) con dato f

}
.

Ahora, definimos el siguiente problema de minimización restringida asociado al sistema (4):



Encontrar [u,v, f ] ∈ Sad que minimice el funcional objetivo

J([u,v, f ]) =
γu

2

∫ T

0
∥u−ud∥2

L2(Ω)dt +
γv

2

∫ T

0
∥v− vd∥2

L2(Ω)dt +
γ f

3

∫ T

0
∥ f∥3

L3(Ωc)
dt

+
β1

2

∫
Ω

|u(T )−uT |2dx+
β2

2

∫
Ω

|v(T )− vT |2dx,

bajo la restricción de que [u,v] sea solución fuerte del sistema (4) con dato f .

(39)

Aquí, [ud,vd]∈L2(Q)×L2(Q) define los estados deseados, y los parámetros no negativos γu,γv,γ f ,β1,β2

cuantifican los costos asociados a los estados y al control, respectivamente. Decimos que [ũ, ṽ, f̃ ]∈

Sad constituye una solución óptima global de (39) si

J([ũ, ṽ, f̃ ]) = mı́n
[u,v, f ]∈Sad

J([u,v, f ]).
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Teorema 4.1 Sea 0 < T < ∞, con f ∈ L3(Q) y u0,v0 ∈ Ŵ 4/3,3(Ω) tales que v0 ≥ 0 en Ω. Si γ f > 0

o bien F es limitado en L3(Qc), entonces el problema de control óptimo bilineal (39) admite al

menos una solución óptima global [ũ, ṽ, f̃ ].

Demostración. Del Teorema 3.2 deducimos que el conjunto Sad es no vacío. Como J está acotado

inferiormente, podemos tomar una sucesión minimizante

{sm}m∈N = {[um,vm, fm]} ⊂ Sad

tal que

lı́m
m→∞

J(sm) = ı́nf
s∈Sad

J(s).

De la definición del conjunto Sad , para toda m ∈ N, {sm}m∈N satisface (4) en el sentido de la

Definición 3.1. A partir de la definición de J y teniendo en cuenta la suposición de que γ f > 0 ó

F es acotado en L3(Qc), concluimos que { fm}m∈N está acotada en L3(Qc). Por otro lado, a partir

de la demostración del Teorema 3.2 (ver desigualdades (31)), la sucesión {[um,vm]}m∈N es acotada

en X3 ×X3. Por lo tanto, recordando que F es un subconjunto cerrado y convexo de L3(Qc) (por

ende, débilmente cerrado en L3(Qc)), para alguna subsucesión de {sm}m∈N, también denotada por
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{sm}m∈N, existe un vector límite [ũ, ṽ, f̃ ] tal que



[um,vm]−→ [ũ, ṽ] débil en X3 ×X3,

[um,vm]−→ [ũ, ṽ] débil en L3(W 2,3)×L3(W 2,3),

[∂tum,∂tvm]−→ [∂t ũ,∂t ṽ] débil en L3(Q)×L3(Q),

fm −→ f̃ débil en L3(Qc), y f̃ ∈ F .

(40)

Del paso 2 de la demostración del Teorema 3.2, tenemos que X3
c
↪→Xu,v. En consecuencia [um,vm]−→

[ũ, ṽ] fuerte en Xu,v ×Xu,v. Teniendo en cuenta la Proposición 6.2 del Anexo, concluimos que

∥vmum|p − ṽ|ũ|p∥L3(Q) ≤ ∥|um|p∥L∞(Q)∥vm − ṽ∥L3(Q)+∥ṽ∥L∞(Q)∥|um|p −|ũ|p∥L3(Q)

≤ ∥|um|p∥L∞(Q)∥vm − ṽ∥L3(Q)

+ p∥ṽ∥L∞(Q)∥|um|p−1 + |ũ|p−1∥L∞(Q)∥um − ũ∥L3(Q).

Puesto que la sucesión {[um,vm]}m∈N es acotada en X3 ×X3 ↪→ L∞ (Q), los términos ∥|um|p∥L∞(Q)

y ∥ṽ∥L∞(Q)∥|um|p−1 + |ũ|p−1∥L∞(Q) son acotados. Además, de la convergencia [um,vm] −→ [ũ, ṽ]

fuerte en Xu,v ×Xu,v se deduce que

|um|pvm −→ |ũ|pṽ fuerte en L3(Q). (41)

A partir de las convergencias dadas en (40) y (41), es posible obtener las siguientes convergencias:
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

∂tum −Du∆um −Duv∆vm −→ ∂t ũ−Du∆ũ−Duv∆ṽ débil en L3(Q),

∂tvm −Dv∆vm −→ ∂t ṽ−Dv∆ṽ débil en L3(Q),

|um|pvm −→ |ũ|pṽ fuerte en L3(Q),

fmum −→ f̃ ũ débil en L3(Q).

(42)

Además, de la convergencia [um,vm]−→ [ũ, ṽ] fuerte en Xu,v ×Xu,v, se sigue que

[u0,m,v0,m]−→ [ũ(0), ṽ(0)] fuerte en L3(Ω)×L3(Ω),

y ya que u0,m = u0 y v0,m = v0 para toda m ∈N, entonces [ũ(0), ṽ(0)] = [u0,v0], esto es, s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ]

satisface (22)3. Por tanto, teniendo en cuenta las convergencias (40) y (41), tomando el límite en

(22) (reemplazando [u,v] por [um,vm]) cuando m tiende a +∞, concluimos que s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] es una

solución fuerte de (22), es decir, s̃ ∈ Sad. Entonces,

lı́m
m−→∞

J(sm) = ı́nf
s∈Sad

J(s)≤ J(s̃). (43)

Finalmente, como J es débilmente semicontinuo inferior en Sad , tenemos que

J(s̃)≤ lı́minf
m→∞

J(sm). (44)

De (43) y (44) concluimos lo siguiente

J([ũ, ṽ, f̃ ]) = mı́n
[u,v, f ]∈Sad

J([u,v, f ]).
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□

4.1.2. Caso N = 2. En esta subsección, demostramos que el problema de control

(39) tiene una solución óptima global en el caso de dimensión N = 2. Para esto, asumimos que

F ⊂ L2+(Qc
)
= L2+(0,T ;L2+(Ωc)

)

es un conjunto no vacío, cerrado y convexo, donde Ωc ⊂ Ω denota el dominio de control. Así

mismo, definimos el conjunto de soluciones admisibles del problema (39) como

Sad :=
{
[u,v, f ] ∈ X2+×X2+×F : [u,v] sea solución fuerte de (4) con dato f

}
.

Teorema 4.2 Sea 0 < T < ∞, con f ∈ L2+(Q) y u0,v0 ∈ Ŵ 1+,2+(Ω) tales que v0 ≥ 0 en Ω. Si

γ f > 0 o bien F es limitado en L2+(Qc), entonces el problema de control óptimo bilineal (39)

admite al menos una solución óptima global [ũ, ṽ, f̃ ].

Demostración. Del Teorema 3.4 deducimos que el conjunto Sad es no vacío. Como J está acotado

inferiormente, podemos tomar una sucesión minimizante

{sm}m∈N = {[um,vm, fm]} ⊂ Sad

tal que

lı́m
m→∞

J(sm) = ı́nf
s∈Sad

J(s).
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De la definición del conjunto Sad , para todo m ∈ N, sm satisface (4) en el sentido de la Definición

3.1. A partir de la definición de J y teniendo en cuenta la suposición de que γ f > 0 ó F es aco-

tado en L2+(Qc), concluimos que { fm}m∈N está acotada en L2+(Qc). Por otro lado, a partir de la

demostración del Teorema 3.4, la sucesión {[um,vm]}m∈N es acotada en X2+×X2+. Por lo tanto,

recordando que F es un subconjunto cerrado y convexo de L2+(Qc) (por ende, débilmente cerra-

do en L2+(Qc)), para alguna subsucesión de {sm}m∈N, también denotada por {sm}m∈N, existe un

vector límite [ũ, ṽ, f̃ ] tal que



[um,vm]−→ [ũ, ṽ] débil en X2+×X2+

[∂tum,∂tvm]−→ [∂t ũ,∂t ṽ] débil en L2(Q)×L2(Q),

fm −→ f̃ débil en L2+(Qc), y f̃ ∈ F .

(45)

Del paso 2 de la demostración del Teorema 3.4, tenemos que X2+
c
↪→ Xu,v = L∞(Q). En conse-

cuencia [um,vm]−→ [ũ, ṽ] fuerte en Xu,v ×Xu,v. Teniendo en cuenta la Proposición 6.2 del Anexo,

concluimos que

∥vmum|p − ṽ|ũ|p∥L2(Q) ≤ ∥|um|p∥L∞(Q)∥vm − ṽ∥L2(Q)+∥ṽ∥L∞(Q)∥|um|p −|ũ|p∥L2(Q)

≤ ∥|um|p∥L∞(Q)∥vm − ṽ∥L2(Q)

+ p∥ṽ∥L∞(Q)∥|um|p−1 + |ũ|p−1∥L∞(Q)∥um − ũ∥L2(Q).
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Puesto que la sucesión {[um,vm]}m∈N es acotada en X2+×X2+ ↪→L∞ (Q), los términos ∥|um|p∥L∞(Q)

y ∥ṽ∥L∞(Q)∥|um|p−1 + |ũ|p−1∥L∞(Q) son acotados. De la convergencia [um,vm] −→ [ũ, ṽ] fuerte en

Xu,v ×Xu,v se deduce que

|um|pvm −→ |ũ|pṽ fuerte en L2(Q). (46)

A partir de las convergencias dadas en (45) y (46), es posible obtener las siguientes convergencias:



∂tum −Du∆um −Duv∆vm −→ ∂t ũ−Du∆ũ−Duv∆ṽ débil en L2(Q),

∂tvm −Dv∆vm −→ ∂t ṽ−Dv∆ṽ débil en L2(Q),

|um|pvm −→ |ũ|pṽ fuerte en L2(Q),

fmum −→ f̃ ũ débil en L2(Q).

(47)

Además, de la convergencia [um,vm]−→ [ũ, ṽ] fuerte en Xu,v ×Xu,v, se sigue que

[u0,m,v0,m]−→ [ũ(0), ṽ(0)] fuerte en L2(Ω)×L2(Ω),

y ya que u0,m = u0 y v0,m = v0 para toda m ∈N, entonces [ũ(0), ṽ(0)] = [u0,v0], esto es, s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ]

satisface (22)3. Por tanto, teniendo en cuenta las convergencias (45) y (46), tomando el límite en

(22) (reemplazando [u,v] por [um,vm]) cuando m tiende a +∞, concluimos que s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] es una

solución fuerte de (22), es decir, s̃ ∈ Sad. Entonces,

lı́m
m−→∞

J(sm) = ı́nf
s∈Sad

J(s)≤ J(s̃). (48)
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Finalmente, como J es débilmente semicontinuo inferior en Sad , tenemos que

J(s̃)≤ lı́minf
m→∞

J(sm). (49)

De (48) y (49) concluimos lo siguiente

J([ũ, ṽ, f̃ ]) = mı́n
[u,v, f ]∈Sad

J([u,v, f ]).

□

4.2. Existencia de multiplicadores de Lagrange

En esta sección derivamos condiciones necesarias de optimalidad de primer orden para una

solución óptima local [ũ, ṽ, f̃ ] del problema (39). Usaremos un Teorema de existencia de multi-

plicadores de Lagrange en espacios de Banach, que Zowe y Kurcyusz demostraron en Zowe and

Kurcyusz (1979) dentro de un marco funcional abstracto. Para ello, consideremos X,Y espacios de

Banach, M un subconjunto convexo, cerrado y no vacío de X, J : X→R un funcional y G : X→Y

un operador de restricción. Entonces, formulamos el siguiente problema de optimización:

mı́n
s∈M

J(s) sujeto a G(s) = 0. (50)

Denominamos conjunto admisible a Sad = {s ∈M : G(s) = 0}. Llamamos funcional Lagrangiano

al operador

L : X×Y′ −→ R, L ([s,ζ ]) = J(s)−⟨ζ ,G(s)⟩Y′,
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correspondiente al problema (50).

Definición 4.3 (Mínimo local) Decimos que un elemento s̃ ∈ Sad constituye una solución óptima

local para el problema (50) si existe ε > 0 tal que, para todo s ∈ Sad con ∥s− s̃∥X ≤ ε , se cumple

la desigualdad

J(s̃)≤ J(s).

Definición 4.4 (Multiplicador de Lagrange) Sea s̃∈ Sad una solución óptima local del problema

(50). Supongamos que J y G son Fréchet diferenciables en s̃, con derivadas denotadas por J′(s̃) y

G′(s̃), respectivamente. Entonces llamamos ζ ∈Y′ un multiplicador de Lagrange para el problema

(50) en el punto s̃ si se cumplen las condiciones siguientes:


⟨ζ ,G(s̃)⟩Y′ = 0,

L ′
s ([s̃,ζ ])[r] := J′(s̃)[r]−⟨ζ ,G′(s̃)[r]⟩Y′ ≥ 0 ∀r ∈ C (s̃),

(51)

donde C (s̃) := {δ (s− s̃) : s ∈M, δ ≥ 0} es el casco cónico de s̃ en M.

Definición 4.5 (Punto regular) Sea s̃ ∈ Sad una solución óptima local del problema (50). Deci-

mos que s̃ es un punto regular si

G′(s̃)[C (s̃)] = Y. (52)

El siguiente Teorema garantiza la existencia de multiplicadores de Lagrange para el problema de

optimización abstracto (50).
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Teorema 4.6 ((Zowe and Kurcyusz, 1979, Teorema 3.1) y (Troltzsch, 2010, Teorema 6.3, p. 330))

Sea s̃ ∈ Sad una solución óptima local del problema (50). Suponga que J es Fréchet diferenciable

en s̃ y que G es continuamente Fréchet diferenciable en s̃. Si s̃ es un punto regular, entonces existe

al menos un multiplicador de Lagrange para el problema (50) en el sentido de la Definición 4.4.

4.2.1. Caso N = 3. Observe que podemos replantear el problema de control óptimo

(39) dentro del marco del problema abstracto (50); para ello, elegimos los siguientes espacios de

Banach:
X :=X̂3 × X̂3 ×L3(Qc),

Y :=L3(Q)×L3(Q)×Ŵ
4
3 ,3 (Ω)×Ŵ

4
3 ,3 (Ω) ,

donde

X̂3 :=
{

u ∈ X3 :
∂u
∂ν

= 0 sobre ∂Ω

}
.

Además, consideramos el operador G = [G1,G2,G3,G4] : X−→ Y, con componentes

G1 : X−→ L3(Q), G2 : X−→ L3(Q), G3 : X−→ Ŵ
4
3 ,3 (Ω) , G4 : X−→ Ŵ

4
3 ,3 (Ω) ,

que, en cada punto s = [u,v, f ] ∈ X, se definen por:
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G1(s) = ∂tu−Du∆u−Duv∆v− γ (a−u+ v|u|p) ,

G2(s) = ∂tv−Dv∆v− γ (b− v|u|p)− f 1Ωcv,

G3(s) = u(0)−u0,

G4(s) = v(0)− v0.

En consecuencia, reformulamos el problema de control óptimo (39) como sigue:

mı́n
s∈M

J(s) sujeto a G(s) = 0,

donde el conjunto M (un subconjunto cerrado y convexo de X) lo definimos como

M := [û, v̂, f̂ ]+ X̂3 × X̂3 × (F − f̂ )

=
{
[û, v̂, f̂ ]+ [u,v, f ] : [u,v, f ] ∈ X̂3 × X̂3 × (F − f̂ )

}
,

(53)

siendo [û, v̂, f̂ ] una solución fuerte de (4). Reescribimos el conjunto admisible del problema (39)

como

Sad = {s = [u,v, f ] ∈M : G(s) = 0}.

Definimos el lagrangiano asociado al problema de control óptimo (39) mediante el funcional

L : X×L
3
2 (Q)×L

3
2 (Q)×

(
Ŵ

4
3 ,3 (Ω)

)′

×
(

Ŵ
4
3 ,3 (Ω)

)′

−→ R,
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dado por

L ([s,σ1,σ2,σ3,σ4]) := J(s)−⟨σ1,G1(s)⟩
L

3
2
−⟨σ2,G2(s)⟩

L
3
2

−⟨σ3,G3(s)⟩(
Ŵ

4
3 ,3(Ω)

)′ −⟨σ4,G4(s)⟩(
Ŵ

4
3 ,3(Ω)

)′ .

En los siguientes lemas, presentamos las derivadas de Fréchet del funcional J y del operador G.

Obtenemos la demostración de estos resultados mediante argumentos clásicos, por lo cual las omi-

timos.

Lema 4.7 El funcional J : X −→ R es Fréchet diferenciable y su derivada en s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ X en

la dirección r = [U,V,F ] ∈ X es dada por

J′(s̃)[r] = γu

∫ T

0

∫
Ω

(ũ−ud)U + γv

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ− vd)V + γ f

∫ T

0

∫
Ωc

sgn( f̃ )| f̃ |2F

+β1

∫
Ω

(ũ(T )−uT )U(T )+β2

∫
Ω

(ṽ(T )− vT )V (T ).

Lema 4.8 El operador G : X −→ Y es continuamente Fréchet diferenciable y su derivada en

s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ X en la dirección r = [U,V,F ] ∈ X está dada por el operador lineal G′(s̃)[r] =

(G′
1(s̃)[r],G

′
2(s̃)[r],G

′
3(s̃)[r],G

′
4(s̃)[r]) donde,
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

G′
1(s̃)[r] = ∂tU −Du∆U −Duv∆V + γU − γ|ũ|pV − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU,

G′
2(s̃)[r] = ∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU − f 1Ωc ṽ− f̃V,

G′
3(s̃)[r] =U(0),

G′
4(s̃)[r] =V (0).

(54)

De la definición de punto regular deducimos que s̃= [ũ, ṽ, f̃ ]∈ Sad es un punto regular si el operador

definido en (54) es sobreyectivo. Es decir, para cualquier [gu,gv,U0,V0] ∈ Y existe r = [U,V,F ] ∈

X̂3 × X̂3 ×C ( f̃ ) tal que

G′(s̃)[r] = [gu,gv,U0,V0].

Por lo tanto, para un punto fijo s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ]∈ Sad y dado [gu,gv,U0,V0]∈Y arbitrario, basta demos-

trar la existencia de [U,V ] ∈ X̂3 × X̂3 que resuelva el siguiente sistema lineal:



∂tU −Du∆U −Duv∆V + γU − γ|ũ|pV − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU = gu,

∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU − f̃V = gv,

U(0) =U0, V (0) =V0,

∂U
∂ν

= 0 =
∂V
∂ν

sobre (0,T )×∂Ω.

(55)

Teorema 4.9 Si s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad , entonces s̃ es un punto regular.

Demostración. Como ya dijimos, basta demostrar que existe [U,V ]∈ X̂3× X̂3 que resuelva el siste-

ma (55). Dado que (55) es un sistema parabólico lineal, argumentamos formalmente que cualquier
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solución suficientemente regular permanece acotada en X̂3× X̂3. Para esto, multiplicamos (55)1 por

U , integramos en Ω y aplicamos las desigualdades de Hölder y Young para obtener lo siguiente

1
2

d
dt
∥U∥2

L2 +Du∥∇U∥2
L2 ≤ Duv∥∇V∥L2∥∇U∥L2 + γ∥ũp∥L∞∥U∥L2∥V∥L2

+ pγ∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2 +∥U∥L2∥gu∥L2 + γ∥U∥2
L2

≤ Kε∥V∥2
H1 + ε∥∇U∥2

L2 +
γ

2
∥ũp∥2

L∞∥U∥2
L2

+
γ

2
∥V∥2

L2 + pγ∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2

+
1
2
∥U∥2

L2 +
1
2
∥gu∥2

L2 + γ∥U∥2
L2.

Por lo tanto,

1
2

d
dt
∥U∥2

L2 +(Du − ε)∥∇U∥2
L2 ≤

1
2
∥gu∥2

L2 +
(

Kε +
γ

2

)
∥V∥2

H1

+

(
γ

2
∥ũp∥2

L∞ + pγ∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞ +

1
2
+ γ

)
∥U∥2

L2.

(56)

Análogamente, multiplicamos (55)2 por −∆V y, de nuevo, aplicando las desigualdades de Hölder

y Young obtenemos

1
2

d
dt
∥∇V∥2

L2 +Dv∥∆V∥2
L2 ≤ γ∥ũp∥L∞∥∆V∥L2∥V∥L2 +∥∆V∥L2∥gv∥L2

+ pγ∥|ũ|p−1ṽ∥L∞∥U∥L2∥∆V∥L2 +∥ f̃∥L3∥V∥L6∥∆V∥L2

≤ ε∥∆V∥2
L2 +Kε∥gv∥2

L2 + pγKε∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2

+
(
Kε∥ũp∥2

L∞ +Kε∥ f̃∥2
L3

)
∥V∥2

H1 .
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De este modo, concluimos

1
2

d
dt
∥∇V∥2

L2 +(Dv − ε)∥∆V∥2
L2 ≤ Kε∥gv∥2

L2 + pγKε∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2

+
(
Kε∥ũp∥2

L∞ +Kε∥ f̃∥2
L3

)
∥V∥2

H1.

(57)

Análogamente, multiplicando (55)2 por V , de las desigualdades de Hölder y Young tenemos que

1
2

d
dt
∥ V∥2

L2+(Dv − ε)∥∇V∥2
L2 ≤

1
2
∥gv∥2

L2 +
p
2

γ∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2

+

(
γ∥|ũ|p∥L∞ + γ +∥ f̃∥L3 +

1
2

)
∥V∥2

H1.

(58)

Sumando las desigualdades (56)-(58) obtenemos

1
2

d
dt

(
∥ V∥2

H1 +∥ U∥2
L2

)
+(Du − ε)∥∇U∥2

L2 +(Dv − ε)∥∇V∥2
L2 +(Dv − ε)∥∆V∥2

L2

≤ 1
2
∥gu∥2

L2 +

(
Kε +

1
2

)
∥gv∥2

L2 +

(
1
2
+Kε +

3γ

2
+Kε∥ũp∥2

L∞ + γ∥ũp∥L∞ +Kε∥ f̃∥2
L3 +∥ f̃∥L3

)
∥V∥2

H1

+

(
γ

2
∥ũp∥2

L∞ +
1
2
+ pγ(Kε +2)∥|ũ|p−1ṽ∥2

L∞ + γ

)
∥U∥2

L2.

(59)

Como ũ, ṽ ∈ X3 ↪→ L∞(Q) y f̃ ,gu,gv ∈ L3(Q), los términos que acompañan a ∥U∥2
L2 y ∥V∥2

H1

en la desigualdad (59) están acotados, al igual que el término 1
2∥gu∥2

L2 +
(
Kε +

1
2

)
∥gv∥2

L2. Por lo

tanto, integrando en tiempo en la desigualdad (59) y tomando ε lo suficientemente pequeño, de

la desigualdad de Gronwall deducimos que existe una constante que C que depende de T , U0, V0,
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∥ũ∥X3 , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X3 , ∥gu∥L3(Q), ∥gv∥L3(Q) y ∥ f̃∥L3(Q) tal que

∥(U,V )∥L∞(0,T ;L2×H1)∩L2(0,T ;H1×H2) ≤C. (60)

A continuación, usamos un argumento de tipo “bootstrapping” para incrementar la regularidad de

U y V .

Como (U,V ) ∈ L∞(0,T ;L2 ×H1)∩L2(0,T ;H1 ×H2) ↪→ L
10
3 (Q)×L6(Q) y f̃ ,gv ∈ L3(Q),

concluimos que

−γ|ũ|pV − pγ|ũ|p sgn(ũ)ṽU + f̃V +gv ∈ L2(Q).

Aplicando el Teorema 1.1 obtenemos que existe una constante que también denotamos por C

y que depende de ∥ũ∥X3 , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X3 , ∥gu∥L3(Q), ∥gv∥L3(Q) y ∥ f̃∥L3(Q) tal que ∥V∥X̂2
≤C.

Como V ∈ X̂2 ↪→ L10(Q), concluimos que

−γ|ũ|pV − pγ|ũ|p sgn(ũ)ṽU + f̃V +gv ∈ L
30
13 (Q).

Aplicamos nuevamente el Teorema 1.1 y obtenemos una constante (denotada también por C)

que depende de ∥ũ∥X3 , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X3 , ∥gu∥L3(Q), ∥gv∥L3(Q) y ∥ f̃∥L3(Q) tal que ∥V∥X̂30
13

≤C.

Dado que V ∈ X̂30
13
↪→ L30(Q), obtenemos

−γ|ũ|pV − pγ|ũ|p sgn(ũ)ṽU + f̃V +gv ∈ L
30
11 (Q).
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Aplicamos el Teorema 1.1 y concluimos que ∥V∥X̂30
11

≤ C, para alguna constante C que de-

pende de ∥ũ∥X3 , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X3 , ∥gu∥L3(Q), ∥gv∥L3(Q) y ∥ f̃∥L3(Q).

Como V ∈ X̂30
11
↪→ L∞(Q), deducimos que

−γ|ũ|pV − pγ|ũ|p sgn(ũ)ṽU + f̃V +gv ∈ L3(Q).

Volvemos a aplicar el Teorema 1.1, obteniendo que ∥V∥X̂3
≤C, para alguna constante C que

depende de ∥ũ∥X3 , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X3 , ∥gu∥L3(Q), ∥gv∥L3(Q) y ∥ f̃∥L3(Q).

Puesto que V ∈ X̂3, sabemos que ∆V ∈ L3(Q). En consecuencia,

Duv∆V − γU + γ|ũ|pV + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU −gu ∈ L3(Q).

Aplicamos por última vez el Teorema 1.1 y obtenemos que ∥U∥X̂3
≤C, para alguna constante

C que depende de ∥ũ∥X3 , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X3 , ∥gu∥L3(Q), ∥gv∥L3(Q) y ∥ f̃∥L3(Q).

Así, concluimos la prueba. □

Teorema 4.10 Sea s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad una solución local óptima para el problema de control (39).

Entonces existe un multiplicador de Lagrange ζ = [σ1,σ2,σ3,σ4]∈Y′ tal que para toda [U,V,F ]∈
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X̂3 × X̂3 ×C ( f̃ ), la siguiente desigualdad se tiene:

γu

∫ T

0

∫
Ω

(ũ−ud)U + γv

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ− vd)V + γ f

∫ T

0

∫
Ωc

sgn( f̃ )| f̃ |2F

+β1

∫
Ω

(ũ(T )−uT )U(T )+β2

∫
Ω

(ṽ(T )− vT )V (T )

−
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U −Duv∆V + γU − γ|ũ|pV − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ1

−
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU − f 1Ωc ṽ− f̃V

)
σ2

−
∫ T

0

∫
Ω

(U(0))σ3 −
∫ T

0

∫
Ω

(V (0))σ4 ≥ 0.

(61)

Demostración. Del Teorema 4.9 deducimos que s̃∈ Sad es un punto regular. Entonces, el Teorema

4.6 garantiza la existencia de un multiplicador de Lagrange ζ = [σ1,σ2,σ3,σ4, ]∈Y′ del problema

(39), el cual, de acuerdo a la Definición 4.4, satisface

L ′
s ([s̃,σ1,σ2,σ3,σ4])[r] := J′(s̃)[r]−⟨σ1,G′

1(s̃)[r]⟩L
3
2
−⟨σ2,G′

2(s̃)[r]⟩L
3
2

−⟨σ3,G′
3(s̃)[r]⟩(

Ŵ
4
3 ,3(Ω)

)′ −⟨σ4,G′
4(s̃)[r]⟩(

Ŵ
4
3 ,3(Ω)

)′ ≥ 0,

para toda r = [U,V,F ] ∈ X̂3 × X̂3 ×C ( f̃ ). La demostración concluye recordando las expresiones

de las derivadas de J,G1,G2,G3 y G4. □

Como consecuencia del Teorema 4.10 es posible derivar un sistema de optimalidad, para el cual

consideramos el espacio

X0 := {u ∈ X̂3 : u(0) = 0},
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este es el contenido del siguiente resultado.

Corolario 4.11 Sea s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ]∈ Sad una solución óptima local para el problema de control (39).

Entonces el multiplicador de Lagrange [σ1,σ2] ∈ L
3
2 (Q)×L

3
2 (Q), el cual proviene del Teorema

4.10, satisface el siguiente sistema para toda [U,V ] ∈ X0 ×X0:

γu

∫ T

0

∫
Ω

(ũ−ud)U +β1

∫
Ω

(ũ(T )−uT )U(T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U + γU − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ2,

(62)

γv

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ− vd)V +β2

∫
Ω

(ṽ(T )− vT )V (T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(−Duv∆V − γ|ũ|pV )σ1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV − f̃V

)
σ2,

(63)

y la condición de optimalidad

∫ T

0

∫
Ωc

(γ f sgn( f̃ )| f̃ |2 + ṽσ2)( f − f̃ )≥ 0, ∀ f̃ ∈ F . (64)

Demostración. Del Teorema 4.10, tomando [V,F ] = [0,0] en (61) y notando que X0 es un espacio

vectorial, obtenemos (62). Análogamente, escogiendo [U,F ] = [0,0] deducimos (63). Finalmente,

tomado [U,V ] = [0,0], se obtiene que

γ f

∫ T

0

∫
Ωc

sgn( f̃ )| f̃ |2F +
∫ T

0

∫
Ωc

f 1Ωc ṽσ2 ≥ 0, ∀F ∈ C ( f̃ ).
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Entonces, tomando F = δ ( f − f̃ ) ∈ C ( f̃ ) para toda f ∈ F y δ ≥ 0 en la última desigualdad,

concluimos la condición (64). □

4.2.2. Caso N = 2. A continuación, analizamos la existencia y regularidad de los

multiplicadores de Lagrange para el problema de control óptimo (39) en el caso en que la dimen-

sión es N = 2. Para ello, consideramos los siguientes espacios de Banach:

X :=X̂2+× X̂2+×L2+(Qc),

Y :=L2+(Q)×L2+(Q)×Ŵ 1+,2+ (Ω)×Ŵ 1+,2+ (Ω) ,

donde

X̂2+ :=
{

u ∈ X2+ :
∂u
∂ν

= 0 sobre ∂Ω

}
.

Además, consideramos el operador G = [G1,G2,G3,G4] : X−→ Y, con componentes

G1 : X−→ L2+(Q), G2 : X−→ L2+(Q), G3 : X−→ Ŵ 1+,2+ (Ω) , G4 : X−→ Ŵ 1+,2+ (Ω) ,

que, en cada punto s = [u,v, f ] ∈ X, se definen por:

G1(s) = ∂tu−Du∆u−Duv∆v− γ (a−u+ v|u|p) ,

G2(s) = ∂tv−Dv∆v− γ (b− v|u|p)− f 1Ωcv,

G3(s) = u(0)−u0,

G4(s) = v(0)− v0.
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Definimos el lagrangiano asociado al problema de control óptimo (39) (para N = 2) mediante el

funcional

L : X×L2−(Q)×L2−(Q)×
(

Ŵ 1+,2+ (Ω)
)′

×
(

Ŵ 1+,2+ (Ω)
)′

−→ R,

dado por

L ([s,σ1,σ2,σ3,σ4]) := J(s)−⟨σ1,G1(s)⟩L2− −⟨σ2,G2(s)⟩L2−

−⟨σ3,G3(s)⟩
(Ŵ 1+,2+(Ω))

′ −⟨σ4,G4(s)⟩
(Ŵ 1+,2+(Ω))

′ .

En los Lemas 4.7 y 4.8, calculamos las derivadas del funcional J y del operador G, respectivamente.

A continuación, siguiendo la demostración del caso 3D, demostramos que si s̃ pertenece a Sad ,

entonces s̃ es un punto regular.

Teorema 4.12 Sea N = 2. Si s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad , entonces s̃ es un punto regular.

Demostración. De manera análoga a la demostración del Teorema 4.9, queremos demostrar que

existe [U,V ]∈ X̂2+×X̂2+ que resuelva el sistema (55) con [gu,gv,U0,V0]∈Y :=L2+(Q)×L2+(Q)×

Ŵ 1+,2+ (Ω)×Ŵ 1+,2+ (Ω). Dado que (55) es un sistema parabólico lineal, argumentamos formal-

mente que cualquier solución suficientemente regular permanece acotada en X̂2+× X̂2+. Para esto,

multiplicamos (55)1 por U , integramos en Ω, aplicamos las desigualdades de Hölder y Young, para
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obtener lo siguiente

1
2

d
dt
∥U∥2

L2 +(Du − ε)∥∇U∥2
L2 ≤

1
2
∥gu∥2

L2 +
(

Kε +
γ

2

)
∥V∥2

H1

+

(
γ

2
∥ũp∥2

L∞ + pγ∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞ +

1
2
+ γ

)
∥U∥2

L2.

(65)

Ahora, multiplicamos (55)2 por −∆V y, de nuevo, aplicando las desigualdades Hölder y Young

obtenemos

1
2

d
dt
∥∇V∥2

L2 +Dv∥∆V∥2
L2 ≤ γ∥ũp∥L∞∥∆V∥L2∥V∥L2 +∥∆V∥L2∥gv∥L2

+ pγ∥|ũ|p−1ṽ∥L∞∥U∥L2∥∆V∥L2 +∥ f̃∥L2+∥V∥L∞−∥∆V∥L2

≤ ε∥∆V∥2
L2 +Kε∥gv∥2

L2 + pγKε∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2

+
(
Kε∥ũp∥2

L∞ +Kε∥ f̃∥2
L2+

)
∥V∥2

H1.

De este modo, concluimos

1
2

d
dt
∥∇V∥2

L2 +(Dv − ε)∥∆V∥2
L2 ≤ Kε∥gv∥2

L2 + pγKε∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2

+
(
Kε∥ũp∥2

L∞ +Kε∥ f̃∥2
L2+

)
∥V∥2

H1.

(66)

Análogamente, multiplicando (55)2 por V , de las desigualdades de Hölder y Young tenemos que

1
2

d
dt
∥ V∥2

L2+(Dv − ε)∥∇V∥2
L2 ≤

1
2
∥gv∥2

L2 +
p
2

γ∥|ũ|p−1ṽ∥2
L∞∥U∥2

L2

+

(
γ∥|ũ|p∥L∞ + γ +K∥ f̃∥L2+ +K∥ f̃∥2

L2+ +
1
2

)
∥V∥2

H1.

(67)
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Sumando las desigualdades (65)-(67) obtenemos

1
2

d
dt

(
∥ V∥2

H1 +∥ U∥2
L2

)
+(Du − ε)∥∇U∥2

L2 +(Dv − ε)∥∇V∥2
L2 +(Dv − ε)∥∆V∥2

L2

≤ 1
2
∥gu∥2

L2 +

(
Kε +

1
2

)
∥gv∥2

L2 +

(
1
2
+Kε +

3γ

2
+Kε∥ũp∥2

L∞ + γ∥ũp∥L∞ +K∥ f̃∥2
L2+ +K∥ f̃∥L2+

)
∥V∥2

H1

+

(
γ

2
∥ũp∥2

L∞ +
1
2
+ pγ(Kε +2)∥|ũ|p−1ṽ∥2

L∞ + γ

)
∥U∥2

L2.

(68)

Como ũ, ṽ ∈ X2+ ↪→ L∞(Q) y f̃ ,gu,gv ∈ L2+(Q), los términos que acompañan a ∥U∥2
L2 y ∥V∥2

H1

en la desigualdad (68) están acotados, al igual que el término 1
2∥gu∥2

L2 +
(
Kε +

1
2

)
∥gv∥2

L2. Por lo

tanto, integrando en tiempo en la desigualdad (68) y tomando ε lo suficientemente pequeño, de

la desigualdad de Gronwall deducimos que existe una constante que C que depende de T , U0, V0,

∥ũ∥X2+ , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X2+ , ∥gu∥L2(Q), ∥gv∥L2(Q) y ∥ f̃∥L2+(Q) tal que

∥(U,V )∥L∞(0,T ;L2×H1)∩L2(0,T ;H1×H2) ≤C. (69)

A continuación, usamos un argumento de tipo “bootstrapping” para incrementar la regularidad de

U y V .

Como (U,V )∈ L∞(0,T ;L2×H1)∩L2(0,T ;H1×H2) ↪→ L4(Q)×L∞−(Q) y f̃ ,gv ∈ L2+(Q),

concluimos que

−γ|ũ|pV − pγ|ũ|p sgn(ũ)ṽU + f̃V +gv ∈ L2+(Q).

Aplicando el Teorema 1.1 obtenemos que existe una constante que también denotamos por
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C y que depende de T , U0, V0, ∥ũ∥X2+ , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X2+ , ∥gu∥L2+(Q), ∥gv∥L2+(Q) y ∥ f̃∥L2+(Q)

tal que ∥V∥X̂2+
≤C.

Puesto que V ∈ X̂2+, sabemos que ∆V ∈ L2+(Q). En consecuencia,

Duv∆V − γU + γ|ũ|pV + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU −gu ∈ L2+(Q).

Aplicamos por última vez el Teorema 1.1 y obtenemos que ∥U∥X̂2+
≤ C, para alguna cons-

tante que depende deT , U0, V0, ∥ũ∥X2+ , ∥ũp∥L∞ , ∥ṽ∥X2+ , ∥gu∥L2+(Q), ∥gv∥L2+(Q) y ∥ f̃∥L2+(Q).

Así, concluimos la prueba. □

Teorema 4.13 Sea N = 2. Sea s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad una solución local óptima para el problema de

control (39). Entonces existe un multiplicador de Lagrange ζ = [σ1,σ2,σ3,σ4] ∈ Y′ tal que para

toda [U,V,F ] ∈ X̂2+× X̂2+×C ( f̃ ), la siguiente desigualdad se tiene:

γu

∫ T

0

∫
Ω

(ũ−ud)U + γv

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ− vd)V + γ f

∫ T

0

∫
Ωc

sgn( f̃ )| f̃ |F

+β1

∫
Ω

(ũ(T )−uT )U(T )+β2

∫
Ω

(ṽ(T )− vT )V (T )

−
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U −Duv∆V + γU − γ|ũ|pV − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ1

−
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU − f 1Ωc ṽ− f̃V

)
σ2

−
∫ T

0

∫
Ω

(U(0))σ3 −
∫ T

0

∫
Ω

(V (0))σ4 ≥ 0.

(70)

Demostración. La prueba es similar a la del Teorema 4.10; por lo tanto, la omitimos. □
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Como consecuencia del Teorema 4.13 es posible derivar un sistema de optimalidad, para el cual

consideramos el espacio

X0 := {u ∈ X̂2+ : u(0) = 0},

este es el contenido del siguiente resultado.

Corolario 4.14 Sea N = 2. Sea s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad una solución óptima local para el problema de

control (39). Entonces el multiplicador de Lagrange [σ1,σ2] ∈ L2−(Q)×L2−(Q), el cual proviene

del Teorema 4.13, satisface el siguiente sistema para toda [U,V ] ∈ X0 ×X0:

γu

∫ T

0

∫
Ω

(ũ−ud)U +β1

∫
Ω

(ũ(T )−uT )U(T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U + γU − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ2,

(71)

γv

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ− vd)V +β2

∫
Ω

(ṽ(T )− vT )V (T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(−Duv∆V − γ|ũ|pV )σ1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV − f̃V

)
σ2,

(72)

y la condición de optimalidad

∫ T

0

∫
Ωc

(γ f sgn( f̃ )| f̃ |+ ṽσ2)( f − f̃ )≥ 0, ∀ f̃ ∈ F . (73)
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4.3. Regularidad de los multiplicadores

4.3.1. Caso N = 3. Una dupla [σ1,σ2] ∈ L
3
2 (Q)×L

3
2 (Q) que satisface (62) y (63)

para toda [U,V ] ∈ X0 ×X0 corresponde al concepto de solución ultra débil del siguiente sistema

lineal



∂tσ1 +Du∆σ1 − γσ1 + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽσ1 − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽσ2 =−γu(ũ−ud), en (0,T )×Ω,

∂tσ2 +Dv∆σ2 − γ|ũ|pσ2 + f σ2 +Duv∆σ1 + γ|ũ|pσ1 =−γv(ṽ− vd), en (0,T )×Ω,

∂σ1
∂ν

= 0 = ∂σ2
∂ν

, sobre (0,T )×∂Ω,

σ1(T ) = β1(ũ(T )−uT ), en Ω,

σ2(T ) = β2(ṽ(T )− vT ), en Ω.

(74)

El objetivo de esta subsección consiste en mejorar la regularidad de los multiplicadores de Lagran-

ge que proporciona el Teorema 4.10. Para ello, demostramos que el problema adjunto (74) posee

una regularidad fuerte. La siguiente proposición contiene este resultado.

Proposición 4.15 Sea s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad una solución local óptima para el problema de control

(39). Entonces el problema (74) tiene una única solución [σ1,σ2] ∈ X2 ×X2.

Demostración. Sea s = T − t, con t ∈ (0,T ), consideramos los cambios de variable σ̃1(s) = σ1(t)

y σ̃2(s) = σ2(t). Entonces el sistema (74) es equivalente al siguiente



67



∂sσ̃1 −Du∆σ̃1 + γσ̃1 − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽσ̃1 + pγ|ũ|p−1ũṽσ̃2 = γu(ũ−ud), en (0,T )×Ω,

∂sσ̃2 −Dv∆σ̃2 + γ|ũ|pσ̃2 − f 1Ωcσ̃2 −Duv∆σ̃1 − γ|ũ|pσ1 = γv(ṽ− vd), en (0,T )×Ω,

∂ σ̃1
∂ν

= 0 = ∂ σ̃2
∂ν

, sobre (0,T )×∂Ω,

σ̃1(0) = β1(ũ(T )−uT ), en Ω,

σ̃2(0) = β2(ṽ(T )− vT ), en Ω.

(75)

Siguiendo un razonamiento análogo al de la prueba del Teorema 4.9, mostraremos que cualquier

solución de (75) lo suficientemente regular está acotada en X2 ×X2. Multiplicando (75)1 por σ̃1 e

integrando en Ω, de las desigualdades de Hölder, Young y Gagliardo-Niremberg obtenemos

1
2

d
dt
∥σ̃1∥2

L2+Du∥∇σ̃1∥2
L2 ≤ γu∥ũ−ud∥L2∥σ̃1∥L2 + pγ∥ũ∥p−1

L∞ ∥ṽ∥L∞

(
∥σ̃2∥L2∥σ̃1∥L2 +∥σ̃1∥2

L2

)
+ γ∥σ̃1∥2

L2

≤
(

1
2
+ γ +

1
2

p2
γ

2∥ũ∥2p−2
L∞ ∥ṽ∥2

L∞ + pγ∥ũ∥p−1
L∞ ∥ṽ∥L∞

)
∥σ̃1∥2

L2 +
1
2
∥σ̃2∥L2

+
γ2

u
2
∥ũ−ud∥2

L2.

(76)

Por otra parte, multiplicando (75)2 por σ̃2 e integrando en Ω, de las desigualdades de Hölder y
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Young obtenemos

1
2

d
dt
∥σ̃2∥2

L2+Dv∥∇σ̃2∥2
L2 ≤ γv∥ṽ− vd∥L2∥σ̃2∥L2 + γ∥ũ∥p

L∞∥σ̃2∥2
L2 +∥ f∥L3∥σ̃2∥2

L3

+Duv

∫
Ω

∇σ̃1 ·∇σ̃2 + γ∥ũ∥p
L∞∥σ̃2∥L2∥σ̃1∥L2

≤
(

γ2

2
∥ũ∥2p

L∞ +
1
2
+ γ∥ũ∥p

L∞ +Kε∥ f∥2
L3 +∥ f∥L3

)
∥σ̃2∥2

L2

+
γ2

v
2
∥ṽ− vd∥2

L2 +
1
2
∥σ̃1∥2

L2 +Kε∥∇σ̃1∥2
L2 + ε∥∇σ̃2∥2

L2,

por lo tanto

1
2

d
dt
∥σ̃2∥2

L2+(Dv − ε)∥∇σ̃2∥2
L2 ≤

(
γ2

2
∥ũ∥2p

L∞ +
1
2
+ γ∥ũ∥p

L∞ +Kε∥ f∥2
L3 +∥ f∥L3

)
∥σ̃2∥2

L2

+
γ2

v
2
∥ṽ− vd∥2

L2 +
1
2
∥σ̃1∥2

L2 +Kε∥∇σ̃1∥2
L2.

(77)

Análogamente, multiplicando (75)1 por −∆σ̃1 e integrando en Ω, de las desigualdades de Hölder,

Young y Gagliardo-Niremberg obtenemos

1
2

d
dt
∥∇σ̃1∥2

L2 +Du∥∆σ̃1∥2
L2 ≤

(
∥σ̃1∥L2 + pγ∥ũ∥p−1

L∞ ∥ṽ∥L∞ (∥σ̃2∥L2 +∥σ̃1∥L2)
)
∥∆σ̃1∥L2

+ γu∥ũ−ud∥L2∥∆σ̃1∥L2

≤ ε∥∆σ̃1∥2
L2 +Kε

(
∥σ̃1∥2

L2 + p2
γ

2∥ũ∥2p
L∞∥ṽ∥2

L∞

(
∥σ̃2∥2

L2 +∥σ̃1∥2
L2

))
+Kεγ

2
u∥ũ−ud∥2

L2.
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Por lo tanto

1
2

d
dt
∥∇σ̃1∥2

L2+(Du−ε)∥∆σ̃1∥2
L2 ≤Kε

(
∥σ̃1∥2

L2 + p2
γ

2∥ũ∥2p
L∞∥ṽ∥2

L∞

(
∥σ̃2∥2

L2 +∥σ̃1∥2
L2

))
+Kεγ

2
u∥ũ−ud∥2

L2.

(78)

De (76)-(78) deducimos que para alguna constante K > 0 se cumple lo siguiente

1
2

d
dt

(
∥σ̃1∥2

H1 +∥σ̃2∥2
L2

)
+(Du − ε)

(
∥∇σ̃1∥2

L2 +∥∆σ̃1∥2
L2

)
+Dv∥∇σ̃2∥2

L2

≤ K
(

1+Kε + γ +
1
2

p2
γ

2∥ũ∥2p−2
L∞ ∥ṽ∥2

L∞ + pγ∥ũ∥p−1
L∞ ∥ṽ∥L∞ + p2

γ
2∥ũ∥2p

L∞∥ṽ∥2
L∞

)
∥σ̃1∥2

H1

+K
(

1+
γ2

2
∥ũ∥2p

L∞ +
1
2
+ γ∥ũ∥p

L∞ +Kε∥ f∥2
L3 +∥ f∥L3 +Kε p2

γ
2∥ũ∥2p

L∞∥ṽ∥2
L∞

)
∥σ̃2∥2

L2

+
γ2

v
2
∥ṽ− vd∥2

L2 + γ
2
u

(
Kε +

1
2

)
∥ũ−ud∥2

L2.

(79)

Integrando en tiempo en la desigualdad (79) y tomando ε lo suficientemente pequeño, de la

desigualdad de Gronwall tenemos que existe una constante que C que depende de T , ∥ũ∥L∞(Q),

∥ṽ∥L∞(Q), ∥ f∥L3(Q), σ̃1(0), σ̃2(0) y γ2
u
(
Kε +

1
2

)
∥ũ−ud∥2

L2(Q)
+

γ2
v
2 ∥ṽ− vd∥2

L2(Q)
tal que

∥(σ̃1, σ̃2)∥L∞(0,T ;H1×L2)∩L2(0,T ;H2×H1) ≤C. (80)

A continuación, usamos un argumento de tipo “bootstrapping” para incrementar la regularidad de

σ̃1 y σ̃2.

Como (σ̃1, σ̃2) ∈ L∞
(
0,T ;H1 ×L2)∩L2 (0,T ;H2 ×H1) ↪→ L6(Q)×L

10
3 (Q) y f ∈ L3(Q),

entonces γv(ṽ−vd)−γ|ũ|pσ̃2+ f 1Ωcσ̃2+Duv∆σ̃1+γ|ũ|pσ1 ∈ L
30
19 (Q). Por lo tanto, aplican-
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do el Teorema 1.1, existe una constante que denotaremos nuevamente por C y que también

depende de T , ∥ũ∥L∞ , ∥ṽ∥L∞ , ∥ f∥L3 , σ̃1(0), σ̃2(0) y γ2
u
(
Kε +

1
2

)
∥ũ− ud∥2

L2 +
γ2

v
2 ∥ṽ− vd∥2

L2 ,

tal que ∥σ̃2∥X̂30
19

≤C.

Como σ̃2 ∈ X̂30
19
↪→ L

30
7 (Q), entonces γv(ṽ− vd)− γ|ũ|pσ̃2 + f 1Ωcσ̃2 +Duv∆σ̃1 + γ|ũ|pσ1 ∈

L
15
8 (Q). Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.1, existe una constante que denotaremos nueva-

mente por C y que también depende de T , ∥ũ∥L∞ , ∥ṽ∥L∞ , ∥ f∥L3 , σ̃1(0), σ̃2(0) y γ2
u
(
Kε +

1
2

)
∥ũ−

ud∥2
L2 +

γ2
v
2 ∥ṽ− vd∥2

L2 , tal que ∥σ̃2∥X̂15
8

≤C.

Como σ̃2 ∈ X̂15
8
↪→ L

15
2 (Q), entonces γv(ṽ− vd)− γ|ũ|pσ̃2 + f 1Ωcσ̃2 +Duv∆σ̃1 + γ|ũ|pσ1 ∈

L2(Q). Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.1, existe una constante que denotaremos nueva-

mente por C y que también depende de T , ∥ũ∥L∞ , ∥ṽ∥L∞ , ∥ f∥L3 , σ̃1(0), σ̃2(0) y γ2
u
(
Kε +

1
2

)
∥ũ−

ud∥2
L2 +

γ2
v
2 ∥ṽ− vd∥2

L2 , tal que ∥σ̃2∥X̂2
≤C.

Además, γu(ũ−ud)+2γ|ũ|ũṽσ̃1−2γ|ũ|ũṽσ̃2 ∈L2(Q). Por lo tanto, aplicando el Teorema 1.1,

existe una constante que denotaremos nuevamente por C y que también depende de T , ∥ũ∥L∞ ,

∥ṽ∥L∞ , ∥ f∥L3 , σ̃1(0), σ̃2(0) y γ2
u
(
Kε +

1
2

)
∥ũ−ud∥2

L2 +
γ2

v
2 ∥ṽ− vd∥2

L2 , tal que ∥σ̃1∥X̂2
≤C.

La unicidad la deducimos de forma análoga a la demostración de la Proposición 3.3; por lo tanto,

la omitimos. Así, concluimos la prueba. □

Finalmente, en el siguiente Teorema demostramos que los multiplicadores de Lagrange σ1 y σ2

proporcionados por el Teorema 4.10 tienen una regularidad fuerte. Hacemos énfasis en que los

multiplicadores de Lagrange [σ1,σ2] ∈ L
3
2 (Q)×L

3
2 (Q) corresponden a la noción de solución ultra
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débil del problema (74). A continuación, mejoramos su regularidad haciendo una comparación con

la solución fuerte del sistema adjunto (74). Este es el contenido de la siguiente proposición.

Proposición 4.16 Asuma las hipótesis del Teorema 4.10. Sea [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad una solución local

óptima para el problema de control (39). Entonces, los multiplicadores σ1 y σ2 que proporciona

el Teorema 4.10 son únicos y satisfacen [σ1,σ2] ∈ X2 ×X2.

Demostración. El Teorema 4.10 garantiza la existencia de un multiplicador de Lagrange [σ1,σ2]∈

L
3
2 (Q)×L

3
2 (Q). En particular, [σ1,σ2] satisface (62)-(63). La Proposición 4.15 implica que el pro-

blema (74) admite una solución única [σ̃1, σ̃2]∈X2×X2. Por lo tanto, nuestro objetivo es demostrar

que es posible identificar [σ1,σ2] con [σ̃1, σ̃2].

En primer lugar, para algún [U,V ] ∈ X̂3 × X̂3, consideramos el sistema (74) reescrito para [σ̃1, σ̃2],

y multiplicamos las ecuaciones (74)1 por U y (74)2 por V , de las que, integrando por partes, obte-

nemos

γu

∫ T

0

∫
Ω

(ũ−ud)U +β1

∫
Ω

(ũ(T )−uT )U(T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U + γU − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ̃1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ̃2,

(81)

γv

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ− vd)V +β2

∫
Ω

(ṽ(T )− vT )V (T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(−Duv∆V − γ|ũ|pV ) σ̃1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV − f̃V

)
σ̃2.

(82)
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Ahora, tomamos la diferencia entre las ecuaciones (62) y (81) y entre (63) y (82), y sumando las

respectivas ecuaciones, deducimos lo siguiente

0 =
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU −Duv∆V + γU − γ|ũ|pV

)
(σ1 − σ̃1)

+
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV − f̃V + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
(σ2 − σ̃2).

(83)

Por ende, como consecuencia del Teorema 4.9, si [U,V ] ∈ X̂3 × X̂3 es solución del sistema (55)

asociado a algún [gu,gv] ∈ L3(Q)×L3(Q), a partir de (83), deducimos que

∫ T

0

∫
Ω

gu(σ1 − σ̃1)+
∫ T

0

∫
Ω

gv(σ2 − σ̃2) = 0.

Como [σ1 − σ̃1,σ2 − σ̃2]∈ L
3
2 (Q)×L

3
2 (Q) , teniendo en cuenta que C∞

0
L

3
2
(Ω) = L

3
2 (Ω), existe una

sucesión:

[(σ1 − σ̃1)ε ,(σ2 − σ̃2)ε ]ε>0 ∈C∞
0 (Ω)×C∞

0 (Ω),

tal que [
lı́m
ε→0

(σ1 − σ̃1)ε , lı́m
ε→0

(σ2 − σ̃2)ε

]
= [σ1 − σ̃1,σ2 − σ̃2].

Entonces

∫ T

0

∫
Ω

gu(σ1 − σ̃1)ε +
∫ T

0

∫
Ω

gv(σ2 − σ̃2)ε = 0, (84)
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para toda [gu,gv]∈L3(Q)×L3(Q). En particular si consideramos [(σ1−σ̃1)ε ,(σ1−σ̃1)ε ]∈C∞
0 (Ω)×

C∞
0 (Ω) tenemos que

∫ T

0

∫
Ω

|σ1 − σ̃1|2 +
∫ T

0

∫
Ω

|σ2 − σ̃2|2 = 0,

por ende

∥(σ1 − σ̃1)ε∥2
L2(Ω)+∥(σ2 − σ̃2)ε∥2

L2(Ω) = 0,

esto implica que [(σ1 − σ̃1)ε ,(σ1 − σ̃1)ε ]ε>0 = [0,0], lo que nos permite concluir que [σ1,σ2] =

[σ̃1, σ̃2]. Consecuentemente, [σ1,σ2] ∈ X2×X2 como resultado de la regularidad de [σ̃1, σ̃2] ∈ X2×

X2. □

4.3.2. Caso N = 2. Una dupla [σ1,σ2]∈ L2+(Q)×L2+(Q) que satisface (71) y (72)

para toda [U,V ] ∈ X0 ×X0 corresponde al concepto de solución ultra débil del siguiente sistema

lineal



∂tσ1 +Du∆σ1 − γσ1 + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽσ1 − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽσ2 =−γu(ũ−ud), en (0,T )×Ω,

∂tσ2 +Dv∆σ2 − γ|ũ|pσ2 + f σ2 +Duv∆σ1 + γ|ũ|pσ1 =−γv(ṽ− vd), en (0,T )×Ω,

∂σ1
∂ν

= 0 = ∂σ2
∂ν

, sobre (0,T )×∂Ω,

σ1(T ) = β1(ũ(T )−uT ), en Ω,

σ2(T ) = β2(ṽ(T )− vT ), en Ω.

(85)
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El objetivo de esta subsección consiste en mejorar la regularidad de los multiplicadores de Lagran-

ge que proporciona el Teorema 4.13. Para ello, demostramos que el problema adjunto (85) posee

una regularidad fuerte. La siguiente proposición contiene este resultado.

Proposición 4.17 Sea N = 2. Sea s̃ = [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad una solución local óptima para el problema

de control (39). Entonces el problema (85) tiene una única solución [σ1,σ2] ∈ X2 ×X2.

Demostración. Sea s = T − t, con t ∈ (0,T ), consideramos los cambios de variable σ̃1(s) = σ1(t)

y σ̃2(s) = σ2(t). Entonces el sistema (85) es equivalente al siguiente



∂sσ̃1 −Du∆σ̃1 + γσ̃1 − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽσ̃1 + pγ|ũ|p−1ũṽσ̃2 = γu(ũ−ud), en (0,T )×Ω,

∂sσ̃2 −Dv∆σ̃2 + γ|ũ|pσ̃2 − f 1Ωcσ̃2 −Duv∆σ̃1 − γ|ũ|pσ1 = γv(ṽ− vd), en (0,T )×Ω,

∂ σ̃1
∂ν

= 0 = ∂ σ̃2
∂ν

, sobre (0,T )×∂Ω,

σ̃1(0) = β1(ũ(T )−uT ), en Ω,

σ̃2(0) = β2(ṽ(T )− vT ), en Ω.

(86)

Siguiendo un razonamiento análogo al de la prueba del Proposición 4.15, mostraremos que cual-

quier solución de (86) lo suficientemente regular está acotada en X2 ×X2. Multiplicando (86)1 por

σ̃1 e integrando en Ω, de las desigualdades de Hölder y Young deducimos que existe una constante
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K > 0 tal que

1
2

d
dt
∥σ̃1∥2

L2+Du∥∇σ̃1∥2
L2 ≤ γu∥ũ−ud∥L2∥σ̃1∥L2 + pγ∥ũ∥p−1

L∞ ∥ṽ∥L∞

(
∥σ̃2∥L2∥σ̃1∥L2 +∥σ̃1∥2

L2

)
+ γ∥σ̃1∥2

L2

≤ K
(

1
2
+ γ +

1
2

p2
γ

2∥ũ∥2p−2
L∞ ∥ṽ∥2

L∞ + pγ∥ũ∥p−1
L∞ ∥ṽ∥L∞

)
∥σ̃1∥2

L2 +
1
2
∥σ̃2∥L2

+
γ2

u
2
∥ũ−ud∥2

L2.

(87)

Por otra parte, multiplicando (86)2 por σ̃2 e integrando en Ω, de las desigualdades de Hölder y

Young obtenemos

1
2

d
dt
∥σ̃2∥2

L2+Dv∥∇σ̃2∥2
L2 ≤ γv∥ṽ− vd∥L2∥σ̃2∥L2 + γ∥ũ∥p

L∞∥σ̃2∥2
L2 +∥ f∥L2∥σ̃2∥2

L4

+Duv

∫
Ω

∇σ̃1 ·∇σ̃2 + γ∥ũ∥p
L∞∥σ̃2∥L2∥σ̃1∥L2

≤ K
(

γ2

2
∥ũ∥2p

L∞ +
1
2
+ γ∥ũ∥p

L∞ +Kε∥ f∥2
L2 +∥ f∥L2

)
∥σ̃2∥2

L2

+
γ2

v
2
∥ṽ− vd∥2

L2 +
1
2
∥σ̃1∥2

L2 +Kε∥∇σ̃1∥2
L2 + ε∥∇σ̃2∥2

L2,

por lo tanto

1
2

d
dt
∥σ̃2∥2

L2+(Dv − ε)∥∇σ̃2∥2
L2 ≤

(
γ2

2
∥ũ∥2p

L∞ +
1
2
+ γ∥ũ∥p

L∞ +Kε∥ f∥2
L2 +∥ f∥L2

)
∥σ̃2∥2

L2

+
γ2

v
2
∥ṽ− vd∥2

L2 +
1
2
∥σ̃1∥2

L2 +Kε∥∇σ̃1∥2
L2.

(88)

Análogamente, multiplicando (86)1 por −∆σ̃1 e integrando en Ω, de las desigualdades de Hölder,
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Young y Gagliardo-Niremberg obtenemos

1
2

d
dt
∥∇σ̃1∥2

L2 +Du∥∆σ̃1∥2
L2 ≤

(
∥σ̃1∥L2 + pγ∥ũ∥p−1

L∞ ∥ṽ∥L∞ (∥σ̃2∥L2 +∥σ̃1∥L2)
)
∥∆σ̃1∥L2

+ γu∥ũ−ud∥L2∥∆σ̃1∥L2

≤ ε∥∆σ̃1∥2
L2 +Kε

(
∥σ̃1∥2

L2 + p2
γ

2∥ũ∥2p
L∞∥ṽ∥2

L∞

(
∥σ̃2∥2

L2 +∥σ̃1∥2
L2

))
+Kεγ

2
u∥ũ−ud∥2

L2.

Por lo tanto

1
2

d
dt
∥∇σ̃1∥2

L2+(Du − ε)∥∆σ̃1∥2
L2 ≤ Kε

(
∥σ̃1∥2

L2 + p2
γ

2∥ũ∥2p
L∞∥ṽ∥2

L∞

(
∥σ̃2∥2

L2 +∥σ̃1∥2
L2

))
+Kεγ

2
u∥ũ−ud∥2

L2.

(89)

De (87)-(89) deducimos que para alguna constante K > 0 se cumple lo siguiente

1
2

d
dt

(
∥σ̃1∥2

H1 +∥σ̃2∥2
L2

)
+(Du − ε)

(
∥∇σ̃1∥2

L2 +∥∆σ̃1∥2
L2

)
+Dv∥∇σ̃2∥2

L2

≤ K
(

1+Kε + γ +
1
2

p2
γ

2∥ũ∥2p−2
L∞ ∥ṽ∥2

L∞ + pγ∥ũ∥p−1
L∞ ∥ṽ∥L∞ + p2

γ
2∥ũ∥2p

L∞∥ṽ∥2
L∞

)
∥σ̃1∥2

H1

+K
(

1+
γ2

2
∥ũ∥2p

L∞ +
1
2
+ γ∥ũ∥p

L∞ +Kε∥ f∥2
L2 +∥ f∥L2 +Kε p2

γ
2∥ũ∥2p

L∞∥ṽ∥2
L∞

)
∥σ̃2∥2

L2

+
γ2

v
2
∥ṽ− vd∥2

L2 + γ
2
u

(
Kε +

1
2

)
∥ũ−ud∥2

L2.

(90)

Integrando en tiempo en la desigualdad (90) y tomando ε lo suficientemente pequeño, de la

desigualdad de Gronwall tenemos que existe una constante que C que depende de T , ∥ũ∥L∞(Q),
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∥ṽ∥L∞(Q), ∥ f∥L2(Q), σ̃1(0), σ̃2(0) y γ2
u
(
Kε +

1
2

)
∥ũ−ud∥2

L2(Q)
+

γ2
v
2 ∥ṽ− vd∥2

L2(Q)
tal que

∥(σ̃1, σ̃2)∥L∞(0,T ;H1×L2)∩L2(0,T ;H2×H1) ≤C. (91)

Ahora, multiplicando (86)2 por −∆σ̃2 e integrando en Ω, de las desigualdades de Hölder, Young y

Gagliardo-Niremberg deducimos que existe una constante K > 0 tal que

1
2

d
dt
∥∇σ̃2∥2

L2 +(Dv − ε)∥∆σ̃2∥2
L2 ≤ K

(
γ

2∥ũ∥2p
L∞∥σ̃2∥2

L2 +∥ f∥2
L2∥σ̃2∥2

L∞−

)
K
(
γ

2
v ∥ṽ− vd∥2

L2 +Duv∥∆σ̃1∥L2 + γ∥ũ∥p
L∞∥σ̃1∥L2

)
≤ K

(
γ

2∥ũ∥2p
L∞ +∥ f∥2

L2

)
∥σ̃2∥2

H1

K
(
γ

2
v ∥ṽ− vd∥2

L2 +Duv∥∆σ̃1∥L2 + γ∥ũ∥p
L∞∥σ̃1∥L2

)
.

(92)

Sumando las ecuaciones (88) y (92), de la estimativa (91) y la desigualdad de Gronwall deducimos

que σ̃2 ∈L∞
(
0,T ;H1)∩L2 (0,T ;H2). Por lo tanto σ̃1, σ̃2 ∈L∞

(
0,T ;H1 ×H1)∩L2 (0,T ;H2 ×H2),

de esta estimativa y el Teorema 1.1 concluimos que σ̃1, σ̃2 ∈ X2×X2. La unicidad la deducimos de

forma análoga a la demostración de la Proposición 3.3; por lo tanto, la omitimos. Así, concluimos

la prueba.

□

Proposición 4.18 Asuma las hipótesis del Teorema 4.13. Sea [ũ, ṽ, f̃ ] ∈ Sad una solución local

óptima para el problema de control (39). Entonces, los multiplicadores σ1 y σ2 que proporciona

el Teorema 4.13 son únicos y satisfacen [σ1,σ2] ∈ X2 ×X2
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Demostración. El Teorema 4.10 garantiza la existencia un multiplicador de Lagrange [σ1,σ2] ∈

L2−(Q)×L2−(Q). En particular, [σ1,σ2] satisface (71)-(72). La Proposición 4.17 implica que el

problema (85) admite una solución única [σ̃1, σ̃2] ∈ X2 ×X2. Por lo tanto, nuestro objetivo es de-

mostrar que es posible identificar [σ1,σ2] con [σ̃1, σ̃2].

En primer lugar, para algún [U,V ] ∈ X̂2+ × X̂2+, consideramos el sistema (85) reescrito para

[σ̃1, σ̃2], y multiplicamos las ecuaciones (85)1 por U y (85)2 por V , de las que, integrando por

partes, obtenemos

γu

∫ T

0

∫
Ω

(ũ−ud)U +β1

∫
Ω

(ũ(T )−uT )U(T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U + γU − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ̃1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
σ̃2,

(93)

γv

∫ T

0

∫
Ω

(ṽ− vd)V +β2

∫
Ω

(ṽ(T )− vT )V (T ) =
∫ T

0

∫
Ω

(−Duv∆V − γ|ũ|pV ) σ̃1

+
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV − f̃V

)
σ̃2.

(94)

Ahora, tomamos la diferencia entre las ecuaciones (71) y (93) y entre (72) y (94), y sumando las

respectivas ecuaciones, deducimos lo siguiente

0 =
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tU −Du∆U − pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU −Duv∆V + γU − γ|ũ|pV

)
(σ1 − σ̃1)

+
∫ T

0

∫
Ω

(
∂tV −Dv∆V + γ|ũ|pV − f̃V + pγ|ũ|p−1 sgn(ũ)ṽU

)
(σ2 − σ̃2).

(95)
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Por ende, como consecuencia del Teorema 4.12, si [U,V ] ∈ X̂2+× X̂2+ es solución del sistema (55)

asociado a algún [gu,gv] ∈ L2+(Q)×L2+(Q), a partir de (95), deducimos que

∫ T

0

∫
Ω

gu(σ1 − σ̃1)+
∫ T

0

∫
Ω

gv(σ2 − σ̃2) = 0.

Como [σ1 − σ̃1,σ2 − σ̃2] ∈ L2−(Q)×L2−(Q) , teniendo en cuenta que C∞
0

L2−
(Ω) = L2−(Ω), existe

una sucesión:

[(σ1 − σ̃1)ε ,(σ2 − σ̃2)ε ]ε>0 ∈C∞
0 (Ω)×C∞

0 (Ω),

tal que [
lı́m
ε→0

(σ1 − σ̃1)ε , lı́m
ε→0

(σ2 − σ̃2)ε

]
= [σ1 − σ̃1,σ2 − σ̃2].

Entonces

∫ T

0

∫
Ω

gu(σ1 − σ̃1)ε +
∫ T

0

∫
Ω

gv(σ2 − σ̃2)ε = 0, (96)

para toda [gu,gv] ∈ L2+(Q)× L2+(Q). En particular si consideramos [(σ1 − σ̃1)ε ,(σ1 − σ̃1)ε ] ∈

C∞
0 (Ω)×C∞

0 (Ω) tenemos que

∫ T

0

∫
Ω

|σ1 − σ̃1|2 +
∫ T

0

∫
Ω

|σ2 − σ̃2|2 = 0,

por ende
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∥(σ1 − σ̃1)ε∥2
L2(Ω)+∥(σ2 − σ̃2)ε∥2

L2(Ω) = 0,

esto implica que [(σ1 − σ̃1)ε ,(σ1 − σ̃1)ε ]ε>0 = [0,0], lo que nos permite concluir que [σ1,σ2] =

[σ̃1, σ̃2]. Consecuentemente, [σ1,σ2] ∈ X2×X2 como resultado de la regularidad de [σ̃1, σ̃2] ∈ X2×

X2. □

5. Simulación numérica del problema de control óptimo

En este capítulo presentamos un experimento numérico en dominios bidimensionales re-

lacionado con el problema de control óptimo que abordamos en este trabajo. Aproximamos las

ecuaciones de estado y las ecuaciones adjuntas utilizando diferencias finitas en el tiempo y ele-

mentos finitos en el espacio, y empleamos el software FreeFem++ para realizar las simulaciones.

El sistema de optimalidad corresponde a un problema de valor límite de dos puntos donde aplica-

mos las condiciones iniciales a las ecuaciones de estado (4) y las condiciones terminales al sistema

adjunto (85). Además, las variables de estado evolucionan hacia adelante en el tiempo, mientras

que las variables adjuntas evolucionan hacia atrás.

5.1. Descripción del esquema numérico

Para definir el esquema de aproximación de las ecuaciones de estado (4) y del sistema

adjunto (85), introducimos una partición uniforme del intervalo de tiempo (tn = n∆t)N
n=0, con paso

de tiempo ∆t = T/N. Definimos los espacios de elementos finitos X y Y generados por funciones

P1 continuas. Con estas construcciones, planteamos el siguiente esquema de aproximación:

Ecuaciones de estado: Dado [v0
h,u

0
h] ∈ X ×X , calcular, para n = 1, . . . ,N y para toda
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[v̄, ū] ∈ X ×X ,



[Paso 1] (δtvn
h, v̄)

h +Dv(∇vn
h,∇v̄)− γ(b, v̄)+ γ(vn

h|u
n−1
h |p, v̄)h − ( f vn

h, v̄) = 0,

[Paso 2] (δtun
h, ū)

h +Du(∇un
h,∇ū)+Duv(∇vn

h,∇ū)− γ(a, ū)+ γ(un
h, ū)

h

− γ(vn
h|u

n−1
h |p, ū)h = 0.

Ecuaciones adjuntas: Dado σN
1 = β1(uN

h − uT ) y σN
2 = β2(vN

h − vT ), calcular, para n =

N −1, . . . ,0 y para toda [σ̄1, σ̄2] ∈ Y ×Y ,



[Paso 1] (−δtσ
n
1 , σ̄1)+Du (∇σ

n
1 ,∇σ̄1)+ γ(σn

1 , σ̄1)− pγ
(
|un

h|
p−1 sgn(un

h)v
n
hσ

n
1 , σ̄1

)
+ pγ

(
|un

h|
p−1 sgn(un

h)v
n
hσ

n
2 , σ̄1

)
= γu(un

h −ud, σ̄1),

[Paso 2] (−δtσ
n
2 , σ̄2)+Dv (∇σ

n
2 ,∇σ̄2)+ γ(|un

h|
p
σ

n
2 , σ̄2)− ( f σ

n
2 , σ̄2)+Duv (∇σ

n
1 ,∇σ̄2)

− γ(|un
h|

p
σ

n
1 , σ̄2) = γv(vn

h − vd, σ̄2).

Para resolver este sistema numérico, consideraremos el método del gradiente para problemas de

control óptimo (véase, por ejemplo, Gunzburger and Manservisi (2000); Gunzburger (2002)) donde

la tolerancia utilizada para comprobar la convergencia del funcional es τ = 10−3 .

5.2. Resultados numéricos

En las simulaciones, consideramos el dominio cuadrado Ω = (0,100)× (0,100) y discre-

tizamos el tiempo con ∆t = 0.1 y el espacio con h = 1/80 (es decir, 80 nodos en cada direc-

ción). Además, usamos los siguientes valores para los parámetros del modelo tipo Schnackenberg:



82

Dv = 40, Du = 1, Duv = 0, a = 0.1, b = 0.9, γ = 1 y p = 2; y, en el funcional de control óptimo,

tomamos γu = 0.4, γv = 2, γ f = 5, β1 = 0.5 y β2 = 0.5.

(a) Estado deseado ud (b) Estado inicial uh
0 (c) Control óptimo u

(d) Diferencia entre el estado óptimo u y el estado deseado ud vs tiempo

Figura 4. Resultados numéricos para la especie u.
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(a) Estado deseado vd (b) Estado inicial vh
0 (c) Control óptimo v

(d) Diferencia entre el estado óptimo v y el estado deseado vd vs tiempo

Figura 5. Resultados numéricos para la especie v.

En las Figuras 4 y 5 mostramos, para cada variable, las condiciones iniciales, los estados desea-

dos, el estado óptimo obtenido y la norma L2 de la diferencia entre los estados óptimo y deseado
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obtenidos para diferentes tiempos, hasta el tiempo final T = 20. Como condiciones iniciales, con-

sideramos las mismas que en los experimentos del Capítulo 2. observamos que los estados óptimos

obtenidos se acercan a los estados objetivo en el tiempo T = 20, lo que demuestra que el sistema

ha sido controlado satisfactoriamente. Además, en las Figuras 4(d) y 5(d) observamos el decreci-

miento de las normas ∥un −ud∥L2 y ∥vn − vd∥L2 y su estabilización al cabo de poco tiempo.

6. Conclusiones y Trabajos futuros

6.1. Conclusiones

Diseñamos un esquema completamente discreto para la aproximación de las soluciones del

modelo de tipo Schnackenberg, usando diferencias finitas en el tiempo y elementos finitos

en el espacio. Probamos el buen planteamiento del esquema numérico y la positividad de las

variables discretas.

Realizamos un experimento numérico que validó el buen comportamiento del esquema nu-

mérico estudiado, incluyendo la captura de la formación de patrones de Turing.

Probamos la existencia y unicidad de soluciones globales fuertes para un modelo de tipo Sch-

nackenberg en dominios bidimensionales y tridimensionales acotados y con frontera suave.

Planteamos un problema de control óptimo bilineal con ecuaciones de estado dadas por un

sistema de tipo Schnackenberg en dos y tres dimensiones, y demostramos la existencia de

una solución óptima global.

Verificamos condiciones necesarias de optimalidad de primer orden mediante la existencia

de multiplicadores de Lagrange para las soluciones óptimas locales asociadas al problema
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de control óptimo.

Propusimos un esquema de aproximación numérica del sistema de optimalidad basado en el

método del gradiente y lo validamos con experimentos computacionales.

6.2. Trabajos futuros

Planteamos los siguientes posibles trabajos futuros para dar continuidad a esta investiga-

ción:

Realizar el análisis de existencia de soluciones fuertes para el sistema (4) con términos de

difusión cruzada tanto en el activador como en el inhibidor.

Desde el punto de vista de la teoría de control óptimo, planteamos como trabajo futuro el

análisis numérico del problema de control óptimo y el estudio de condiciones de optimalidad

de segundo orden.
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ANEXO

A continuación demostramos un resultado que se usa para la prueba del Teorema 3.2.

Proposición 6.1 Sean 0 < T < ∞, p ∈
[
1, 7

3

)
, f ∈ L3(Q), y u0,v0 ∈ Ŵ

4
3 ,3(Ω) con v0 ≥ 0 en Ω. Si

[u,v] ∈
(
L∞(L2)∩L2(H1)

)
×
(
L∞(L∞−)∩L2(H1)

)
son funciones que satisfacen (25), entonces se

tiene que u,v ∈ X17
7

.

Demostración. A partir de la hipótesis [u,v]∈
(
L∞(L2)∩L2(H1)

)
×
(
L∞(L∞−)∩L2(H1)

)
tenemos

que u ∈ L
10
3 (Q). Como u ∈ L

10
3 (Q), v ∈ L∞(L∞−) y f ∈ L3(Q), concluimos que v|u|p ∈ L

10
3p−(Q)

y β f v ∈ L3(Q). Así obtenemos γb− βγv|u|p + β f v ∈ L
10
3p−(Q). Aplicando el Teorema 1.1 con

q = 10
3p−, concluimos que v ∈ X 10

3p−
y, además, existe una constante Cv tal que

∥v∥X 10
3p−

≤Cv

(
∥v0∥

W
4
3 ,3
,∥u0∥

W
4
3 ,3
,∥ f∥L3(Q)

)
.

Como v ∈ X 10
3p−

, tenemos que ∆v ∈ L
10
3p−(Q), lo que implica que Duv∆v+ γa−βγu+βγv|u|p ∈

L
10
3p−(Q). Aplicando nuevamente el Teorema 1.1 con q = 10

3p−, obtenemos que u ∈ X 10
3p−

y existe

una constante Cu tal que

∥u∥X 10
3p−

≤Cu

(
∥v0∥

W
4
3 ,3
,∥u0∥

W
4
3 ,3
,∥ f∥L3(Q)

)
.

Procedemos en dos pasos para concluir la prueba.

Paso 1. Como u,v ∈ X 10
3p−

y 10
3p > 10

7 , existe un entero n ≥ 1 tal que u,v ∈ X10
7 + 1

n+1
. Probemos que
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u,v ∈ X10
7 + 1

n
mediante un argumento de tipo “bootstrapping”.

De la Proposición 1.14, tenemos que X10
7 + 1

n+1
↪→ L

5(10n+17)
15n+1 (Q). En consecuencia, −βγv|u|p ∈

L
5(10n+17)
(15n+1)p −

(Q) ↪→ L
15(10n+17)
(15n+1)7 (Q) y β f v ∈ L3−(Q). Así, γb−βγv|u|p +β f v ∈ L

15(10n+17)
(15n+1)7 (Q).

Aplicando nuevamente el Teorema 1.1 con q = 15(10n+17)
(15n+1)7 , concluimos que v ∈ X15(10n+17)

(15n+1)7
.

Además, existe una constante Cv tal que

∥v∥X15(10n+17)
(15n+1)7

≤Cv

(
∥v0∥

W
4
3 ,3
,∥u0∥

W
4
3 ,3
,∥ f∥L3(Q)

)
.

Como v ∈ X15(10n+17)
(15n+1)7

, se tiene que ∆v ∈ L
15(10n+17)
(15n+1)7 (Q), lo que implica que Duv∆v+γa−βγu+

βγv|u|p ∈ L
15(10n+17)
(15n+1)7 (Q). Aplicando nuevamente el Teorema 1.1 con q = 15(10n+17)

(15n+1)7 , conclui-

mos que u ∈ X15(10n+17)
(15n+1)7

. Además, existe una constante Cu tal que

∥u∥X15(10n+17)
(15n+1)7

≤Cu

(
∥v0∥

W
4
3 ,3
,∥u0∥

W
4
3 ,3
,∥ f∥L3(Q)

)
.

Como n ≥ 1, se cumple que 15(10n+17)
(15n+1)7 > 10

7 + 1
n . Por lo tanto, u,v ∈ X10

7 + 1
n
.

Paso 2. Repitiendo n−1 veces un argumento análogo al del Paso 1, se obtiene que u,v ∈ Xm para

m = n−1,n−2, . . . ,1. Así, u,v ∈ X10
7 +1 = X17

7
, lo que completa la demostración. □

Proposición 6.2 Sean x,y ∈ [0,∞) y p ∈ [1,∞), entonces

|xp − yp| ≤ p|x− y|(xp−1 + yp−1).
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Demostración. Si x = y entonces la desigualdad es inmediata. Supongamos sin perdida de gene-

ralidad que x > y, consideremos la función f (x) := xp, tenemos por el teorema del valor medio que

existe algún ξ con x > ξ > y tal que

xp − yp

x− y
=

f (x)− f (y)
x− y

= f ′(ξ )

= pξ
p−1

≤ pmáx{xp−1,yp−1}

< p(xp−1 + yp−1).

(97)

De la desigualdad (97) obtenemos lo que queremos probar.

□

A continuación demostramos un resultado de convergencia débil que se usa en la prueba del Teo-

rema 3.2.

Proposición 6.3 Sea ([um,vm])m∈N una sucesión en Xu,v tal que [um,vm]−→ [u,v] fuerte en Xu,v×

Xu,v, entonces

γvm|um|p −→ γv|u|p débil en L3(Q).

Demostración. Sea h ∈ L
3
2 , queremos mostrar que

∫ T

0

∫
Ω

hvm |ūm|p →
∫ T

0

∫
Ω

hv|ū|p,
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esto es equivalente a mostrar que

∫ T

0

∫
Ω

|h| |vm|ūm|p − v|ū|p| −→ 0.

De las desigualdades de Hölder y Minkowski tenemos que

∫ T

0

∫
Ω

|h| |vm|ūm|p − v|ū|p| ≤ ∥h∥
L

3
2 (Q)

∥vm |ūm|p − v|ū|p∥L3(Q)

≤ ∥h∥
L

3
2 (Q)

(
∥vm(|ūm|p −|ū|p)∥L3(Q)+∥|ū|p (vm − v)∥L3(Q)

)
≤ ∥h∥

L
3
2 (Q)

(
∥vm∥Xu,v

∥|ūm|p −|ū|p∥
L

3
2 (Q)

+∥ū∥Xu,v
∥vm − v∥L3(Q)

)
.

(98)

De la desigualdad de Hölder y la Proposición 6.2 obtenemos

∥|ūm|p −|ū|p∥3
L3(Q) =

∫ T

0

∫
Ω

||um|p −|u|p|3

≤ p
∫ T

0

∫
Ω

|um −u|3 (|ūm|p + |ū|p)3

≤
(
∥um −u∥L3(Q)

(
∥ūm∥Xu,v

+∥ū∥Xu,v

))3
.

(99)
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De las desigualdades (98) y (99) llegamos a la siguiente estimación

∫ T

0

∫
Ω

|h| |vm|ūm|p − v̂|ū|p| ≤ ∥h∥
L

3
2 (Q)

∥vm∥Xu,v ∥|ūm|p −|ū|p∥L3(Q)

+∥h∥
L

3
2 (Q)

∥ū∥Xu,v ∥vm − v∥L3(Q)

≤ ∥h∥
L

3
2 (Q)

∥vm∥Xu,v

(
∥ūm∥Xu,v

+∥ū∥Xu,v

)
∥um −u∥Xu,v

+∥h∥
L

3
2 (Q)

∥ū∥Xu,v ∥vm − v∥Xu,v
.

Como h ∈ L
3
2 y um,u,vm,v ∈ Xu,v ↪→ L∞(Q), de la convergencia [um,vm]−→ [u,v] fuerte en Xu,v ×

Xu,v se concluimos que ∫ T

0

∫
Ω

|h| |vm|ūm|p − v|ū|p| −→ 0.

Por lo tanto

vm|um|p −→ v|u|p débil en L3(Q).

□
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