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Resumen

Titulo: Analisis teérico de un problema de control éptimo asociado a un sistema de reaccion difusion tipo Schnaken-
berg. E]

Autor: Andrés Felipe Ortiz Florez E

Palabras clave: Difusion cruzada, Elementos finitos, Solucién global, Condicién de optimalidad, Ecuacién parab6-

lica, Ecuacion de reaccion-difusion.

Descripcion: En este trabajo estudiamos un problema de control 6ptimo bilineal asociado a un sistema acoplado de
ecuaciones de reaccion—difusion de tipo Schnakenberg con difusién cruzada. Primero, realizamos un analisis numérico
de la ecuacidn de estado, correspondiente al sistema sin términos de control. Proponemos un esquema numérico basado
en el método de los elementos finitos con mass lumping para aproximar sus soluciones y demostramos que el esquema
estd bien planteado y preserva la positividad de las soluciones discretas. Desde el punto de vista tedrico, demostramos
la existencia y unicidad de soluciones fuertes para el sistema controlado en dimensiones dos y tres. Posteriormente,
probamos la existencia de una solucién 6ptima global para un problema de control éptimo bilineal en el que el control
actia sobre una de las variables del sistema. Ademas, derivamos condiciones de optimalidad de primer orden haciendo
uso de un teorema de existencia de multiplicadores de Lagrange en espacios de Banach. Finalmente, desarrollamos
un esquema de aproximacién numérica para el sistema de optimalidad basado en el método del gradiente y validamos
su efectividad mediante experimentos computacionales que ilustran la influencia del control sobre la dindmica del

modelo.
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Title: Theoretical analysis of an optimal control problem associated with a Schnakenberg-type reaction-diffusion
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ponding to the system without control terms. We propose a finite element scheme with mass lumping to approximate
its solutions and we prove that the scheme preserves positivity and it is well-posed. From a theoretical perspective, we
prove the existence and uniqueness of strong solutions for the controlled system in two and three dimensions. Subse-
quently, we prove the existence of a global optimal solution for a bilinear optimal control problem in which the control
acts on one of the variables of the system. Moreover, we derive first-order optimality conditions through a Lagrange
multiplier theorem in Banach spaces. Finally, we develop a numerical approximation scheme for the optimality system
based on the gradient method and we validate its effectiveness through computational experiments that illustrate the

influence of the control on the model’s dynamics.
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Introduccion

Los sistemas de reaccion-difusion representan una clase destacada de modelos matemati-
cos que desempefan un papel central en la modelizacién de una diversidad de fenémenos bio-
l6gicos y quimicos (Murray| (1982)). Estos modelos se caracterizan por la capacidad de capturar
interacciones espaciales y temporales entre dos 0 mds especies, componentes o cantidades en un
entorno continuo. Los sistemas de reaccion-difusién encuentran aplicaciones en diversos dominios
como biologia (Britton (1986))), quimica (Vanag and Epstein| (2009)), ecologia (Kaneko and Ya-
madal (2011)), fisica (Rao et al.| (2023)), entre otros; ofreciendo una via para comprender cémo
las sustancias se difunden en el espacio y cdmo las reaccidénes quimicas o bioldgicas interactian
para originar estructuras y patrones notables. En particular, estos sistemas pueden generar patrones
regulares y repetitivos, conocidos como patrones de Turing (Chen and Buceta (2019)), que repre-
sentan una autoorganizacién espacial.
En Gambino et al. (2016)) se considera el siguiente sistema de reaccion difusion que describe la
evolucién de dos sustancias quimicas en un espacio tridimensional. Este modelo ha sido propuesto
para investigar la formacion de patrones espaciales en sistemas quimicos, y es dado por el siguiente

sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

du
E = DMAM +DuvAV+ Y81 (l/l,V),
(D
0
a_: =D,Av+D,,Au—+ ng(uvv)v

donde u y v representan las concentraciones de dos sustancias quimicas en un dominio espacial



Q, con D, y D, siendo los coeficientes de difusion de u y v. Ademas, D, y D,, representan los
coeficientes de difusion cruzada entre las sustancias, y ¥ es una constante positiva que describe la
influencia relativa de las reaccidnes quimicas y puede interpretarse como la fuerza de reaccion.

La reaccién quimica que describe el sistema es de tipo Schnackenberg, ver Gaffney et al.[(2016),

la cual es dada por las fuentes g y g, definidas por

g1(u,v) =kja; — k2u+k3u2v,

gz(u,v) = k4b] — k3u2v.

El modelo determina el comportamiento de un quimico activador u en presencia de un quimico
inhibidor v. En este sistema, el término no lineal k3vu” en g; representa la produccién autocata-
litica de u en presencia de v, es decir, la presencia de u acelera la velocidad de la reaccién que
conduce a su formacion, mientras que en g, representa el consumo de v en presencia de u. El tér-
mino —kou corresponde a la degradacion de u, y los términos constantes kja; y k4by son fuentes
de produccién para las sustancias u y v, respectivamente. La novedad del sistema (I)) respecto a
un sistema de reaccion difusion de tipo Schnackenberg es dada por la inclusion de los términos
de difusion cruzada en el sistema; en efecto, recientemente se ha prestado atencion a los efectos
de difusion cruzada en modelos en los cuales el gradiente de densidad de una especie induce un
flujo de otra especie, ver Madzvamuse et al.|(2015)). Se ha demostrado que, en una amplia clase de
cinéticas depredador-presa o competitivas sin un término autocatalitico (Tulumello et al. (2014)),
la difusion cruzada es responsable de la inestabilidad de Turing y favorece la formacion de patro-

nes. Con la introduccion de términos de difusién cruzada lineal en el modelo de Schnakenberg, se



produce la desestabilizacion del estado constante, ver Madzvamuse et al.| (2015).

Desde el punto de vista tedrico, en relacion al sistema (T), se ha estudiado su estabilidad y el meca-
nismo de formacidn de patrones en Gambino et al. (2016). Sin embargo, no se conocen resultados
tedricos acerca de la existencia de soluciones para este sistema, ni de estudios sobre problemas
de control 6ptimo con una ecuacién de estado definida por este sistema. Desde el punto de vista
numérico, aunque en Gambino et al. (2016) se han realizado simulaciones del sistema (TJ), 1o que
incluye la evaluacién de la influencia de los términos de difusién cruzada en la estabilidad y el
estudio de bifurcaciones numéricas, no se dispone de resultados tedricos relacionados con propie-
dades cualitativas de las soluciones discretas.

Tomando como base el sistema (I]), en esta investigacién abordamos un sistema de ecuaciones de
reaccion-difusion parabodlicas que describe la interaccion entre dos sustancias quimicas. Definimos

el sistema de la siguiente manera

uy — DyAu = D, Av+vg1(u,v), x€Q,t>0,
()
vi —DyAv = ygs(u,v), x€Q, t>0.

En este sistema, Q@ C R es un dominio con frontera suave para N = 2, 3; u y v también representan
las concentraciones de dos sustancias quimicas con coeficientes de difusiéon D, y D,, D, es el

coeficiente de difusion cruzada y el coeficiente D, se considera siendo cero. Los términos de



reaccion g1 y g» estan dados por

81 :a—u+v|u\p,

82 = b— V‘u|p7

que es un modelo similar al de Schnackenberg, en donde a y b representan términos fuente y —u un
término de consumo. Ademds, la parte no lineal k3vu? ha sido sustituida por v|u|?. En este modelo,
esta expresion hace que el sistema sea no lineal y también representa la produccion autocatalitica
(es decir, la presencia de u estimula o acelera la velocidad de su formacién) de u en presencia de
v, mientras que en la funcién g, representa el consumo de v en presencia de u. Completamos el

sistema (2]) con los siguientes datos iniciales y condiciones de no flujo en la frontera

[1(0),v(0)] = [uo,vo], vo >0, x € Q,
(3)

ou = v =0, sobredQ, t€(0,7),

av  dv
donde v denota el vector normal unitario hacia afuera de dQ.
Nuestro primer objetivo es proponer un esquema numérico completamente discreto, basado en
una discretizacién de Euler semi-implicita en el tiempo y una discretizacion usando el método de
los elementos finitos con mass lumping en espacio, para aproximar las soluciones del modelo (2).
Especificamente, buscamos demostrar su buen planteamiento, asi como propiedades cualitativas

como la preservacion de la positividad. Finalmente, realizamos experimentos numéricos para ve-

rificar el buen comportamiento del esquema, incluyendo la captura de la formacion de patrones de



Turing.
Nuestro segundo objetivo es realizar el andlisis matemético de un problema de control 6ptimo dado
por la minimizacién de un funcional de costo general sujeto a restricciones, donde las ecuaciones

de estado estan dadas por el sistema (2). Para esto, consideramos el siguiente sistema controlado

ou—Dy,Au= D, ,Av+7y(a—u+v|ulP) en(0,T)xQ,

v —DyAv = y(b—v|u|’)+ flg,v en(0,T)xQ,

“)
u(0) =up, v(0) =vy enQ,
du  Jdv
Loy = oy =0 sobre (0,7) x dQ.

En Q x (0,7), f es un control que actda sobre la sustancia quimica inhibidora v en un subdominio
Q. C Q. El término f 1 v puede interpretarse como un mecanismo de proliferacion o degradacién
de v, dependiendo del signo de f en Q.. Aqui, 1g_ denota la funcion caracteristica asociada al
conjunto Q.. Asi pues, nuestro objetivo es analizar un problema de control éptimo de forma que
cualquier estado admisible sea una solucion fuerte de (d)). Especificamente, el problema de control

bilineal que analizaremos esta dado por

Encontrar [u,v, f] € &/ X .# que minimice el funcional objetivo

v fD) =5 [ mualZargyde 4+ 5 [ o= val oyt + L [ 1FI,
=5 ) dllpdt+5 | ey Jy Wieod
B T e

+ = [ |u(T)—ur|~dx+= | |v(T)—vr|dx,
2 Jo 2 Jo

bajo la restriccién de que [u, v] sea solucion fuerte del sistema (@) con dato f.
\



En (5)), &/ denota el espacio de estados admisibles el cual serd definido explicitamente en el Capi-
tulo 4, Ademds, .# C L9(0,T;L%(Q)) := L1(Q) representa el espacio de los controles admisibles,
cong=3siN=3yqg=2+4+ si N =2, el cual se asume que es un conjunto cerrado, convexo y
no vacio. Ac4, en general p+ = p-+ &, para € > 0 suficientemente pequefio. Ademas, las funciones
ug,vqg € L*(0,T;L*(Q)), ur € L*(Q), y vy € L*>(Q), representan estados deseados y 7., %. B1, B2
y Yr son pardmetros reales no negativos (no todos cero) que miden el costo de los estados y del
control, respectivamente. El funcional J describe la desviacion de las concentraciones del activa-
dor u y del inhibidor v respecto a sus estados deseados u; y v, respectivamente, mas el costo del
control en la norma L?(Q). Los dos ultimos términos en la definicién de J miden la distancia en
norma L? entre las concentraciones finales u(T) y v(T) y los estados finales deseados ur y vr.
La inclusion de estos términos puede ser ttil en la practica, ya que, de lo contrario, las soluciones
pueden alejarse significativamente de los estados finales deseados cerca de t = T'. Deseamos de-
mostrar la solubilidad y unicidad del sistema de estados y, a continuacién, analizamos un problema
de control 6ptimo relacionado y establecemos condiciones de optimalidad de primer orden a través
de la existencia y regularidad de los multiplicadores de Lagrange.

El presente trabajo estd dividido en cinco capitulos cuyos contenidos han sido organizados de la
siguiente manera: En el Capitulo[I] introducimos algunas notaciones bésicas y resultados prelimi-
nares. En el Capitulo [2] analizamos numéricamente la ecuacién de estado sin control, para lo cual
proponemos un esquema basado en el método de los elementos finitos con mass lumping que estd
bien planteado y preserva la positividad de las soluciones discretas. En el Capitulo 3 planteamos

la definici6n de solucién fuerte y demostramos la existencia de soluciones fuertes de (@), para los



casos N =3y N = 2. En el Capitulo ] analizamos la existencia de soluciones 6ptimas y deriva-
mos las condiciones de optimalidad de primer orden. Finalmente, en el Capitulo [5} presentamos
algunas simulaciones numéricas proporcionadas por un esquema de aproximacion del sistema de
optimalidad basado en el método del gradiente, que ilustra la dindmica de las variables controladas.
1. Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar los preliminares y establecer la notacién que utili-
zaremos a lo largo de este documento. Sea €2 un dominio acotado de RN, N =2.3, con frontera dQ
de clase C?; asumimos esta regularidad especifica debido a que emplearemos frecuentemente un
resultado de regularidad parabdlica (véase el Teorema [I.1] mds adelante). Consideramos los espa-
cios de Sobolev cldsicos W5P(Q) = {u € LP : |0%ul|1» < o0, ¥|a| < k} y los espacios de Lebesgue
LP(Q), 1 < p < 4o, junto con sus respectivas normas || - ||yyx, ¥ || - ||z. En particular, denotamos
Wk2(Q) = H*(Q), y representamos el producto interno en L?(Q) por (-,-). Si Y es un espacio de
Banach, llamamos L”(Y) al espacio de funciones valuadas en Y, definidas en el intervalo [0, 7],
que son integrables en el sentido de Bochner, y denotamos su norma por | - [|z»(y). En particu-
lar, cuando Y es un espacio de Lebesgue L(Q) o un espacio de Sobolev W54(Q), escribimos
LP(Y) de forma abreviada como LP(L%) o LP(W*4), respectivamente. De igual forma, definimos
LP(Q) :=LF(0,T;LP(Q)) para 1 < p < oo,y usamos || -|[z»(p) para denotar su norma. Designamos
por C([0,T];Y) al espacio de funciones continuas desde [0, T'] hacia un espacio de Banach Y, con
norma || - ||C(Y). El dual topolégico de un espacio de Banach Y lo denotamos por Y’, y representa-
mos la dualidad entre un par Y y Y’ por (-,-)y,. Ademds, utilizamos < para indicar la inmersioén

compacta entre espacios. Las letras C, K y K, las empleamos para representar constantes positivas
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independientes del estado (u,v) y del control f, aunque su valor pueda cambiar de una linea a otra.
Para estudiar las propiedades de existencia y regularidad de soluciones del sistema (4]), considera-

mos los espacios

W22/PP(Q) sip <3,
W2 2rr(Q) =

W22PP(Q) sip >3,
donde

d

WP (Q) = {u e wkrP(Q): a—z =0 sobre 89}.

A continuacién, enunciaremos el teorema de regularidad parabdlica, que aplicaremos con frecuen-

cia en los andlisis posteriores.

Teorema 1.1 (Feireisl and Novotny| (2009), Teorema 10.22.) Sea Q un dominio de clase C* y

1< g <o, (g#3), up € W22/94(Q), y g € L1(Q). Entonces el problema

(

du—Au=g enQ,

d
\ 8—3 =0 sobre (0,T) x 0Q,

admite una uinica solucion u tal que

uecC ([0, T];WZ—Z/M) nLI (sz"f) . dueL(Q).
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Ademds, existe una constante positiva C := C(p,Q,T) de modo que

HM“C(VAV%NM) + Hat””[ﬂ(Q) + ””HLq(WZ,q) <C (”gHLq(Q) + H”O”WZ%/M) .

Observacion 1.0.1 El Teorema contintia siendo vdlido para el caso q = 3, reemplazando el
espacio C ([O,T];VT/Z_Z/ W) por C([0,T);Z,), siendo Z, el espacio de interpolacion real entre

sz’q(Q) y L1(Q) (ver detalles en Feireisl and Novotny, (2009)).

En lo que sigue, utilizaremos la siguiente notacion para referirnos a espacios de Banach especificos:

X = {u eC(L*(Q)NL* (H'(Q)): due L? ((HI(Q))’) } :
X:={ueX:u(0)=0},

X, = {uec(W2rr) A (w2r) :que (o). ©)

v :0},
o0Q

"oV
v :0}’
oQ

Y
en el caso particular p = 3, emplearemos la notaciéon

2

= {veXp:V(O):O

)?p+ = {v €Xp+:v(0)=0

X3 :={ueC(Z)nL (W) : que 1}(0)},

donde Z, denota el espacio de interpolacion real entre Wy 4(Q) y L4(Q). Usaremos el teorema de

punto fijo de Leray-Schauder en varias ocasiones para demostrar la existencia de solucidén para
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algunos problemas de EDP no lineales. Ademas definimos el espacio L=~ () como

L (Q):= () L'(Q).

1<r<eo

Teorema 1.2 (Teorema de punto fijo de Leray-Schauder). Sea 2 un espacio de Banach y T :

X — % un operador compacto y continuo. Si el conjunto
Tpi={xe 2 :x=Plxpara0 <P <1}

es acotado, entonces 1 tiene (como minimo) un punto fijo.

Teorema 1.3 (Lions, 1969, Teorema 5.1.) Consideremos X, B, y % como espacios de Banach
reflexivos tales que 2~ C B C ¥, con inclusion compacta X < B e inclusién continua B — .
Si definimos

W={w:well0,T,2),0we L’ (0, T;%)}

para un T > 0 finito y po,p1 € (1,4o0), entonces la inyeccion de W sobre LP°(0,T; %) es com-

pacta.

Teorema 1.4 (Simon, 1987, Corolario 4.) Supongamos que X, B, y % son espacios de Banach
tales que & C B C ¥, con inclusion compacta X < B e inclusion continua B — Y. Sea
F un conjunto acotado en L*(0,T;Z") tal que el conjunto oF = {%—{,f € F} es acotado en

L"(0,T;%) para algiin r > 1. Entonces F es relativamente compacto en C([0,T]; B).
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A lo largo de este trabajo, usaremos con frecuencia desigualdades clasicas en espacios de Lebes-
gue y espacios de Sobolev, entre las que incluimos la desigualdad de Holder, la desigualdad de

Gagliardo-Nirenberg y la desigualdad de Gronwall, entre otras.

Teorema 1.5 (Desigualdad de Gronwall). Sea I un intervalo de la recta real de la forma [a,) o
[a,b] o [a,b) con a < b. Sean &, B y u funciones de valor real definidas en 1. Supongamos que By

u son continuas y que la parte negativa de o es integrable en cada subintervalo cerrado y acotado

de I.

» Si B es no negativa y si u satisface la desigualdad integral

u(t) < alt) + / "Bs)u(s)ds, Viel,

entonces

u(t) < a(t) —|—/ata(s)[3(s)exp (/S[ﬁ(r)dr) ds, tel.

» Ademads, si la funcion @ es no decreciente, entonces
t
u(t) < a(t) exp ( / ﬁ(s)ds> .
a

Teorema 1.6 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € [1,0|, tales que 1 /p+1/q=1.Si fe LP(Q)y g€

L9(Q) entonces fg € L'(Q) y [Ifgllor < [/l llglles-

Teorema 1.7 (Nirenberg, 1959, Desigualdad de interpolacion de Gagliardo-Nirenberg.) Sea Q C
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RN un dominio medible y acotado con frontera Lipschitz. Sean 1 < q < 4o, j y m enteros no
negativos tales que j <m, 1 <r<+o0, p>1y0 €|0,1] donde

1 j 1 1-6
_:i+9 z_m +— <6< 1.
p N r N q

S |~

. 0 B
Entonces HDJ”HL.»(Q) < C|[D"ul| (g H”Hiq((zz) +Cllul|zo (),

donde u € L1(Q) tal que D™u € L"(Q) y © es arbitraria, con un caso excepcional:

N

= Sir>1ym— j—= es un entero no negativo, entonces la hipdtesis adicional é <6<1

(note la desigualdad estricta) es necesaria.

En cualquier caso, la constante C > 0 depende de los pardmetros j,m,N,q,r,0 y el dominio Q,

pero no de u.

Teorema 1.8 (Inmersiones de Sobolev). Sea Q C RN un dominio acotado con frontera de clase

ClmeN1<p<+4o SiR=1— § entonces valen los siguientes enunciados con inmersiones

1
p

continuas:
= Si R >0 entonces W™P(Q) — LY(Q), donde g = .
» Si R =0 entonces WP (Q) — L1(Q), donde q € [p,+).

» Si R <0 entonces W™P(Q) — L (Q).

Teorema 1.9 (Adams and Fournier, |1975, Teorema 6.3). Sea Q@ C RN un dominio acotado con
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rontera de clase C'. Si0 < N—mpy j+m—Y > j— Y entonces la inmersion de Sobolev
p q
Wwitm.p (M) — Wj’q(M),

es compacta.

Lema 1.10 Supongamos r,s >0, 1 < p <2y Q C RY; entonces tenemos la siguiente inmersion

entre espacios de Sobolev:

1 1
WHP(Q.) ‘—>HS(Q), cons=d <_ _ _) 47

Lema 1.11 (Lions and Magenes, |1968, Teorema 9.6). Sean p,p1,p2 > 1y 51,52 > 0 tales que

1 1-6 6
s=(1-0)s1+06sy, —=——+—,con0ec|0,1].
p pi P2

Entonces, LP1(H*') N LP2(H®2) — LP(H").

El siguiente resultado se puede deducir usando las inmersiones de Sobolev y la desigualdad de

Gagliardo—Nirenberg.

Lema 1.12 Sean p,q, p1,p2,q1 > 1 tales que

1 1-06 1 1 0
-= -l-Q(——L), —=—,conr>0y0¢€|0,1].
JZEN %)

Entonces, L= (L1 ) N LP2(W"P1) — LP(L9).

Deducimos el siguiente corolario del Lema [[.12]
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Corolario 1.13 Si N =3, L* (L?) NL? (H') — L'%3(Q) y L (H") N L? (H?) — L'°(Q).
Obtenemos el siguiente resultado como consecuencia de los Lemas|1.10H1.12
Proposicion 1.14 Sea Q un dominio Lipschitz acotado en RN. Si N = 3, entonces:
5 S

= Sige(l,3), setiene que X, C L5 (Q).

= Sig=3, entonces X, C L”(L") para todo r € [1,), o bien X, C L*(L*").

» Sig> % entonces X, C L*(Q).
Si N =2, entonces:

q+2
» Sige|l,2), se tiene que X, C L*4(Q).
» Si g =2, entonces X, C L™(L") para todo r € [1,), 0 bien X, C L™ (L*").

= Sig > 2, entonces X, C L*(Q).

2. Esquema numérico para el problema sin control
En este capitulo, planteamos un esquema numérico para aproximar las soluciones del mo-
delo matematico (2.
2.1. Definiciones preliminares
Para la discretizacién temporal, consideramos una particién de [0,7] con paso de tiempo
At = T /N, donde definimos #, = nAt paran = 0,...,N. Para la discretizacién espacial, utilizamos

una familia de triangulaciones cuasiuniformes de Q, que denotamos por {4} >0 Esta familia
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estd formada por simplices K (tridngulos en 2D o tetraedros en 3D) cuyos dngulos interiores son

menores o iguales que /2 (triangulaciones no obtusas), de manera que

o= J k.
KeZ,

Definimos 4 como h = méxgc g, hg, donde hg representa el didmetro del simplice K. Recorde-
mos que denominamos “cuasiuniforme” a una triangulacién {.7,},-, de Q si existen constantes

positivas C; y C; tales que, para cada K € .7},
Ch<p(K) y diam(K)(K) < Csh,

donde p(K) es el radio del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el didmetro del menor circulo

que contiene a K.

diam(K)

Figura 1. Relacién entre diam(K) y p(K) para un triagngulo K C R?,
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Consideramos el siguiente espacio elementos finitos para u 'y v

2 ={ueC@Q):uxeP VK € 7,} cH'(Q),

donde denotamos por P el conjunto de polinomios de grado menor o igual que 1. Asi mismo,
denotamos el conjunto de nodos de .7}, por .4, = {a j}j <> ¥ Usamos {(paj}j6 , para referirnos a
las funciones base estandar de .2". Definimos el operador de interpolacién nodal 7, : C(Q) — 2

como

In(m(x)) =} m(a;)@a,; ().

jer

Introducimos el semi-producto interno en C(Q), conocido en la literatura como “mass lumping”

(el cual si constituye un producto interno en .2"), junto con su semi-norma inducida

(my, ) = /Q Ih(mlmz)dXZJ;Jml(aj)mz(aj) /Q 0, (X) dx, )
|m|h = (mvm)h

Usamos los elementos finitos P} en .27, junto con el operador “mass lumping” definido en (7),
para obtener una formulacién discreta adecuada que garantice la no negatividad de las soluciones
discretas [uy,vy]. Asi mismo, introducimos el operador de proyeccién Qy, : L?(Q) — 2, definido
para cada z € L?(Q) por

(0n2,2)" = (z,2), Vzie Z. 8)
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Observacion 2.1.1 En 2" y 2, las normas |- |, y || - ||;2 son uniformemente equivalentes con

respecto a h.

2.2. Definicion del esquema numérico

Proponemos el siguiente esquema numérico de primer orden en el tiempo, lineal y desaco-

n_ n—1
n _ %%
plado (en general, denotaremos &a) = ~—

y a; = max{a,0} > 0):

s Inicializacion: Tomamos

(1)), V)] = [Qnuto, Onvo) € 2 x Z.

= Paso 1: Dados [uzfl,vzfl] € & x Z ', computamos vy € 2 tal que, para todo v € 2,
(8], 9)" + Dy (VWV}, V) — y(b,7) + y (v jul P, 5)" = 0. ©)
= Paso 2: Dados [uzfl,vZ] € 2" x 2, computamos u} € 2" tal que, para todo it € 2,

(81, @)" + Dy (Viull, Vid) 4 Dy (Y1, Vid) — ¥ (a, 1) + ¥ (], )" — y( =P @) = 0. (10)

Observacion 2.2.1 Si ugy,vy > 0, entonces u2, v2 > 0. De hecho, de (8) tenemos que
(up, )" = (Quuo,@)" = (uo, @), Vie 2.
Tomamos i = I,([u)]-) € X, donde [uf)] - = min{u)),0} <0, y obtenemos

[ () dx = (. (15])) < 0,
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lo que implica que Ih([ug]_) =0, y por tanto concluimos que u2 > 0. Un razonamiento andlogo

muestra que v2 > 0.

2.3. Propiedades del esquema numérico

En esta seccién demostramos el buen planteamiento del esquema numérico definido en
(©)—(10), asi como la propiedad de no negatividad para las soluciones discretas u}, y v}.. Especifi-
camente, probamos que la solucién v}, de (9) es no negativa, mientras que solo garantizamos esta
propiedad para uj, en el caso Dy, = 0. En el caso general D, # 0, no estd clara la no negatividad

de u}. De ahora en adelante, usamos la notacién a_ = min{a,0} <0.

Lemma 2.3.1 (Positividad de ;) Sea (vZ)n o la sucesion definida por el esquema (). Si VZ_I >

0, entonces vj, > 0.

Demostracion. Supongamos que vZ‘l >0y tomemos 7 = I, ((v})—) en (9). Estimamos primero

el término temporal de la siguiente manera

n_ . n—l
(653 hs (04)-))" = [ (hA—th - <vz>_> dx
(1)

:Ait/g[zh((vg)z_)—zh (') )] dx.

Como I, preserva el signo, vzfl >0y (vj)- <0, entonces —1j (vZ*I(VZ),) > 0. Por lo tanto,
teniendo en cuenta que (I,(v))* < I,(v?) para todo v € C (©), obtenemos
1
h 2
(657 1n (04)-))" = - [ 1 (072 )

1 2
> 0 (V3) ) N2
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Ahora estimamos el término de difusion. Usando el hecho de que
Vi = In (Vi) +) + 1 (V) -),
tenemos que

(Vi VI((V)-)) = (VI3 ) V() =) + IV I((Vh) I (12)

Podemos expresar el primer término del lado derecho de (I2)) como

L1040V )dx = X 07 () ()~ (xy) | V6 Vg

ijeJ

Sii = j, entonces el producto (v}}) 1 (x;) - (V})—(x;) es cero. Sii# j, entonces (V)4 (x;) (V) (x;) <
0, ademads usando la proposicién 2.5 de |Guillén-Gonzalez and Gutiérrez-Santacreu (2019) deduci-

mos que V¢;-V¢; < 0. Por lo tanto,
(VI (V) +), VIn((v)-)) = 0. (13)
Asi, de y tenemos que

Dy (VWL VI((4)-)) = Dy I VI((04) )12 (14)
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Ahora estimamos el término de reaccidn no lineal

(|“h 1| Vhalh Vh :/Ih |”h 1|pVh Vh) )dx
@ (15)

o)

Finalmente, estimamos el término fuente lineal

—¥(b,7) = =y(b,1x((vj)-)) = 0, (16)

yaque b > 0y I((v})-) < 0. Por lo tanto, de (IT)-(T6) llegamos a

1 _
S IOR I+ DAVIOR IR+ [ 1 (1 P03 dx <0,
lo que implica que ||Z,((V}) - )HL2 =0,y asi, (v})— = 0. Por lo tanto, v, > 0. O

Lemma 2.3.2 (Positividad condicionada de i) Sea (MZ) qen la sucesion definida por el esquema

([0). Si Dy =0y u}~' >0, entonces u} > 0.

Demostracién. Tomamos i = I, ((})—) € 2" en (I0) y obtenemos

(S I () =))" + Dy (Vath, VI (7))
A7)

— (@, In () ) + 7 e I () )" =7 (Valap 1P, 1 () )" = 0.

Luego, usando el hecho de que @,V > 0y procediendo andlogamente como en - (16)), dedu-



23

cimos que u} > 0. U

Lemma 2.3.3 (Buena postura del esquema (9)-(I0)) Dado [u} ', vi~'] € 2 x 2, existe una

tinica solucion [u}},vj}] € " x 2 del esquema (©O)—(10).

Demostracion. Dado que (9)—(10) es un sistema algebraico lineal, basta demostrar la unicidad.

Primero, fijado [u}~',v/~!], supongamos que v/ ;v , € 2 son dos soluciones de (). Entonces

n__.,n n 3
Vi =Vh1~Vho € Z satisface

1
E(vm)h + Dy (VI VD) +y(iu P o) =0, Vre 2. (18)

Tomamos v = v; y usando la Observacion [2.1.1} tenemos que existe una constante ¢ > 0 tal que

c n n n n—
() W3l +Du w3l + [ 1 (071 17) dx <0, (19)

Como todos los términos del lado izquierdo de (19) son no negativos, deducimos que ||VZ||%2 =0,
: noo__.n . n—1 .n n n .
es decir, Vi1 = Vho- Ahora, fijado [u; " ,V}], supongamos que Up 1 Up o € Z son dos soluciones de

n__ . n n 3
(T0). Entonces uj, = uj, | —uj, , € 2 satisface

1
E(ug,a)h + D, (Vi Vi) + y(ul, @) =0, Vie Z. (20)

Tomamos 7 = uj, y usamos nuevamente la Observaci6n[2.1.T|para concluir que existe una constante
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¢y > 0 tal que

C
(Ki) ||+ Dy||Vedf |2, + }’/th((uZ)2)dx <0. o

, . . . n 2 o . . n . n
Como todos los términos son no negativos, concluimos que [|uy[|7, = 0, lo que implica uj | = uj ,.

O

2.4. Simulacién numérica

En esta seccién presentamos una simulacién numérica usando el esquema (9)-(10) con el
fin de ilustrar la evolucién temporal del activador u y del inhibidor v. Obtuvimos todos los resulta-
dos numéricos utilizando el software FreeFem++. Para este experimento, consideramos el dominio
cuadrado Q = (0,100)?  R?, discretizado mediante una malla uniforme de 80 x 80 elementos. Pa-
ra la discretizacién temporal utilizamos un paso de tiempo Ar = 0.01. Como condiciones iniciales

tomamos las funciones

b
MO(x7y):a+b+%(Oal)a VO(xay):m—i_%(O?l)?

donde % (0, 1) representa una perturbacion aleatoria uniforme en el intervalo (0, 1). Fijamos los

pardmetrosen D, =1, D,=40, D,, =0, a=0.1, b=09, y=1, p=2.EnlaFigu-
ra[2] mostramos la evolucién temporal del activador u, mientras que en la Figura [3] presentamos el

comportamiento del inhibidor v.
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(@r=0 (b)yr=5 (c)t =20

Figura 2. Evolucion temporal del activador u.

(@r=0 (byr=5 (c)r=20

Figura 3. Evolucién temporal del inhibidor v.

En las Figuras 2]y 3l mostramos cémo evoluciona temporalmente el activador u y el inhibidor v del
modelo de Schnakenberg. Las simulaciones revelan la formacién de patrones de Turing en forma
de estructuras circulares, como se espera en este tipo de modelo. Ademads, los resultados reflejan
directamente la interaccion entre ambas especies quimicas: en las regiones donde aumenta la con-

centracion de u, disminuye la de v, y viceversa, reproduciendo el comportamiento caracteristico
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del sistema.
3. Existencia de solucion fuerte
En este capitulo presentamos una definicion de solucidn fuerte asociada al sistema y

mostramos algunos resultados de existencia y unicidad de soluciones para los casos N =3y N = 2.
Definicion 3.1 (Solucién fuerte) Sea Q un dominio Lipschitz acotado en RY.

m Sean N=3,0<T <o, pe [1,%), fe L3(Q), ugy, vo GW%’3(Q) tales que vy > 0 en Q.
Llamamos solucion fuerte de () a una dupla [u,v] de funciones tales que v > 0 c.t.p. en

(0,T) x Q,
uyve{ueC(Z)NL (W) : que}(0)},

y que verifican el sistema ().

m Sean N=2,0<T <oo, pE [1,13—0), ferL* (), uo,v()EVAV]J“ZJF(Q) tales que vy > 0 en
Q. Llamamos solucion fuerte de (@) a una dupla [u,v] de funciones tales que v > 0 c.t.p. en

(0,T) x &,
u,v € Xoq 1= {u eC (VT’H’”) NL** (W2’2+) o€ L2+(Q)} 5

y que verifican el sistema ().
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3.1. Existencia de solucion, caso N = 3
En esta seccién, demostramos que el sistema () tiene solucién fuerte para el caso de di-
mension N = 3, haciendo uso del Teorema de punto fijo de Leray-Schauder. Ademads, demostramos

que la solucioén es unica.

Teorema 3.2 Sea N = 3. Existe una solucion fuerte de (@) en el sentido de la Definicion 3.1

Demostracion. Consideremos el espacio

Xy =17 (W33) 12 (H).

)

y el operador

I': va XX,N, — X3 X X3

[, v] — T([@,9]) = [u, ],
donde [u, V] es la solucidn del sistema lineal

oiu—Dy,Au= D, ,Av+7y(a—u+v[u?) en(0,T)xQ,

dv—DyAv =y(b—vu|’)+ flg v en(0,T)xQ,
(22)

u(0) =up, v(0) =vy enQ,
du  dv

L —5:0 sobre (0,7) x Q.
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Verifiquemos que se cumplen las hipétesis del Teorema [I.2]

Paso 1: T estd bien definido.

Sea [, V] € X, X Xy,. En primer lugar, de la Proposicién tenemos que X, , — L (Q). Como
f € L*(Q), concluimos que flg v € L3(Q). Ademds, como v|i|P € L™ (Q), aplicamos el Teorema

[I.T]y obtenemos una tnica solucion v € X3 de la ecuacién (22)), y la estimativa

Ivllxs < K (Ivoll 4.+ lIv(b = 5la") + 10,713 (23)

Por otra parte, como v € X3, concluimos que D, Av € L*(Q). Ademds, dado que yv|u|” € L™ (Q),
deducimos que Dy, Av+ ¥ (a —@+7¥|a|”) € L*(Q). Por lo tanto, al aplicar nuevamente el Teorema
[I.T obtenemos una tnica solucion u € X3 de (22); y la siguiente estimativa

el < K (Jluoll 3+ 1 Dunsv + y(a—-+7(al") | 2)
v (24)

< K (Jluoll 3 4+ DunlVlls + Iy (@ =7 +7l7) |13

Por lo tanto, dado [%,V] € X, x X,,,, concluimos que existe un tnico par [u,v] € X3 x X3 que
satisface (22); es decir, el operador I" estd bien definido.

Paso 2: T es un operador compacto.

Veamos que X3 < Xu,v. Del Teorema|1.9|se sigue que W23(Q) < H'(Q). Usando el Teoremall.3
y el Corolario deducimos que X3 < X.,.,v. De este modo, concluimos que I" es compacto.

Paso3: El conjunto de puntos fijos de BT, B €[0,1]es acotado en X, , x X, ,.

Consideramos f3 € (0,1] (el caso B = 0 es claro). Si [u,v] es un punto fijo de BT, entonces [u,v] =
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BT ([u,v]) satisface

du — DyAu= D, ,Av+ya— Byu+ ByvulP en (0,T)xQ,

ov—D,Av=yb—Byul +Bflg,v en(0,T)xQ,

(25)
u(0) =up, v(0) =vp enQ,
du  dv
3y oy =0 sobre (0,7) x dQ.

A continuacién, deseamos acotar la dupla [u,v] en X, , X X, , independiente de B € (0, 1]. Probare-
mos primero que v > 0. Sea v_ = min{v,0} < 0. Puesto que v_ =0siv>0,y Vv_ =Vvsiv <0,

multiplicando (25]), por v_ e integrando sobre €2, obtenemos

1d
S IB 4 DUV = [ ypv_dx—By [ lulrax+ [ 17 ax

Aplicamos las desigualdades de Holder, Young y Gagliardo-Nirenberg y obtenemos

S i 1B DAV- < [ flo2ax
< BIISI 5 Iv-1P o
3 $ 2
< BKIIfI 5 (Hv|\L2|WvHLz+ HvHLz)

< (Kell£I125 +BEIF 3) - 132 + el Vv
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de lo cual, tomando € < D, concluimos que

1d

2 2 2
5o =13 < (KellFIP5 + BEIA 5 ) Iv- 1172 + el Vv .

Aplicamos la desigualdad de Gronwall y concluimos que v_ = 0, ya que v(0) > 0y f € L*(Q).
Por lo tanto, v > 0. Para probar que v € L (L*~) N L? (H'), tomamos r € [2,e0), multiplicamos la

ecuacion 1' por ﬁv’ ~1 integramos en Q y obtenemos

1 d a2 4DV L) ’)/ r—1 ,
oy I I = L [ i) ax 2 [ (o

Nh

y como v > 0, aplicamos las desigualdades de Holder, Young y Gagliardo-Nirenberg para obtener

I d,r»o 4D, ) 7 b" r—1, 1 / <’>2
2 d I 2) d
r(r—1)dt r r—1 + r X+r—1 Qf ’ X

Y r r2 r2
< _
<=1 (IQIb +(r 1)”"2”2) +BIA 5 V21

L 4,4 .
< Bl 5 (I IEIP315 + 10315 )

oy (10l + =i 3)

)4 r r
< (L Kellf 25+ BKIF, 3 ) I 132 + €l V92 2

Vlﬂlb’
r(r— 1)’
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lo que implica que

1 d r 2 4DV r 2 'y 2 ) r o)
—|lyz - — Vv2 <[+ 2
i+ (o) I < (ks + B, ) IV
Ql (26)
YIQ|b"
+r(r—1)'
Tomando € < 4rD2V concluimos que
L1i12, < r(r—1) (Y4 KellfIPs + BK 22, + y|Qb" 27
giV2lze < r(r=1) (D +KelfI7s +BKIFI 5 ) V2l +vI16" 27

Aplicando la desigualdad de Gronwall a y como ||v2 ||%2 = ||v||}, obtenemos

T
o015 < ool enp (7t 1) (Kel g + B sy +7) s ).

Como f € L3(Q), deducimos que v € L(L") para todo r € [2,0), y obtenemos la estimacién

(1)l < Qo 3 oxp (1= 1) (Kell Aoy + BEIf I i3y +T2) )

r

Por lo tanto, v € L* (L*~). Al tomar r = 2 en (26), integrar en (0,7") y usar que v € L™ (L>),

deducimos que Vv € L?(L?), es decir, v € L>(H"). Asi obtenemos que

ve L™ (L™ )NL*(HY), (28)
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con la estimacion

Wiz < (ol 45001, 5,, )

Por otra parte, definimos w = v+ u y sumamos las ecuaciones (25)); y (25), para obtener
—DyAw = (D, + Dy, — Dy )Av+ B flov+y(a+b—Bw+Pv).
Al multiplicar esta ecuacion por w, obtenemos
1d 2 2
3 g W+ DUV < faf [ 1Vw-Srldx-+ [ [Bf1a,v+¥(a+b—Bw+ By wldx,

y al aplicar las desigualdades de Holder y Young, llegamos a

1 d B
\|WHL2+D HVWHL2<8HVWHL2+C8|IVVHL2+ Hflsz.VHiz

+(§+‘§ MD” w104 Z 57+ B2

Integrando en (0,7) obtenemos

() 72+ 2(Du / IVw(s)[|72ds < (2Ce + BV VN2 (01) + Bl 1auvlIZ2 () + IW(0) 172
(29)

+ |Q|T7’2(a+b)2+/0 (B+ 11— B Iw(s) I 72ds.

Como v € L™ (L*-)NL*(H") y f € L*(Q), deducimos que flg v € L>~(Q) — L*(Q). Al tomar
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€ < D, y aplicar la desigualdad de Gronwall, concluimos que
w2 < BT (2Ce+ By W] g, + BIS 10, vI 2 gy + IIW(O) |22 + |QITP (@ + b))

Por lo tanto, w € L*(L?), y de (29) deducimos que w € L*(L*)NL*(H'). Como w = v+ u y
v e L™(L™-)NL3(H"), concluimos que u € L=(L*)NL2(H') < L (Q), y existe una constante C,

tal que

el gz < G (Il g ol 5115, ) 60)

Ahora, aplicamos la Proposicion del Anexo y la Proposicion para deducir que u,v €
X17l < L¥(Q). En consecuencia, concluimos que yb — Byv|u|’ + Bflg,v € L>~(Q). Luego, al
aplicar el Teorema |1.1| obtenemos que v € X3 — L*(Q). Por lo tanto yb — Byv|ul’ + B flg.v €
L3(Q). Al volver a aplicar el Teorema , deducimos que v € X3. Como v € X3, evaluamos el
término D, Av + ya — Byu+ Byv|u|? y verificamos que pertenece a L*(Q). Por lo tanto, al aplicar

nuevamente el Teorema con g = 3, deducimos que u € X3. Ademas, existe una constante C, que

depende de ||v0||W%’3, ||Lt()||W%3 y ||f||L%(Q), tal que se cumple la estimacién

HWMM%&<C@WM$W%M%MNJQJ- (31)

Como X3 — X, ,, concluimos que el conjunto de puntos fijos de I, con 8 € [0, 1], es acotado en

Xuy X Xy p.
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Paso 4: T es continuo.

Sea {[tim, V] } men una sucesion en X, , x X, , tal que [i,,, V] converge a [u,v] en X,, ,, X X,, , cuan-
do m tiende a 0. A partir del Paso 1 (ver y (24)) deducimos que [y, vin] = T([tim, Vim]) s
acotado en X3 x X3. Por consiguiente, existe una subsucesion de {[u, Vi }men, denotada tam-
bién por { [, Vin] }men, de manera que [up,, v,,] — [i, V] débilmente en X3 x X3 y fuertemente en

Xuv X Xy v. De la definicién de T, [uyy,, vy, ] es solucién del siguiente sistema:

Ot — DyAuyy = DypyAvy, + Y (a — Uy + Vi [t |P)  en (0,T) x Q,
Vi — DyAVy = Yb — Yo |um|P + flo Vv en (0,T) x Q,
(32)

um(0) = ug, vin(0) =vo en Q,

duy, vy

\ a—v a—v =0 sobre <O,T) x Q.

A continuacidn, realizaremos el paso al limite del sistema (32)) cuando m tiende a 0. De las con-
vergencias [ty, V] — [#,V] Y [Um, V] — [u,V] fuerte en X, , x X, ,, y débil en X3 x X3, tenemos
que (ver Anexo, Proposicién[6.3)

Vomliim|P — y¥la?  débil en L*(Q),

fi, — fu  débil en L(Q).
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Por otra parte, ya que [uy,, v,,] —> [, V] débil en X3 x X3, obtenemos las siguientes convergencias:

Oty — DyAity, — Dy Av,y, — 0;i — D, Al — Dy, AV débil en L (Q),

OV — DyAv,, — 0,y —D,Av  débil en L*(Q),

por lo tanto I'([%,V]) = [u, V], lo cual implica la continuidad del operador T'.
Finalmente, en virtud de los Pasos 1,2,3 y 4, aplicamos el Teorema de Leray-Schauder para concluir

que (4) tiene una solucién fuerte [u,v] € X3 X X3. U

A continuacién, demostramos la unicidad de la solucién encontrada en el Teorema

Proposicion 3.3 La solucion fuerte [u,v] € X3 x X3 del sistema ({)), encontrada en el Teorema

es unica.

Demostracion. Para mostrar la unicidad, suponemos que existen [uy,vy], [uz,v2] € X3 X X3 dos
soluciones fuertes de (@). Denotando por u := u; —up, y v := v| — v, tenemos que [u,v] € X3 X X3

satisface el siguiente sistema:

O — DyAu = Dy Av+y(v|ur [P +va (Jur [P —|ua|?))  en (0,T) x Q,

ov—DyAv = —y(v|uy [P +va (lu1 |’ — |uz2|?)) + flg,v en (0,T) x Q,
(33)

u(0)=0,v(0)=0 enQ,

du dv
3y =9y =0 sobre (0,7) x dQ.
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Multiplicando (33)), por v € X3, de la desigualdad de Holder y la Proposicion [6.2]del Anexo tene-

mos que existe una constante C > 0 tal que

1d
S B+ DVVIE = =y [l dx-+y [ wa (| ) dx+ | f10,0%dx
<y [ Wbl r|” = ol dx+ [ f1a,%dx
Q Q
< [ vl valul p | = ol |+ [ 710,17

Jug [P0 up P

< plvllzz vallp llull 2 o Tl IVIzs (V1] 2.

Por lo tanto, de las desigualdades de Young y Gagliardo-Nirenberg tenemos que existe una cons-

tante C tal que

1d

p—1 p—1
= P!+

w2 < € (Ivall-

) N2+ (U1 + 1) 132 + CILARS 9wl

(34)

De manera andloga, multiplicando (33]), por —Av, de las desigualdades de Young, Holder y Gagliardo-

Nirenberg obtenemos que existe una constante que también denotaremos por C tal que

1d

-1 -1
QEHVVIIinrDvIIAVHizSYHAVHHIIVHLzHu’fHLw+PHAVHL2HV2HLwHu||L2 Jur [P+ |ua|?

L

F 1AMz lvlzsllAv] 2

P 2 2 2 p—1 =11 2
< C (Nl + I 15) V122 + CllvaliEe a4 ol ||l

2 2
+CA NV +llAv] 2.



37

Tomando 0 < € < D,, tenemos que

1d 2 2 2 2 -1 -1 2 2 2 2
5 71V < € =+ 1F1L) W22 + Cllvallge {{lueal” + fua 7 Hlelliz +CIF Iz VYL

(35)
Anélogamente, multiplicando (33)); por u € X3, de las desigualdades de Young, Holder y Gagliardo-

Nirenberg tenemos que existe una constate C tal que

1d

Sl < Cell Vvl +C (| o+ vl -

P~ | ) (el IV3) . @36

De las desigualdades (34))-(36), para alguna constante C tenemos lo siguiente

-1 —1
(Il 22+ 191122 + 9 v122) < € ([l o+ D2l o || fa P~ + o]

) Nl

-1 -1
L o I VA AR DN

4
di

| =

([l - + vzl

+C (L+If17:) IVVI1Z.-

Como uy,uy,vi,v2 € X3 — L*(Q), todos los términos que acompaiian a ||MH12;’ Hv||i2 y HVV||%2
estan acotados. Ademads, se cumple que u(0) = v(0) = 0. Por lo tanto, aplicando la desigualdad de

Gronwall, concluimos la unicidad. O

3.2. Existencia de solucion, caso N =2
En esta secciéon demostramos que el sistema (4)) tiene unica solucién fuerte, cuando la di-

mension es N = 2.
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Teorema 3.4 Sea N = 2. Existe una tinica solucion fuerte del sistema (@) en el sentido de la

Definicion[3.1]

Demostracion. Consideremos el espacio

y el operador

I': X’h" X Xu,v — X2+ X X2+

[ﬁv‘_}] — r([ﬁv‘_}]) = [u7v]7

donde [u, V] es la solucion del sistema lineal:

i — DyAu = Dy,Av+y(a—u+v|ul?) en(0,T)xQ,

dv—D,Av=y(b—v[ul?)+ flg,v en(0,T)xQ,
(37)

u(0) =up, v(0) =vy enQ,
du Jv

oy sobre (0,7) x Q.
\

Verifiquemos que se cumplen las hipétesis del Teorema|l.2

Paso 1: T estd bien definido.

Sea [#,V] € X, X X,,.y. En primer lugar, como u,v € L*(Q) y f € L**(Q), del Teorema |l.1|con-
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cluimos que existe una dnica v € X, solucion de la ecuacién (37),. Como v € X;, entonces
D Av +y(a—T1u+7v[alP) € L>*(Q). Por lo tanto, aplicando nuevamente el Teorema 1.1}, deduci-
mos que la ecuacién (37); tiene solucién tnica u € X, ;. De lo anterior concluimos que el operador
I" esté bien definido.

Paso 2: T es un operador compacto.

2 c .
De manera andloga al caso N = 3 probamos que X, < X, ,. De este modo, concluimos que I" es
compacto.

Paso3: El conjunto de puntos fijos de BT, B €[0,1] es acotado en X, , x Xy ,.

Consideramos 3 € (0, 1] (el caso B = 0 es claro). Si [u,v] es un punto fijo de BT, entonces [u,v| =

BT ([u,v]) satisface

diu—DyAu= D, ,Av+ya— Byu+ Byv|ulP en (0,T) x Q,
ov—DyAv=7yb—Byv|ul? +Bfv en(0,T)xQ,

(38)
u(0) =ugp, v(0) =vyp enQ,

du_av
\ 8\/_8\/

=0 sobre (0,7) x Q.

A continuacion, deseamos acotar la dupla [u,v] en X, , X X,,, independiente de 8 € (0, 1]. Multipli-
cando (38), por v_ obtenemos v > 0. Ahora, tomamos r € [2,c), multiplicamos la ecuacién (38),

por rfllv’_l, integramos sobre ) y obtenemos la estimativa

VIl = erynez iy < €
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para alguna constante C que depende r, [|[vol|y 12 ¥ || f][z2+(g)- Es decir, obtenemos v € L™ (L*7) N

L? (H 1). Por otra parte definimos w = v+ u y sumamos las ecuaciones 1 y 2 para obtener

w; — DyAw = (Duv+Dv_Du)Av+ﬁf19(~v+’}/<a+b_ﬁw+ﬁ‘})'

Al multiplicar esta ecuacién por w, obtenemos w € L™ (L?) NL* (H'). Como w =v+uy v €
L>(L>-)NL*(H"), concluimos que u € L* (L*) NL* (H') — L*(Q). Mediante un argumento de
tipo “bootstrapping” andlogo al caso de dimensién N = 3 deducimos que u,v € Xo4 X Xo —>
Xuy X Xy p.

Paso4: Continuidad del operador 1.

La continuidad del operador I" se demuestra de forma andloga al caso N = 3.
Del Teorema de punto fijo de Leray-Schauder concluimos la existencia de solucion fuerte para el
sistema (4) en el sentido de la Definicién [3.1] Siguiendo la demostracién de la Proposicion [3.3|

obtenemos la unicidad de la solucién fuerte obtenida.

4. Problema de control éptimo
En este capitulo, planteamos un problema de control 6ptimo asociado al sistema (4). De-
mostramos que dicho problema admite una solucion 6ptima global y derivamos condiciones de

optimalidad de primer orden para esa solucion.
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4.1. Existencia de una solucion éptima global
4.1.1. Caso N = 3. En esta subseccién, formulamos el problema de control bilineal
en estudio. Asumimos que

F CL}(Q:) =L*(0,T:L*(,))

es un conjunto no vacio, cerrado y convexo, donde €. C € denota el dominio de control. Asi

mismo, definimos el conjunto de soluciones admisibles del problema (39) como
Sad = {[u,v, fl € X3 x X3 X F : [u,v] sea solucién fuerte de (@) con dato f}.

Abhora, definimos el siguiente problema de minimizacién restringida asociado al sistema (@)):

Encontrar [u,v, f] € S,4 que minimice el funcional objetivo

Y [T 2 % [T 2 Ve (T
I f) =2 [ =l By + 2 [ = vallBgydr+ L [ 1515 e

[3 B (39)
+71/Q|M(T)—uT|2dx+72/Q|v(T)—vT|2dx,

bajo la restriccién de que [u, v] sea solucidn fuerte del sistema (4)) con dato f.
\

Aqui, [ug,vg) € L*(Q) x L>(Q) define los estados deseados, y los pardmetros no negativos 7, ¥, Yr,B1, B2

cuantifican los costos asociados a los estados y al control, respectivamente. Decimos que [iZ, 7V, f] €

Sqa constituye una solucion dptima global de (39) si

K57 = min (. f])
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Teorema 4.1 Sea 0 < T < oo, con f € L3(Q) y ug, vy € W*33(Q) tales que vo > 0 en Q. Si Yy >0
o bien .F es limitado en L3(Q.), entonces el problema de control éptimo bilineal (39) admite al

menos una solucion dptima global [ii,V, f|

Demostracién. Del Teorema 3.2]deducimos que el conjunto S, es no vacio. Como J esté acotado

inferiormente, podemos tomar una sucesién minimizante

{Sm}meN = {[um>vm>fm]} C Sud

tal que

lim J(sp) = inf J(s).

m-—»eo SES 4

De la definicién del conjunto Sy, para toda m € N, {s,, }nen satisface en el sentido de la
Definicién @ A partir de la definicién de J y teniendo en cuenta la suposicion de que ¥y > 06
F es acotado en L*(Q,.), concluimos que { f, } men estd acotada en L3(Q,). Por otro lado, a partir
de la demostracion del Teorema[3.2](ver desigualdades (31))), la sucesion { (i, vin] } men es acotada
en X3 x X3. Por lo tanto, recordando que .% es un subconjunto cerrado y convexo de L3(Q.) (por

ende, débilmente cerrado en L*(Q,.)), para alguna subsucesion de {s,, },uen, también denotada por
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{$m }men, existe un vector limite [i, v, f] tal que

[Um, Vi) — [, V] débil en X3 x X3,
[ty Vi) — [iF, 7] débil en L3 (W?3) x L (W?3),

(40)
[3tum, 3tvm] — [8,&, 8;\7] débil en LS(Q) X L3(Q),

fn — fdébilenL*(Q.), vy fe€.Z.

., 4 .
Del paso 2 de la demostracion del Teorema tenemos que X3 — X,, . En consecuencia [u,, v,,| —>

i, 7] fuerte en X, ,, X X,, ,. Teniendo en cuenta la Proposicion del Anexo, concluimos que

(Vi = 01a2[P[| 3 0) < [t || =(0) Vi = Pl 23 0) + 171] =) et |” = 12|l )
< m”l|z= () [V = Pl 13 (0)

~ 1 ~1p—1 ~
+ Pl =) [P~ + 1|7 || L= 0) | ttm — [ 13-

Puesto que la sucesion {[um, Vim] } men €s acotada en X3 x X3 < L= (Q), los términos |||um|?{|1=(p)
Y 171z (o)ll[#m [P~ 4 1|7~ || =) son acotados. Ademds, de la convergencia [y, V] — [ii, 7]

fuerte en X, , X X,,, se deduce que
|ty |PVyy — ||V fuerte en L3(Q). 41)

A partir de las convergencias dadas en (40) y (41)), es posible obtener las siguientes convergencias:
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Oty — DyAty, — Dy Avyy, — 0sii — D, Ali — Dy, AV débil en L3 (Q),
v — DyAv,, — 9,V — Dy AV débil en L3(Q),
(42)
|t [PV — |iE|PV fuerte en L*(Q),
Finthy — fii débilen L*(Q).
\

Ademds, de la convergencia [u,,v,] — [i, 7] fuerte en X, , < X,, ,, se sigue que

(40,1, V0.m] — [i(0),7(0)] fuerte en L*(Q) x L*(Q),

yyaqueug, =upy vom=vo paratodam € N, entonces [ii(0),7(0)] = [ug, vol, esto es, § = [ii, V, ]
satisface (22))3. Por tanto, teniendo en cuenta las convergencias (40) y (¢1), tomando el limite en
(22) (reemplazando [u, V] por [u,V,]) cuando m tiende a +oo, concluimos que § = [, ¥, f] es una

solucion fuerte de (22), es decir, § € S,4. Entonces,

Tim J(sn) = inf J(s) <J(). 43)

SESqa

Finalmente, como J es débilmente semicontinuo inferior en S,4, tenemos que

J(§) < HminfJ(sy,). (44)

m—oo

De (#3) y (@4) concluimos lo siguiente

K57 = min (. f])
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U

4.1.2. Caso N = 2. En esta subseccion, demostramos que el problema de control

(39) tiene una solucién ptima global en el caso de dimensién N = 2. Para esto, asumimos que
F CL**(Qc) =L*"(0,T;L*"(Q))

es un conjunto no vacio, cerrado y convexo, donde Q. C Q denota el dominio de control. Asi

mismo, definimos el conjunto de soluciones admisibles del problema (39)) como
Sad = {[u,v, fl € Xo X Xoy X F : [u,v] sea solucion fuerte de (@) con dato f}.

Teorema 4.2 Sea 0 < T < oo, con f € L**(Q) y ug,vo € W2 (Q) rales que vy > 0 en Q. Si
Yr > 0 0 bien F es limitado en L**(Q.), entonces el problema de control éptimo bilineal (39)

admite al menos una solucion dptima global [ii,V, f]

Demostracién. Del Teorema3.4]deducimos que el conjunto S, es no vacio. Como J estd acotado

inferiormente, podemos tomar una sucesion minimizante

{Sm}mEN = {[umyvmafm]} C Sad

tal que

lim J(sp) = inf J(s).

m—o SESad
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De la definicién del conjunto S,;, para todo m € N, s, satisface en el sentido de la Definicién
A partir de la definicién de J y teniendo en cuenta la suposicién de que ¥y >0 6 .# es aco-
tado en L>*(Q..), concluimos que { f,,}nen estd acotada en L2+ (Q,.). Por otro lado, a partir de la
demostracion del Teorema la sucesion { [y, vim] }men es acotada en X, x Xo1. Por lo tanto,
recordando que .Z es un subconjunto cerrado y convexo de L>*(Q..) (por ende, débilmente cerra-
do en L>(Q,)), para alguna subsucesién de {s, }ncn, también denotada por {s,,}nen, existe un

vector limite [, 7V, f] tal que

[l/lm, Vm] — [ﬁ, \7] débil en X2+ X X2+

[Osttyn, Oy vin] — [9yid, 9,7] débil en L2(Q) x L*(Q), (45)

fn — fdébilen L**(Q,), y f€.Z.

Del paso 2 de la demostracion del Teorema tenemos que Xo < Xuy = L*(Q). En conse-
cuencia [up,, vy — [i, V] fuerte en X, , X X,, ,. Teniendo en cuenta la Proposicién del Anexo,

concluimos que

(Vi = 91i2[P[| 120y < (]| = () Vi = Pl 220) + 171 2=(0) et |” = 12| [l 2 ()
< [lwmlPll =) Vi = Pl 12(0)

+ Pl =) ot | P~ 117 ) 1 — ] 2 )-
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Puesto que la sucesion { i, vin }men €s acotada en Xp . X Xp4 < L (Q), los términos || [un|P || 1= (o)
Y [/l (o) [l [tm [P~ + [P~ || (o) son acotados. De la convergencia [, vi] — [i, 7] fuerte en

Xuv X Xu,y se deduce que

|ttyn|Pvin — |ii|P7  fuerte en L2(Q). (46)

A partir de las convergencias dadas en (43)) y (46), es posible obtener las siguientes convergencias:

(
Orttyy — DyAuty, — Dy Av,,, — 04ii — D, Aii — D, A7 débil en L*(Q),
Ovm — DyAvy, — 0,7 — D, AV débil en L*(Q),
(47)
|t [PV — |il|PV fuerte en L?(Q),
Fnttm — fii débilen L?(Q).
\

Ademds, de la convergencia [u,, v, — [i, 7] fuerte en X, , X Xy, ,, se sigue que

(140, Vo,m] — [i(0),7(0)] fuerte en L*(Q) x L*(Q),

y yaque ug,, =gy vom = vo paratodam € N, entonces [i#(0),#(0)] = [ug, vo], esto es, § = [i, , f]
satisface (22))3. Por tanto, teniendo en cuenta las convergencias (5)) y (46), tomando el limite en
(22) (reemplazando [u, V] por [u,V,,]) cuando m tiende a oo, concluimos que § = [, ¥, f] es una

solucién fuerte de (22)), es decir, § € S,,. Entonces,

mli_r>nooJ(sm) = inf J(s) < J(3). (48)

KIS\
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Finalmente, como J es débilmente semicontinuo inferior en S,4, tenemos que

J(§) < lHminfJ(sy,). (49)

m—oo

De (@8) y (@9) concluimos lo siguiente

J([a,v,f]) = [u_vnj}]fgs dJ([M,v,f])-

4.2. Existencia de multiplicadores de Lagrange

En esta seccion derivamos condiciones necesarias de optimalidad de primer orden para una
solucién 6ptima local [iZ, ¥, f] del problema . Usaremos un Teorema de existencia de multi-
plicadores de Lagrange en espacios de Banach, que Zowe y Kurcyusz demostraron en Zowe and
Kurcyusz (1979) dentro de un marco funcional abstracto. Para ello, consideremos X, Y espacios de
Banach, Ml un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de X, J : X — R un funcional y G : X — Y

un operador de restriccion. Entonces, formulamos el siguiente problema de optimizacion:

minJ(s) sujetoa G(s)=0. (50)
seM

Denominamos conjunto admisible a S,; = {s € M : G(s) = 0}. Llamamos funcional Lagrangiano
al operador

Z:XxY —R, L[5, C]) = J(s) = (£, G(s))yr,
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correspondiente al problema (50).

Definicion 4.3 (Minimo local) Decimos que un elemento § € S,y constituye una solucion optima
local para el problema si existe € > 0 tal que, para todo s € S, con ||s — §||x < €, se cumple

la desigualdad

Definicion 4.4 (Multiplicador de Lagrange) Sea § € S, una solucion optima local del problema
(30). Supongamos que J y G son Fréchet diferenciables en 3, con derivadas denotadas por J'(5) y
G/ (5), respectivamente. Entonces llamamos § € Y' un multiplicador de Lagrange para el problema

(50) en el punto § si se cumplen las condiciones siguientes:

(€,G(8)y =0,
(S

L[5 EDl =TS = (L, G @)y 20 Vre€(s),

donde € (5) :={6(s—35) :s € M, 6 > 0} es el casco conico de § en M.

Definiciéon 4.5 (Punto regular) Sea § € S,; una solucion dptima local del problema (50). Deci-

mos que § es un punto regular si

G$)EE)]=Y. (52)

El siguiente Teorema garantiza la existencia de multiplicadores de Lagrange para el problema de

optimizacién abstracto (50).
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Teorema 4.6 ((Zowe and Kurcyusz, |1979, Teorema 3.1) y ((Troltzsch, |2010, Teorema 6.3, p. 330))
Sea § € S,q una solucion dptima local del problema (50). Suponga que J es Fréchet diferenciable
en §'y que G es continuamente Fréchet diferenciable en §. Si § es un punto regular, entonces existe

al menos un multiplicador de Lagrange para el problema (50)) en el sentido de la Definicion

4.2.1. Caso N =3. Observe que podemos replantear el problema de control 6ptimo

dentro del marco del problema abstracto (50); para ello, elegimos los siguientes espacios de

Banach:
X ::5(\3 X )?3 X L3(QC),
Y :=13(Q) x L3(Q) x W32 (@) x W33 (@),
donde
X3 ::{u €Xz: % =0 sobre 89}.

Ademds, consideramos el operador G = [G1, G2,G3,G4] : X — Y, con componentes

Wl

G1:X—I130), G:X—1I1%0), G3:X—WiQ), Gi:X—Wi3Q),

que, en cada punto s = [u,v, f] € X, se definen por:
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Gi(s) = du—D,Au— Dy,Av —y(a—u—+v|ul?),
Ga(s) = dv—D,Av—7y(b—v|u|’) — flg.7,
G3(s) = u(0) — up,

G4(s) =v(0) — vy.

En consecuencia, reformulamos el problema de control 6ptimo (39)) como sigue:

minJ(s) sujetoa G(s) =0,
seM

donde el conjunto M (un subconjunto cerrado y convexo de X) lo definimos como

(53)

={@v. 71+l ] [ f] € X x X x (F - P}

-~
A~ A~

siendo [u,V, f] una solucién fuerte de @) Reescribimos el conjunto admisible del problema
como

Saa = {s=[u,v, f] e M : G(s) =0}.
Definimos el lagrangiano asociado al problema de control 6ptimo (39) mediante el funcional

/ !

L XX L3(Q) x L3 (Q) % (W%‘ﬁ(g)) X (W 73(9)) LR,

Wl
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dado por

f([s, 61,62,63,64]) = J(S) — <61,G1 (S)> % — <62,G2(S)>

—(03,G3(s))

En los siguientes lemas, presentamos las derivadas de Fréchet del funcional J y del operador G.

Obtenemos la demostracion de estos resultados mediante argumentos clasicos, por lo cual las omi-

timos.

Lema 4.7 El funcional J : X — R es Fréchet diferenciable y su derivada en § = [ii, 7, f] € X en

la direccion r = [U,V,F| € X es dada por

v =nf [@—wvn [ [o-vovey [ [se(irer

B[ (#(T) —ur)U(T) + Ba | ((T) —vr)V (D).

Lema 4.8 El operador G : X — Y es continuamente Fréchet diferenciable y su derivada en

= [a,7, f] € X en la direccion r = [U,V,F)] € X estd dada por el operador lineal G'(5)[r] =

(G1()[F). G ()11, G4 ($)[r]. Gy (3)[r]) donde,
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G, (5)[r] = U — D, AU — Dy, AV +yU — ylii|PV — pyli|P~ ! sgn(id)vU,

Gy(9)[r] = AV — DAV +YalPV + pyla|P~" sgn(@)7U — flo. 5~ [V,

(54)
G5(9)[r1 =U(0),
| Gi&)I=V(0).
De la definicién de punto regular deducimos que § = [if, 7, f] € S,4 es un punto regular si el operador

definido en es sobreyectivo. Es decir, para cualquier [g,, gy, Uy, Vo] € Y existe r = [U,V,F] €
X3 x X3 x €(f) tal que

G'(5)[r] = [8u>8v, U, Vo).

Por lo tanto, para un punto fijo § = [i, 7, f] € Suq y dado gy, gy, U, Vo] € Y arbitrario, basta demos-

trar la existencia de [U,V] € X3 x X3 que resuelva el siguiente sistema lineal:

U — D,AU — D, , AV +yU — ]i|PV — pyli|P~ ' sgn(@)iU = g,

OV —DyAV +v[i@|PV + pyla|P~  sgn(@)vU — fV = gy,
(55)

U(0)=Uy, V(0)=W,

U 2A%
5y =0= 5 sobre (0,7) x Q.
Teorema 4.9 Si § = [ii, V, f] € S,q, entonces § es un punto regular.

Demostracion. Como ya dijimos, basta demostrar que existe [U,V] € X3 x X3 que resuelva el siste-

ma (53)). Dado que (53)) es un sistema parabdlico lineal, argumentamos formalmente que cualquier
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solucion suficientemente regular permanece acotada en X3 x X3. Para esto, multiplicamos 1' 1 por

U, integramos en Q y aplicamos las desigualdades de Holder y Young para obtener lo siguiente

1d .
5 2 WUNZ + Dl VU 72 < Dl VV 2l VU 2+ 7l =[] 2]V 12
S1p—15(12 2 2
+pyillal? = = U + U2 llgull2 +IUNZ
Y-
< Ke[VI[g +€lIVUIL + SllallZ- U2
14 1o
+ 5 IVIZ + pyllal”= llz- U2

1 1
SNV + 5 gl + HIU 2
Por lo tanto,

1d

1 Y
2 2 2 2
SV + (Du=)IVUIE < Sllgullf + (Ke+2) IV

| (56)
Y~ ~ip—1~
(D114 prllap 151+ 3-+7) 1013

Andlogamente, multiplicamos 2 por —AV y, de nuevo, aplicando las desigualdades de Holder

y Young obtenemos

1d i
5 2 VY122 + DullaVIE < Ala [l AV [ 2V ]2 + AV [ 2l
+pylal? = ol = U 2 IAV Iz + 11V [ s 1AV 2
< e||AV|72 +Kellgoll72 + pyKellal” = ol 7= U7

~p12 Z112 2
+ (Kella” ||+ Kell Fllzs) [V Iz



55

De este modo, concluimos

1d 1 p—1~112 2
EEHVVHiﬁ(Dv—S)HAVHiz < Kellgvll 72 + pyKelllil? 9| 7= U7
(57)

+ (Kel|@ |7 + Kell F1175) [V 131+
Andlogamente, multiplicando 2 por V, de las desigualdades de Holder y Young tenemos que

ld
S IVIE+ (D =)V < ||gv||Lz+ Evllalr=" 13- v 2,

(58)
(YlHulpHm +y+ 7 ls +5 ) VIz-

Sumando las desigualdades (56)-(58) obtenemos

1d 2 2 2 2 2
VI + UuLz) 0w €)IVUIs + (D~ )WV + (D, — ) |aV [
1 1 3y D2 D =12 ~ ’
< gz (Kot 2 ) ool (5Kt 20 Kella? e A1 e+ Kell 7+ 17 ) IV
7
(101 + 5+ priKe + D 51+ 7) WU

(59)

Como #,7 € X3 = L=(Q) y f,8u,8v € L*(Q), los términos que acompafian a ||U||i2 y ||V||12ql

en la desigualdad (59) estdn acotados, al igual que el término 3 ||g.||?
2

HL2 + (K8 + %) HgVHiz. Por lo

tanto, integrando en tiempo en la desigualdad (59) y tomando € lo suficientemente pequefio, de

la desigualdad de Gronwall deducimos que existe una constante que C que depende de T, Uy, Vj,
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lallx;. & [lz=. [711x;. 1gull3(0)- gvllisoy ¥ 1F1l3 ) tal que

||(U7V)||L°°(0,T;L2xH1)mLZ(o,T;Hl xH?) <C (60)
A continuacién, usamos un argumento de tipo “bootstrapping” para incrementar la regularidad de

UyV.

= Como (U,V) € L(0,T; L2 x H') NL2(0,T;H' x H?) — L% (Q) x L%(Q) y f,g» € L3(0Q),
concluimos que

—YlaPV — pyial” sen(@)vU + fV + g, € L*(Q).

Aplicando el Teorema|[I.T|obtenemos que existe una constante que también denotamos por C

y que depende de [[al|x,. [|@||=. [|7]]x;. |8ull3(g)- Igvllao) ¥ 1Fll3 (o) tal que [[V]g, < C.

= Como V € X, — L'(Q), concluimos que
~ 30
—Y[al’V — pylal” sgn(@)vU + fV + g, € L13(Q).

Aplicamos nuevamente el Teorema|I.T]y obtenemos una constante (denotada también por C)

que depende de ||| x;. ||| =, [[7]lx;. 1gull 3 (0)- I8vll3 (o) ¥ 17113 (g) tal que [[VI|g, <C.
3

= DadoqueV € )/(\% — L3(Q), obtenemos

— Y|PV — pyl|P sgn(@)sU + FV +g, € LT (Q).
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Aplicamos el Teorema 1.1]y concluimos que ||V||¢. < C, para alguna constante C que de-

30
IT

pende de [[@]lx;, @ |l=, [I7llx;» ll8ull2(0)- Ig+llis () ¥ 1F1l20)-

= ComoV €X 0 = L=(Q), deducimos que
—NalPV — pylal” sgn(@)U + JV + g, € L*(Q).

Volvemos a aplicar el Teorema obteniendo que ||V/|| %, < C, para alguna constante C que

depende de [[i]lx;. (|| =, [1¥]|xs- [1gull 3(0)- lIgvlliag) ¥ 1Fll3(0)-

= Puesto que V € X3, sabemos que AV € L3(Q). En consecuencia,

DAV —yU +Y[al’V + pylal’~" sgn(@)7U — gu € L*(Q).

Aplicamos por dltima vez el Teoremay obtenemos que ||U]|| %, < C, para alguna constante

C que depende de ||illx,. [|@||L=. [|7]]x;. |8ull3(0)- lIgvll30) ¥ 11l g)-

Asi, concluimos la prueba. U

Teorema 4.10 Sea § = [i,V, f] € S,q una solucién local éptima para el problema de control .

Entonces existe un multiplicador de Lagrange { = (01,05, 03,04] € Y tal que para toda [U,V,F] €
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)?3 X )/(\3 x € (f), la siguiente desigualdad se tiene:

w[ [a—wvsn [ [o-vavey [ [ sl
+By [ (@(T) ~ur)U(T)+ B [ (H(T)=vr)V(T)

T
—/ / (0:U — DyAU — Dy, AV + yU — i’V — pyla|P~ " sgn(ii)vU) oy (61)
0 JQ

T
—/ / (0V — DyAV + Y|PV + pyla|P~ sgn(i)vU — flo,7— fV) 02
0 JQ

_/OT/Q(U(O))G3_/OT/Q(V(0))G420.

Demostracién. Del Teoremal.9deducimos que § € S, es un punto regular. Entonces, el Teorema
4.6 garantiza la existencia de un multiplicador de Lagrange { = [07, 02,03, 04,] € Y’ del problema

(39), el cual, de acuerdo a la Definicién §4.4] satisface

Z{([5,01,02,03,0u])[r] := T ()[r] — (01, G (9)[r])  :

— (03, G5(9)[]) : f—<64,GZ(5)[r]>< Lo\ 20

para toda r = [U,V,F] € X3 x X3 x € (f). La demostracién concluye recordando las expresiones

de las derivadas de J,G{,G>,G3 y Gy. [l

Como consecuencia del Teorema es posible derivar un sistema de optimalidad, para el cual
consideramos el espacio

Zo = {ueXs:u(0) =0},
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este es el contenido del siguiente resultado.

Corolario 4.11 Sea § = [ii,, f] € Suq una solucién éptima local para el problema de control .
Entonces el multiplicador de Lagrange [Gy,03] € L%(Q) x L3 (Q), el cual proviene del Teorema

4.10| satisface el siguiente sistema para toda [U,V] € Zy X Zp:

/ / i— U+[31/(ﬁ( )—uT)U(T):/OT/Q(8,U—DMAU+yU—py|ﬁ|P_1sgn(ﬂ)ﬁU) o)
[0 i sen@i) o,

(62)
T
w [ [o-vav b [(G@O v = [ [ -Daav iy o
+/0 /Q((?,V—DVAV+3/|IZ|PV—fV) 0,
y la condicion de optimalidad
T - . .
| [ Cpsen(PIFP +702)(F = ) 20, ¥fe 7. (64)

Demostracion. Del Teoremal4.10| tomando [V,F] = [0,0] en y notando que 2 es un espacio
vectorial, obtenemos (62). Andlogamente, escogiendo [U,F] = [0,0] deducimos (63). Finalmente,

tomado [U,V] = [0, 0], se obtiene que

Yf//sgn !f\2F+//flgvoz>o VF € €(f).
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Entonces, tomando F = §(f — f) € €(f) para toda f € .# y § > 0 en la tltima desigualdad,

concluimos la condicién (64). O

4.2.2. Caso N = 2. A continuacidn, analizamos la existencia y regularidad de los
multiplicadores de Lagrange para el problema de control 6ptimo (39) en el caso en que la dimen-

sion es N = 2. Para ello, consideramos los siguientes espacios de Banach:

X I=§2+ X )?2+ x L**(Q),

Y ::L2+(Q) « L2+(Q) « WH—,Z—O— (Q) « WH—,Z—O— (Q)’
donde

- d
Xy, = {u eXoy: % = 0 sobre 89}.

Ademds, consideramos el operador G = |Gy, G2,G3,G4 : X — Y, con componentes

G :X—L(Q), G:X—L™(0), G3:X— W (Q), G4y:X— W (Q),

que, en cada punto s = [u,v, f] € X, se definen por:

Gi(s) = du—DyAu— Dy Av—y(a—u+vlul?),
Ga(s) = ov—DyAv—y(b —v[ul”) = fla.V,

G3(s) = u(0) — u,
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Definimos el lagrangiano asociado al problema de control 6ptimo (39) (para N = 2) mediante el

funcional

! !/

L X x ¥ (Q) x L2 (0) x (WH% (Q)) x (W1+=2+ (Q)) R,

dado por

g([s, 61,62,63,64]) = J(S) — <61,G1 (S)>L2— — <62,G2(S)>L2—

—(03,G3(5)) (04,Ga(s))

(W1+,2+(Q))/ N (W1+,2+(Q))/'

En los Lemas .7y 4.8] calculamos las derivadas del funcional J y del operador G, respectivamente.
A continuacion, siguiendo la demostracion del caso 3D, demostramos que si § pertenece a Sy,

entonces § es un punto regular.

Teorema 4.12 Sea N = 2. Si § = [ii,V, f| € Saq, entonces § es un punto regular.

Demostracion. De manera andloga a la demostracion del Teorema queremos demostrar que
existe [U,V] € Xo x Xo que resuelva el sistema (55) con [gy, gv, Uy, Vo] € Y := L*T(Q) x L*T(Q) x
Wit2+ (Q) x W2t (Q). Dado que es un sistema parabdlico lineal, argumentamos formal-
mente que cualquier solucidn suficientemente regular permanece acotada en )/(\ZJF X )/(\ZJF. Para esto,

multiplicamos 1 por U, integramos en €2, aplicamos las desigualdades de Holder y Young, para
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obtener lo siguiente

1d 1 Y
SO+ (Du =€) IVUIR: < Slgullf + (Ke+2 ) VI
2dt 2 2 (65)

Y. - ]~ 1
(10 -+ prlla o+ 5 +7) WU

Ahora, multiplicamos (55]), por —AV vy, de nuevo, aplicando las desigualdades Holder y Young

obtenemos

1d i
EEIIVVIIIZ; +DJ|AVIIE < VI = AV [ 2Vl 2+ 1AV [ 2180l 2
+pylllal”= o= U AV |2 + 1l IV = AV ]2
< e||AV|72 +Kellgoll72 + pyKelllal? ' 7l|Z= U172

+ (Kella” | 7=+ Ke I FllZ2-) 1V I[70-

De este modo, concluimos

1d 2 2 2 ~ 1 p—1)12 2
52 IVl + Dy = ©)[IAV 172 < Kellgv72 + pyKelllal” ™ vlz-[1U]| 72
(66)

~p12 112 2
+ (Kella” ||+ Kel Fll20) IV -

Andlogamente, multiplicando 2 por V, de las desigualdades de Holder y Young tenemos que

1d 1 2N
S| V74 Dy —)IVVI7 < Sligullz2 + SyIlal? ' o) 7= U172
2dt 2 2 67)

. y » 1
(A + 7+ K+ KI5 ) VI
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Sumando las desigualdades (65)-(67) obtenemos

(|| Vlizn + 1 UIIZ) + (Du = &)[[VUI[72 + (Dy = €)IVV |72+ (Dy — &) |AV ] 72

l\)lr—‘

1 3
ngHLZ + (K£+ ) Hgv||L2+ <§ +Ke+g

dt

1 . . ~ ~

<3 + Kel|a |7 + vl | = + K| 7l +KHf||Lz+> VIl
y ~D 1 p—1
+ (21 + 5+ py(Ke + 2@~ 53 +7) U]

(68)

Como i,7 € Xo < L*(Q) y f,8u,8v € L*T(Q), los términos que acompafian a HUH%2 y HVH%{1
en la desigualdad estdn acotados, al igual que el término 5| gu||i2 + (Ke+ %) |l gv||%2. Por lo
tanto, integrando en tiempo en la desigualdad (68) y tomando € lo suficientemente pequefo, de

la desigualdad de Gronwall deducimos que existe una constante que C que depende de T', Uy, Vp,

lalxy, o 1 || 1Py 18wl 2(0)- 8vlliz i) ¥ IF 12+ o) tal que

||(UvV)||L°°(0,T;L2xH1)mLZ(o,T;Hl xH?) <C (69)
A continuacién, usamos un argumento de tipo “bootstrapping” para incrementar la regularidad de
UyV.

= Como (U,V) € L=(0,T;L*> x HYNL*(0,T;H' x H?) — L*(Q) x L~ (Q) y f, &, € L**(Q),
concluimos que

—y|@|PV — pylil? sgn(@)U + FV + g, € L**(Q).

Aplicando el Teorema [I.1] obtenemos que existe una constante que también denotamos por
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C'y que depende de T, Up, Vo. [lillx,... |8 |, [7]x,..» 8ull 2+ () lvllize (o) ¥ 112 ()

tal que HVH)?2+ <C.

= Puestoque V € )?H, sabemos que AV € L?>*(Q). En consecuencia,

DAV —yU +y]alPV + pylalP " sgn(@)?U — g, € L**(Q).

Aplicamos por tltima vez el Teorema|l.1|y obtenemos que ||U|| %,, < C, para alguna cons-

tante que depende deT’, U, Vo, [|illx,. . @ l=. [7]1x,,- I8ull 2+ (0)- gvll2+(0) ¥ 1l 2+(g)-

Asi, concluimos la prueba. 0

Teorema 4.13 Sea N = 2. Sea § = |ii, V, f] € Suq una solucion local éptima para el problema de
control (@]) Entonces existe un multiplicador de Lagrange { = [01,02,03,04] € Y’ tal que para

toda [U,V,F] € Xoy x Xor X €(F), la siguiente desigualdad se tiene:

w[ [a—wvsn [ [a—vaven [ [ sl
+By [ ((T) = ur)U(T)+ B [ (H(T) =vr)V(T)

T
— / / (U — DyAU — Dy, AV + YU — Y|’V — pyli|’~ ' sgn(@)vU) o (70)
0 JQ

T
—/0 /Q (0;V —D,AV +7v]a|Pv + pyla|P~sgn(@)vU — flo7—fV) o,

_/OTA(U(O))G3_[)TL(V(0))G420.

Demostracion. La prueba es similar a la del Teorema 4.10}; por lo tanto, la omitimos. O
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Como consecuencia del Teorema [4.13] es posible derivar un sistema de optimalidad, para el cual
consideramos el espacio

Zo = {ue€ Xy :u(0) =0},
este es el contenido del siguiente resultado.

Corolario 4.14 Sea N = 2. Sea § = [ii,V, f] € S,q una solucion dptima local para el problema de
control (39). Entonces el multiplicador de Lagrange [0y, 03] € L*~(Q) x L*~(Q), el cual proviene

del Teorema satisface el siguiente sistema para toda [U,V| € Zy x Zo:

YM/OT/Q(L?—M)U—Fm/Q(ﬁ(T)—uT)U(T):/OT/Q(atU_DMAU+YU_py’ﬁ‘p—lsgnm)ﬁu) o1

T
+ /0 /Q (pYlalP~" sgn(@)7U) o,

(71)

%/()T/Q(ﬁ—vd)v—i—ﬁz/g(ﬁ(T)—VT)V(T) =/0T/Q(—DWAV—7|11!”V) o1 )
+/)TA(atv—DVAV+y|ﬁIPV—fV) o2,

y la condicion de optimalidad

T ~. ~ ~. ~
| [ trsenDifi+io2)(r =) 20, vie 7. (73)
0 Q.
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4.3. Regularidad de los multiplicadores

4.3.1. Caso N = 3. Una dupla [0],07] € L3 (Q) x L (Q) que satisface y

para toda [U,V] € 2y x 2y corresponde al concepto de solucién ultra débil del siguiente sistema

lineal

0,61 +DyAcy — Yoy + pyli|P~sgn(id)voy — pyli|P~sgn(id)vor = — Y, (i —ug), en (0,T) x Q,
;02 + DyAGy — Y|ii|P 62 + f 02 + DiyAcy +V]i|P o1 = =1, (F —va), en (0,7) x Q,

9_? =0= %7 sobre (0,7) x dQ,
o1(T) = i (a(T) —ur), en Q,

0x(T) = B (¥(T) —vr), en Q.

(74)

El objetivo de esta subseccion consiste en mejorar la regularidad de los multiplicadores de Lagran-
ge que proporciona el Teorema {.10 Para ello, demostramos que el problema adjunto posee

una regularidad fuerte. La siguiente proposicion contiene este resultado.

Proposicion 4.15 Sea § = [ii, 7, f] € Suq una solucién local dptima para el problema de control

. Entonces el problema tiene una tinica solucion (01,0, € Xp X X;.

Demostracion. Seas=T —t,cont € (0,T), consideramos los cambios de variable &1 (s) = oy(¢)

y G2(s) = 0(t). Entonces el sistema (74)) es equivalente al siguiente
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0s61 — D,AG| + y&1 — py|ii|P~ sgn(ii)v61 + py|i|P ' ivE, = Y,(ii —uy), en (0,T) x Q,
956> — DyAG, + 7il|P &, — flg,62 — DiyAG| — Yli|P o1 = % (¥ —va), en (0,7) x Q,
8_(“51 =0= a—;}, sobre (0,7) x dQ,
61(0) = B1(a(T) — ur), en Q,

| 62(0) = a(o(T) —vr). en Q.

(75)

Siguiendo un razonamiento andlogo al de la prueba del Teorema 4.9, mostraremos que cualquier

solucién de (73) lo suficientemente regular estd acotada en X, x X,. Multiplicando (75]); por &) e

integrando en €, de las desigualdades de Holder, Young y Gagliardo-Niremberg obtenemos

1d, . N . - ip—111 o - - -
EEHGlH%ﬁDuHVGlHizSYuHu—udeHGlHLz+PYHqum 9]l (1182l 2161112 + 161 [172)

+1ll6117

<1 12y2~2p—2~2 17— 15 =2 Lo

<5 tr+sp vl "IPlz= +prilale- "7l ) 161l + 5 [162].2
2

Yu |~
+ 2 g 2.

(76)

Por otra parte, multiplicando 2 por G, e integrando en €2, de las desigualdades de Holder y



68

Young obtenemos

1d

5 718222+ DulIV&2A L < %llo = vall 2162l 2 + V| all = G2l + (11182117

+Duy /Q V&1 -V, + y|al|t-]|62ll 211612

>
Y ua2p 1 _ .
< (Z0aE -+ 3+ Alal + Kel T+ 11 ) 1ol

o 1
+ B vl B+ 161127 + Kel V61112 + £ V8 2,

por lo tanto

ld 1 s 0
S l16a]72+ (Dy = £)[[V6s 7 < (—Hull +§+YHuH€w+KerHLs+HfHL3)HO’zHLz

2
y 1, . -
+o v vall72 + 51161 172+ Ke V&1 [[72-

(77

Andlogamente, multiplicando 1 por —AG e integrando en €2, de las desigualdades de Holder,

Young y Gagliardo-Niremberg obtenemos

ld - ~ ~ ~
||V61||L2+D a6 72 < <||01||L2+m’llull ||V||L°°(||<72||L2+||<f1||L2)>||A<71||L2

i~ uall 214G | 2
~ ~ ~112 ~ ~ ~
< €]1a61 13 + Ke (1161112 + 271l 2 71 (182]1% + 116112) )

+ Ke i — wall.
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Por lo tanto

ld . » ~ 112 12 220120 a2 (1A (12 ~ 112 - 2
57 1VOlz2t (Du—2)[[A61 72 < Ke <||61||Lz +p 72||M||L£||V||Lw(||62||Lz+||61||Lz)>+Ks?’3Hu—ud|le-
(78)
De (76)-(78) deducimos que para alguna constante K > 0 se cumple lo siguiente
Ld . ~ 112 < 112 ~ 112 ~ 112
577 811z +11620112)+ (Du =€) (IVGullL2 + 14611 72) + D[V 62
L o5 o i2p=21~12 =1~ 2201 ~112P 11112 ~ 112
SK(1+K8+Y+EP PllalZ = 19lz= + pylallz=" 17l + P> lall 2wl Z- ) 116117
(79)

2
Y i~n2p 1 . 2 2,20 ~112P 11112 ~ 12
+K<1+?Hu”L€°+§+y|lu’|€°"+K8Hf”L3+||fHL3 +Kep* Vi)l 72 |9]17- ) (162172

2
Vs [
Bl (e ) - sl

Integrando en tiempo en la desigualdad (79) y tomando € lo suficientemente pequefio, de la

desigualdad de Gronwall tenemos que existe una constante que C que depende de 7, ||i|1=(¢),

7o) 11113y 31(0), 82(0) y 12 (Ke +3) a — a2 gy + 517~ vall2 o tal que

H(61762)HL“(O,T;HlxLz)ﬂLz(O,T;Hszl) =C. (80)

A continuacién, usamos un argumento de tipo “bootstrapping” para incrementar la regularidad de
6 1y 62.
= Como (61,8,) € L (0,T;H' x L2) NL? (0,T;H? x H') — L%(Q) x L5(0)y f € L3(0),

entonces %, (V—vy) — V]|’ 62+ flq, 62+ DuAG) + Y|i|P o) € L% (Q). Por lo tanto, aplican-
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do el Teorema [[.1] existe una constante que denotaremos nuevamente por C y que también

- - 8 2
depende de T, [|i|z=. [|7]].=. [If]ls. 61(0). 620) y % (Ke +3) lld — uall > + 517 = vallF.

tal que ||62H§30 <C.
I

=)

~ S 30 s i = ~ ~ -
» Como &, € X3 — L7 (Q), entonces %,(V —vq) — 7]i|’ 62+ flq,.62 + D,yAG + 7lii|P 01 €
19 ’
15 . .
L3 (Q). Por lo tanto, aplicando el Teoremal|l.1| existe una constante que denotaremos nueva-

mente por C'y que también depende de T, ||ii|| 1=, ||V]| =, || /1|3, 61(0), 52(0) y y,f (K8 + %) |d—

2+ 85— vyl tal 52l <C
|+ 5[V = vall . tal que [|Ga[|g - < C.

oo

= Como 6, € )?% — L%(Q), entonces %, (V —vq) — 7]i|P 62 + flq, 62 + D,yAG + Ylii|P o1 €

L?(Q). Por lo tanto, aplicando el Teorema existe una constante que denotaremos nueva-

mente por Cy que también depende de T, ||| =, || 9| z=, || f]| 3. 61(0), 82(0) y v2 (Ke + 3) [|ii—

2 ~
“dHiz + %Hﬁ—vd”é, tal que H(72||)?2 <C.

s Ademds, Y, (i —ug) +2yli|dvé| — 27l iivé, € L*(Q). Por lo tanto, aplicando el Teorema
existe una constante que denotaremos nuevamente por C y que también depende de T, ||if||z~,

~ ~ ~ 2 ~ ~
19/l 1113 61(0). 62(0) y ¥ (Ke + 3) lldi — uall 72 + 57 = vall 2. tal que |61, < C.

La unicidad la deducimos de forma andloga a la demostracién de la Proposicion [3.3} por lo tanto,

la omitimos. Asi, concluimos la prueba. O

Finalmente, en el siguiente Teorema demostramos que los multiplicadores de Lagrange o] y 0,
proporcionados por el Teorema [4.10] tienen una regularidad fuerte. Hacemos énfasis en que los

multiplicadores de Lagrange [01,0,] € L> (Q) x L (Q) corresponden a la nocién de solucién ultra
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débil del problema (74)). A continuacién, mejoramos su regularidad haciendo una comparacién con

la solucién fuerte del sistema adjunto (74). Este es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposicion 4.16 Asuma las hipotesis del Teorema Sea [ii,V, f] € Sqq una solucion local
dptima para el problema de control (39). Entonces, los multiplicadores 6| y 0y que proporciona

el Teorema son unicos y satisfacen [01,0,] € X3 X X).

Demostracion. El Teorema garantiza la existencia de un multiplicador de Lagrange [0, 0»] €
L (Q) x L (Q). En particular, [0}, 03] satisface —. La Proposicién implica que el pro-
blema admite una solucién tnica |61, G| € X, x X;. Por lo tanto, nuestro objetivo es demostrar
que es posible identificar [07,0,] con [61, 5).

En primer lugar, para algiin [U,V] € X3 x X3, consideramos el sistema reescrito para [61, 62,
y multiplicamos las ecuaciones (74); por U y (74), por V, de las que, integrando por partes, obte-

nemos

YM/OT/Q(ﬁ—ud)UJrB]/Q(ﬁ(T)—uT)U(T) :/OT/Q(é?tU—DMAU—i—yU—py]ﬁ\plsgn(ﬁ)ﬁU) &
[0 i sm@i) o

81)

yv/OT/Q(ﬁ—vd)V—i—ﬁz/Q(ﬁ(T)—VT)V(T) =/OT/Q(—DWAV—YILY!”V) 61 2

T
+/ /(8,V—DVAV+y|ﬂ|PV—fV) 8.
0 JQ
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Ahora, tomamos la diferencia entre las ecuaciones (62)) y (81) y entre (63) y (82), y sumando las
respectivas ecuaciones, deducimos lo siguiente

T

0 :/ / (a,U — D,AU — pyla|P~ sgn(d)vU — D, AV + yU — }/\ﬂ|PV) (01— 61)
0 JQ

(83)

T ~
+ /0 /Q (0 = DAV +Aal?V — fV + pylalP " sgn(a)iU) (02 — 62).

Por ende, como consecuencia del Teorema si [U,V] € X3 x X3 es solucién del sistema li

asociado a algiin [g,,g,] € L*(Q) x L*(Q), a partir de (83), deducimos que

/()T/qu(m—61)+/0T/ng(62—62):().

3
Como [0] — 61,00 — 6y € L (Q) x L (Q) , teniendo en cuenta que C‘_6°L2 Q)= L (Q), existe una

sucesion:
[(01=61)e, (02 = B2)ele>0 € (5 (Q) X G5 (Q),
tal que
{;l'g(l)(ﬁl — 61)87}:1;1;%(62 — 52)9} = (01 — 61,00 — 62].
Entonces

/()T/qu(Gl—51)8—}—/0T/ng(62—62)8:O, (84)
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para toda [g,, g,] € L*(Q) x L*(Q). En particular si consideramos [(6] — &1 )¢, (01 — 61)¢] € C(Q) x

Cy () tenemos que

T 2 T 2
/ / ‘61—61‘ +/ / ‘62_62‘ :07
0 JQ 0 JQ

por ende

(01 = 61)ell72 () + 11(02 = G2)ellF2 ) = O

esto implica que [(0] — 61)¢, (0] — G1)e)e>0 = [0,0], lo que nos permite concluir que [0}, 0, =
[61, 62]. Consecuentemente, (07,0, € X, X X, como resultado de la regularidad de [67, 6»] € X, X

X5. U

4.3.2. Caso N =2. Unadupla [01,0,] € L**(Q) x L**(Q) que satisface y

para toda [U,V] € 2y x 2y corresponde al concepto de solucién ultra débil del siguiente sistema

lineal

9,01+ D,Acy — Yo, + py|i|P~ sgn(id)voy — pyli|P~ ' sgn(ii)ior = —y,(ii —uy), en (0,T) x Q,
0,02 + D,AG, — Y|i|P 65 + fOr + DyyAcy + Y]ii|P o1 = — %, (V—vy), en (0,7) x Q,
doy _ n_ 0oy 0
5 =0=52, sobre (0,7) x dQ,
oi(T) = pi(a(T) —ur), en Q,
GZ(T) = ﬁz(ﬁ(T) — VT), en Q.

\

(85)
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El objetivo de esta subseccién consiste en mejorar la regularidad de los multiplicadores de Lagran-
ge que proporciona el Teorema [.13] Para ello, demostramos que el problema adjunto (85) posee

una regularidad fuerte. La siguiente proposicion contiene este resultado.

Proposicion 4.17 Sea N = 2. Sea § = [ii,V, f| € Suq una solucion local dptima para el problema

de control . Entonces el problema tiene una unica solucion [0, 03] € Xp X X5.

Demostracion. Seas=7T —t,cont € (0,T), consideramos los cambios de variable &1 (s) = o7 (r)

y 6>(s) = 0»(t). Entonces el sistema (85)) es equivalente al siguiente

( 061 — D, AG + y61 — pyli|P~ sgn(it) 96| + py|i|P~ b6, = y,(ii —uy), en (0,T) x Q,
0562 — DyAGy +Y]i|P 62 — fla,62 — DuvAS) —Y]it|P o1 = 1,(V —va), en (0,7) x Q,
a—‘? =0= a—sz, sobre (0,7) x dQ,
61(0) = B1(a(T) — ur), en Q,

\ 6,(0) =B (¥(T) —vr), en Q.

(86)

Siguiendo un razonamiento andlogo al de la prueba del Proposicion {.15] mostraremos que cual-
quier solucién de lo suficientemente regular esté acotada en X, x X,. Multiplicando (86)); por

07 e integrando en €, de las desigualdades de Holder y Young deducimos que existe una constante



75

K > 0 tal que

ld - ip—11 - - -
H<71HL2+D IV&11172 < Yallii — uall 21|61l 2 + pyllil|f=" 9= (1162121612 + 1611 72)

+71G117:

1 2p—2 np—11 B 1, .
SK( +?’+—P2Y2HMH L7292 + pyllil b= HVHL“’) |’61’|1%2+§"G2‘|L2

2
- 2
2 g,

(87)

Por otra parte, multiplicando 2 por &, e integrando en €, de las desigualdades de Holder y

Young obtenemos

1d

5 7182022+ Dol V&AL < llo = vall 212l 2 + Vlall =1 G217 + 1 1] 21127

4Dy [ V61-Vor+ 7l |16

( 122 + & +yuu||Lm+KsufuLz+HfuLz) 16211%

2 1
vl B2+ 16113+ Kell V6112 + V6 2,

por lo tanto

1 N ~
CGall2+ (Dy—€) VG2 < (—Hull g I+ Kel 1+ s ) el
(88)
_|_

2
% iis L <
L5 val + 1611 + Ke V31 2.

Anélogamente, multiplicando 1 por —A&; e integrando en Q, de las desigualdades de Holder,
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Young y Gagliardo-Niremberg obtenemos

1d N - - =11~ - ~ ~
S IVE 2+ Duladi 12 < (1812 + pylalf=" 7= (16202 + 161].2) ) 1451 2
= uall 214G | 2
~ ~ ~112 ~ ~ ~
< €]1a61 1 + Ke (1161112 + 271l 2 71 (182112 + 116112) )

+ Ke i~ uall.

Por lo tanto

1d, . - ~ 12D 1~ ~ ~
> IVG1[72+ (Du —€)AGI |72 < Ke (Hﬁl I+ PP |l 11911z (1162172 + HmH,ﬂ))
K= g
De (87)-(89) deducimos que para alguna constante K > 0 se cumple lo siguiente
ld ~ 112 ~ 112 ~ 112 ~ 112 ~ 112
577 G111 +11620112) + (Du =€) (IVGullL2 + 1461 ]172) + Dy [Vl
1 12P=2 1 =1 2P <
SK(1+K8+Y+§P27’2HMHL5 19/1Z= + pylallz=" 17l + P>V Nall 2717 ) 16117
(90)

2
Y -2 1 - 2 2 D ~n2P (<112 ~
+K<1+3Hu|\é’o+§+7Hqum+KerHLz+HfHLz +Kep* V|l 211917 ) 116217

2
y LY -
Bl (Kt 3 ) -l

Integrando en tiempo en la desigualdad (90) y tomando € lo suficientemente pequefio, de la

desigualdad de Gronwall tenemos que existe una constante que C que depende de T, ||i| 1°(0)-
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9@ 1/ 120y- 1(0). 32(0)y 2 (Ke + 3) 1 —uall 2o ) + 5 17— val 22 tal que

||(61»62>||L°°(0,T;H‘><L2)ﬂL2(0,T;H2><H1) =C O

Ahora, multiplicando 2 por —A&» e integrando en Q, de las desigualdades de Holder, Young y

Gagliardo-Niremberg deducimos que existe una constante K > 0 tal que

1d

~ ~ ~112 ~ ~
S IV6 2+ (D, — ) |AGa I, < K (Pl + 111020 )

K (%117 —vallfz + Du[|AGY [ 2 + |7 | 61 2) )

-2 2 = (12
<K (Pl + 171 ) 6l

~ 2 ~ - ~
K (%17 = vallz2 + D |61 |12 + YIal| 71161l 2)

Sumando las ecuaciones y (92), de 1a estimativa y la desigualdad de Gronwall deducimos
que &, €L (0,T;H')NL* (0,T;H?). Porlo tanto 61,6, € L~ (0, T; H' x H')NL* (0,T; H* x H?),
de esta estimativa y el Teorema|I.T|concluimos que &, 6, € X, x X5. La unicidad la deducimos de
forma andloga a la demostracién de la Proposicién [3.3} por lo tanto, la omitimos. Asf, concluimos

la prueba.

Proposicion 4.18 Asuma las hipotesis del Teorema Sea [ii,V, f] € Sqq una solucion local
optima para el problema de control (39). Entonces, los multiplicadores G| y 02 que proporciona

el Teorema son unicos y satisfacen [01,07| € Xo X X
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Demostracion. El Teorema garantiza la existencia un multiplicador de Lagrange (07, 0,] €
L*>~(Q) x L**(Q). En particular, [07,02] satisface (71)-(72). La Proposicién implica que el
problema admite una solucién tdnica [G],G>] € X, X X;. Por lo tanto, nuestro objetivo es de-
mostrar que es posible identificar [07,0,] con |61, 5]

En primer lugar, para algin [U,V] € }?2+ X )?2+, consideramos el sistema reescrito para
[61,6>], y multiplicamos las ecuaciones 1 por Uy 2 por V, de las que, integrando por

partes, obtenemos

VM/OT/Q(ﬁ—ud)UJFﬁl/Q(ﬁ(T) —ur)U(T) :/OT/Q (U — D, AU +yU — pyliP~" sgn(@)iU) &

T
[ [ (vl sen(@yiv) 6,

93)

%/()T/Q(a_vd)VJrﬁz/Q(ﬁ(T)—VT)V(T)=/0T/Q(—DWAV—YIL7|”V) 61 o1

T
+/ /(8,V—DVAV+y]ﬂ\pV—fV) 3.
0 JQ

Ahora, tomamos la diferencia entre las ecuaciones (7I)) y (93) y entre (72) y (94), y sumando las
respectivas ecuaciones, deducimos lo siguiente

T
0= / / (OU = DyAU — py|al"” " sgn(@)7U — DAV +yU = 11|V} (01 — 61)
0o Jao ©5)

T ~
+/0 /Q (9V — DAV + y]i@l?V — FV + pylil? " sgn(i))U) (05 — &2).
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Por ende, como consecuencia del Teorema _ si[U,V] e )?2+ X )?2+ es solucidn del sistema 1}

asociado a algiin [g,,g,] € L>*(Q) x L**(Q), a partir de (95), deducimos que

/OT/qu(m—61)+/0T/ng(62—62):0_

Como [0 — 61,05 — 6] € L*~(Q) x L>~(Q) , teniendo en cuenta que C_5°L (Q) = L*(Q), existe
una sucesion:

[(01 = 61)e, (02 — 62)ele>0 € Ci (Q) x CF (),

tal que

{h’m(oq — 61)8, lim(62 — 62)g:| = [Gl — 61,62 — 6'2].
e—0 e—0

Entonces

/OT/qu(Gl—61)e—|-/0T/ng(62—62)£:(), (96)

para toda [g,,g,] € L**(Q) x L**(Q). En particular si consideramos [(6] — &1)¢, (01 — 61)e] €

Cy () x C7 () tenemos que

r 2 T 2
/ /|C71—(~71| +/ /|C72—(~72| =0,
0 Q 0 Q

por ende
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(01 = &1)el o) +l1(02 = G2)ellzz(q) =0

esto implica que [(0] — 61)¢, (0] — G1)e)e>0 = [0,0], lo que nos permite concluir que [0}, 0, =
[61, 62]. Consecuentemente, (07,0, € X5 X X, como resultado de la regularidad de [61, 6»] € X, X

Xs. 0

5. Simulacion numérica del problema de control 6ptimo

En este capitulo presentamos un experimento numérico en dominios bidimensionales re-
lacionado con el problema de control 6ptimo que abordamos en este trabajo. Aproximamos las
ecuaciones de estado y las ecuaciones adjuntas utilizando diferencias finitas en el tiempo y ele-
mentos finitos en el espacio, y empleamos el software FreeFem++ para realizar las simulaciones.
El sistema de optimalidad corresponde a un problema de valor limite de dos puntos donde aplica-
mos las condiciones iniciales a las ecuaciones de estado (@) y las condiciones terminales al sistema
adjunto (85). Ademds, las variables de estado evolucionan hacia adelante en el tiempo, mientras
que las variables adjuntas evolucionan hacia atrés.
5.1. Descripcion del esquema numérico

Para definir el esquema de aproximacion de las ecuaciones de estado (@) y del sistema
adjunto (85])), introducimos una particién uniforme del intervalo de tiempo (z, = nAt)f;':O, con paso
de tiempo Ar = T'/N. Definimos los espacios de elementos finitos 2" y % generados por funciones

[Py continuas. Con estas construcciones, planteamos el siguiente esquema de aproximacion:

= Ecuaciones de estado: Dado [vg,ug] € X x4, calcular, para n = 1,...,N y para toda
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[v,al e 2 x 2,

/

[Paso 1] (8}, 7)" + Dy (VWV}, Vi) = ¥(b,7) + y(viluy ™' [P, 9)" = (fv},7) =0,

[Paso 2] (8,u},d)" + D, (Vul!,Viz) + D, (VV}, Vi) — y(a, @) + y(u}, )"

O o
= Ecuaciones adjuntas: Dado o} = B;(u}f —ur) y 63 = Bo(v) —vr), calcular, para n =
N—1,...,0yparatoda [61,07] € ¥ x ¥,

(

[Paso 1] (—8,07,61) +D, (Vo) , V&) + (o}, 61) — py(|u}|P~ ' sgn(u})viol,61)

+py([uh|P~ sgn(up)vio3, 61) = Ya(uy — ua, 61),

[Paso 2] (—6;6;, (72) +D, (VG;, V(_Fz) + }/(\umpcf, C_Fz) — (fGél, (_72) +D,, (VGln7 V&z)

= Y(|upl” o1, 62) = % (v, = va, 62)-

Para resolver este sistema numérico, consideraremos el método del gradiente para problemas de
control 6ptimo (véase, por ejemplo, Gunzburger and Manservisi (2000);|Gunzburger (2002))) donde
la tolerancia utilizada para comprobar la convergencia del funcional es 7= 1073 .
5.2. Resultados numéricos

En las simulaciones, consideramos el dominio cuadrado Q = (0,100) x (0,100) y discre-
tizamos el tiempo con Ar = 0.1 y el espacio con h = 1/80 (es decir, 80 nodos en cada direc-

cién). Ademds, usamos los siguientes valores para los parametros del modelo tipo Schnackenberg:
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D,=40,D,=1,D,,=0,a=0.1,b=0.9, y=1y p=2;y, en el funcional de control éptimo,

tomamos ¥, =04, % =2,7 =5, =05y B, =0.5.

(a) Estado deseado uy (b) Estado inicial u}} (¢) Control 6ptimo u

5

4.5

N
&)

llu - ugll?.

3S]

N
n

0.5
0.185

8 10 12 14 16

Tiempo

(d) Diferencia entre el estado 6ptimo u y el estado deseado uy vs tiempo

Figura 4. Resultados numéricos para la especie u.
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a"-r % ’} v Vg

(a) Estado deseado v, (b) Estado inicial v{ (¢) Control éptimo v

2
L2

IV - vl
|

0.2+ 1
0.045 |min lIv—val,

0 2 - 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

(d) Diferencia entre el estado 6ptimo v y el estado deseado v, vs tiempo

Figura 5. Resultados numéricos para la especie v.

En las Figuras El y |§] mostramos, para cada variable, las condiciones iniciales, los estados desea-

dos, el estado 6ptimo obtenido y la norma L? de la diferencia entre los estados éptimo y deseado
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obtenidos para diferentes tiempos, hasta el tiempo final 7 = 20. Como condiciones iniciales, con-
sideramos las mismas que en los experimentos del Capitulo 2. observamos que los estados 6ptimos
obtenidos se acercan a los estados objetivo en el tiempo 7" = 20, lo que demuestra que el sistema
ha sido controlado satisfactoriamente. Ademas, en las Figuras [(d) y [5(d) observamos el decreci-
miento de las normas ||u, — ugl|;2 y ||vn — val/;2 y su estabilizacion al cabo de poco tiempo.
6. Conclusiones y Trabajos futuros
6.1. Conclusiones
= Diseflamos un esquema completamente discreto para la aproximacion de las soluciones del
modelo de tipo Schnackenberg, usando diferencias finitas en el tiempo y elementos finitos
en el espacio. Probamos el buen planteamiento del esquema numérico y la positividad de las

variables discretas.

= Realizamos un experimento numérico que validé el buen comportamiento del esquema nu-

mérico estudiado, incluyendo la captura de la formacidn de patrones de Turing.

= Probamos la existencia y unicidad de soluciones globales fuertes para un modelo de tipo Sch-

nackenberg en dominios bidimensionales y tridimensionales acotados y con frontera suave.

= Planteamos un problema de control 6ptimo bilineal con ecuaciones de estado dadas por un
sistema de tipo Schnackenberg en dos y tres dimensiones, y demostramos la existencia de

una solucién 6ptima global.

= Verificamos condiciones necesarias de optimalidad de primer orden mediante la existencia

de multiplicadores de Lagrange para las soluciones 6ptimas locales asociadas al problema
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de control 6ptimo.

= Propusimos un esquema de aproximacion numérica del sistema de optimalidad basado en el

método del gradiente y lo validamos con experimentos computacionales.

6.2. Trabajos futuros
Planteamos los siguientes posibles trabajos futuros para dar continuidad a esta investiga-
cion:
= Realizar el andlisis de existencia de soluciones fuertes para el sistema (4)) con términos de

difusion cruzada tanto en el activador como en el inhibidor.

= Desde el punto de vista de la teoria de control 6ptimo, planteamos como trabajo futuro el
andlisis numérico del problema de control 6ptimo y el estudio de condiciones de optimalidad

de segundo orden.
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ANEXO

A continuacion demostramos un resultado que se usa para la prueba del Teorema

Proposicién 6.1 Sean 0 <T <, p € [1,1), f € L*(Q), y ug,vo € W%’3(Q) convg>0en Q. Si
[u,v] € (L=(L*)NLA(H")) x (L*(L*-)NL*(H")) son funciones que satisfacen (23)), entonces se

tiene que u,v € X17.
7

Demostracién. A partir de la hipétesis [u,v] € (L*(L*) NL*(H")) x (L*(L™~)NL*(H")) tenemos

que u € LL3O(Q). Como u € LY (Q),veL(L>)y f € L*Q), concluimos que v|u|? € L%_(Q)
10

y Bfv € L3(Q). Asi obtenemos yb — Byv|u|? + Bfv € L3 (Q). Aplicando el Teorema [1.1| con

q = x.—, concluimos que v € X0 _ y, ademds, existe una constante C), tal que
3p

W[
<z

i < o (Ivoll, g loll g- 1 T150)) -
14

10
Como v € X;&_, tenemos que Av € L3 (Q), lo que implica que D,,Av + ya — Byu+ Byv|u|? €
P
10
L3 (Q). Aplicando nuevamente el Teorema con g = 12 , obtenemos que u € X 0_y existe
3p

una constante C, tal que

lallxyy < Ca (ol g0 Tl 4 111300)) -

Procedemos en dos pasos para concluir la prueba.

Paso 1. Como u,ve€ Xio_ y % > 17 , existe un entero n > 1 tal que u,v € X0, 1. Probemos que
3p 7 n+1
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u,v € X101 mediante un argumento de tipo “bootstrapping”.
7 'n
L 5(10n+17) .
= De la Proposicién|1.14} tenemos que X1, 1 < L™ ™+T (Q). En consecuencia, —f3 yv|ulP €
7 " n+l
5(10n+17) 15(10n+17) 15(10n+17)

LT550p ™ (Q) < L0507 (Q) y Bfv € L3(Q). Ast, yb— Byv|ulP + B fv € L T5+107 (Q).

Aplicando nuevamente el Teorema con g = %, concluimos que v € Xs(10n+17) -
(15n+1)7

Ademas, existe una constante C, tal que

Mgy <G (ol 430 l0ll 42100

15(10n+17)
» Como v € Xis(10n+17) » S€ tiene que Av € L (5407 (), lo que implica que D,,,Av+ ya — Byu+
(15n+1)7
15(10n+17) : 15(10n-+17) .
Byv|ulP € L 05+107 (Q). Aplicando nuevamente el Teoremal|l.1{con g = a7 conclui-
mos que u € Xs(on+17) - Ademads, existe una constante C,, tal que
(15n+1)7
le,s000 < Cu (0]l 5.0 0ll 51 lz2(g) )
(1(5n+1)7> w3 w3 (
15(10n+17) 10 | 1
Como n > 1, se cumple que NEA > =+ .. Por lo tanto, u,v € XQJF%.

Paso 2. Repitiendo n — 1 veces un argumento andlogo al del Paso 1, se obtiene que u,v € X,, para

m=n—1n—-2,...,1. Asi, u,v €Xw, =X, lo que completa la demostracion. 0
7 7

Proposicion 6.2 Sean x,y € [0,00) y p € [1,00), entonces

P —yP| < plx—y|(xP~ HyP7h.
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Demostracion. Six =y entonces la desigualdad es inmediata. Supongamos sin perdida de gene-
ralidad que x > y, consideremos la funcién f(x) := x”, tenemos por el teorema del valor medio que
existe algin & con x > & > y tal que

xP—yP f(x) = f(y)
x—y  x—y

_per! ©7)
< pméax{x~1 yr=1}

<ple™Hyh).

De la desigualdad obtenemos lo que queremos probar.

O

A continuaciéon demostramos un resultado de convergencia débil que se usa en la prueba del Teo-

rema

Proposicion 6.3 Sea ([, Vi)),,cry Una sucesion en Xy, tal que [y, v, — [,V)] fuerte en X, , x
Xu,v, entonces

Vo |tim|P — yo[a|P  débil en L*(Q).

.. 3
Demostracion. Sea i € L2, queremos mostrar que

T T
/ /hvm|ﬁm|”—>/ /hvmy",
0 Q 0 Q
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esto es equivalente a mostrar que

T
| [l il =il —o.
0 JQ

De las desigualdades de Holder y Minkowski tenemos que

T
—_ —_ e . — p —] -
Ll a7 <l il = #1715
< Wl 3., (I linl? = 1717) 130y + Nil? =)o)

<l 3, (Il Nl = 18113, + 1y, I =Tl )

Q)
(98)

De la desigualdad de Holder y la Proposicion [6.2] obtenemos
T
a1 —lalPl3 ://EP_EPS
lam|” ="y = | | |IEm|” = (2]
T
<ol (117 ©9)

3
< (i~ 7l 30) (il + Nl ) )
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De las desigualdades (98) y (99) llegamos a la siguiente estimacion

T
1. 1P —¥li|P v 7 P _— ||P
Ll =iz <l [l ml” = 1715
1,3, 1l [ =Tl
= O o (L P P N e

5 g Nl 5=,

3 . —  — —
Como h € L2 y Uy, t, Vi,V € Xy, — L”(Q), de la convergencia [tiy,, v,y] — [, V] fuerte en X, , x

X..,v se concluimos que

T
| [l =zl — o,
0 JQ

Por lo tanto

V|t |P — V[a|P  débil en L3(Q).
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