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DESCRIPTION

Not only, in the mathematical environment, is well-know the topic of the metric spaces but
also in the curriculum of Mathematical Analysis or in the Topology course, for this reason,
in the first chapter it6 will be specify concepts as metric space, continuous function and
differentiable function.

In the second chapter will be observed that a metric-preserving function is built from a metric
space (X, d) and a f function defined from [0, o) in [0, o0) in such a way that f od is a metric.

The first detailed study of these functions was by Sreenivasan in 1947, also, Juza discovered
an interesting application of the metric-preserving functions.

In the third chapter is necessary to take into account the continuity of function in zero. In
the first section will be exam the important relations hip between strongly metric-preserving
functions and continuity. In the second and final section, will be studied metric-preserving
functions which are differentiable in zero. To find the derivative in zero is the final homework
of this work in order to get a division of the functions metric-preserving functions in two
different classes: functions which are determined by the finite valve and functions which
have a valve infinite of their derivative in zero.
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DESCRIPCION

En el ambiente matematico es bien conocido el tema de los espacios métricos ya sea en el
curriculum del curso de andlisis matematico o en el curso de topologia, por esta razén en el
primer capitulo se especifican conceptos como espacio métrico, funcién continua y funcién
diferenciable.

En el segundo capitulo veremos que una funcién que preserva métrica se construye a partir
de un espacio métrico (X, d) y una funcién f definida de [0, c0) en [0, c0) de modo que f od
€s una métrica.

El primer interesado en estas funciones fue Sreenivasan en 1947, pero también en 1956
Juza, mucho antes que el tema se formalizara, descubrio una interesante aplicacion de las
funciones que preservan métrica.

En el capitulo tres es necesario tener en cuenta la continuidad de la funcién en cero. En la
primera seccion examinaremos la importante relacion entre funciones que preservan métri-
ca fuertemente y la continuidad. En la segunda y Ultima seccion estudiaremos funciones
continuas que preservan métrica las cuales son diferenciables en cero. Hallar la derivada en
cero es la tarea final del presente trabajo, obteniendo asi una divisién de las funciones que
preservan métrica en dos clases diferentes: las que estan determinadas por el valor finito y
las que tienen un valor infinito de su derivada en cero.
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INTRODUCCION

El estudio de los espacios métricos es uno de los temas que més a fascinado al mundo
de los matematicos desde comienzos del siglo pasado, los conceptos de la teoria de
los espacios métricos, son parte esencial del curriculum de los cursos de anélisis
matematico y topologia. En las pasadas tres décadas se desarrolld, una significativa
cantidad de documentos sobre funciones que preservan métrica.

El primer estudio detallado sobre esas funciones fue hecho por Sreenivasan en 1947,
pero quien més se ha interesado en este tema ha sido Dobos [3], con sus aportes como
demostrar que la funciéon de Cantor preserva métrica y muchos mas conocimientos
sobre estas funciones que han servido para estudio y avance en los espacios métricos.

Las funciones que preservan métrica se presentan como una alternativa diferente,
con un soporte geométrico, que hace mas sencilla la manera de abordar problemas
que exigen construcciones especiales. Es sabido que si d es una métrica, #‘ld es una
métrica equivalente a d (topologicamente), pues a esto nos llevaran algunas preguntas
interesantes como: si f es una funcién que preserva métrica y d una métrica sobre
cualquier espacio métrico, jque condiciones debe cumplir f para que d y f(d) generen
la misma topologia?

La extension de la clase de funciones que preservan métrica es estructurada entorno a
su conducta en cero, en esta inspeccién se tendra en cuenta tanto la continuidad como
la diferenciabilidad. Sea una funcién f que preserva métrica veremos que transforma



cada métrica d a una métrica discreta, o, a una métrica que es topologicamente
equivalente a d. También se estudiara la influencia del valor (finito o infinito) de la
derivada de la funcién en cero para determinar la propiedad de ser diferenciable en
ninguna parte, o, casi en toda parte.

II



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo se hace un resumen de los principales conceptos, definiciones y teoremas
del calculo, los espacios métricos y en general del analisis matemético, que se van a
necesitar para el desarrollo del trabajo.

1.1. Algunas definiciones

Esta monografia estudia caracteristicas de funciones f : [0,00) — [0,00) con algunas
condiciones que se enunciaran con detalle mas adelante, por esta razon, las definiciones
que enunciaremos en esta seccion, aunque (algunas) son vélidas en cualquier espacio
topologico, son enunciadas para R.

Definicion 1.1. Sea f una funcion definida sobre R, se dice que f es subaditiva si
para cada x,y € R se tiene que

flz+y) < flx) + fy).

Teniendo en cuenta que la subaditividad de una funcién es una caracteristica de todas
las funciones que preservan métrica como veremos més adelante, la monotonia es otra
propiedad que se presenta muy a menudo. Ademaés el crecimiento y decrecimiento de
una funcién en un conjunto dado, tiene una estrecha relaciéon con la monotonia.



Definicion 1.2. Una funcion f es decreciente en el intervalo [a,b] si se tiene que
para cada c,d, con a < c¢ < d < b entonces:

fe) > f(d).

Ademaés, una funcion f puede ser no decreciente en el intervalo [a, b] cumple que para
cada c¢,d, con a < ¢ < d < b se tiene:

fle) < f(d).

Definicion 1.3. Una funcion f es creciente en el intervalo [a,b] si cumple que para
cada c,d, cona < c<d<b se tiene

fle) < f(d).

Pero también puede suceder que una funcién f sea no creciente, sin necesidad de ser
decreciente, ya que f en el intervalo [a, b] cumple que para cada ¢,d, cona < c<d<b
se tiene:

fle) = f(d).

La siguiente definicién es también muy conocida cuando se trabaja con la teoria de
funciones sobre los reales, pero aunque es muy conocida es de gran importancia en el
desarrollo del presente escrito, por esta razon la presentaremos a continuacion.

Definicion 1.4. Una funcion f : [0,00) — [0,00) es edncava si para todo x,y > 0,
1) 110 g (250)

Se dice que la funcion f es estrictamente concava en el intervalo [a, b] si para todo
a <z <y <bse tiene que:

)10 g (720)

Definicion 1.5. Una funcion f : [0,00) — [0,00) es convezxa en el intervalo [a,b] si
para todo a < x <y < b se tiene que:

() < i)

2 - 2

Se dice que la funcion f es estrictamente convexa en el intervalo [a, b] si para todo
a <z <y <bse tiene que:

(2) < St



Proposicion 1.6. f es cdncava si, y sdlo si, —f es convezra sobre [0, c| para cualquier
c>0.

Demostracion. Sean g = —f, x,y € [0,¢], con x < y. Supongamos que f es concava,
entonces si multiplicamos la desigualdad por —1 nos queda:

CESURREE)

S S (210,

r+y
= ()

Luego g es convexa, pero como g = — f entonces llegamos a lo deseado.

Por otra parte, sean z,y € [0,00), con z < y. Partiendo del hecho que —f es convexa
y haciendo el mismo procedimiento anterior llegamos a:

@) 1w (x;y)

(CES )

Luego f es concava. O

Es bien conocido, que una sucesion {x,} de elementos de R es una aplicacion del
conjunto N en R. Se designa por z,, el elemento de R que corresponde a la imagen del
numero natural n, f(n) = x,. Ahora nuestro interés son la sucesiones acotadas.

Definicion 1.7. Se dice que una sucesion {x,} de nimeros reales estd acotada si
existe un nimero real M > 0 tal que |x,| < M para toda n € N.

La anterior definicién nos indica que una sucesion {z,} esta acotada si, y solo si el
conjunto {x, : n € N} de sus valores esta acotado en R. Con la siguiente definicion,
profundizaremos un poco en las sucesiones acotadas.

Definicién 1.8. Dada una sucesion acotada {x,}, Spm = sup{z, : n > m} y t,, =
inf{x, : n > m}. Se define el limite superior y el limite inferior de la sucesion denotados
respectivamente por limsup x,,, liminf z,, como:

limsupx, = lim s, liminf z,, = lim ¢,,.
Ejemplo 1.9. Dada la sucesion {x,} donde x, = (—1)”+%, tenemos que limsup z,, = 1
y liminf z,, = —1.



Una funcion esta acotada si su codominio es un conjunto acotado en R. Hay que tener
presente que las funciones continuas no tienen que ser obligatoriamente acotadas ni las
funciones acotada tienen que ser necesariamente continuas. Formalmente decimos:

Definicion 1.10. Una funcion f: A — R estd acotada en A si existe una constante
M >0 tal que |f(z)] < M para toda x € A.

Dentro de las funciones acotadas encontramos las funciones de variaciéon acotada que a
su vez estan estrechamente relacionadas con las funciones mondtonas.

Definiciéon 1.11. Sea f definida en [a,b], si P = {xo,z1,...,2,} es una particion de
[a,b], escribimos Afy, = f(xg) — f(ap_1), para k=1,2,....,n

Si existe M > 0 tal que > ;| |Afi| < M para toda P € £ donde  es la familia de
las particiones del intervalo [a,b], entonces diremos que f es de variacion acotada
en |a,b].

Ejemplo 1.12. 1. Sea f:[0,00) — [0,00) definida por:

0, st =0,
fl@) =41, si z€Q,
2, st xzel

Esta funcion no es de variacion acotada en el intervalo [0, 0], la prueba se encuen-
tra en el siguiente capitulo donde nuevamente se define la funcion.

2. Otra funcion que no es de variacion acotada es:

o) = {0’ M

recosg- st x e (0,1]

Consideremos la particion P = {0, -~ 5 2n1 Ty 3, 2,

en [0, 1] y calculando la variacion encontramos que:

1}, es facil ver que f es continua

Z|Af| —+ 5 oo b
T M T R v R T

Esta suma no esta acotada para todo n, ya que la serie Y - % diverge.



1.2. Espacios Métricos

Definicion 1.13. Sea X un conjunto no vacio y o la funcion:
§:X x X — [0,00)

Se dird que "0" es una métrica sobre X, si cumple:

a). 0(z,y) =0< x =y para cada x,y € X,

b). d(z,y) = d(y,x) para cada z,y € X,

c). §(x,y) +0(y,2) > 0(z, z) para cada z,y,z € X.
En tal caso a la pareja (X, 9) se le llama espacio métrico.

A continuacion se presentan algunos ejemplos clasicos de métricas:
Ejemplo 1.14. El espacio métrico (R,d,) donde dy estd definida como:
dy(z,y) = |y — x|
Vz,y € R y se le denomina métrica euclidiana en R o simplemente métrica ordinaria.
Ejemplo 1.15. X un conjunto cualquiera, la distancia entre x y y se define por:

- 1, s xz#y
d(fv,y):{o o7

st r=1y

d es una métrica sobre X, llamada la métrica discreta.

Ejemplo 1.16. X = R?, d, la distancia entre x = (z1,72) y y = (y1,92) se define por:

du(z,y) = ((z1 — 91)* + (25 — y2)2)1/2

Se denomina la métrica usual en R2.

Se dara la definicion de conjunto abierto en términos de las llamadas bolas abiertas, las
cuales se definen a continuacion.
Definiciéon 1.17. Sea (X, d) un espacio métrico, a € X, e > 0. Se define:

B(a,€e) ={z € X|d(a,z) < €}

como la bola abierta con centro en a y radio €.



Definicion 1.18. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. El conjunto A se denomina
abierto, si para cada x € A, existe un r > 0 tal que B(z,r) C A.

Por ejemplo el conjunto vacié y el conjunto X son abiertos. También toda bola abierta
en un espacio métrico (X, d) es un conjunto abierto, particularmente en la recta real,
todo intervalo abierto es un conjunto abierto.

La coleccion de conjuntos abiertos de un espacio métrico se conoce como la topologia
inducida por la métrica.

Proposicion 1.19. Sea d una métrica sobre un conjunto X. Si T es la topologia gene-
rada por la métrica d, entonces:
1. UNV €1, para cada U,V € T,

2. JU, €7, para cada coleccion {U, : o € A} C 1.

Demostracion.

a. Sean U,V € ryx € UNV, como U es abierto se tiene un r; > 0 tal que B(z,r;) C
U, igualmente sucede con V' pues también es abierto teniendo asi B(z,79) C V con
r9 > 0. Si tomamos r = min{ry, 7}, entonces B(z,r) CUNV, luegoUNV C 7.

b. Sea z € |JU,, entonces existe § € A tal que x € Up, luego hay un r > 0, tal que
B(z,r) C Ug C |JU,. Por lo tanto |JU, C 7. O

Definiciéon 1.20. Sean X un espacio métrico, y di , do métricas sobre X entonces dy
es topologicamente equivalente a dy si generan la misma topologia, esto se denota
como Ty, =1Ty,.

Definicién 1.21. Un subconjunto A en un espacio métrico (X, d) se denomina conjunto

cerrado si el conjunto X — A es un subconjunto abierto.

De acuerdo con la definicién anterior, podemos definir un analogo a la proposiciéon 1.19
para cerrados, que es una inmediata consecuencia de la definiciéon de cerrado, como se
muestra a continuacion.

Proposicion 1.22. Sea d una métrica sobre un conjunto X. St 7 es la topologia gene-
rada por la métrica d, entonces:
1. F UL es cerrado, para cada F, L cerrados;

2. (N Fa es cerrado, para cada coleccion {F, : « € A} de cerrados en X.



La prueba de la anterior proposicion se puede encontrar en cualquier libro de anélisis o
topologia general, por esta razéon no se presentara.

En consecuencia, el conjunto vacio y el conjunto X son cerrados, igualmente todo in-
tervalo cerrado en R es cerrado. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, la
adherencia de A es el mas pequeno cerrado de X que contiene a A y lo denotaremos
por A, es decir,

z:ﬂ{F:F es cerradoy A C F}.

En un espacio métrico X, si ciertos subconjuntos verifican A C S C A, entonces si A
satisface esta condicion, diremos que A es denso en S. Por ejemplo el conjunto Q de los
ntmeros racionales es denso en R.

En los siguientes renglones daremos una definiciéon general de la continuidad de una
funcién en un punto, en nuestro caso, para espacios métricos.

Definicion 1.23. Sea (Xi,d;), (Xa,da) espacios métricos y sea f : Xy — X una
funcion. Diremos que la funcion f es continua en el punto ¢ de Xy, si para todo € > 0
existe § > 0 tal que para todo x € Xy con dy(c,x) < 0 entonces do(f(z), f(c)) < €.

Se puede expresar la equivalencia a la definicion anterior en términos de bolas como
sigue: una funcién f es continua en c si, y solo si, para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal

que f(Bdl (C> 5)) - Bd1 (f(C), 6)‘
Ejemplo 1.24. Sea f(x) = max con m # 0, la funcion lineal definida de R en R.

Sean € >0 y z,y € R tal que |x — y| < § tomemos § = o de modo que

d(f(z), f(y)) = |f(z) = f(y)| = |mx —my| = |m[|z —y| <e,

luego la funcion es continua en R.

Ahora resaltamos la importancia de introducir la nociéon de derivada, la cual, es de gran
importancia para los objetivos del presente escrito. Esta definicién se enunciara para
funciones de R en R con la métrica usual solo por efectos practicos.

Definicion 1.25. Sea la funcion f: A — R, con A C R abierto y a € A, se dice que
f es derivable en el punto a, si existe el limite finito:

i £0) = F0)
rT—a r—a

y se denota por f'(a).



Teorema 1.26. (Teorema de Rolle) Supongamos que f posee derivada (finita o
infinita) en cada uno de los puntos de un intervalo abierto (a,b), y supongamos también
que f es continua en los puntos extremos a yb. Si f(a) = f(b), entonces eziste un punto
interior ¢, por lo menos, en el que f'(c) = 0.

Demostracion. Supongamos que f’ no es cero en ningun punto de (a, b) y llegaremos
a una contradiccion. Como que f es continua, alcanza su maximo M y su minimo m
en algin punto de [a,b]. Ninguno de dichos valores extremos puede ser alcanzado en
un punto interior (pues en ese caso f’ se anularia); por lo tanto la funcion los alcanza
en los extremos del intervalo. Como f(a) = f(b), entonces m = M, y por lo tanto f es
constante en [a, b]. Esto contradice el supuesto de que f’ no es cero en ningtin punto de
(a,b). Luego f’'(c) = 0 para algin c de (a,b). O

Para terminar analizaremos la relacion entre los valores de una funcion y los valores de
su derivada, que se senalan en el teorema del valor medio.

Teorema 1.27. (Teorema del valor medio para derivadas) Si f es una funcion
continua en el intervalo [a,b] con a,b € R y es diferenciable en el intervalo (a,b),
entonces existe un punto ¢ € (a,b) para el que se cumple que:

f(b) = fla) = f'(c)(b—a)

Demostracion. Sea g(x) = f(x)(b—a) — z(f(b) — f(a)).
g(a) = bf(a) —af(b) = g(b)

Fécilmente se puede ver que g es continua en [a,b] y derivable en (a,b); aplicando el
teorema de Rolle que garantiza la existencia por lo menos de un ¢ € (a,b) tal que
g'(c) = 0; como ¢'(z) = f'(x)(b—a) — (f(b) — f(a)), cuando x = ¢ se obtiene:

f(b) = fla) = f'(e)(b - a).
0

El siguiente teorema nos muestra una relacion entre la derivada y la monotonia de una
funcion, esta relacion es presentada en cursos elementales de Calculo.

Teorema 1.28. Sea f : [a,b] — R derivable en el intervalo [a,b]. Entonces:

a). [ es creciente en |a,b] si, y solo si, f'(x) > 0 para todo x € |a,b].

0
b). f es decreciente en |a,b] si, y sélo si, f'(x) <0 para todo x € [a,b].

La demostracion de este teorema se encuentra en [10].



CAPITULO 2

FUNCIONES QUE PRESERVAN
METRICA

Comenzaremos estudiando funciones definidas sobre [0,00), las cuales a partir de un
espacio métrico (M, d) permiten el desarrollo de otras métricas en ese mismo conjunto.
A estas funciones las llamaremos "funciones que preservan métrica".

Definicion 2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y f una funcion definida de [0,00) a
[0,00), se dice que [ preserva métrica si f od es métrica sobre X.

De la anterior definicién podemos facilmente verificar que si una funciéon preserva métri-
ca debe tenerse que f~1(0) = 0. Porque si f(z) = 0 para algin = > 0, se llegarfa a
una contradiccion ya que X es un espacio métrico y f o d es métrica entonces existen
a,b € X,de modo que d(a,b) =z y f(d(a,b)) = 0 luego a = b. Llamaremos a todas
las funciones que f~!(0) = 0 funciones dociles. Esta es una caracteristica de todas las
funciones que preservan métrica.

La siguiente proposicion identifica una propiedad bésica de todas las funciones que
preservan métrica.

Proposicion 2.2. Si f preserva métrica, entonces f es subaditiva.

Demostracion. Sean a,b € [0,00) y d, la métrica usual sobre R. Notamos que

9



b= d,(0,b) = dy(a,a+b), luego:
fla)+ f(b) = f(du(o,a)) + f(du(a,a+D))
= (fodu)(0,a) + (f odu)(a,a+b);
y como f preserva métrica se tiene la desigualdad triangular:
fla)+ f(b) > (fodu)(0,a+D);

f(du(0,a+b));
= f(a + b)?

por tanto,
fla)+f(b) = fla+b).
]

Nota: Es Importante resaltar que si f no es subaditiva, entonces f no preserva métrica.
En el siguiente ejemplo mostraremos que el reciproco de la proposicion 2.2 no es cierto:

Ejemplo 2.3. Mientras que la subaditividad es necesariamente una condicion impor-
i . e .

tante, la funczon o(x) = T muestm que la subadzthdad'njo es suficiente para que

una funcion docil preserve métrica. Veamos que ¢ es subaditiva pero que no preserva

métrica porque ¢ od no es métrica.

Figura 2.1: Grafica de la funcion ¢(x) = 1 fo.
1. Mostremos que ¢ es subaditiva. Sean xy, 25 € [0, 00)
T+ T2
T+ 13y) = ——/———
O(z1 +22) 1+ (21 + x9)?
T i)

+ )
1+ (1'1 + x2)2 1+ (33'1 + $2>2

como x > 0, tenemos:
1 < 1 .
1+ (x1+22)2 = 1427

10



ademas, dado que x; > 0, entonces

il T
< 7
1+ (x1+22)2 = 14273

(2.1)

Con un andlisis similar obtenemos:
T T
<
1+ (29 + 1) 1+ 23

(2.2)

sumando las ecuaciones (2.1) y (2.2) se deduce

T 4 T < T + i)
T+ (1 4+22)2 14 (x;+29)2 = 1427 1423

Luego
P(r1 + 22) < (1) + P(72).

¢(r) = 135z no preserva métrica.

Es facil verificar que ¢ o d cumple que

(pod)(r,y) =0z =y;

y que (pod)(x,y) = (¢od)(y,z). Cuando d es una métrica sobre un conjunto X.

Para mostrar que ¢ no preserva métrica tomemos R con la métrica usual d, y
destaquemos los puntos A, B y C' como muestra la grafica.

Figura 2.2: Grafica de la funcion ¢(z).

Sean 1 = dy(u,v), s = dy(u,w), v3 = d,(v,w) con zy,z9,x3 € [0,00) y
uw,v,w € Ry A B,C € RT, tal que ¢(A) = ¢(B) = i o(C) = %, con
A<z < B<C < xg9,23, como A < x; < B, entonces ¢p(A) < ¢(x1) vy

¢(B) < ¢(x1).

Por hipétesis tenemos que:

62 <HC) =3, ¥ olan) <0(C) = 5,
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sumando estas desigualdades llegamos a:

0e2) +0las) < 20(C) =g+
Oex) +6las) < 7
pero ¢(A) = %, luego:
Blea) +0(rs) < 1= 6(4) < olw);
Bs) +0(rs) < Olm),
Bl 0) + 9ldu(v,0)) < o(du(u,0)

Con lo cual podemos afirmar que si ¢ preservara la métrica entonces conservaria
la desigualdad triangular del espacio métrico, pero ese no es el resultado obtenido
en la dltima ecuacion.

La subaditividad sobre una funcién que preserva métrica, supone intuitivamente,
una relacion con la convexidad y concavidad definida en [0,00). Esta relacion la
estudiaremos con detalle més adelante, sin embargo, el siguiente corolario nos muestra
que una funcién que preserva métrica no puede ser convexa.

Corolario 2.4. Sea f:[0,00) — [0,00) suponga que f cumple alguna de las siguientes
afirmaciones:
I. f es estrictamente convexa sobre algun intervalo que contenga al cero y f(0) = 0.

II. f es diferenciable sobre (u,00) para algin v > 0, y, lim, ., f'(z) = +o0.
Entonces f no preserva métrica.

Demostracion.

[. Supongamos que f es estrictamente convexa sobre algin intervalo que contenga al
cero y f(0) = 0. Mostremos que f no preserva métrica. Sea [0,c| el intervalo en el cual
f es estrictamente convexa, entonces se tiene que:

/-

c
pero esto contradice la subaditividad porque si tomo z =y = 5 e obtiene la desigual-

dad en el sentido contrario, por lo que f no puede preservar métrica.
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II. Supongamos que f es diferenciable sobre (u, o) para algin u > 0, y, lim, ., f'(z) =
+00, es decir, para cada x en (u,+00) se tiene que f'(z) existe.

f(xo)

Sea xo > u entonces existe r > 0, tal que  f'(z) > para cada x > r, tomando

0
xq > 1, existe un y en (x1, 21 + o) aplicando el teorema del valor medio teorema 1.27
podemos ver que:

Fly) = [z + Z(;) — (1) S fiﬂ;o);

flxr+m0) — f(z1) > flwo);
flxr+x0) > flwo) + f(z1).

Pero este resultado contradice la subaditividad lo que implica que f no preserva métrica.
O

En el proximo capitulo en el teorema 3.7 se extiende el corolario anterior, haciendo
uso de una simetria entre subaditividad y funciones convexas dociles, la cual esta
desarrollada en los dos siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.5. Obsérvese que una funcion subaditiva f : [0,00) — [0,00) cumple:

1. f(nx) < nf(zx), para todo n € Z*,
2. fQ(f) <f (2%), siempre que x > 0.

1. Este resultado se prueba facilmente, realizando induccién sobre n, como se muestra
a continuacion:

cuando n = 1, trivialmente se tiene f(z) <  f(x).
Supongamos cierto para n = k,
flkx) < kf(x),

y probaremos

flk+Dz) < (k+1)f(2)
Se demuestra partiendo de la definiciéon de funcion y aplicando la subaditividad:

f(kx) + f(z);
kf(x)+ f(z);

fk+1z) = flhr+z) <
<

13



< (k+Df(2),

Por lo tanto, se cumple que f((k+1)z) < (k+1)f(x)
2. Ahora probemos que  f (;—n> > %, siempre que x > 0.

x x
Con el mismo procedimiento cuando n = 1 mostremos que (z) <f (—) :

Supongamos cierto para n = k,

y pruébese que

f@) < x ) _
9k+1 9k+1
Entonces por propiedades de las razones y por hipétesis de induccion tenemos:

IN
N —
A/~
"3l
~—

IA
~
VRS =
N~
I .
~
~~
)
e
N

Luego 1) < f(2).
Ejemplo 2.6. Suponga f ddcil y convexa sobre [0,c|. Probar que para todo n en

7, f(g7) < % siempre que 0 < z < c.

Como f en [0, ¢] es convexa, para cada n en Z" y f~1(0) = 0, entonces nuevamente por
induccion sobre n se demuestra:
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Sin=1y f convexa, luego

y tomando y = 0 obtenemos que f(§) < @

Supongamos cierto para n = k,

y demostraremos para n =k + 1,

Entonces f (%) =f <2ik> < f<2) < 2 < f,fffz Por transitiva demostramos la desi-

[\

gualdad.

Como veiamos en el ejemplo 2.3, la funcién subaditiva no necesariamente preserva
métrica, sin embargo, agregando a la subaditividad el "no decrecimiento"de una funcién
se esta proporcionando una condiciéon suficiente como mostramos a continuacion:

Proposicion 2.7. Suponga f ddcil, subaditiva y no decreciente, entonces f preserva
métrica.

Demostracion. Tenemos por hipotesis que f~1(0) =0y f(z+vy) < f(z) + f(y), y si
a < b entonces f(a) < f(b) y verifiquemos si f o d es una métrica.
a. Sean z,y € X.

i. Si (fod)(x,y) =0 entonces f(d(z,y)) =0y como es docil d(x,y) = 0 luego
r=y.
ii. Siz =y entonces f(d(x,y)) = f(0) = 0.
Luego, (fod)(r,y) =0 z=y

b. Sean x,y € X, por ser d métrica cumple f(d(z,y)) = f(d(y,x)), por tanto
(fod)(x,y) = (fod)(y,z) como queremos.

c. Sean x,y,z € X, y probemos que (f od)(z,2) < (fod)(x,y)+ (fod)(y,z)

Sea a = d(x,y),b = d(y,z), ¢ = d(x,z) como f es subaditiva y no decreciente
entonces f(a+b) < f(a)+ f(b) ademés d es métrica luego reemplazando

fld(z,2)) < fd(z,y)) + fd(y, 2))-
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De a,b,c se concluye que f preserva métrica. O

Ejemplo 2.8. Si g : [0,00) — [0,00) es no creciente, entonces f(x) = foxg(t)dt es
subaditiva, podemos aplicar la proposicion 2.7 que confirma que preserva métrica.

Sig:[0,00) — [0, 00) es no creciente, entonces probaremos que: Para cada x,y € [0, 00),

/Oﬁyg(t)dt < /Ox g(t)dt + /Oyg(t)dt.

Recordemos el teorema de valor intermedio para integrales, el cual es fab flz)dx =
f(e)(b— a); para algtn ¢ € [a, b].

Sea ¢; € [0,y],¢2 € [y, x],¢3 € [z, x4+ y], g(c3) < g(ea) < g(er) esto se tiene porque g es
no creciente. Apliquemos el teorema, de modo que:

[ = gey sy,

/%ZMﬁ::mwwx

de igual forma,
y

0
Y

g(t)dt = g(c1) (y —0);
t)dt

g( = g(ca1) (v),

0
reemplazando en g(c3) < g(cq):

g(e3) (y) < glar) (w);
/ ot < /Oyg(t)dt,

sumando a ambos lados [ g(t)dt

éz@ﬁ+lwz@afglzwﬁ+£z@w
/0z+yg(t)dt < /Owg(t)dt—i—/oyg(t)dt,

Luego f(x +y) < f(x) + f(y).

Otra aplicacion de la anterior proposicion envuelve funciones céncavas. Ger y Kuczma
en [4] mostraron que funciones dociles concavas, deben ser no decrecientes; desde
entonces tales funciones muestran facilmente ser subaditivas y usando la proposicion 2.7
otra vez para concluir que las funciones dociles y concavas siempre preservan métrica.
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Ejemplo 2.9. Usando la proposicion 2.7 y el resultado de Ger y Kuczma en [4],
mostraremos que log,(1 + ) cona > 1 ya" con 0 <r <1, preservan métrica.

log,(1+x) cona> 1.

a. Sean x,y € [0,00) tal que x <y de modo que sumando a ambos lados 1 manteniendo
la desigualdad v +1 < y 4+ 1 y como por hipdtesis sabemos que a > 1 entonces a”
es creciente, lo cual garantiza que log,(x + 1) < log,(y + 1) que indica que es no
decreciente.

b. Sean x,y € [0,00) y supongamos que la funcion no es subaditiva, entonces

log,(x+1)+1log,(y+1) < log,(x+y+1);
log,((z +1)(y+1)) < logy(z+y+1);
ry+rx+y+1l < z+y+1;
xy < 0,

Lo cual es falso pues ambos son positivos y xy > 0 por lo tanto la funcion es
subaditiva.

c. Para finalizar note que la funcion es docil pues partiendo del hecho que es no de-
creciente probado renglones antes y por definicion, la unica preimagen del cero es el
cero.

Ahora tomemos f(x) = 2" con 0 <r < 1.

a. Como f(x) =2a", como 0 <r <1 solo es cero cuando x = 0, lo que muestra que f
es docil.

b. Con el argumento de Ger y Kuczma es suficiente probar la concavidad.

f(x) = a", donde f'(x) = ra""' por tanto si r = 1 entonces f'(x) = 1. Por
otra parte si v # 1 entonces f'(x) = == >0 para cada x € [0, +00), y f"(x) =
r(r—1)z"=2 porlo que (r—1) < 0 y la ecuacion también se vuelve negativa entonces
es concava.

Ejemplo 2.10. Otro ejemplo interesante de una funcion que preserva métrica fue des-
cubierta por Dobos [3] quien demostrd que la funcion estdndar de Cantor es suba-
ditiva (como muestra la siguiente proposicion), y de aqui, por proposicion 2.7 preserva
métrica. La funcion C' : [0,00) — [0,00) se define como el limite de la sucesion de
funciones C,, cuando n tiende a infinito, de tal manera que:

0, si x<0; 1
) = Y, —C’n3 : . <27
Colz) =z, si 0<z<l: Cn+1(x):{f (15)(3 2) i oo
1, si x>1. 5 T 5030 —2), si x2>3.
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) 1 ) 1
Figura 2.3: Grafica de la funcion Cy(x) y Co(z).
Proposicion 2.11. La funcion estindar de Cantor es subaditiva.

Demostracion. Teniendo en cuenta que la funciéon es creciente. Asi para probar la
subaditividad de C, es suficiente con probar la subaditividad de toda C,,, que haremos
por induccién matematica sobre n.

El caso n = 0 es trivial, la misma grafica nos muestra la subaditividad. Supongamos
cierto para n = k,

1 . 2

sCh-1(3 < 2z

Cuta) = 4 25105 Loy

5 +5Ck1(3r —2), si x> 3,

y verifiquemos para n = k + 1:

1 . 2

=C(3x), siox <z

Cronfw) = {2407 o

5 +5Ck@Br—2), si x>3.

Sea x,y € R, tal que y < x. Consideremos los siguientes casos:

I. y <O0.
Dado que x + y < x podemos escribir que
Cot1(z +y) < Cppa(2);

como Cp11(y) = 0 decimos que es monotona para todo n > 0, con seguridad la
funcién es subaditiva.

Cr1(z +9y) < Chpa(x) + Crpa(y).

IL y > 3.

En este caso,
1 1
Copr(z+y) = 5t §On(3($ +y)—2);
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1 1
Crpa(z+y) < 125"‘5;
Cpii(z+y) < L 1(J(3 —2)+1+10(3 —2);
n+1\L ) = 2 2 n{9T 2 2 n\9Y )

Coti(z+y) < Cppa(2) + Crya(y),
Por la propiedad transitiva la funciéon es subaditiva.

1
L.z < 3.

Como y < z entonces x + y < % y por definicion de la funcién:

1
Copi(z+y) = §Cn(395 + 3y),

1 1
< =Cn(3x) + =C,(3y);
2 2
Coa(r+y) < Chpa(z) + Copi(y),
v. 0<y < % < x.
Como % < x + y hacemos
1 1
Crii(x+y) = 5 + §Cn(3x + 3y — 2);
1 1 1
< _ _ — — .
< 5+ 5082 = 2) + 5Ca(3y);
< Chgi(z) + Crpa(y).

En estos 4 casos estan todas las posibilidades, asi la demostracion queda terminada. [J

Nuestros ejemplos han tenido como propiedades hasta ahora ser no decrecientes y salvo
la funcion estandar de Cantor, la continuidad.

Un ejemplo sencillo de funcién discontinua no decreciente que preserva métrica es:

Ejemplo 2.12.

1, en cualquier otra parte

0, si =0
f(x)Z{’ ’

Finalmente se verifica que f es docil, subaditiva y no decreciente, por tanto preserva
métrica.

19



Figura 2.4: Grafica de f(x).

Para continuar ampliando los ejemplos y también para caracterizar las funciones que
preservan métrica necesitamos la nociéon de tripla triangular. Esta primera nociéon fue
presentada en uno de los primeros articulos de Sreenivasan [9].

Definicion 2.13. Una tripla triangular es una tripla que notamos (a,b,c) donde
a,b,c € R™ tal que
a<b+e, b<a+c ,c<a+bd

o equivalente a, la — bl < c < a-+b.

Las triplas triangulares son precisamente esas triplas de R no negativas que son de la
forma

(d(z,y), d(y, 2), d(z, 2))

para algtin espacio métrico (X, d) y algunos z,y, z € X, como se muestra en la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.14. Si (X,d) es un espacio métrico y x,y,z € X entonces
(d(z,y),d(y, z),d(x, z)) es una tripla triangular.

La prueba de la proposiciéon es inmediata usando la desigualdad triangular.

Proposicion 2.15. Suponga que f es una funcion docil. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. f preserva métrica

2. Para cada tripla triangular (a,b,c), (f(a), f(b), f(c)) es una tripla triangular.
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Demostracion.

Sea (a, b, ¢) una tripla triangular, sea d,, la métrica usual sobre R%. Un argumento claro
usando geometria elemental (como indica la Figura 2.9) muestra que hay u,v, w € R?
tal que

dy(u,v) =a, dy(v,w)=>b, y ,dy(u,w)=c

e —— -

Figura 2.5: Grafica de las distancias entre u,v y w.

sabiendo que (f od,) es métrica se tiene:

(fodu)(u,w) < (f odu)(u,v)+ (fodu)(v,w);
fldu(u, w)) < fldu(u, ) + f(du(v,w));
< fla) + f(b);

A\

(fodu)(u,v) < (fodu)(u,w)+ (fod)(w,v);
f(du(u,v)) < f(du(u, w)) + f(du(w,v))
fldu(u,0)) < f(du(u, w)) + f(du(v, w))

fla) < f(e) + f(b);

(fodu)(v,w) < (fody)(v,u) +(f odu)(u,w)
fldu(v,w)) < fldu(v,u)) + fdu(u, w));
fldu(v,w)) < fldu(u,v)) + fdu(u, w));

f0) < fla)+ f(o).

Por lo tanto (f(b), f(a), f(c)) es una tripla triangular.
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Ahora veamos que la imagen de cada tripla triangular preserva métrica:

1.  Como f~1(0) = 0, entonces para cada z,y € X,

(fod)(z,y)=0; & f(d(z,y))=0;
& d(r,y) =0;
s r=y.

2. Sean z,y € X, y por el hecho que d es métrica afirmamos:

d(z,y) = d(y,z);
fld(z,y) = fld(y,2));
(fod)(z,y) = (fod.)(y )

3. Siuzy,z € X, entonces como (d(z,y),d(y, z),d(x,z)) es una tripla triangular
tenemos:

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z2);
fld(z,2)) < fldz,y))+ fdy,2));
(fod)(z,2) < (fod)(z,y)+ (fod)(y,=).

Por lo tanto f preserva métrica. O
Recordemos que por la definicién de tripla triangular, uno de los tres valores esta en
medio de la suma y la diferencia de los otros dos; si se analiza en la cota minima, es

decir, cuando por ejemplo ¢ = |a — b| un importante resultado servira de apoyo a los
proximos capitulos.

Entonces para funciones f que preservan métrica, la proposicion 2.15 en la segunda
parte obtenemos que si ¢ = |a — b|, |f(a) — f(b)| < f(|la —b]), es decir,

c=la—0b] < [af+1b],
ja—b] < la[+[—b],

como la funcién preserva métrica entonces (a, b, ¢) es una tripla triangular, luego:

la] < |b] +[a —0bl;
a < b+b—a;
0 < 2b,

y sus imagenes también son una tripla triangular, de modo que:
f0) < fla)+ flo),
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lo cual indica que:

|f(a) = f(0)] < f(la = b]).

La demostracion de la proposicion 2.15 muestra que una funcién f docil, preserva
métrica si y solo si f o d es métrica sobre R? siempre que d lo sea.

Dobo$ dio un interesante ejemplo mostrando que R? no puede ser cambiado por R
ver [3]. El construye una variacion f de la funciéon extendida de Cantor, que preserva
métrica sobre R y tiene la propiedad que liminf f(z) = 0, (propiedad suficiente para
que f no preserve métrica como mostraremos adelante), pero nosotros a continuacion
presentamos tres puntos cualesquiera que a pesar del intento de obtener una misma
distancia de un punto a los otros dos, mostraremos que no es posible lograr eso en R.

Sean (X,d) espacio métrico y (a,b,c) una tripla triangular, de modo que existen
u,v,w € R con u < v < w tal que:

du,v) =a, dv,w)=>b, y du,w)=c

graficamente se muestra que se necesita trazar arcos a igual distancia con centro en v
y radio § que pase por u y por w, pero que no cumple con las distancias dadas entre
ellos mismos.

| .
0 —i
f b /

-

Figura 2.6: Grafica de distancias en R.

Ahora, siguiendo con el anéalisis y basados en las mismas triplas triangulares se tiene:
lu—vl=a, |lv—w|l=0b, y |u—wl=c,

que es lo mismo que:
u—v=a ,V, VvV—UuU=a
v—w=>b ,V, w—v=>b

u—w=c ,V, w—u=c
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entonces se construye la matriz con

v—u=a
w—v=>
w—u=-c
-1 1 0
A= 0 —-11
-1 0 1
|A] = (—=1)(—=1) — 1(1) = 0 luego la matriz A no es invertible y en general no tiene

solucion, por ejemplo con @ = 1,b =1, y ¢ = 1, claramente {1,1,1} es una tripla
triangular pero:
dlu,v) =1, dv,w)=1, y du,w)=1

v—u=1
w—v=
w—u=1,
y el sistema representado por:
-1 1 0]1
0 -1 1]1
-1 0 1]1

No tiene solucién.

Como deciamos renglones antes sobre el liminf f(x) = 0 es una propiedad suficiente
para que una funciéon no preserve métrica, la siguiente proposiciéon presentada por
Dobos en [3] nos afirma esto.

Proposicion 2.16. Suponga que f preserva métrica:

1. Para cada xq > 0, existe € > 0 tal que f(x) > €, para cada x > xo. En particular,
liminf f(x) >0 y (x,0) no es punto limite de la grifica de f, para algin z > 0.
2. Si f es discontinua en cero, entonces existe € > 0 tal que f(x) > € para todo x > 0.

Demostracion.

1. Supongamos que existe xg > 0 y una sucesion {x, },en tal que x, > zo, para todo
n €Ny lim, .o f(z,) = 0.

24



Sea n de modo que f(x,) < @ entonces (x,,x,, o) es una tripla triangular, pero
(f(xn), f(x,), f(x0)) es imposible que sea tripla, pues,

flan) + 1) < T2 IO )

En consecuencia, para cada xg > 0, existe € > 0 de modo que se cumple f(x) > €, para
cada x > xg.

2. Supongamos que para todo € > 0, existe z > 0 tal que f(x) <e

Sea € > 0 y construyamos una sucesicion {z,}>%; tal que lim, .., f(z,) = 0 de la
siguiente forma: por hipotesis si tomamos % entonces existe x,, tal que f(z,) < %, luego
f(z,) es una sucesion con la condicién deseada, pero si tomamos f(z,) < § y como f
no es continua en cero, existe un y € (—x,,x,) con f(y) > €, de modo que (y, z,, ;)
es una tripla triangular pero (f(y), f(x,), f(z,)) noloes pues f(y) > 2f(z,) porque

fly) > € > 2f(x,). 0

La proposicién 2.16 muestra que funciones que preservan métrica no pueden tener el
eje x como asintota horizontal: de este modo, la funcién 73,2 1o preserva métrica.

Usando la proposicion 2.15, ahora se puede exhibir completamente una variedad de
funciones discontinuas que preservan métrica, como se muestra en la proposicion 2.18.

Definicion 2.17. Una funcion f docil se le llama fuertemente acotada si exviste un
v >0 tal que f(x) € [v,2v], para cada x > 0.

Proposicion 2.18. Si f es docil y fuertemente acotada, entonces f preserva métrica.

Demostracion. Sea v > 0 tal que f(z) € [v,2v], para cada x > 0 y sea una tripla
triangular cualquiera (a, b, ¢) asi por medio de la proposicién 2.15 demostremos que
sus imagenes también son una tripla triangular, contemplemos los siguientes casos:

i. Si axbxc = 0 entonces alguno de los tres es cero, o que dos sean cero o que todos
sean cero, de modo que:

Supongamos que a = 0 por definiciéon de docilidad tenemos que f (a) = 0. Por ser
fuertemente acotada sabemos que f(b) > v, f(c) >v entonces f(b) < f(c)+f(a )
que reemplazando es  f(b) < f(c) +0 lo que prueba que (f(a), f( ), f(c)) e
una tripla. Igualmente si es b = 0 o ¢ = 0 obtenemos que (f(a), f(b), f(c)) es una
tripla triangular.

Ahora supongamos que a = b = 0 por ser f docil entonces f(a) = f(b) =0y por
ser fuertemente acotada f(c) > v.

25



Comob<c+a =0<c+0 y c<b+a = c<0+0 porlotanto c=0 'y
debido a la docilidad tenemos que f(c) = 0 llegando asi a: (f(a), f(b), f(c)) es

una tripla triangular.

ii. Si a*xbx*xc # 0 es porque ninguno de los tres es cero y por hipotesis tenemos
que f(a) > v, f(b) > v, f(¢) > v. Como f(a) < 2v = v+v < f(b) + f(o),
f) <2v =v+4+v < fla)+ f(e), flc) < 2v = v+v < f(b)+ f(a). O

Combinando las proposiciones 2.16 y 2.18 tenemos que cualquier funcion doécil, fuerte-
mente acotada es necesariamente discontinua en cero. Por consiguiente hay 2¢ funciones
dociles fuertemente acotadas (donde ¢ es el cardinal de R), de este modo la mayor parte
de las funciones que preservan métrica no son continuas.

Un tipico ejemplo que podemos construir es con la proposiciéon siguiente:

Proposicion 2.19. Ezxiste una funcion que preserva métrica que en ninguna parte es
continua y en ninguna parte de variacion acotada.

Demostracion. Sea {A,B} una particion de [0, 00) para la cual Ay B son densos en
[0, 00).

Definimos f : [0,00) — [0, 00) por

0, si =0
flx)y=<1, si z€A
2, si x€eB

Por medio de la proposicién 2.18 a continuacion se prueba que f preserva métrica :

Figura 2.7: Grafica de f(x).

Por definicion de la funcion, f(z) =0 si =0 en consecuencia es docil.

Tenemos que para todo = > 0, f(x) es 1 o 2 por tanto existe v > 0 en este caso

v =0,5 tal que: f(z) € [%, g] lo cual indica que es fuertemente acotada.
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Ahora con seguridad esta funcién preserva métrica y dirigimos nuestro interés en obser-
var que en ninguna parte de variacion acotada. Como A, B son densos entonces existe
{ai}tien ; a; < a; si i < j de modo que {a;}32;, C (AN]a,b]). Igualmente existe
{bitien ; b; < b; sii<j tal que {b;}2, C (BNa,b]) y [{a;}| =n, [{bi}] =m.

Supongamos que f € VAa,b]: > |Apf] < M. Como Vi(Iy) = f(xr)—f(xr-1) = D f
por densidad de los conjuntos A y B tenemos que la diferencia entre cualesquiera dos
elementos pertenecientes a cada una de las sucesiones siempre sera 1 y > |Agf| =
2n — 1 > M lo que contradice lo supuesto, luego no es de variacién acotada. O

El ejemplo presentado en la anterior proposicién muestra, en particular, que funciones
que preservan métrica no necesitan ser no decrecientes. Pokorny [8] fue apartando una
clase natural de funciones dociles para lo cual todas las funciones que preservan métrica
deben ser no decrecientes.

Definimos ¥ = {g : g(z) = x + h(z), Yz > 0, donde h es periddica}.

Un elemento de este conjunto ¥ es x + |sin(x)|. Pokorny mostré que para funciones
dociles miembros de la clase 9, preservan métrica si y solo si son no decrecientes y
subaditivas en [8].

71

Figura 2.8: Grafica de f(x) = x + |sin(z)|.

Otro ejemplo del conjunto ¥ que preserva métrica.

Ejemplo 2.20. h(x) =: h,(x), donde n € Z y I, = [np, (n + 1)p], supdnganse que
O<a<l, yxel,.

[y

(1+ a)x — nap, si np<x§(2"2+)p

h"(x):{(1—a)x+(n+1)ap, si. (M5)psas(ntlp

Primero probaremos que h preserva métrica por medio de la proposiciéon 2.7.
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Figura 2.9: Grafica de h(x) con a = % yn=2.

Note que h,, es creciente en (@) Py (T) p <z < (n+1)p, ademas es continua,

luego h,, es creciente en [np, (n + 1)p).

Sean z,y € [0,00), tenemos muchas posibilidades, las cuales solo se consideraran algu-
nas:

a. Tomemos z,y €I}, y kp<ux,y< (2k2+1)p

Sumando las desigualdades, tenemos:
2kp <z +y < (2k+1)p,

luego x +y € Iy, y mas concretamente contemplamos las dos posibilidades del
intervalo que su imagen bajo hy(x + y).

o sizty € [2kp, (&) p], pero hy(z) = (1+a)z—kap y hi(y) = (1+a)y—kap,
entonces la suma es:

hi(z) + hi(y) = (1 + a)(x +y) — 2kap = hay(r + y);

que es lo mismo que:

hoe(® +y) = hi(2) + hi(y).
Lo anterior cumple la desigualdad de la subaditividad

h(z+y) < h(z)+ h(y).

o pero puede suceder que = +y € [(EL) p, (2k + 1)p] y asi, haw(z +y) =
(1 —a)(z+y)+ (2k+ 1)ap, luego:

1-—a)z+y)+2k+1ap < (1+a)(x+y)—2kap

28



ax + ay + 2kap;
2kazx + 2ay;

axr — oy + 2kap + ap

IAIA

dkap + ap
4k + 1
9 p

Por lo tanto la subaditividad se tiene.

IN

r+y.

2k+1

b. Tomemos z,y € I, y (T)p < z,y < (k+ 1)p. Sumando las desigualdades,

tenemos:

2k +1)p <z+y < (2k+2)p,

luego x 4+ y € Isk41, y analizamos los dos casos donde hi(z + ).
o siz+y e [(B2),(2k+2)]. Como hy(z) = (1 —a)z+ (k+1)ap y

hi(y) = (1 — )y + (k + 1)ap. Entonces la suma es:
hie(@) + hi(y) = (1 = a)(z +y) + (2k + 2)ap = hapa (z + y);

que es lo mismo que
hogo(z +y) = hi(z) + hi(y).

Lo anterior cumple la desigualdad de la subaditividad

h(z +y) < h(z)+ h(y).

o Pero también puede ser que x4y € [(2k+1)p, (4;%3) pl v asi, hopr1(z+y) =
(1+a)(z+y) — (2k+1)ap.

I+a)(z+y) —C2k+1Lap < (1—-a)(z+y)+ (2k+2)ap;
ar —ay —2kap —ap < —ax — ay + 2kap + 2ap;
20+ 2y < 4kp+ 3p;
4k + 3
z+y < ( 5 )p.

Por lo tanto x4y estén en el intervalo correspondiente y la subaditividad se tiene.

c. Tomemos z,y € I, y z € [kp, (B2)p] . ye [(3E2)p, (k+1)p]




4k + 1 4k + 3
( 5 >p§x+y§( 5 )p;

lo que quiere decir que x +y € Io, U Iopyq.

o Six+y € Iy, entonces
how(r +y) < hi(w) + hi(y)

se tiene por la subaditividad de la funcion.

oY six+y € loyq entonces:
hors1(z +y) < hi(x) + hi(y),
se tiene por la subaditividad.

d. De manera equivalente podemos considerar el caso restante, cuando x € I, y € I,,

conk<m y xzelkp,(EL)p , yelmp (22)p].

Con lo que podemos concluir que h(z +y) < h(z) + h(y).

En dltima instancia queda discutir algunas técnicas para la construccion de nuevas
funciones que preservan métrica que se han trabajado desde hace varios anos, y mas
concretamente situarnos en preguntas naturales que nos podriamos hacer como las
siguientes:

()1 ;Puede una funcién que preserva métrica ser estrictamente decreciente sobre un
intervalo (a, 00), a > 07

Sabiendo por la proposicion 2.16 que las funciones que preservan métrica no pueden
tener como asintota el eje x y que cabe la posibilidad de acotar las funciones decre-
cientes dando asi una traslacién ascendente a la funcién; como se enuncia a continuacion.

Definicién 2.21.

0, si x =0,
Upr(z) = { .

flz)+r, si x>0.
Para cada f :]0,00) — [0,00) y cada r > 0.

Proposicion 2.22. Supongamos que f : [0,00) — [0,00) es acotada superiormente.
Entonces existe un ro > 0 tal que Uy, (x) preserva métrica r > 1.
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Demostracion. Como f es acotada superiormente entonces sea r, una cota superior,
por la definicion de Uy, (z) tenemos que es fuertemente acotada para todo r > g lo
cual indica que el rg fue hallado. O

El siguiente ejemplo nos presenta el caso de una funciéon que preserva métrica y que
es estrictamente decreciente sobre (0,00). Por lo tanto la respuesta a la pregunta es
afirmativa.

Ejemplo 2.23. Sea
0, st T =

, st x>0.

1T 1*¥

1 2 3 1 2 3

Figura 2.10: Grafica de la funciéon g(x). Figura 2.11: Grafica de la funcion f(z).

Podemos ver que g = Uy, (z) donde r =1 y

1
f(z) = 1 siz > 0.

Por la proposicion 2.22, se tiene que g preserva métrica.

(2> (Una funcién continua que preserva métrica puede ser estrictamente decreciente
sobre un intervalo (a,c0), a > 07

Para responder esta pregunta se necesita contar con la siguiente proposiciéon que es
una herramienta bésica y tutil.
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Proposicidon 2.24. Supongamos que f preserva métrica. Definamos Ty, : [0,00) —
[0,00) con ¢,r > 0 por:
re, si x € |0,c);

f(z), en otra parte.

Tyer(x) = {

Entonces Ty, preserva métrica sty solo st f(c) =rc y |f(x)— f(y)| < rlz—y| para
cada x,y € [0,00).

Demostracion.

Partiendo del hecho que T}, preserva métrica, demostraremos que f(c) =rcy |f(z) —
f(y)] < r|lz—y| para cada x,y € [0,00), por lo tanto:

i. Supongamos que f(c) # rc entonces f(c) es cualquier valor mayor que cero, luego
no cumpliria la propiedad de subaditividad ya que por la proposicion 2.2 ésta es
consecuencia de la preservacion de métrica, por lo tanto f(c) = re.

ii. Sea z,y € [0,00) como z,y > ¢ supongamos =z <y y y —x < ¢ y por hipdtesis
tenemos que T' preserva métrica luego:

T(y) = T(2)]
£ (y) — f(2)]

Ahora, si x —y > ¢ podemos tomar la particion xg =y < z1 < ... < T, < Tpy1 =
x tal que |z;11 — z;| < c. Aplicando la propiedad telescopica se tiene:

T(ly — =)

<
< rly — o

T(x)=T(y) = |ZT(%+1)—T(%)!;

< Z T (it1) — T(s)l;
i=0

< ZT|$i+1 — z;
i=0

< rlz—yl.

0l

Ejemplo 2.25. Una funcion continua, que preserva métrica que es estrictamente de-
creciente en (1,00).

Sea (ver figura 2.10)
0, st x=20
g(x) = { . .

1+$—+1, st x>0

Se define:
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3 .
T(2) = sx, si xel0,1)
g(x), en otra parte Lo

Figura 2.12: Grafica de la funcion T(x).

Facilmente se puede ver que 7' es continua y que es estrictamente decreciente en (1, 00),
ahora por la proposiciéon 2.24 tomando ¢ = 1,r = % y f = g se tiene que Ty, (x) =
Tyr3 (x) la cual es estrictamente decreciente sobre un intervalo y preserva métrica, asi
responde a la pregunta @)s.

Este ejemplo también muestra que funciones continuas que preservan métrica no nece-
sitan ser no decrecientes.
@3 ;'Toda funcién continua, no decreciente que preserva métrica debe ser coOncava?

Ejemplo 2.26. Esta es una funcion continua, no decreciente pero que no es concava,
se necesita ver si preserva métrica. Sea

1, st 0<x <2,
fle)=Raz—-1 s 2<z<3,
2, st x> 3.

Figura 2.13: Grafica de la funcion f(x).

Puesto que f es estrictamente acotada, por proposiciéon 2.15 se obtiene que f preserva
métrica.
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Se define

Figura 2.14: Grafica de la funcion T'(x).

Es claro que T'(z) es continua y es no decreciente.

T'(x) es no concava pues por ejemplo para a = 1y b = 3 se tiene que:

T(a+b) _ Tl +T()

2 2
r(1t3 _ T(1)+T(3)7
2 2

142

T(2) < 2
2
3
1 < =
<3

Lo que contradice la concavidad. Utilizando la proposicion 2.24 con ¢ = 1,r = 1y
Tter(x) =T11(x) se puede afirmar que preserva métrica y no es concava.

Ejercicio 2.27. Usando la proposicion 2.22 y proposicion 2.24 probar que la funcion
de Juza preserva métrica.

La funcion de Juza es:

() = {‘” TrE

1—|—ﬁ, st x> 2.

Aplicando la proposicion 2.24 tenemos que ¢ = T, 2, donde

0, si =0,
g(r) =<2, si z€]0,2),
14+, si z>2



Figura 2.15: Grafica de la funcion ((x).

Figura 2.16: Grafica de la funcion C(z).

Pero a la vez g estd compuesta por otra funcion que llamaremos f en concordancia con
la proposicion 2.22 donde g = Uy, = Uy, la mencionada f es fuertemente acotada por
arriba por lo cual se aplica la proposicion 2.22 concluyendo asi que existe rg > 0 tal
que g preserva métrica para cada r > rg. Con base en esto, por la proposicion 2.24 es
claro que g(c) = g(2) = rc = 1% 2 = 2 pero falta probar que |g(z) — g(y)| < 1|z — y|
para todo z,y € [2,00).

Por definicion de la funcién g para el caso donde no es constante ni cero, se tiene que
para todo valor z su derivada es:

L

Y

que siempre es menor que 1 y por el teorema de valor medio, donde % <1 que

es igual a |g(z) — g(y)| < 1|z — y| se concluye que g preserva métrica.

(4 ;Debe toda funcion que preserva métrica que es discontinua ser fuertemente aco-
tada?
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La respuesta a esta pregunta, se presentarda después de conocer el siguiente teorema
dando asi la propiedad de clausura a la clase de funciones que preservan métrica.

Teorema 2.28.

1. Si f, g preserva métrica y m > 0, entonces fog, f+g, mf ymax{f, g} preservan
métrica.

2. Si{hy}nen es una familia de funciones que preservan métrica convergente puntual-
mente a una funcion h y h(x) > 0 para todo x > 0, entonces h preserva métrica.
Igualmente, si X0 1h,, converge a una funcion hy, donde cada funcion h, preserva
métrica, entonces hg preserva métrica.

3. si S es un conjunto de funciones que preservan métrica, acotado y si g(x) =
sup{f(z) : f € S} entonces g preserva métrica.

Demostracion.

1. En este punto se tiene que f, g preservan métrica. Entonces:

oComo cada funcion preserva meétrica, preserva triplas triangulares. Sea (z,v, 2)
cada tripla triangular, entonces (g(x), g(y), g(z)) son sus respectivas triplas triangu-
lares y aplicando f se tiene:

(f(g(x)), f(g(y)), f(9(2))),

es una tripla. Y de la proposicion 2.15 tengo que f o g preserva métrica.

oSea (x,y, z) una tripla triangular. Como f y g preservan métrica:

flo) < fly)+f(z) v g(x) <g(y) +9(2).
Sumando las desigualdades se tiene:

flx) +g(x) < fly) +9(y) + f(2) +9(2),

por la proposiciéon 2.15 se concluye que

(f+9)@), (f +9)(y), (f +9)(2)),

es una tripla triangular, luego f + g preserva métrica.

o Por la proposicion 2.2 f es subaditiva, donde para cada x,y, z se afirma que:

flx+y) < f(2) + f(y),

luego, como m > 0:
mf(z+y) < m(f(z)+ ()
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mf(r+y) < mf(z)+mf(y).

Por lo tanto mf preserva métrica.
o la funcion méx(f, g) se probara en el dltimo punto.
. Si {hp}nen es una familia de funciones que preservan métrica que convergen pun-

tualmente a una funcion h y ademdas para cada = se tiene h(x) > 0 entonces h
preserva métrica.

Sea (z,y, z) una tripla triangular como todo elemento de la familia {h, },en es una
funciéon que preserva métrica entonces bajo hy también es una tripla triangular como
sigue

y hn, — h puntualmente, entonces para todo x se tiene: hy(z) — h(z). Supongamos
que h no preserva métrica en consecuencia h(x) > h(y) + h(z) y sea

r=h(x) — (h(y) + h(z)) > 0.

Se construyen las bolas B(h(y),€), B(h(z),€) y B(h(x),¢) tal que hi(z) € (h(z) —
€, h(r) +¢€) y e =% de modo que:

hi(y) + he(2) < h(y) + h(z) + 2¢
hi(y) + hi(z) < h(y) + h(z) +

N

hi(y) + he(z) < h(y)

hi(y) + hi(2) <

ha(y) + (=) < h(z)— (

Luego esto es una contradiccion porque (hg(x), he(y), he(z)) es una tripla triangular
y la suposicién es falsa.

o Si Y | hy converge a una funcion hg, donde cada funcion h,, preserva métrica.
Entonces h preserva métrica.

Por el primer punto donde si dos funciones preservan métrica también la suma
L . . . . . . k

preserva métrica y gracias a la propiedad asociativa, se dice que hy = > .| h;

preserva métrica. Como hy, tiende a hg = >~ | h, se tiene que hy preserva métrica.
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3. Si S es un conjunto de funciones que preservan métrica, que es acotado puntualmente
y se define g(z) = sup{f(z) : f € S}. Entonces g(z) preserva métrica.

Sean (x,y, z) una tripla triangular, f € S, para cada f que preserva métrica tenemos:

flx) < fly)+ f(2);
f(z) < sup f(y) +sup f(2);
fes fes
sup f(z) < sup f(y) + sup f(2);
fes fes fes
g(z) < g(y)+g(2).

Ahora veamos el ejemplo que responde a la pregunta ().

Ejemplo 2.29. Sea f una funcion discontinua que preserva métrica que no es fuerte-
mente acotada definida asi:

(@) = {0’ e

1+ |z —1|, si x€(0,00).

Figura 2.17: Grafica de la funcion f(z). Figura 2.18: Grafica de la funcion h(x).

Facilmente se puede observar que f es discontinua en cero y no es fuertemente acotada.
Utilizando el teorema 2.28 sea

gla) =
y
0, si =0,
h(z) =<1+ |z —1|, si z€(0,2),
2 si oz € [2,00).

Entonces f = méx{h, g}, luego g preserva métrica porque es docil, subaditiva y no
decreciente y h preserva métrica porque es fuertemente acotada, por lo tanto gracias al
teorema 2.28 f preserva métrica.
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CAPITULO 3

FUNCIONES QUE PRESERVAN
METRICA FUERTEMENTE

3.1. Funciones que preservan métrica y continuidad

Las funciones que preservan métrica son una herramienta para crear nuevas métricas de
la forma f o d sobre un espacio métrico dado (X, d), en efecto, estas funciones pueden
ser una fuente para construir métricas que son topoldgicamente equivalentes a d y que
tienen propiedades interesantes.

En este capitulo se presentan las funciones que preservan métrica pero que ademas se
caracterizan por preservar métrica fuertemente.

Definicion 3.1. Sean (X, d) un espacio métrico y una funcion f que preserva métrica,
entonces f preserva métrica fuertemente si la métrica que la funcion genera es
topoldgicamente equivalente a d.

Es necesario comprender el comportamiento en cero de una funcién que preserva
métrica: porque entre las funciones que preservan métrica fuertemente y la propiedad
de ser continuas en cero existe doble implicaciéon. En el capitulo anterior se trataron
funciones discontinuas que preservan métrica, ahora se prueba que la métrica que
genera la composicion es la discreta.
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Lema 3.2. Suponga que la funcion f preserva métrica. Entonces las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

1. f es discontinua en cero.

2. fod es una métrica discreta para cada métrica d.

Demostracion.

Mostremos que f o d es una métrica discreta, sea (X,d) un espacio métrico. Por la
proposicion 2.16 existe un ¢ > 0 tal que para todo z > 0 se tiene que f(z) > e.
Entonces Bjoq(x,€) = {x} para cada z € X como se deseaba.

Ahora probemos f es discontinua en cero, sea d, la métrica usual sobre R, sabiendo
que fod, esla métrica discreta, se construye Bjoq,(0,€) = {0} para algin e > 0.
En consecuencia existe una sucesion {x,}, de nimeros positivos que converge a cero
(relativo a d,) tal que para todo n y para todo x se tiene

€ < f(du(xn,0)) = f(xn)
e < fod,(x,0)

que es lo mismo que f(z) > € y f(x,) > € por lo tanto, f(z,) no converge a
f(0) =0 asi f no es continua en cero. O

Teorema 3.3. Una funcion que preserva métrica, preserva métrica fuertemente si, y
solo si, €sta es continua en cero.

Demostracion. Sea ¢ una funcién que preserva métrica fuertemente, por tanto ¢ o d
es topologicamente equivalente a d. Si 1) no es continua en cero entonces @ od es discreta
por proposicion anterior lo cual contradice que preserve métrica fuertemente luego v es
continua en cero.

Astmase que 1 es continua en cero. Sea (X, d) un espacio métrico. Se sabe que si una
topologia es equivalente a otra es porque cada topologia contiene a la otra por lo tanto
la demostracion se divide en dos partes:

" Tg C Tyod

Dado e > 0, existeun d > 0 tal quesi z € B(0,6) con0 < z < § entonces 0 < 1(z) < e.
Sea y € Byoa(,€) tal que ¢ o d(z,y) < e. Tomemos r = § — d(z,y). Si z € Ba(y,r)
entonces d(z,y) < r pero:
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Por lo tanto z € B yoq(2,€) ¥ Ta C Typod-
" Tyod C T4

Seax € X, r >0, B4(x,r), y € Ba(x,r). Para encontrar R tal que Byoq (y, R) C By(z,r)
se toma la proposicion 2.16, asi existe un § > 0 tal que f(z) > § para cada z > r de
donde se obtiene

Bd)od(y? o — ¢ ° d(l’, y))7
de ahi R =6 — ¢ od(x,y). Sea z € Byoa(y, R) entonces:

Yod(y,z
Yod(y,z
Yod(y,z)+vod,
(
(

=

_¢Od($ay)a

<

Yod(x,z) <ypod(y,z)+odz,
Yod(z,z
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S S S >

)
)
)
)
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Luego d(z,z) <ry z € fBa(x,r) que se queria. O
@5 (Debe toda funciéon que preserva métrica que es continua en cero ser continua?

Como ahora se muestra, la continuidad en cero obliga a una funcién que preserva
métrica a ser continua en todo intervalo; este resultado responde a la pregunta que si
.Debe toda funcién que preserva métrica que es continua en cero ser continua?

Teorema 3.4. Suponga que f es una funcion que preserva métrica y que es continua
en cero, entonces la funcion f es continua sobre [0, 00).

Demostracion.

Supongamos que f no es continua en algin xy > 0, entonces existe € > 0, tal que para
todo 0 >0 existe un x € (vg — 0,20 +0) v f(z) € (f(zo) — €, f(z0) +€).
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Por la discontinuidad de la funciéon se puede garantizar que existe 6 < 2. Si 0 <a <0
entonces 0 < f(a) < e. Sea zy € [0,00) tal que |29 — x| < 0 ¥y |f(20) — f(z0)| > €.
También sea ag = |20 — xg| de modo que se tienen dos casos a analizar:

Cuando f(z9) > €+ f(x).

= Sixzg+ ag = zg se tiene:

f(xo) + flao) < f(wo) +¢
f(xo) + flao) < f(zo+ ao);
f(xo) + fag) < f(z0),

que contradice la subaditividad.
» Si ag+ 20 =z entonces (zo, z0,a9) es una tripla triangular y
ag + xo = 2a9 + 20 = Zo;

ag < ag + 220 = o + 20;

por lo tanto, f(zo) — f(zo) > € > f(ao),

que es lo mismo que f(ap) + f(zo) < f(20) no es una tripla triangular entonces
por proposicion 2.15 no preserva métrica.

Cuando f(zg) > €+ f(20)-

» Sizg+ ag = 2o entonces (xg, ag, z9) es una tripla triangular y
.T0+ZQI2$0+CL0 Zao;

xo < T + 2a0 = 2o + ao;
Por lo tanto, f(zo) — f(20) > € > f(ao).

Que es lo mismo que f(xg) > f(ao) + f(20) no es una tripla triangular y por
tanto, no preserva métrica.

= Siag + 29 = xg entonces

flao) + f(z0) < f(z0) + €
flao) + f(20) < f(z0+ ao);
f(xo) + flao) < f(wo),

que contradice la subaditividad.
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En cada caso se obtuvo una contradiccion de lo supuesto y f es continua en [0,00). O

De este modo, para una funcién f que preserva métrica las propiedades de continuidad
y preservacion de métrica fuertemente son totalmente determinadas por el compor-
tamiento de f en cero. Y la continuidad en cero es ilustrada por una propiedad que es
aparentemente débil: esta sigue de la proposicion 2.16 en la cual f es continua en cero
si, y solo si, para cada € > 0, existe z > 0 tal que f(z) < € todo esto queda resumido
en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Suponga que [ preserva métrica entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

[t

. [ preserva métrica fuertemente;

[\

. [ es continua en cero;

w

. f es continua sobre [0, 00);

4. para cada € > 0, existe un x > 0 tal que f(z) < e.

La demostracion de este teorema se deriva de los teoremas anteriores y de la proposi-
cion 2.16.

Los siguientes lemas son importantes para la demostracion del siguiente teorema, estos
nos recuerdan que las funciones convexas que preservan métrica deben ser continuas
y ademas, en un intervalo cerrado las imagenes de los puntos son inversamente
proporcionales a ellos.

Lema 3.6. Sea f una funcion que preserva métrica y convexa sobre [0, c]. Entonces f
cumple:

1. Para cada x € [0,c] y n€Z+, f(5) = fQ(?.

2. La funcion f es continua.

f(z)

3. Siempre que 0 < x <y < ¢ tal que TSM

ot
Demostracion.

1. Como la funcién preserva métrica y por el ejemplo 2.5 que nos presenta que una

funciéon subaditiva cumple que % < f(5%), pero también de hipétesis se tiene que
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es convexa y el ejemplo 2.6 muestra que una funcion docil y convexa f(57) <
luego podemos concluir que

P f(z)

on’ o

. Con base a la anterior afirmaciéon y el numeral cuatro del teorema 3.5 sea € > 0
tomando x en este caso igual a 5, donde n es un entero positivo tal que % < €,

podemos afirmar que

fw = 1) =19 <

por lo tanto f(z) <€ y f es continua.

. Sea S = {u € [0,c] : @ < %;O < z <y < u}. Este conjunto en el peor de
los casos tiene por lo menos un elemento, ya que 0 € S pues no existen x e y que
contradigan la condicién, asi S # @. Sea z = sup S; se necesita demostrar que

S = [0, ] probando que z = c.
Supongamos que z < ¢ entonces puede suceder:

Caso 1. z ¢ S§. Como z < ¢ entonces dry < z tal que @ < I para cualquier

T < x < z. Sea ’
gz 2 [0,00) — [0, 00)

que denota la funcién cuya grafica es la linea que pasa por (0,0) y (z, f(x)). Defi-

nI1mos: M

() = 27

Por la eleccion de z, siempre que zg < x < y < z, se tiene:

gz = T ),
0
como o < x entonces

9o0(y) < ga(y);
yf(xo) < ﬁ;
Zo a
flao) _ fl@)
x0 — x

existe 0 > 0 (0 < z —xp) tal que si 0 < z —x < & entonces por continuidad
de g¢., se puede decir que g, () > f(2). Sean x; = z — 0, € = gy(x1) — f(2) si
0<x—2z<d entonces

€= gxo(xl) - f(Z)

€
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pero esto contradice la continuidad de f en z que esta probada en el primer punto.

Caso 2. z € A. Con base en lo supuesto, se puede encontrar un y arbitrariamente

cercano a z tal que % < @ donde z <y y y — 2z < z llamaremos x = 2z — .
Despejando z = x;—y y por la convexidad de la funcién:
z+y f@)+ )
fe) =Y < B

£ - fw) < TOIE <y g,

desarrollando las ecuaciones tenemos que z — x = z — (22 — y) = y — 2. Luego

como 1@ < &) antonces:
zf(x) < zf(2)
2f(x)+2f(z) < zf(2)+2f(2),
() —2f(s) < 2f(:) - 2f(2),
(z=2)f(2) < 2(f(2) = f(2)),
R EE)
e
2fly) < uf(2)
2fy) —2f(2) < yf(z) —2f(2),
() (fy) = f(2) < (w—2)f(2),
W16 _ S
y—2z z
por la propiedad transitiva,
)G _ 1) - J@)
y—z z—x
que contradice (3.1). Por lo tanto z = c. O

Ya se habia mencionado en el Corolario 2.4 que si una funcién preserva métrica implica
que no puede ser estrictamente convexa y es por esto mismo el siguiente teorema
perfecciona el resultado.
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Teorema 3.7. Si f preserva métrica y es convezxa sobre [0, ¢| para algin ¢ > 0, entonces
f es lineal sobre [0, c|.

Demostracion. Demostremos que para cada x en [0, ¢| para algin ¢ > 0,

£

o < x entonces

trivialmente cuando x = 0, f(0) =0. Sean x € (0,¢|, n € N tal que
por el lema 3.6 y por ser la funcién convexa se concluye:

Q) _ 1) 1@ _f©)
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3.2. Funciones que preservan métrica y

diferenciabilidad

La nocion de diferenciabilidad hace una particion de las funciones que preservan métrica
en dos clases diferentes que estdn determinadas por el valor de la derivada de cada
funcién en cero. Vamos a ver que la derivada de tales funciones siempre existe en cero.
La pregunta central es si la derivada es finita o infinita. Las funciones con derivada finita
forman una clase de funciones continuas que se comportan bien y que son diferenciables
casi en toda parte; funciones con derivada infinita, por el contrario pueden ser muy
mal comportadas, ellas pueden ser continuas, en ninguna parte ser diferenciables (en el
sentido finito), e incluso, como vimos en el capitulo dos, en ninguna parte son continuas.
En esta seccion, probaremos estos resultados.

El siguiente lema justifica el caso en que la derivada en cero existe y es infinita.

Lema 3.8. Si f es una funcion que preserva métrica y 0 < x <y, entonces % < 2@.

Demostracion. Sea n € Z% tal que 2" < ¥ < 2", entonces (z,7,zLr) es una
tripla triangular donde
)
gn—1 S 2:6,
asi por el ejemplo 2.5 se afirma que:
f(y)
W) < FEy) < f(20) < 2f(o);

flo) < 227 ) < 2572,

por lo tanto,

1) _ I
y — x

O

A continuacion se formula una condicion suficiente, encerrando la nociéon de gradiente
acotado, que mostraremos a continuacion.

Definicion 3.9. Dado r > 0, decimos que una funcion f que preserva métrica es
de gradiente r-acotado en cero si hay algin h > 0 tal que f(x) < rx, para todo
x € [o, hl.

Y decimos que f es de gradiente acotado en cero, si existe algin r > 0 tal que f es de
gradiente r-acotado en cero.
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La siguiente proposicién se necesita para el caso de la derivada finita y esto se
determina por medio del gradiente acotado en cero de la funcion.

Proposicion 3.10. Suponga r > 0 y f una funcion que preserva métrica, de gradiente
r-acotado en cero entonces:

1. f(x) <rz para cada x > 0.

2. |f(z) = f(y)| < r|lz —y| para cada x,y > 0.

Demostracion.

1. Por la definiciéon de gradiente r-acotado se tiene un r > 0 tal que existe un h > 0,
por lo que f(z) < rx para cualquier x en [0, h]. Sean x > 0, n € Z* suficientemente
grande de modo que 5; < h, usando el ejemplo 2.5 se puede afirmar que

f(z) x re

que es lo mismo que f(z) < rx para cada = > 0.

2. Retomando el resultado de la proposicion 2.7 sea ¢ = |z — y| con x,y > 0 entonces
lf(x) — f(y)] < f(Jxr — y]), ademés basados en el que f(|z — y|) < r|z — y| para cada
x > 0, se tiene:

[f (@) = F)l < f(lz —yl) < rlz—yl.

El siguiente lema es una generalizacion del teorema 3.7.

Lema 3.11. Suponga que f preserva métrica y r > 0. Si en cualquier vecindad de cero
existe un punto a tal que f(a) = a, entonces existe un h > 0 tal que f(z) = rz para
cada x en [0, h].

Demostracion. Por hipotesis f preserva métrica y por teorema 3.5 se tiene que f
es continua. Sea h > 0 tal que f(h) = rh. Supénganse que existe un x en (0,h) tal
que f(x) # x. Sea A ={y € [0,00) : f(y) = ry}. Por continuidad de f, AN[0,z| es
compacto y tiene un maximal elemento, el cual denotamos por M, ,; ademas, AN [z, h]
también es compacto, y se denota su elemento minimal por my .

En primer lugar si f(z) > rz, probaremos que existe un namero u en (My,,z) tal
que f(u) < ru entonces por continuidad f(z) = rz para algin z en [u,x) pero esto
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contradice la eleccion de My, con base en esto, sea y en A con 0 < y < o — My,
tomamos u =y + My, de modo que:

f(u) = f(y + MO,:C) S f(y> + f(MO,x);
< ry+rMy, =r(y+ Mo);
< ru,

Ahora si f(z) < rz, como en el caso anterior se prueba que existe un u en (z,m, ) tal
que ru < f(u), nuevamente por la continuidad de la funcién si f(z) = rz para algin
z en [x,u] pero no puede suceder porque contradice la eleccion de my . Sea y en A de
tal forma que 0 <y < m, ) — 2z llamaremos u = m, , — 2 entonces:

ru=r(mep—2) =r(Mmen) +7(2) < r(men — 2);
fman) + f(2) < f(f(mep—2)) = f(u);
ru < f(u).
En conclusion, f(x) = rz para cualquier x en [0, h]. O

Ahora podemos pensar en una caracteristica de todas las funciones que preservan métri-
ca y preguntarnos:

Qs ;Serd que cualquier funcion que preserva métrica tiene derivada en cero?

Esta pregunta le da respuesta en el siguiente teorema que abarca la derivada finita e
infinita por lo que se necesita definir el conjunto Q; = {r > 0 : f(x) < rz,Vz > 0}
el cual si es vacio entonces la derivada es infinita pero sino es vacio pasa lo contrario,
ademas se obtendré que si la derivada es finita entonces el conjunto es vacio y lo mismo
si la deriva es infinita entonces el conjunto no es vacio.

Teorema 3.12. Sea f una funcion que preserva métrica, entonces f'(0) existe en el
sentido extendido, (puede suceder que f'(0) = 400).

Demostracion. La prueba de este teorema se divide en dos partes las cuales son:
encontrar la derivada finita cuando @)y # @ y la derivada infinita

1. Sea n € Z*, como Qf = & se puede escoger un y > 0 tal que f(y) > 2ny; sea
z € (0,y] por el lema 3.8 se tiene que:

f(y) f(z)

LU < o,
Yy X
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adicionando la desigualdad nombrada entre las hipoétesis obtenemos:

on<TW o HI@).
Y z
M )

2 - oz’
ngw.

x

Como es para cada entero n > 0, entonces f’(0) existe y es infinita.

2. Por el teorema 3.5, f es continua de donde @)y es cerrado. Sea ry = min @y
probaremos que

lim M

To =
z—0 I

(3.2)

Sea € > 0 primero necesitamos demostrar que para cada h > 0, existe un x € (0, h
tal que

flz) > (ro—e€)x. (3.3)

Supongamos, en cambio que existe un h > 0 de modo que para cada =z €
[0,h], f(z) < rx, donde 1 = rg — €. Por lo tanto, f es de gradiente r-acotado
en cero y asi por proposicion 3.10, f(z) < rz para cada z > 0 lo cual contradice
la escogencia de ry. Por lo tanto, f(z) > (1o — €)x es ciento.

Ahora pasandonos al caso en que () # &, mostremos que existe un h > 0 tal que
f(x) > (ro — €)x para todo z € (0, hl.

Supongamos que para cada h > 0, existe un x € [0, h] tal que
flx) < (rg—e)x. (3.4)

Sea h > 0, por la ecuacion (3.3), existe z; € (0, h] tal que f(xy) > (1o — €)x1; por
la ecuacion (3.4), existe x5 € (0, h] tal que f(z3) < (ro—€)zy y por la continuidad
de f, existe z3 € (0, h] tal que f(z3) < (ro — €)z3 se obtiene por el lema 3.11, por
lo tanto lo supuesto no es cierto y se prob6 lo que queriamos.

Por lo tanto, ry € Qf, también se cuenta con f(x) < (ro — €)z para cada x > 0.
De esta forma combinamos los resultados y concluimos que para cada ¢ > 0,
existe un h > 0 tal que ro—e < "2 < ry+¢ siempre que 0 < 2 < h, demostrando

asi por la ecuacion (3.2). O

Proposicion 3.13. Si f preserva métrica y de gradiente acotado en cero, entonces f
es de variacion acotada sobre cada intervalo cerrado encontrado dentro de [0, 00).
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Demostracion. Sea r > 0, existe un h > 0 tal que f(z) < raz para todo z € [0, h.
Sea P={0=12y <1 < ..<umx, = h}, con Pe [0,h]. Se puede afirmar por la
proposicion 3.10 que:

n

Z |f(ziv1) = f(z)] < Zrmﬂ —zy;
=0

1=0

Do) = fl@)] < r)fw — s
=0 =0

Z |f(iv1) = f(@)| < rlzo — zal;

i=0

D @) = fl@)] < rl0—h| < M,
=0

para algin M > 0. O

Ahora se muestra que un funcién f que preserva métrica con derivada finita en cero
seré diferenciables casi en cualquier lugar.

Lema 3.14. Suponga que [ es una funcion que preserva métrica y f'(0) < +oo, en-
tonces:

1. f(x) < f(0)x, para cualquier x > 0.

2. |f(x) = F)l < F(O)x = yl, para todo 2,y > 0.

Demostracion.

1. Sea ¢ > 0, por hipotesis f/'(0) < 400, luego existe un h > 0 tal que f(z) <
(f'(0) + €)x para todo x € [0, h]; por lo tanto f es de gradiente (f'(0) + €)—acotado
en cero. Por la proposicion 3.10 se tiene que:

flx) <rz = (f(0) + e)z < f(0).

2. Sean z,y > 0, por la proposicion 2.15(2) si z = |z — y| entonces |f(x) — f(y)| <

f(Jx—yl|) y utilizando el primer punto f(z) < f'(0)z en el cual se reemplaza y queda
f(Jz —y|) < f(0)|]z — y| y por la propiedad transitiva se tiene:

[f () = F)l < [z —yl) < F(O0)le —yl.
O

En la demostracion del lema 3.14(1) se prueba que si una funciéon f preserva métrica

y su derivada en cero es finita, entonces la funciéon es de gradiente acotado en cero. Lo
contrario también es cierto y seguido del teorema 3.12 inmediatamente asi:
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Corolario 3.15. Sea f una funcion que preserva métrica, entonces f'(0) < 400 si y
solo st f es de gradiente acotado en cero.

Demostracion.

La implicacién es inmediata usando el lema 3.14.

Por otra parte como la funcién f preserva métrica podemos aplicar el teorema 3.12 asi
la f’(0) existe, ahora para determinar si es finita utilizaremos la proposicion 3.13 y el
lema 3.14(2) para alguna particion P = {a = xg < 71 < ... < z, = b}, con P € (0, h]
se tiene:

Z |f(zis1) = flz)] < Z F0)|zipr — a4l
i=0

Z |f(zirn) = fl2)] < f(0) Z |Tip1 — il;

=0

Z |f(ig1) — flz)] < f/(())’% — Znl;

Z!f(m)—f(asi)r < F(0))a—b| < +oo.

Por lo tanto f'(0) < 4oc. O

Teorema 3.16. Suponga que f es una funcion que preserva métrica y f'(0) < +oo,
entonces f es de variacion acotada sobre cada intervalo cerrado dentro de [0,00). De
aqui, f es diferenciable casi en cualquier parte.

Demostracion. Se tiene que la funcién f por la corolario 3.15 es de gradiente acotado
en cero y por la proposicion 3.13 es de variacion acotada en todo intervalo cerrado
dentro de [0, 00). O
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