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Resumen
Titulo: Estudio del razonamiento proporcional en educacién primaria: un acercamiento
historico-epistemologico para favorecer la inclusion®
Autor: Jaiver David Rey GOmez**
Palabras clave: Razonamiento proporcional, Historia, Epistemologia, Inclusion.
Descripcion:

En el presente documento se reporta un trabajo de investigacion cuyo proposito fue plantear y
valorar un disefio didactico flexible y adaptable rescatando el componente historico-
epistemoldgico del razonamiento proporcional y que favorezca la inclusion, dirigido a estudiantes
del grado quinto de educacion bésica primaria.

Este trabajo se fundamenta teéricamente en las etapas del desarrollo del razonamiento
proporcional, propuestas por Mochén (2012), y en el uso de la Historia y la Epistemologia como
recurso didactico. Asi mismo, acoge las directrices del Disefio Universal de Aprendizaje (DUA)
para favorecer procesos de inclusion. Por otra parte, se sustenta metodoldgicamente en el proyecto
707983 “Disefios didacticos para la inclusion en mateméticas con la mediacion de tecnologia:
procesos de formacion y reflexion con profesores ”. La metodologia particular de este trabajo tiene

un enfoque de disefio curricular y se desarrolla en cuatro fases.

En cuanto a la estructura curricular del disefio didactico, se adapté una secuencia particular, con
un énfasis histérico-epistemologico, a cuatro momentos de actividad matematica, de acuerdo con

el proyecto 707983, antes citado.

Finalmente, en el andlisis y discusion de resultados se resaltan las reflexiones a priori suscitadas
por el planteamiento del disefio y su posterior valoracion, en aras de responder al objetivo de

investigacion.

* Trabajo de grado
* Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en Matematicas. Directora: Dra.
Sandra Evely Parada Rico. Codirector: Mg. Jairo Gutiérrez Balaguera
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Abstract
Title: Study of proportional reasoning in primary education: a historical-epistemological

approach to promote inclusion*

Author: Jaiver David Rey Gomez**
Keywords: Proportional reasoning, History, Epistemology, Inclusion.

Description:

This document reports a research work whose purpose was to propose and assess a flexible and
adaptable didactic design rescuing the historical-epistemological component of proportional
reasoning and that favors inclusion, aimed at students of the fifth grade of primary basic education.
This work is theoretically based on the stages of the development of proportional reasoning,
proposed by Mochon (2012), and on the use of History and Epistemology as a didactic resource.
Likewise, it welcomes the guidelines of the Universal Design for Learning (UDL) to favor
inclusion processes. On the other hand, it is methodologically based on the project 707983
"Didactic designs for inclusion in mathematics with the mediation of technology: processes of
training and reflection with teachers"”. The particular methodology of this work has a curricular

design approach and is developed in four phases.

Regarding the curricular structure of the didactic design, a particular sequence, with a historical -
epistemological emphasis, was adapted to four moments of mathematical activity, according to the
project 707983, cited above.

Finally, in the analysis and discussion of results, the a priori reflections raised by the design
approach and its subsequent assessment are highlighted, in order to respond to the research

objective.

* Bachelor thesis
** Science Faculty. Mathematics school. Bachelor’s degree in Mathematics. Director: Dra. Sandra
Evely Parada Rico. Codirector: Mg. Jairo Gutiérrez Balaguera
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1. Introduccion y Descripcion Del Problema

La Organizacion de las Naciones Unidas (ONU), en la Declaracion Universal de los
Derechos Humanos, Articulo 26, afirma que “todos tenemos el derecho a la educacion” (1948, p.
36). Asi, la educacion ademéas de ser un derecho fundamental del sujeto, que le permite
desenvolverse en cualquier contexto, también abre las puertas al desarrollo y expande las
oportunidades del ser humano. Por lo anterior, en los Objetivos del Desarrollo Sostenible (ODS)
se postula como fin imperante “garantizar una educacion inclusiva, equitativa y de calidad...”

(ONU, 2015, p.1). Por tanto, los paises tienen como tarea indispensable promover esta educacion.

La Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la Cultura
(UNESCO, 1990) en La Declaracion Mundial Sobre la Educacion para Todos, comenta la
necesidad de garantizar una educacion universal a través de incentivos que faciliten
infraestructuras educativas con un enfoque inclusivo para todas las personas. Por su parte, La
Conferencia Mundial sobre Necesidades Educativas Especiales (NEE), celebrada en Espafia por
UNESCO (1994), expone la importancia de mejorar el acceso a las personas con necesidades
especiales, al mismo tiempo que exhorta a los paises del mundo a impartir con urgencia la

ensefianza a esta poblacion dentro del sistema educativo.

Asi mismo, en el Foro Mundial de la Educacién de Dakar se hizo un Illamado a los estados
a que asuman a plenitud esta responsabilidad. Asi, podrd lograrse “un sistema de educacion
realista, asequible, moderno, universalmente accesible y exento de toda discriminacion, que

fomente una cultura universal compartida por todos los seres humanos” (UNESCO, 2000, p.5).

En el contexto nacional, diferentes normativas sostienen el derecho basico a la educacion.

En primer lugar, la Constitucion Politica de Colombia (Const., 1991) resalta la educacién como
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un derecho de la persona, y un servicio publico social con el cual se accede a los bienes y valores
de la cultura. Dicho derecho, se estipula con la Ley General de Educacion (Ley 115 de 1994), en
la cual, se le hace corresponder al Estado, la sociedad y la familia el deber de velar por la educacién
y promover el acceso al sistema educativo. El Decreto 1860 de 1994, del Ministerio de Educacion
Nacional (MEN), por su parte, expone las formas en que se pueden garantizar los fines de la

educacion promulgados por la ley.

En este orden de ideas, garantizar la educacién inclusiva es una de las tareas que mas les
atafie actualmente a los estados, esto dado que, tanto el desarrollo econdmico como el progreso
son consecuencia de las politicas publicas enfocadas a grupos excluidos, en la medida en que
eliminar las barreras del aprendizaje y permitir el paso al mercado laboral a estas personas
contribuye al desarrollo del pais. No obstante, se reconoce que las personas con necesidades

educativas especiales aun tienen menor acceso a la formacion.

Las convenciones internacionales enfatizan en el hecho de que bajo ningin motivo se
deben prohibir, excluir o restringir las oportunidades de ensefianza, a razon de diferencias sociales,
econdmicas o culturales; en cambio, se debe llegar a grupos excluidos y permitirle el acceso a una

educacion de calidad.

Al respecto, la ONU, en el Comentario General N°4 de la Convencién sobre los Derechos
de las Personas con Discapacidad sostiene que, “la educacién inclusiva es capital para lograr una
educacion de alta calidad para todos los estudiantes... asi como para el desarrollo de sociedades
inclusivas, pacificas y justas” (2016, p.1). De tal forma, “el derecho a la educacion inclusiva abarca
una transformacion en la cultura, la politica y la practica de todos los entornos educativos para dar

cabida a las diferentes necesidades e identidades de cada estudiante” (ONU, 2016, p.3)



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
12

En el caso de Colombia, la educacion inclusiva es una obligacion del Estado, de acuerdo a
la Ley General de Educacion (Ley 115 de 1994), al Decreto 1860 del 1994, al Decreto 2028 del
1996, y a la reciente Ley 2216 de 2022

Si bien, el MEN expone que a todos los estudiantes se les “garantiza, en ¢l marco de los
derechos humanos, los apoyos y los ajustes razonables requeridos en su proceso educativo, a través
de practicas, politicas y culturas que eliminan las barreras existentes en el entorno educativo”
(Decreto 1421, 2017), aun es insuficiente el apoyo del sistema educativo para adelantar planes
estratégicos que favorezcan procesos de inclusion. Algunos autores como Figueroa y Mufioz
(2014) postulan que:

La educacion inclusiva implica que todos los nifios y nifias de una determinada comunidad

aprendan juntos, independientemente de sus condiciones personales, sociales y culturales.

Una escuela inclusiva fundamentalmente se caracteriza por su voluntad de hacer posible

una educacion individualizada mediante la oferta de acciones plurales y diversas en un

mismo marco escolar, buscando conciliar los principios de igualdad y diversidad. (p. 181)

Asi mismo, Booth & Ainscow (2000) sostienen que el desarrollo de la inclusién en la
educacion implica “la creacion de una comunidad escolar segura, acogedora, colaboradora y
estimulante, en la que cada uno es valorado, lo cual es la base fundamental primordial para que
todo el alumnado tenga mayores niveles de logro” (p.18). Una educacion inclusiva, debe
garantizar, entre otras cosas, una formacion integral que satisfaga las diferentes formas de
aprendizaje de acuerdo con las necesidades educativas particulares del estudiante. Lo anterior
significa un importante esfuerzo por ampliar los recursos educativos, y enfatizar en la formacion

de los maestros, para que posibiliten un proceso de aprendizaje ajustado al estudiante.
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Particularmente, en el area de Matematicas se requiere un profesorado comprometido, reflexivo y
critico que ademas de contar con un dominio conceptual amplio, sea sensible ante la inclusion.

A pesar de que se han hecho esfuerzos en los ultimos afos en este aspecto, aun resultan
insuficientes, ya que de acuerdo con Arnaiz (2000) cada vez las formas tradicionales de ensefianza
resultan mas ineficientes para atender las necesidades del estudiantado en las aulas, por lo que se
requiere de un sistema educativo que posibilite la ensefianza para todos. Garantizar una educacion
de calidad, requiere superar la complejidad de ensefiar matematicas en los diferentes niveles
escolares.

Por las anteriores consideraciones, en este trabajo se respondio a la pregunta: ¢Como la
mirada historica-epistemologica del razonamiento proporcional posibilita su estudio y favorece
la inclusion en clase de matematicas de quinto grado? Para ello, es necesario en primera medida,
abordar la problematica alrededor de la ensefianza del razonamiento proporcional. En la educacién
basica primaria, segun los Derechos basicos de Aprendizaje (DBA), se abordan algunos conceptos
relacionados con este tema (MEN, 2016). De este modo, se trabajan en ideas iniciales que tienen
que ver con relaciones y comparaciones entre cantidades y luego con ideas del razonamiento
proporcional. Ahora bien, se expondra a la luz de la literatura las principales dificultades que se
registran sobre el tema en cuestion.

El razonamiento proporcional, a menudo, es uno de los procesos que mas se abordan en la
ensefianza de la matematica escolar, pero no siempre con la profundidad que le merece. EIl primer
problema en la ensefianza de este proceso es el abordaje mecanicista y repetitivo con el que se
estudia, limitandolo al uso indiscriminado de la regla de tres, lo que produce varios obstaculos en

su comprension. Esta divergencia se agudiza cuando se trabajan con estudiantes con NEE, ya que
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no es posible lograr un aprendizaje real a través de procedimientos algoritmicos, repetitivos y
descontextualizados.

Mochon (2012) y Guacaneme (2016) con base en los trabajos de Inhelder & Piaget,
Karplus, Freudenthal, Hart, Lamon, entre otros, refieren que, respecto al razonamiento
proporcional, la reduccion del proceso a la aplicacion de la regla de tres es el problema mas
documentado. Por otra parte, Guacaneme (2002), considera, acerca de los libros guia, que existe
un abordaje no direccionado de los libros de texto, junto a las ideas superfluas, exiguas y difusas
que en ocasiones tienen los docentes, lo cual conlleva a un factor que obstaculiza un aprendizaje
correcto del tema.

Estos problemas, traen como consecuencia inmediata que el estudiante no puede transitar
de un algoritmo a la interpretacion de un problema dentro de un contexto particular, afectando la
comprension y el aprendizaje para la vida que promulga la educacion inclusiva. En este sentido,
la incapacidad de resolver problemas que involucren implicitamente la proporcionalidad es un
importante desafio para la Educacion matematica (Obando et al., 2014).

Del mismo modo, es importante “tener en cuenta las implicaciones en la manera de ensefiar
la proporcionalidad respecto a la construccion del significado del concepto de “razon”, y su
desarrollo del pensamiento multiplicativo” (Steffe, 1994, como se citd en Cortés, W. et al, 2018,
p. 9). Por tanto, se debe enfatizar en que la proporcionalidad tiene como base el concepto de razon,
como un subconstructo de la fraccion. Asi mismo, Mochén (2012) de acuerdo con Lamon (1999)

afirma que:

Para comprender la proporcionalidad es necesario desarrollar la idea de cantidades

relativas. Ademas, se debe entender la conexion de equivalencia que existe entre dos
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razones y conocer sus propiedades de invariancia, como la de conservar la razén al

multiplicar ambas cantidades por un mismo factor (p.136).

Darle este sentido a la ensefianza de la proporcionalidad resulta conveniente a la luz de las
problematicas documentadas, a la vez que se favorece la comprension y se promueve el desarrollo
de la competencia matematica de todos los estudiantes. Es aqui donde se deben analizar
alternativas para encauzar la ensefianza del objeto matematico de estudio: el uso de la Historia y

la Epistemologia del concepto puede coadyuvar con esta tarea, y favorecer la inclusion.

En este sentido, autores como D’Amore (2011) y Guzman (1993), concluyen que una
mirada histérica-epistemoldgica a las matematicas posibilita el analisis de la evolucién de ideas y
el desarrollo de hechos que construyeron los objetos matematicos como hoy se conocen. De este
modo Poincaré (1981) mencionado por Gutiérrez (2019) sostiene que la Historia de las

Matematicas debe ser la primera guia del docente.

Aunado a lo anterior, Mochon (2012) a partir de autores como, Hart, Vergnaud, Behr,
comenta que muchas personas tienen dificultades significativas a la hora de resolver problemas
que exigen el razonamiento proporcional, constituyendo una razon suficiente para plantear este
estudio centrado en estudiantes con NEE, los cuales requieren en mayor medida un aprendizaje
para la vida. Ante esto, Wilhelmi (2017) documenta numerosas aplicaciones de la
proporcionalidad en el &ambito académico y laboral: en la Ciencia (Biologia, Genética, Astronomia,

etc.), la Tecnologia, la Ingenieria y las Artes.

En este orden de ideas, se debe realizar un amplio trabajo para favorecer el desarrollo del
razonamiento proporcional en estudiantes con NEE. Se debe tener en cuenta que este objeto

matematico supone un aprendizaje significativo de las matematicas, en la medida de su amplio



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
16

campo de aplicacion. Por otra parte, se reconoce la importancia de ensefiar el objeto matematico
atendiendo a las particularidades del individuo, lo que posibilita un desarrollo del razonamiento

matematico del sujeto y favorece sus competencias matematicas para la vida.

Por tanto, es conveniente plantear los disefios didacticos para desarrollar una concepcién
profunda que rescate las ideas fundamentales de la proporcionalidad, sus diferentes
representaciones, y familiarice al estudiante con las técnicas de resolucion de problemas de tipo
proporcional, conscientes de su sustento matematico, aprehendido con anterioridad. Mas aln
cuando se cuenta con la Historia y la Epistemologia del concepto como recurso didactico, ya que
autores como Guacaneme (2016), y Oller-Marcén y Gairin (2013), reconocen que la
proporcionalidad cuenta con una historia prolifica que se evidencia en problemas registrados en la
antigliedad, en ideas brillantes y en sucesos estelares, que pueden suscitar el analisis y la discusion
en el aula. De alli, que tal como menciona Mochén (2012) el conocimiento del origen y la

evolucion de los conceptos que constituyen la Ciencia es el mejor soporte para contextualizarlos.

Por todo lo antes dicho, se desarrollo el trabajo de grado que tuvo por objetivo plantear y
valorar disefios didacticos basados en el componente histérico-epistemologico del razonamiento

proporcional para favorecer la inclusion en clase de matematicas de quinto grado.

2. Algunos Antecedentes

En este apartado se esbozan las bases legales que fundamentan la educacion inclusiva,
algunos trabajos referentes al razonamiento proporcional, enfatizando en el componente historico-
epistemoldgico, y otros proyectos que muestran cdmo abordar el objeto matematico de estudio
desde la inclusion. En particular, se enfatiza en los trabajos que puedan contribuir al desarrollo del

disefio. Por tanto, este capitulo se categoriza de la siguiente manera: Aspectos legales de la



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
17

educacion inclusiva; una revision bibliografica sobre el razonamiento proporcional; el papel de la
Historia y la Epistemologia en la ensefianza del razonamiento proporcional, y, por ultimo, el

razonamiento proporcional y la inclusion.

2.1. Marco Legal Colombiano Sobre La Educacion Inclusiva

En el &mbito nacional, diferentes normativas sostienen el derecho a la educacion inclusiva.
En primer lugar, la Constitucion Politica de Colombia (Const., 1991), resalta la educaciéon como
un derecho de la persona, y un servicio publico social con el cual se accede a los bienes y valores
de la cultura. Asi mismo, en los articulos 13, 42, 47, 54 y 68 se promueve el acceso y la inclusion
a todas las personas a espacios educativos y culturales. En esta misma linea, la Ley General de
Educacion (Ley 115 de 1994), le hace corresponder al Estado, la sociedad y la familia el deber de
velar por el acceso al sistema educativo de todas las personas. Asi mismo, las leyes 361 del 1997
y 715 de 2001, junto a los decretos 1860 del 1994 y 2082 del 1996 complementan lo expuesto por
la Ley General de Educacion, en cuanto a la educacion inclusiva. Recientemente, la Ley 2216 de
2022, consolida y reafirma la educacién inclusiva, y la formacién integral de todos los estudiantes,

por medio de planes territoriales de estrategias dirigidas para posibilitar su desarrollo.

Finalmente, el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2017) propone una
Fundamentacion conceptual para la atencion en el servicio educativo a estudiantes con
necesidades educativas especiales, en el cual aborda las bases legales, conceptuales y
epistemoldgicas para el desarrollo de una educacion inclusiva. Otros documentos institucionales
como el Proyecto Educativo Institucional PEI, el Disefio Universal de Aprendizaje DUA, y el Plan

Institucional de Ajustes Razonables PIAR, coadyuvan al proceso de inclusién en el aula.
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2.2. El Razonamiento Proporcional Como Objeto De Estudio En Educacion

Matematica

En los dltimos afios, han surgido diversas investigaciones respecto al razonamiento
proporcional, en distintas lineas: epistemologica, didactica, pedagdgica, etc. La mayoria de estas
investigaciones priman la comprension de los conceptos y el razonamiento sobre la ejercitacion de
procedimientos, por tanto, sitlan al estudiante como sujeto activo de aprendizaje en el desarrollo
de las Matematicas como actividad humana: historica y cultural. En un primer momento, (Obando
et al., 2014) en su trabajo denominado Ensefianza y aprendizaje de la razon, la proporcion y la
proporcionalidad: un estado de arte, realiza una revision y analisis sobre las investigaciones en
torno al razonamiento proporcional. Para ello, agruparon los trabajos en tres categorias: cognitivas,
epistémicas y semidticas-antropologicas; y mostraron distintas perspectivas asociadas a los

conceptos de razén y proporcion; y algunos problemas abiertos para investigaciones futuras.

Por otra parte, se destaca el trabajo propuesto por Mochén (2012), denominado Ensefianza
del razonamiento proporcional y alternativas para el manejo de la regla de tres, en el cual se
exponen consideraciones tedricas para introducir los conceptos relacionados con el razonamiento
proporcional. Asi mismo, se presenta un marco teérico con las etapas del razonamiento
proporcional, y se describen una serie de acercamientos para transitar a las etapas mas avanzadas.
También expone actividades que promueven el aprendizaje de la proporcionalidad directa; y
realiza unas recomendaciones dirigidas a los maestros para fomentar el aprendizaje significativo
del tema. La propuesta de Mochén (2012) se amplia mas adelante como base para el desarrollo del
disefio. Este autor, introdujo el término de razonamiento pre-proporcional y recomienda trabajar

este proceso desde la educacion primaria.
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Asi mismo, Wilhelmi (2017) en su trabajo Proporcionalidad en educacion primaria y
secundaria, busca analizar didactica y epistemoldgicamente los significados que los estudiantes
aprenden referente al razonamiento proporcional, y la manera en que esto apoya la transicion de
la aritmética al algebra. Asi mismo, defiende el hecho de que el razonamiento proporcional sea un
proceso necesario de empezar en la educacion primaria, a través de experiencias previas, que con
el paso de los afios se amplian y diversifican a través del contexto personal. De esta manera,
propone el razonamiento proporcional como un contenido longitudinal y trasversal en el curriculo,
lo que justifica sus numerosas aplicaciones. De alli que sea conveniente incluir aspectos historicos-

epistemoldgicos en su ensefianza.

En el contexto regional, Dubeibi, (2019) realiza su tesis sobre el proceso comunicativo del
razonamiento proporcional, a través de un estudio sistematico mediado por la produccion de textos.
Para ello, se hizo el disefio de actividades y se ejecutaron para el posterior analisis de habilidades
de los estudiantes, categorizadas posteriormente de acuerdo a su naturaleza: interpretativa,
explicativa o justificativa. Con este trabajo, se encontré que la produccion de textos en el marco
del proceso comunicativo de las Matematicas favorece el pensamiento critico, la creatividad y la
cooperacion entre compafieros. Con esto, el autor recomienda a los docentes el disefio de
actividades diversas, desde un contexto personal, social, historico y cultural que favorezcan las
necesidades educativas de los estudiantes, y con esto, el proceso de inclusién en el aula de

Matematicas.

2.3. Potencial Didactico De La Historia Y La Epistemologia En EI Razonamiento

Proporcional

Oller-Marcén y Gairin (2013) realizan un profundo anélisis de la evolucion historico-

epistemoldgica de conceptos relacionados con el razonamiento proporcional, especialmente el



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
20

concepto de razdn y proporcion. Este trabajo es un analisis completo y detallado de la génesis
histdrica del razonamiento proporcional (en la cuna de la cultura china y griega) y su posterior
aritmetizacion (posterior a la Edad Media). Alli, ademés de rescatar acontecimientos historicos-
epistemoldgicos del objeto de estudio, también motiva el uso de la historia en clase de
Matematicas. Luego de abordar la evolucién historico-epistemoldgica del concepto, los autores
presentan a modo de recomendacion, algunas consideraciones importantes en cuanto al disefio de
secuencias didacticas para la ensefianza del razonamiento proporcional. En el Marco teorico, se

rescataran algunas conclusiones derivadas de este trabajo.

En esta misma linea, y enfatizando en aspectos epistemoldgicos y didacticos, Guacaneme
(2016) propone en su tesis doctoral el estudio de la relacion entre la Historia de las Matematicas,
y su ensefianza, puntualizando en los momentos histdricos que dieron lugar a la concepcién de
proporcionalidad. Del mismo modo, este autor sostiene que la comprension de la evolucion
historica-epistemoldgica permea positivamente en la ensefianza de las Matematicas, basando esta
afirmacién en una revision bibliogréafica previa que fundamentan el uso de la Historia como un
recurso didactico. La estructura del disefio didactico que se propondra, estd parcialmente
fundamentada en las formas en que interviene la Historia de las Matematicas en la ensefianza, de
acuerdo con Guacaneme (2016), a saber: La Historia de las Mateméticas como uso, la Historia de

las Matemaéticas como integracion, y la Historia de las Matematicas como permeador.

Del mismo modo, Gutiérrez (2019) propone caracterizar aprendizajes en la formacion de
un ciudadano matematicamente competente a traves del desarrollo de una secuencia didactica
desde una perspectiva historica-epistemologica para el estudio de la Trigonometria. Gutiérrez
(2019) propone esta secuencia en el marco de una educacion humanizante, y por medio de la

Historia y la Epistemologia como recurso didactico; tesis que a su vez se fundamento en el trabajo
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de Guacaneme (2016) sobre las formas en que interviene la Historia de las Matematicas en su
ensefianza (descritas anteriormente) y el concepto de ciudadano matematicamente competente

propuesto por el MEN.

Para finalizar, Gonzales (2004), en su articulo denominado La historia de las Matematicas
como recurso didactico e instrumento para enriquecer culturalmente su ensefianza, sustenta a las
ulteriores propuestas que hacen uso del potencial didactico de la Historia y la Epistemologia de las
Matematicas para impactar positivamente la ensefianza: orientarla, contextualizarla y darle
sentido. El autor, reconoce la Historia de las Matematicas como elemento importante para la
Didactica de las Matematicas, en la medida en que fomenta el aprendizaje activo- investigativo,
esencial para el futuro ciudadano: profesional, cientifico o técnico. Asi mismo, en este articulo se
rescata el puente cientifico-humanista que posibilita la Historia de las Matematicas. Segun el autor,
la Historia y la Epistemologia es una guia para el docente como agente cultural, para el
mejoramiento de su conocimiento disciplinar y de su ensefianza. Autores como Guzman (1993),

D’Amore (2011), entre otros, concuerdan con la tesis de Gonzalez (2004).

2.4. El Razonamiento Proporcional Y La Inclusion

En cuanto al disefio, combinando el razonamiento proporcional y la inclusion, Howe et al.
(2015), proponen un moédulo denominado “Ratios”, con el objetivo de favorecer la comprension
de la razdén y la proporcion. Este mddulo se contrapone a la ensefianza tradicional del tema, y se
basa en el procesamiento de la informacidn para concatenar nociones asociadas al razonamiento
proporcional. Asi mismo, Howe et al. usaron un modelo pedagdgico dialogante para promover la
comunicacion en el aula, lo que permitié a los estudiantes participantes en el proyecto mayor
aprendizaje y mejor actitud frente al proceso, en relacion al grupo de control. Es destacable, que

en el desarrollo del proyecto se trabajé con estudiantes con caracteristicas diferenciadas.
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En este sentido, resulta conveniente destacar el trabajo de Valverde y Castro (2009) sobre
las Actuaciones de maestros en formacion en la resolucion de problemas de proporcionalidad
directa, especialmente, porque los sujetos de estudio eran maestros en formacion de Educacion
especial. Alli, los autores buscaron explorar el razonamiento proporcional y las técnicas de
resolucion de problemas de proporcionalidad directa de 76 futuros maestros de Educacion especial.
El hallazgo de errores de los participantes, permitio ubicarlos en alguna etapa del razonamiento
proporcional, segun la clasificacion que plantean Karplus, Pulos y Stage, y reflexionar en torno a
los obstaculos epistemoldgicos que dieron lugar a estos errores, asi como las estrategias para
alcanzar una comprension completa de las propiedades estructurales de la proporcionalidad, y no

solo los conocimientos procedimentales y algoritmicos.

3. Aspectos Tedricos Y Conceptuales

En este apartado se describen los elementos tedricos y conceptuales que sustentan el disefio
didactico. En primera medida, se esbozan grosso modo las politicas sobre educacién inclusiva.
Seguidamente, se hace un recorrido histdrico enfatizando en los hechos principales en la evolucién
de la proporcionalidad. Asi mismo, se exponen algunos aspectos conceptuales y epistemolégicos
en cuanto al razonamiento proporcional. Por otra parte, se hacen una serie de consideraciones
curriculares para la ensefianza de este objeto matematico de estudio. Luego, producto del recorrido
histérico, se analizan las implicaciones didacticas para la ensefianza del razonamiento

proporcional. Finalmente, se propone la estructura metodolégica del disefio didactico.

3.1. Inclusion y Disefio Universal de Aprendizaje (DUA)

De acuerdo al objetivo del presente trabajo es importante definir lo que se entiende por

educacion inclusiva, de acuerdo con el Decreto 1421 de 2017:
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La educacion inclusiva es un proceso permanente que reconoce, valora y responde de
manera pertinente a la diversidad de caracteristicas, intereses, posibilidades y expectativas
de los nifias, nifios, adolescentes, jovenes y adultos, cuyo objetivo es promover
su desarrollo, aprendizaje y participacion, con pares de su misma edad, en un ambiente de
aprendizaje comun, sin discriminacion o exclusion alguna, y que garantiza, en el marco de
los derechos humanos, los apoyos y los ajustes razonables requeridos en su proceso
educativo, a través de practicas, politicas y culturas que eliminan las barreras existentes en

el entorno educativo (p.4).

Es importante mencionar, que, para efectos de este trabajo, se usan los términos educacion
inclusiva y atencion a las NEE de manera indistinta para referirse al proceso que se referencio

anteriormente.

En este mismo Decreto, se consideran un lineamiento teorico fundamental para el
desarrollo de la educacion inclusiva: el Disefio Universal de Aprendizaje (DUA), el cual se concibe

como:

(...) Una propuesta pedagogica que facilita un disefio curricular en el que tengan cabida
todos los estudiantes, a través de objetivos, métodos, materiales, apoyos y evaluaciones
formulados partiendo de sus capacidades y realidades. Permite al docente transformar el
aula y la préctica pedagogica y facilita la evaluacion y seguimiento a los aprendizajes.

(Decreto 1421,2017, p.5)

A continuacidn, se esbozan los principios y pautas del DUA de acuerdo con Pastor et. al (2011),

citados en Velasco (2022) y en Pastor (2018).
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Proporcionar multiples formas de representacion: en el marco de la inclusion se
reconoce que todos los estudiantes tienen formas distintas de percibir, y comprender la
informacion, luego es fundamental que se le presenten distintas formas de representacion.
Es claro que se deben proponer multiples formas de representacion que le sean captables a
todos los estudiantes. En Matematicas, de acuerdo con la teoria de representaciones de
Duval, los distintos registros semiéticos posibilitan la actividad matematica. A este
principio estan relacionadas tres pautas: proponer diferentes opciones para percibir la
informacion, proporcionar multiples opciones para el lenguaje y los simbolos, y
proporcionar opciones para la comprension.

Proporcionar multiples formas de accién y expresion: al estudiante se le debe promover
distintas formas de hacer actividad matematica y comunicarla. Para ello, las clases de
Matematicas deben tener preguntas bien dirigidas que favorezca distintas formas de
aprender y distintas formas de manifestar lo aprendido, pues asi se convierte el aula en un
laboratorio cientifico. Las tres pautas fundamentales asociadas con este principio son
proporcionar mdltiples medios fisicos de accién, proporcionar opciones para la
comunicacion y proporciones opciones para las funciones ejecutivas.

Proporcional multiples formas de implicacién: este principio hace referencia a la
necesidad de implicar al estudiante activamente en el aula. Para ello se debe identificar sus
intereses motivacionales, y de alli encauzar la ensefianza. Lo que hace que el estudiante
esté motivado por aprender. Para este principio se proponen tres pautas fundamentales:
proporcionar multiples formas para captar el interés, proporcionar opciones para mantener

el esfuerzo y la persistencia y proporcionar opciones para la autorregulacion.

Lo anterior se puede observar en la figura 1.
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Figural
Principios y Pautas del DUA

Principio I. Principio Il Principio IIl.
Proporcionar muitiples Proporcionar multiples Proporcionar muitiples
formas de representacion. formas de expresion. formas de implicacion.

PAUTA3.
Proporciona cpckanes

Nota. Elaboracion propia de acuerdo a informacion de Pastor (2018)

De acuerdo con Pastor (2018) estos principios implican una serie de redes neurales implicitas
en el proceso de aprendizaje, como las redes afectivas que responden al por qué se aprende; las
redes de conocimiento que indican qué se aprende, y las redes estrategias que explican como se

aprende. Figura 2
Figura 2

Redes neuronales implicitas en los principios del DUA
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CONOCIMIENTO ESTRATEGICAS AFECTIVAS
QUE SE cOMO SE POR QUE SE
Q APRENDE ( APRENDE ( fhglu?: ke,
N\, ROPO \ e R .|  proPORCIONAR
" uol.:':.l.ol:n MULTIPLES FORMAS MULTIPLES
FORMAS DE DE ACCION Y FORMAS DE
REPRESENTACION EXPRESION IMPLICACION




HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
26

Nota. Elaboracion propia de acuerdo a informacion de Pastor (2018)

Los principios y pautas del DUA, haran parte de los resultados del presente proyecto, los cuales

se esbozan en el capitulo 5.

3.2. Anélisis Historico-Epistemoldgico Del Razonamiento Proporcional

El razonamiento proporcional cuenta con una prolifica historia en su evolucion. En cuanto
a la razon y la proporcion, su historia data varios siglos antes de Cristo. Al respecto, hay relatos
escritos antiguos que referencian elementos de la proporcionalidad. Por ejemplo, en el Papiro de
Rhind, un documento de caracter didactico escrito en el siglo XIX a.C, se recogen textos con
trescientos afios de antigliedad, y aparecen 87 problemas matematicos, aproximadamente seis de

ellos relacionados con repartos proporcionales.

También aparecen en el Papiro problemas de tipo comercial, monetario y mercantil
relacionados con la proporcionalidad. Los conceptos de razén y proporcion surgen de este modo

en un contexto aplicativo, sin fundamentacion tedrica, la cual se da varios siglos después.

Este mismo tipo de problemas aparecen en algunos textos chinos e hinddes del siglo 1l a.C,
recopilados después en libros como el Lilavati, que data del siglo XII d.C, y se le atribuye al
matematico indio Bhaskara. Este tratado de 47 capitulos incluye problemas de distintas areas,
incluido la proporcionalidad (uno de estos problemas se incluye en el disefio), pero igual al Papiro
de Rhind, sin fundamento tedrico.

3.2.1. Cultura Griega

Es en la cultura griega, donde la razén y la proporcion presentan su mayor avance

historico: tanto tedrico como practico. Ya hacia el siglo VI a.C Thales de Mileto, parece trabajar

con relaciones proporcionales. Se cree que este matematico y filésofo griego ide6 una forma de
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medir la Gran piramide de Egipto: midio la longitud de la sombra de la piramide, luego midio la
longitud de su baston y la sombra que proyectaba, luego de hacer unos calculos sencillos pudo
deducir, a un nivel de precision sorprendente para la época, la altura de la Gran piramide de Egipto.
Si bien, Thales estaba usando su teorema que afirma que ““si por un tridngulo se traza una linea
recta paralela a cualquiera de sus lados, se obtienen dos tridngulos semejantes”, fueron
indispensables sus conocimientos sobre razones y proporciones para la medicion, este hecho

también se incluye en el disefio.
Figura 3

Medicion de la altura de la Gran piramide de Egipto

Sombra de la Sombra del
piramide bastén

Nota. La imagen representa la manera en la que Thales de Mileto hall6 la medida de la altura de

la piramide. Tomado de Matematicas cercanas, por Artacho, A. (2014).

Por su parte, Anaximandro de Mileto, discipulo de Thales, hizo uso de la razén y la
proporciéon para la construccion del Gnomon, primer reloj solar. La Escuela de Mileto se
caracterizo por su aplicabilidad de la proporcionalidad, pero sin atisbos de una fundamentacion

matematica.
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También, en este contexto, Eratdstenes, logra ser la primera persona que calcula la longitud
de la circunferencia de la tierra. EI conocia un evento astronémico que ocurria en Siena, ciudad en
la cual al medio dia los palos no producian sombras. A través del uso de las razones y proporciones,
usando un palo y midiendo la sombra que proyectaba en Alejandria, Eratostenes logro con un error
de menos del 1% hallar la longitud de la circunferencia de la tierra. Figura 4. La situacion plateada

por Eratostenes se incluyd en el momento 4 del disefio.
Figura 4

Medicién de la circunferencia de la tierra.

Vistalocal

Nota. La imagen representa la manera en la que Eratdstenes logro calcular la circunferencia de la

tierra. Tomado de Ingenieros especialistas, por Guzman (2017).

Pocos afios después, los Pitagoricos, en sus reflexiones sobre la conmensurabilidad, hacen

algunos aportes importantes en cuanto a la razon y la proporcién. De acuerdo con Naranjo (2016)
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citado en Oller-Marcén y Gairin (2013), los Pitagoricos concibieron las razones internas (relacion
de magnitudes de la misma naturaleza), y su medicion consistia en determinar cuantas veces una
magnitud “cabia en otra”. Para ellos, dos magnitudes A y B son conmensurables si existen dos
numeros n y m tales que nA = mB. Sin embargo, en el intento de comparar la medida entre el
lado de un cuadrado y su diagonal, los Pitagdricos se encontraron con las magnitudes
inconmensurables, y con estas, la conclusion de que no todo se puede comparar en términos de

ndmeros naturales.

Posterior a esto, aparece el Libro de Los Elementos hacia el afio 300 a.C, atribuido al
gedmetra griego Euclides, y considerado el libro méas importante en la Historia de las Matematicas,
en particular, porque es el primer intento de formalizar, a través de postulados y teoremas,
conocimientos practicos usados desde hace siglos. Alli, Euclides desarrolla la teoria de razones y
proporciones, con aportes de Eudoxio y Apolonio. Estos elementos aparecen en el libro V,
dedicado a las magnitudes, y en el libro VII, que trata sobre la Aritmética; dado que Euclides

desarrolla una teoria de razones y proporciones para magnitudes, y otra para nUmeros.

Sobre el libro V, dedicado a las magnitudes, Guacaneme (2016) hace numerosas
reflexiones. Este autor, analiza minuciosamente cada uno de los postulados de este libro, y su
potencial didactico. En el libro V de Los Elementos aparecen relaciones cuantitativas de la misma
naturaleza, lo que se conoce como razones internas. Hay varias definiciones alli que permiten
construir el concepto de relacion proporcional, por ejemplo, que la razon es una relacion de
tamarios entre dos magnitudes de la misma naturaleza, la concepcion de igualdad de razones, lo
que da lugar a la proporcion, y una relacion proporcional entendida como dos razones que guardan
la misma magnitud. También se define lo que es guardar la misma razén, o guardan una razon

mayor 0 menor, y que esas razones pueden sumarse, restarse y compararse.
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En el libro VI, por su parte, se trata la teoria de numeros. Alli se define analogo a la teoria
de magnitudes, las operaciones de sumar, restar y comparar numeros. No obstante, se agregan otras
nociones como madltiplo, divisor, nimero primo, etc. De acuerdo a Oller-Marcén y Gairin (2013)
las definiciones mas importantes de este libro son: “unos numeros son proporcionales cuando el
primero es la misma parte del segundo, que el tercero del cuarto”, y: “si cuatro niimeros son
proporcionales, el producto del primer y el cuarto seran igual al del segundo y el tercero”. Por
tanto, dos magnitudes inconmensurables con aquellas que no tienen una medida comun: alli

aparece la idea de numero racional e irracional.

3.2.2. Cultura China

En la cultura china, se desarrollé también una teoria de razones y proporciones, consignada
en el libro Los nueve capitulos sobre el arte matematico, compilado hacia el siglo | a.C, un poco
después de Los Elementos. Este libro esta basado en problemas, de los cuales se busca hallar
métodos generales de resolucion. La cultura china, a diferencia de la cultura griega pre-euclidiana,
si se intereso en registrar sus razonamientos para la resolucion de problemas. Haciendo que el libro
Los nueve elementos, ademas de tener un gran sentido historico, resulte valioso

epistemoldgicamente.

Los comentarios que el matematico chino Liu Hui, hacia el siglo Il d. C, le hizo a los
Nueve Elementos, fueron de gran importancia historica-epistemoldgica. Alli Liu Hui relaciona
problemas, especifica métodos de resolucion de problemas, y presenta un acercamiento formal a
las razones y proporciones. Se dice que, estos comentarios fueron los unicos intentos de
demostracion en la antigiiedad en el seno de una cultura distinta a la griega. El tercer capitulo de

este libro aborda la distribucion proporcional desde un enfoque préactico: reparticion de bienes, de
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mercancias, de tierras, etc. No obstante, de acuerdo a Oller-Marceén y Gairin (2013) los chinos

justificaron tedricamente los métodos aplicados.

Liu Hui, define a un conjunto de nimeros correlacionados como una I, entendida como
un conjunto de valores de magnitudes directamente proporcionales. Asi la razén entre dos
magnitudes toma su 10, cuando una de las magnitudes toma el valor de 1 (lo que se conoce
didacticamente como estrategia unitaria). También se definen propiedades sobre la 1i: pueden
convertirse unas a otras, si hay fracciones en una |l esta puede convertirse en entero multiplicando
por un namero adecuado, y las U se pueden simplificar a través de un comin denominador. El
enfoque chino sobre la proporcionalidad resulta valioso porque logra relacionar razones externas

entre magnitudes de distinta naturaleza, lo que permite ampliar su aplicabilidad.

3.2.3. La Aritmetizacién De Las Razones

Para finalizar la evolucion historica de las razones y proporciones, se presenta el proceso
de aritmetizacion, en el cual, se le da un papel fundamental al Algebra y se empiezan a representar
las razones a traves de numeros. La aritmetizacion de las razones se da en el contexto de la Edad
Media, entre los siglos V d.C y XV d. C. En esta época afloraron los comentarios y traducciones
a los libros clésicos de Matematicas, en especial a Los Elementos de Euclides. Al respecto, Oller-
Marcén y Gairin (2013) sostienen que los mayores avances epistemologicos suceden a raiz del
comentario del matematico persa Omar Jayam a Los Elementos de Euclides; y la traduccion del
matematico italiano Campanus de Novara, a este mismo libro. Sin embargo, mientras Jayam

enfatiza en las razones de magnitudes, de Novara se centra en las razones numéricas.

Jayam explica el proceso de composicion de razones, mediante la cuarta proporcional y

usando la multiplicacion. Pero es Campanus de Novara quien busca aritmetizar el concepto de
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razon, asignandole un numero. También, define la semejanza de razones, y representa la razon con

un numero racional, lo que le permite definir la razon como sigue: “la razon entre dos nimeros

aybesel cociente %” Sin embargo, reconoce que la razéon no es un numero, Sin0 que es

nombrada mediante un nimero.

3.3. Aspectos Conceptuales Y Epistemoldgicos Sobre ElI Razonamiento

Proporcional

El razonamiento proporcional es uno de los objetos matematicos mas estudiados por la
Educacion matematica en los ultimos 60 afios (Valverde y Castro, 2009; Obando, et al, 2012;
Dubeibi, 2014) y constituye una de las ideas fundamentales de las Matematicas (Mochén, 2012).
Lo anterior obedece a su caracter longitudinal (se va profundizando grado a grado) y transversal
(multiples aplicaciones en otras areas cientificas, técnicas y artisticas). Antes de definir lo qué se

entiende por razonamiento proporcional es conveniente abordar el concepto de razon y proporcion.

Una razén puede ser entendida como la comparacion entre dos magnitudes, entendida esta
Gltima, como una medida (nimero real) que se le asigna a un objeto. Sin embargo, hay que
distinguir que existen dos maneras de comparar magnitudes o nimeros: mediante la sustraccion,
0 mediante el cociente, dando lugar asi a la razén aritmética, y la razén geométrica
respectivamente. Aunque la razon aritmética es importante en las primeras etapas del razonamiento

proporcional, es la razén geométrica el corazén de la proporcionalidad.

Por tanto, en adelante, cuando se hace referencia a razon, se estara hablando de la razén

et - . , ..a
geomeétrica, entendida esta como el cociente entre dos nimeros reales a y b , es decir el b # 0.

Estos nimeros forman un par ordenado (antecedente y consecuente). Por otra parte, también hay

una distincion entre razones internas y razones externas. Las primeras se refieren a comparaciones
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entre unidades de igual naturaleza (peso-peso, longitud-longitud, etc.), y las segundas hacen
referencia a comparaciones entre unidades de diferente naturaleza (tiempo-velocidad, peso-

longitud, etc.).

Aunque histéricamente este proceso no fue lineal, epistemologicamente de la razon se

construye el concepto de proporcion. De acuerdo con Guacaneme (2016) una proporcién es la

. a C .
igualdad de dos razones: L= donde a y d se llaman extremos; y b y ¢ se llaman medios.

Ahora bien una proporcion es directa si las dos razones que la componen guardan la misma razén

. - . a c -
k (constante de proporcionalidad), es decir, L= k. A esto se le conoce curricularmente como

proporcionalidad directa, y es el centro del razonamiento proporcional, el cual se definird a

continuacion.

Son varias las definiciones que la literatura documenta sobre el razonamiento proporcional.
Karplus et al., 1983 en Valverde y Castro, 2009; refiere el razonamiento proporcional como el
razonamiento en un sistema de dos variables en donde existe una relacion lineal. Por su parte,
Fernandez (2009) citando a Behr et al. (1988) sostiene que el razonamiento proporcional es un tipo
de razonamiento matematico, que envuelve las nociones de comparacion y variacion, y que tiene
como caracteristica la invariancia de un sistema matematico simple. Mochén (2012) citando a
Lamon(2007) entiende el razonamiento proporcional como la capacidad de justificar afirmaciones
hechas sobre la relacion entre cuatro cantidades (a, b,c y d) a traves de la covarianza entre las

cantidad, y la invariancia de la razén.

En un sentido més general, y que resume las anteriores definiciones, Norton (2005) y Ben-
Chaim, et al (2007) citados en Valverde y Castro (2009) entienden el razonamiento proporcional

como la capacidad de pensamiento para comprender la razon, la proporcion, las tasas de cambios,
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y demas habilidades dentro del pensamiento multiplicativo como la comprension de porcentajes,
la pendiente, la funcion lineal, etc. Por tanto, el razonamiento proporcional debe ser entendido
como un proceso que se va desarrollando desde edades tempranas y apoya procesos ulteriores
relacionados con la variacion, el cambio y la tendencia: nociones fundamentales del calculo.

entender el razonamiento proporcional como un proceso longitudinal y trasversal, de este trabajo.

Ahora bien, Mochén (2012) sefiala dos ideas esenciales que encierran el sentido del

razonamiento proporcional: la comparacion y la variacion, las cuales se explican a continuacion:

3.3.1. Comparacion

La comparacion es uno de los focos principales dentro del razonamiento proporcional. En
particular se hace uso de las comparaciones multiplicativas por medio de la razon. Mochén (2012)
de acuerdo con Freudenthal (1983) afirma que el razonamiento proporcional se fundamental en el
concepto de razén, y de alli se derivan ideas importantes como la de cantidades relativas, la

equivalencia de razones, la constancia de la razon, entre otras.

3.3.2. Variacion

Para Lest, el al. (1988) citado en Mochon (2012) la idea de variacion entre dos cantidades es
fundamental para entender el comportamiento de las relaciones directamente proporcionales. En
el caso particular, haciendo énfasis en la variacién dentro de una relacién de proporcionalidad

directa. Esta idea permite a la postre desarrollar habilidades relacionadas con el Céalculo.

3.3.3. Etapas del desarrollo del razonamiento proporcional

De las anteriores consideraciones, autores como Inhelder, Piaget, y Noelthing, han

planteado unas etapas del desarrollo del razonamiento proporcional adaptadas por Karplus, et al.
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(1983) y recogidas en el trabajo de Mochon (2012) y Valverde y Castro (2009). Estas etapas son

fundamentales para orientar el disefio didactico; y se esbozan a continuacion.

Incompleta-ilogica: se ignoran parte de los datos, se da una respuesta ilogica, se hacen
operaciones no adecuadas, 0 no se justifican las afirmaciones.

Cualitativa: solo se tienen en cuenta consideraciones cualitativas para describir los datos,
pero si se justifican las afirmaciones.

Aditiva: se usa una estrategia incorrecta a través de una comparacién aditiva y no una
relacion multiplicativa.

Pre proporcional: se usan factores multiplicativos para relacionar cantidades y se sustentan
las afirmaciones mediante propiedades matematicas.

Proporcional: se hace uso directo de las razones, la equivalencia, y las relaciones
proporcionales para justificar las respuestas. Se comprende el sentido de la

proporcionalidad, y sus aplicaciones.

3.4. Orientaciones Curriculares Sobre EI Razonamiento Proporcional

Tal y como afirma Wilhelmi (2017) el razonamiento proporcional es un proceso

longitudinal y transversal en el curriculo. Asi mismo, Obando et al. (2012) reconoce el

razonamiento proporcional como un proceso curricularmente importante, propuesto y aplicado en

la mayoria de los paises. Ademas, cuenta con un campo amplio de aplicaciones dentro y fuera de

la Ciencia. Godino y Batanero (2002) citado en Wilhelmi (2017) describe las formas en las que

interviene el razonamiento proporcional en distintas areas del conocimiento (Figura 2). Este

enfoque transversal y, por ende, las aplicaciones, seran tenidas en cuenta para el disefio didactico.
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Figura 5

Enfoque transversal de la Proporcionalidad

MATEMATICAS ARTE

:  EDUCACION \'— SIGNIFICADOS
PREVIOS

EDUCACION ARTISTICA

NUMEROS Y ALGEBRA EDUCACION PLASTICA, VISUAL

GEOMETRIA Y AUDIOVISUAL
FUNCIONES DIBUJO ARTISTICO
ESTADISTICA Y PROBABILIDAD FUNDAMENTOS DE ARTE

SIGNIFICADOS

— e — ACTIVIDAD CIENTIFICA e o

BIOLOGIA  CINEMATICA GENETICA

DIBUJO TECNICO

PROPORCIONALIDAD

Nota: La figura representa la presencia de la proporcionalidad en diferentes areas del

conocimiento. Imagen adaptada de Wilhelmi (2017).

Ahora bien, de acuerdo a las orientaciones nacionales expuestas por el MEN, en particular,
los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), en cuanto a los tipos de pensamiento,
el disefio que se propone, buscé desarrollar principalmente el pensamiento variacional y el
pensamiento numérico. En cuanto a los procesos generales, el disefio aborda en mayor medida la
resolucién de problemas, y otros como la modelacién, el razonamiento y la comunicacion. Los

problemas del disefio se enmarcan en el contexto histérico de las Matematicas.

En cuanto a los Estandares Curriculares para Matematicas (MEN, 2003) para el nivel de

educacion bésica primaria se establecen competencias relacionadas con el razonamiento
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proporcional y su uso en la resolucion de problemas. Estas competencias son retomadas por los

Derechos basicos de aprendizaje (DBA) (MEN, 2016). A modo de sintesis, en la tabla 1, se ilustra

como se presenta curricularmente este objeto de estudio en los Estandares curriculares y los DBA.

Alli, se corrobora la necesidad de iniciar el desarrollo del razonamiento proporcional desde

edad temprana, en la educacion primaria, pues, como lo afirma Wilhelmi (2017) esto permite “la

evolucion del significado personal aprehendido por los estudiantes” (p.2)

Tabla 1

Orientaciones curriculares para el desarrollo del razonamiento proporcional

Estandar

DBA

Resuelvo y formulo problemas en
situaciones de variacion proporcional.

Describo cualitativamente situaciones de
cambio y variacion utilizando el lenguaje
natural.

Establece comparaciones entre cantidades y
expresiones que involucran operaciones y
relaciones aditivas y multiplicativas y sus
representaciones numeéricas.

Describe y representa los aspectos que
cambian y permanecen constantes en
secuencias y en otras situaciones de
variacion.

Grupo .
dep Tipo de
ensamiento
grados P
Pensamiento
numérico
1-3 -
Pensamiento
variacional
Pensamiento
numérico
4-5

- Interpreto las fracciones en distintos
contextos: razones y proporciones.

- ldentifico y uso medidas relativas en
diferentes contextos.

- Resuelvo y formulo problemas en
situaciones de proporcionalidad directa.

Interpreta las fracciones como razon,
relacion parte todo, cociente y operadores
en diferentes contextos.

Pensamiento
variacional

Analizo y explico relaciones de
dependencia entre cantidades que varian
en el tiempo con cierta regularidad.

Identifica, documenta e interpreta
variaciones de  dependencia  entre
cantidades en diferentes fenémenos (de las
matematicas y otras ciencias) y los
representa por medio de grafica.

Nota. La tabla representa una sintesis de los estandares y de los derechos basicos de aprendizaje que denotan

el uso de la proporcionalidad
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3.5. Implicaciones Didacticas De La Historia Y La Epistemologia Del

Razonamiento Proporcional

El analisis histérico-epistemologico sobre la proporcionalidad suscita algunas reflexiones
para planificar su ensefianza. Con anterioridad, se justificé la importancia de incluir aspectos
histdricos y epistemologicos en la clase de Matematicas, no obstante, son pocas las experiencias
practicas encontradas. Ahora bien, en cuanto a la Historia y Epistemologia de la razon y la
proporcion, hay que reconocer el fin practico con el que surgieron estos conceptos: se inicio con
problemas de repartos proporcionales, de manera intuitiva, sin un fundamento teérico formal. Se
parte de la idea de que el proceso en como en la humanidad abstrajo estos conceptos es una buena
guia para integrarlos en el aula. Por tanto, el disefio que se propone esta basado especialmente en
el proceso de resolucion de problemas, claramente apoyado en otros procesos matematicos,

inherentes a este.

En cuanto a la comprension de la razén, siguiendo la replicabilidad historica, en la
ensefianza debe darse a través de dos momentos: primero como razones entre magnitudes de la
misma naturaleza, es decir, razones internas; y posteriormente, entre razones que involucran
diferentes tipos de magnitudes, como en el modelo chino. Asi mismo, es importante integrar el
concepto de I como forma de representacion de la razon, andloga a la estrategia unitaria. De este
modo, es posible reproducir en el aula la aritmetizacion de las razones, con una idea preliminar e
intuitiva de la regla de tres, pero con unos presaberes que coadyuvan a su fundamentacién. Sin
duda, evocar la evolucion historica para el proceso de ensefianza del razonamiento proporcional,

en el marco de la inclusion educativa, puede significar una alternativa interesante.
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En este sentido, es importante rescatar los aportes de Guacaneme (2016) para fundamentar
la estructura metodologica del disefio didactico. Este autor expone tres formas en la que interviene
la Historia de las Matematicas en su ensefianza:

3.5.1. La Historia de las Matematicas como uso

Se refiere al uso de referencias historicas como hitos, anécdotas, obras, biografias, etc.;
permitiendo proponer problemas histéricos en clase de Matematicas y enmarcar los subtemas
desde el componente historico. La Historia de las Matemaéticas puede usarse como parte parcial o
total de la clase. Dado el fuerte componente historico del razonamiento proporcional, es posible
relacionarlo con diferentes matematicos, culturas milenarias, y sucesos importantes para la
Historia de las Matematicas.

3.5.2. La Historia de las Matematicas como Integracion

Para Guacaneme (2016) integracion hace referencia a la efectividad que puede producir el
uso de la Historia de las Matematicas en la ensefianza misma de las Matemaéticas. En este sentido,
se propone incluir la Historia de las Matematicas no como un agregado de las Matematicas, sino
como parte de fundamental de esta. De esta forma, la Historia ademas de enriquecer de las
Matematicas, coadyuva a superar los problemas de comprension y a orientar la ensefianza del tema.

3.5.3. La Historia de las Matematicas como Permeador

Guacaneme, (2016) usa el término permeador, como transformador. Permear la clase de
las Matematicas con su historia, permite entre otras cosas, orientar propuestas curriculares
innovadores que rescaten la dimension histérica del conocimiento matematico. Por ejemplo, para
el caso particular del disefio que se propone, es la Historia la que orienta su desarrollo, sus puntos

de inflexidn, y sus contenidos matematicos y transversales.
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Por otra parte, de acuerdo a las etapas del desarrollo del razonamiento proporcional

(explicadas en la seccion 4.1.3) Mochén (2012) sugiere unos acercamientos para su desarrollo, las

cuales se adaptan, como sigue:

Uso de tablas y razones intuitivas: con este acercamiento se espera que el estudiante
organice en tablas algunos datos en situaciones de proporcionalidad directa, para
determinar algunas propiedades intuitivas de la misma. También se espera que se inicie
un razonamiento pre proporcional a través de relaciones sencillas como el doble, el
triple, la mitad, etc. Debe comprobar que, al duplicar, triplicar, etc., una magnitud la

otra también se duplica, se triplica, etc.

Estrategia unitaria: el objetivo de este acercamiento es que el estudiante reconozca
que al conocer una de las magnitudes cuando la otra tiene valor de 1, el problema se
reduce a multiplicar ese valor hallado por las otras cantidades. Esta estrategia es
conceptualmente equivalente a la regla de tres, pero se invierten los pasos. En al &mbito

historico, se relaciona con el concepto de lu de la cultura china.

Razén de cambio-constante de proporcionalidad: con este acercamiento se espera
que el estudiante comprenda la relacion entre los nimeros de las dos columnas de la
tabla. De alli surge la razén o constante proporcionalidad, valor fundamental en una
relacion directamente proporcional. En el anterior acercamiento se habla por ejemplo
de que 3 niskas corresponde a 1 pala de azafran; mientras en este se habla de 3 niskas/1

pala de azafran; conectando asi las dos columnas mediante un factor.



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION

41

V.

Constancia de la razon y algoritmia: con este acercamiento se pretende que el

estudiante comprenda que en una relacion directamente proporcional se pueden igualar

razones, dando como resultado una proporcion. Aqui, se transita de establecer dos

razones por separado a comprender la proporcion en la cual se relacionan directamente

los cuatro valores involucrados en la situacion. Se puede iniciar el algoritmo de la regla

de tres, pero con un soporte conceptual ya construido.

En la tabla 2 se exponen las relaciones entre estos acercamientos, y los momentos histéricos

en el desarrollo del razonamiento.

Tabla 2

Relacion entre los acercamientos epistemoldgicos y los momentos historicos

Acercamiento
T

Momento
histoérico

Descripcion

Uso de tablas
y razones
intuitivas.

Construccion del
concepto de razon
y proporcion.
Repartos
proporcionales

Se hace una construccién de los conceptos de razén y proporcion.
Se favorece la comprensién de situaciones que envuelven
relaciones proporcionales.

Estrategia
unitaria

Razones internas:
cultura griega.

Concepto de “li”.

Se muestra la estrategia unitaria, la cual consiste en conocer una de
las dos cantidades involucradas en el problema cuando la otra tiene
el valor de “1”, esta técnica es analoga, historicamente similar al
concepto de “Lii”.

Razén de
cambio

Razones externas:
cultura china

Se enfatiza en las razones entre magnitudes de distinta naturaleza
(tiempo-distancia, longitud-area, etc.)

Constancia de
larazény
algoritmia

Aritmetizacion de
las razones.

Se busca que el estudiante comprenda que las relaciones gue tienen
una misma razon se pueden relacionar mediante una igualdad.

Se relacionan directamente los cuatros valores involucradas, para
constituir la proporcion.

En la figura 6, se muestra un proceso que sustenta y delimita el disefio, de acuerdo a los

acercamientos y a las etapas del desarrollo del razonamiento proporcional.
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Figura 6

Desarrollo del disefio de acuerdo a las etapas y los acercamientos del razonamiento
proporcional

Uso de Constancia

tablas y Estrategia Razon de de la razon
relaciones unitaria cambio y
intuitivas algoritmia
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3.6. Estructura Metodoldgica Del Disefio Didactico

Para la estructura metodoldgica del disefio, se tiene en cuenta el proyecto 707983 del MEN
denominado Disefios didacticos para la inclusion en Matematicas con la mediacion de
tecnologias: procesos de formacion y reflexion con profesores, Parada (2021). Alli se busca
desarrollar una serie de disefios didacticos divididos en cuatros niveles de profundidad, como se

esboza a continuacion:

= Profundidad 1: disefio dirigido a estudiantes con mayores dificultades, a nivel
fisico, intelectual o psicosocial.

= Profundidad 2: disefio dirigido a estudiantes con dificultades moderadas fisicas,
intelectuales o psicosociales.

= Profundidad 3: Disefio dirigido a estudiantes con dificultades leves.

= Profundidad 4: Disefio dirigido a estudiantes que presentan capacidades

excepcionales en matematicas.
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En particular, en este trabajo se desarrolld el disefio didactico en un nivel de profundidad
2y 3. Se omiti¢ el disefio en un nivel de profundidad 1 dado que se espera de acuerdo a Mochon
(2012) que el estudiante haya desarrollado unas etapas cognitivas previas que permitan la
comprension de conceptos dentro del razonamiento proporcional, sin embargo por las
caracteristicas de los estudiantes a los que va dirigido el nivel de profundidad 1 estas etapas estan
en construccién, y los objetos matematico de estudio involucrados se escapan de la orbita de lo

gue se conoce como razonamiento proporcional.

Del mismo modo, dado que en el curriculo colombiano la proporcionalidad como tema se
da en el grado séptimo (MEN, 2003), se omiti6 el disefio en nivel de profundidad 4, pues este iria
dirigido a estudiantes en un nivel superior en cuanto a grado, y no esta dentro de la poblacion a la

que se dirige la presente investigacion.

Por otra parte, Parada (2021) propone una estructura para cada disefio de clase, que cuenta

con cuatro momentos, asi:

Momento 1: Corresponde al inicio de la clase, desarrollan las actividades para

introducir y contextualizar el objeto de estudio.

= Momento 2: Es el espacio donde se posibilita la matematizacion del objeto de
estudio a través de la mediacion del docente.

= Momento 3: Es el espacio en el cual los estudiantes ponen en practica los saberes
tedricos y afianzan las estrategias matematicas.

= Momento 4: Es el espacio para evaluar el desempefio de los estudiantes y proponer

formas para complementar lo aprendido.

La adaptacion de estos momentos al disefio, se esbozan minuciosamente en la seccion 4.3



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
44

4. Metodologia De La Investigacion

De acuerdo al objetivo, esta investigacion tuvo un enfoque de disefio curricular, propuesto
por Diaz-Barriga, et al (1990), entendido el disefio como una estructuracion sistematica del
curriculo, en este caso, flexible y adaptable, sobre el razonamiento proporcional. En este sentido,
la metodologia de investigacion que aqui se reporta se compone de cuatro fases: i) Analisis previo
sobre orientaciones nacionales y el objeto matematico de estudio; ii) Construccién de la malla
curricular del disefio, iii) Planteamiento del disefio didactico; vy, iv) Valoracion curricular del

disefio didactico.

4.1. Fase I: Analisis Previo De Literatura

Esta fase consistio en la revision de literatura, primero sobre el objeto matematico de
estudio, el razonamiento proporcional, que responde al qué de la investigacion, luego del uso de
la Historia y la Epistemologia como recurso didactico, lo que responde al como, y finalmente sobre
la inclusion educativa mediante el DUA, lo cual responde al para qué. Lo anterior se ilustra en la

figura 7.

Figura7

Revision previa de la Literatura
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REVISION DE LITERATURA
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El desarrollo de esta fase se hizo de manera previa y algunas de las reflexiones suscitadas se

esbozaron en el capitulo 2 y 3 del presente documento, y permiten un andlisis en el capitulo 5.

4.2. Fase I1: Construccion De La Malla Curricular Del Disefio

En esta fase se construyo la malla curricular que sustenta el disefio, atendiendo a la
educacion inclusiva. Para ello se tuvo en cuenta en los dos niveles de profundidad trabajados, la
pregunta problematizadora, los propdsitos por pensamiento (numerico y variacional) y los
descriptores de los procesos matematicos. Para los propositos se hizo uso de la Taxonomia de
Bloom (Ldpez, 2015) y se enmarcaron en el contexto histérico de las Matematicas. La malla
curricular también fue valorada mediante la rubrica (que sera explicada en el inciso 4.4), y por
tanto se realizaron los correspondientes ajustes. En efecto, se adecuaron algunos descriptores de a
los procesos matematicos y a las habilidades cognitivas a desarrollar por los estudiantes. Por tanto,

la malla final ajustada se puede visualizar en el apéndice A.

4.3. Fase I11: Planteamiento Del Disefio Didéactico

De acuerdo a la estructura curricular se procedid a desarrollar el disefio didactico, en dos

niveles de profundidad (2 y 3). Este disefio parte del marco teérico propuesto, del uso de la Historia
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como recurso didactico, y en consonancia con los principios rectores del DUA y sus respectivas
pautas. Cada disefio consta de dos versiones, la version para el estudiante, y la version docente, en
la cual se hacen las orientaciones tedricas, metodologias y didacticas para la implementacion del

disefio.

4.3.1. Nivel de profundidad 2.

Para el nivel de profundidad 2, de acuerdo a los acercamientos descritos en la seccion 4.5, el disefio
abarcd los tres primeros acercamientos, y parte del cuarto acercamiento. Si bien se introdujo el
concepto de proporcidn, no se enfatizo en que el estudiante explique o justifique las propiedades
de las relaciones directamente proporcionales. La delimitacion de este disefio, se observa en la

figura 8.

Figura 8

Desarrollo del disefio de acuerdo a las etapas y los acercamientos del razonamiento
proporcional. Nivel de profundidad 2

Uso de
tablas y
relaciones

intuitivas
Etapas Razonamiento
anteriores Proporcmnal

DELIMITACION DEL DISENO DIDACTICO

Constancia
de la razon

Razoén de
cambio

Estrategia
unitaria

y
algoritmia

Del mismo modo, en la tabla 3 se puede observar la ruta vertical del disefio de acuerdo a los 4

momentos de actividad matematica.
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Tabla 3

Ruta vertical. Nivel de profundidad 2

MOMENTOS DESCRIPCION

En este primer momento se desarrolla la actividad denominada
“juguemos con la tierra y la luna”, en la cual se usan recursos didacticos
Momento 1  concretos. Alli se espera que el estudiante construya una primera
concepcion del concepto de comparacion mediante la razén, sin
profundizar en ella.

Aqui se inicia la situacién que guiara el desarrollo de los siguientes
momentos. Un profesor que hace un proyecto de Historia de las
Matematicas. En esta actividad, se resuelve un problema extraido de un
texto antiguo, y se busca que el estudiante empiece un razonamiento pre
proporcional mediante tablas, razones intuitivas, y empiece a usar
técnicas como la estrategia unitaria o la razon de cambio.

Este momento, se basa en la medicion de la Gran Pirdmide de Egipto por
Tales de Mileto. Se parte de una historieta que relata la situacion, junto
Momento 3 con una animacion en Geogebra y luego se plantean esquemas para que
el estudiante refuerce el concepto de razon y se acerque al concepto de
proporcion.

En este momento, se plantea la situacion de la medicién de la
circunferencia de la tierra por Eratostenes. Al respecto, se presenta un
Momento 4 | video y una animacién en Geogebra. El estudiante debe reconocer que se
trata de una relacion directamente proporcional, y mediante la proporcion
hallar la longitud de la tierra.

4.3.2. Nivel de profundidad 3
Para este, de acuerdo a los acercamientos descritos en la seccion 4.5, el disefio abarco los cuatro

Momento 2

acercamientos. Ademas de que se introdujo el concepto de razén y se desarrollaron procesos
algoritmicos, se buscé que el estudiante comprendiera y de ser posible justificara natural o
matematicamente algunas propiedades identificadas en las relaciones directamente

proporcionales. La delimitacion de este disefio se puede observar en la figura 9.

Figura 9
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Desarrollo del disefio de acuerdo a las etapas y los acercamientos del razonamiento proporcional.
Nivel de profundidad 3

Uso de
tablas y
relaciones

intuitivas
Etapas Razonamiento
anteriores 1e propotcmnal

DELIMITACION DEL DISENO DIDACTICO

Constancia
de la razon

Razén de
cambio

Estrategia
unitaria

algoritmia

Asi mismo, en la tabla 4, se sintetizan los cuatro momentos de actividad matematica en este nivel

de profundidad.

Tabla 4

Ruta vertical. Nivel de profundidad 3

MOMENTOS DESCRIPCION

En este primer momento se desarrolla la actividad denominada
“juguemos con los planetas”, en la cual se usan recursos didacticos
Momento 1 concretos. Alli se espera que el estudiante construya una primera
concepcion del concepto de comparacion mediante la razén, sin
profundizar en ella.

Aqui se inicia la situacion que guiara el desarrollo de los siguientes
momentos. Un profesor que hace un proyecto de Historia de las
Momento 2 Matematicas. En esta actividad, se resuelve un problema extraido de
un texto antiguo, y se busca que el estudiante empiece un
razonamiento pre proporcional mediante tablas, razones intuitivas,
y empiece a usar técnicas como la estrategia unitaria o la razén de
cambio.

Este momento, se basa en la medicion de la Gran Piramide de Egipto
Momento 3 por Tales de Mileto. Se parte de una historieta que relata la situacion,
junto con una animacién en Geogebra y luego se plantean esquemas
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para que el estudiante refuerce el concepto de razén y se acerque al
concepto de proporcion.

En este momento, se plantea la situacion de la medicién de la
circunferencia de la tierra por Eratostenes. Al respecto, se presenta
un video y una animacion en Geogebra. El estudiante debe

Momento 4 . . .
comprender las propiedades de wuna relacion directamente
proporcional y ser capaz de usarlas para resolver problemas. Se
consolida aqui la algoritmia dentro del razonamiento proporcional.

4.4, Fase IV: Valoracion Curricular Del Disefio Didactico

De acuerdo con el objetivo de investigacion, se valoro el disefio didactico de acuerdo a una
rubrica de evaluacion establecida en el marco del proyecto 707983 antes citado. En esta valoracion
no interviene de ninguna manera el autor del disefio. Se tiene designada a una experta en Educacion
Matematica para tal fin. En mayor medida se valora el ajuste del disefio a los principios rectores y
a las pautas del DUA, mencionadas en la seccion 4.1, la coherencia vertical de acuerdo a los

momentos de actividad matematica, y la coherencia horizontal de acuerdo a los niveles de

profundidad ya citados. Esta rubrica se presenta a continuacion:




HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
50

tecnologias: procesos de formacion y reflexion con profesores™

VALORACION DISENOS DIDACTICO 4°-5°

PROYECTO MINISTERIO
“Disefios didacticos para la inclusion en matematicas con la mediacion de

1. Valoracion de las tablas con propésitos y desempeiios

1. Coherencia horizontal (Por disefio)

Segun los propositos (pensamientos)

:Como sc han resuclto problemas cn la Historia usando
Tazones y proporciones?

/

Valoracion

7 i numérico y varie

Los propésitos estan ajustados al nivel de

didad

1 2 || 3[4 |5

Obscrvaciones

conceptualizacion, segiin cada nivel de pic

Los propositos cstan vinculados cstrechamente con la
pregunta prooeir wdorayconelcontexto
El propésito se relaciona con estandares especificos para

el grupo de grados

XXX

El proposito, cn cada nivel, comprende ¢l mismo objcto
matematico

Segun los descriptores (procesos)

i Los descriptores estan ajustados a las habilidades de proceso, en cada nivel

de profundidad?

;Como sc han resuclto problemas cn la Historia usando
TazoNes y proporciones?
Pensamienio numérico y variacional

Valoracion

L2 3 [l S

Obscrvaciones

(Los descriplores estan | Comunicacién

X

ajustados a las Modelacién

X

habilidades de proceso,
en cada nivel de
profundidad?

Razonamiento

Elaboracién, comparacion
¥ cjecucion de
procedimicntos

En todos los procesos se pide revisar y corregir los verbos para que ilustren
mejor las habilidades de proceso propuestas por Parada y Fiallo (2018).

Se sugiere mover los descriptores de Razonamiento al de procedimientos.

Es progresiva la evolucion del descriptor, en todos
los niveles, segan las habilidades

T1. Cohcrencia vertical

A nivel de cada pregunta

ajustan o artis verti

Los descriplores, para cada proceso se Pl

P2

P4 PS5

Comunicaciéon
Razonamicnio

N
w
&
)
N
w
IS
w

de

pro

E i6n, comparacion y ej

Comentario general

A nivel global

Sc obscrva que los descriptores sc articulan de uno otro, entre los proccsos, aunque sc requicre hacer los cambios sugceridos cn la valoracion de
Cohcrencia horizontal. Sc resalta que los descriptores también sc ajustan al nivel de profundidad abordado.

. Se observa progreso en los objetos matematicos de estudio a medida que se avanza en cada pregunta problematizadora?

Indicadores

Valoracién

1 2 3

4

Observaciones

al desarrollo de los

Conexién entre las preguntas problematizadoras ajustadas

o

ccionados

Se abordan todos los pensamientos con los contextos

Se cubre un 70% de los estandares del grupo de grados

En este caso no se analiza esta parte, en tanto que el disefio es independiente de los otros elaborados en el grupo de grados de 4°-5°
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3. Valoracién de la hoja de trabajo del estudiante

[111. Coherencia horizontal (Por diseiio)
Sc observa un desarrollo progresivo cn las actividades de cada momento, de cada nivel de profundidad?

il P2 P3 P4

P5

T

13| E2 RSN R s | 1

[

34|51 )23 |4|5[|1])2]|3|4|5]|1]2

Sc ajusta cada actividad a
los momentos de cada
disefo, segin el nivel de
profundidad.

Comentario

- Seinterpreta que, en el primer momento, se quiere hacer mencion a los presaberes como es el de presentar el conceplo de razon a través de
la implementacion de un hecho histérico, como lo es el calculo de pi. En este caso, lo planteado esta acorde con lo estipulado para este

momento.

- Lucgo, en cl scgundo momento, sc adentran a calcular la razén a través del cociente y mostrar como con cste valor sc pucden calcular otros.
Hasta ahi va bicn, pero, en cstc momento cs ¢l de entregar la informacion con respecto al objeto matematico que se cstudia cn cl disciio y

de este momento, para mencionar que estas razones definen cantidades directamente proporcionales en tanto que tienen el mismo cociente.

- Encl tercer momento, se busca practicar lo aprendido, y ahi queda muy bien csta idea de caleular un valor faltante, habiendo determinado

que las magnitudes presentes en la situacion son directamente proporcionales.
- Finalmente, el momento cuatro, también cumple en cuanto que busca evaluar lo trabajado durante el diseno.
- De forma positiva, se observa que los momentos se ajustan a cada uno de los niveles de profundidad.

II12.Coherencia vertical
({,Sc obscrva concexion en cl desarrollo de los procesos cn cada disciio, cn cada tarca, scgun los descriptores propucstos?

Pl P2 P3 P4

P5

Indicador

Concxion entre los
descriptorcs ajustados al X
desarrollo de los procesos

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
| csto no sc logra ver, pucs no sc presenta en cste momento lo que cs una proporeién. Considero que sc podria aprovechar, la altima actividad
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

larea.

Comentarios generales

Si sc observa esa conexion, pero al sugerir cambios en los descriptores conviene revisar con detenimiento que se correspondan con las actividades

e [P LT

propuestas.
En general
P1 P2 P3 P4 P4
Indicador
1(2]13 4|5 123 (F400sd 1|2 (3|45 L2 ]3[4 58 1(2]3

Las actividades
propuestas responden a lo
indicado cn la tabla de

Sc obscrva cl desarrollo
del objeto matematico X
desde lo didactico*

Las instrucciones, dentro
del disefio, estan acordes
con cl nivel de X
profundidad y el grupo de
grados**

*Por ejemplo:
= Esvisible alguna intencion didactica en las diferentes actividades formuladas
= A medida que aumenta el nivel hay diferentes representaciones y articulacion entre cllas
= La conceptualizacion del objeto matematico se relaciona con el nivel de profundidad y se hace visible

**Por ejemplo:
= las preguntas e instrucciones son formuladas segun el grupo de grados?

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 % 2
| propositos y descriptores
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
: = Sc dan instruccioncs cortas o precisas segun cl nivel de profundidad
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4. Valoracion del DUA

Principio I: Proporcionar multiples formas de representacion

Indicador

Pl

P2

P3

P4

1|2

3

Pauta 1. Proporciona
diferentes opciones para
percepeion.

Pauta 2. Proporciona
multiplcs opciones para cl
lenguaje, las expresiones
malemalicas y simbdlicas

Pauta 3. Proporciona
opciones para la
comprension

Indicador

Pl

Prictica I Proporcionar multiples formas de expresién

P2

P3

P4

Pauta 1. Proporciona
opciones para la interaccion
fisica.

Pauta 2. Proporciona
opciones para la expresion y
la comunicacion.

Pauta 3. Proporciona
opciones para las funciones
cjecutivas.

No es explicito si hay momentos de trabajo en grupo o de socializacion. Esto con la idea de que el estudiante pueda dar a conocer sus resultados o
cuestionamientos con respecto a las actividades con la idea de que comunique y exprese.

Principio III. Proporcionar

formas de implicacién

Indicador

Pl

P2

P3

P4

1|2

3

3

Pauta 1. Proporciona
opciones para caplar el
interés

Pauta 2. Proporciona
opciones para mantencr ¢l
esfuerzo y la persistencia.

Pauta 3. Proporciona
opciones para la
autorregulacion.

Los resultados de esta rubrica de valoracion, sustentaron el ajuste a los disefios, explicitados en el

inciso 5.3



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
53

5. Discusion De Resultados

Para orientar el cumplimiento del objetivo del presente trabajo, en este capitulo se
presentan los resultados del analisis a priori suscitado por la construccién del disefio didactico y
su posterior valoracién mediante la rdbrica, los cuales corresponden al proceso de planeacién y
valoracion de acuerdo con el objetivo general. Con estas reflexiones se responde a la pregunta de
investigacion la cual cuestiona sobre ;Cémo la mirada histdrica-epistemoldgica del razonamiento

proporcional posibilita su estudio y favorece la inclusién en clase de Matematicas?
Los resultados se presentan en las siguientes categorias.

i.  El proceso de disefio: de los acercamientos epistemologicos al disefio de actividades
ii.  Principios rectores del DUA en el disefio e idoneidad didactica de la Historia para
promoverlos

iii.  Ajustes a los disefios a partir de la rabrica de valoracion

5.1. El proceso de disefio: de los acercamientos epistemolégicos al disefio de

actividades

Como referente tedrico se usaron las etapas del desarrollo del razonamiento proporcional
de las cuales se plantean cuatros acercamiento epistemoldgicos (Mochén, 2012). Lo anterior,
delimitd la estructura y los alcances del disefio didactico. Esto se puede ver en la figura 4, y en la
figura 6 y figura 7 se puntualiza en la delimitacion para el nivel de profundidad 2 y 3

respectivamente.

En este apartado, se suscitara el andlisis sobre la forma en qué se integré el marco teérico
propuesto al disefio didactico, en los dos niveles de profundidad propuestos. Para efectos de

organizacion, este andlisis se categoriza de acuerdo a los cuatro momentos de actividad
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matematica, explicados en el inciso 4.6. Simultaneamente se realiza el analisis en el nivel de

profundidad 2 y 3 para reconocer la transicion epistemolégica que se dio de un nivel a otro.

5.1.1. Primer momento

En el nivel de profundidad 2, este disefio empieza con una actividad practica denominada
“juguemos con la Tierra y la Luna”. En esta actividad se plantea un pequefio experimento de clase,
en donde a través del aprendizaje colaborativo los estudiantes deberan medir dos circulos de
diferente diametro elaborados en material concreto y con distintos colores o texturas, dependiendo

de las adaptaciones que el docente considere conveniente.

Se parte del hecho de que los estudiantes han construido las etapas anteriores al
razonamiento pre proporcional, como lo sugiere Mochdn (2012), ver figura 9. Por tanto, se debe
empezar a construir, de manera natural, el concepto de raz6n como comparacion entre dos
magnitudes. En este sentido lo que se espera es que el estudiante tenga un primer acercamiento al
concepto de razén, mediante la comparacion de la longitud de la circunferencia con su diametro.
También se rescata el hecho, de que trabajar con material concreto, de acuerdo con Godino (1998)
mencionado en Torres (2015), contribuye a la comprension de los objetos matematicos en la
medida en que permite la exploracién de la actividad matematica, y posibilita mas canales

sensoriales para acceder a la informacion.

En el punto 2, literal a) y b) se espera que el estudiante relacione las medidas de la Tierra
y la Luna respectivamente. No se busca aun que hagan el cociente (es decir, que expresen la razén
en decimal), sino que comprendan inicialmente que la razon sirve para comparar o relacionar

magnitudes (por eso solo se habla de relacion y no de razon). Por su parte en el literal c) se
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introduce la razén entre magnitudes y se espera que el estudiante pueda hallar la razon de la

longitud de la circunferencia con el diametro de la Tierra y la Luna.

Seguidamente, en el literal d), se busca que el estudiante reconozca la equivalencia entre la
razon, expresada como fraccion, y el cociente o nimero decimal, lo que también posibilita las
distintas representaciones de los constructos matematicos, figura 10. De este modo, como pregunta
final del momento se busca que el estudiante reconozca que los cocientes hallados son
aproximadamente iguales, si bien de acuerdo con las caracteristicas particulares de este nivel de
profundidad no se espera una justificacion matematica estructurada, pero si que argumenten

intuitiva por qué sucede esta propiedad (constancia de la razon).

Es de rescatar que esta primera construccion del concepto de razén se contrapone a la
ensefanza tradicional de la proporcionalidad reducido al uso indiscriminado de la regla de tres, tal

como lo reportan Mochon (2012) y Guacaneme (2016).

Figura 10

Distintas representaciones para relacionar magnitudes. Nivel de profundidad 2

N 7Y

Tierra Luna Tierra Luna Tierra Luna
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Longicud de a Razon entre la
circunferencia longitud de la
— Circunferencia Cociente
Didmeero vel didmesro. |
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Nota. Esta es la secuencia con la que se presentan las actividades para construir preliminarmente

el concepto de razon.

En cuanto al nivel de profundidad 3 se tiene una intencion similar a la del nivel de
profundidad 2. Se espera que el estudiante construya, con un poco mas de formalidad, el concepto
de razon, y comprenda sus diferentes significados. En este nivel la actividad del momento 1 se
denomina “juguemos con los planetas” aunque presenta las mismas ideas que la actividad inicial
del nivel de profundidad 2, el estudiante debe trabajar con mas circulos (que representan los ocho
planetas), lo que requiere mayor actividad matematica y mayor sentido de comparacion. Asi
mismo, el estudiante podra verificar mas sus hipotesis sobre la razén entre la longitud de la
circunferencia y el diametro de los distintos circulos, lo que a la postre le permitira estar mas
familiarizado con el proceso de comparacién mediante razon para comprender conceptos o

estrategias ulteriores.

En el punto 2, el literal a), b) y c) se trabajan de manera similar que en el nivel de
profundidad 2. Se espera que en este nivel el estudiante tenga mayor capacidad de iniciativa para
realizar las operaciones y construir los significados sobre el concepto de razon, figura 11. En
cuanto al literal e) se quiere que el estudiante reconozca que los cocientes hallados son
aproximadamente iguales, y puedan explicar qué sucede esto. Dado que la situacion entre las
magnitudes es directamente proporcional, alli se evidencia la propiedad de constancia de la razon,
la cual se trabaja mas adelante. Sin embargo, es conveniente que el estudiante, sin formalizacién
matematica aln, pero con claridad pueda justificar esta propiedad. El hecho de que el estudiante
sepa manejar este lenguaje dentro del razonamiento proporcional, interprete la situacion y busque
estrategias para resolver problemas demuestran un promisorio desarrollo del razonamiento

proporcional de acuerdo con Obando et al. (2014).
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Figura 11

Distintas representaciones para relacionar magnitudes. Nivel de profundidad 3

R

Mercurio | Venus | Tierra | Marte | Jupiter | Saturno | Urano | Neptuno Mercurio | Venus

- [eeEElegee - [ele

Longitud de la Razén entre la
circunferencia circunferencia
Diametro y el diametro

Neptuno

i

Tierra | Marte | Jupiter

el

Venus | Jupiter

Planeta ;% e

cocientes

Nota: Secuencia con la que se presentan las actividades para construir el concepto de razon.

En este sentido, de acuerdo con Mochon, “construir conceptos como el de razon, el cual es
fundamental en el razonamiento proporcional, apoyaria al nifio a ir desarrollo sus concepciones y
significados personales sobre este proceso y a promover futuras habilidades en este sentido” (2012,
p.142). Asi mismo, favorece la comprensidn y posterior interpretacion de situaciones directamente

proporcionales.

Comparando lo esperado, con los resultados de la valoracion de la rabrica (ver inciso 4.4),
al respecto se valor6 positivamente el hecho de que se construyera el concepto de razén haciendo
uso de un hecho histérico, de manera sutil, como es el célculo de PI, haciendo asi mencion a los
presaberes. De acuerdo a la valoracion, el primer momento se ajusta a los estipulado de acuerdo a
lo expuesto en el inciso 4.3 sobra la fase Il de la investigacion: planteamiento del disefio, en el

marco del proyecto 70783 antes citado.
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5.1.2. Segundo momento

En el nivel de profundidad 2, se introduce la situacion que encauzara el desarrollo de los
momentos 2, 3y 4. Alli se narra un proyecto de Matematicas desde una perspectiva histérica que
desarrolla un profesor sobre razones y proporciones. Al respecto se mencionan tres estudiantes
destacados: David, Daniel y Jennifer; los cuales son los protagonistas del momento 2, 3y 4

respectivamente.

Este momento gira en torno a un problema del libro Lilavati (figura 12).

Figura 12

Problema adaptado del libro Lilavati

Veamos el problema: @

-
L
s 7
- iOhl Inteligente Lilavati,

hermosa nifia de ojos temblorosos,

si dos palas de azafrdn valen 6 niskas,
dime al instante, 10, la mejor comerciante,
¢cudnto azafrdn podrds comprar con 18
niskas?

*Una niska era una moneda de oro en la cultura
indlia.

Para responder a la pregunta del problema, se orienta a que el estudiante teniendo en cuenta
los acercamientos epistemoldgicos anteriormente descritos vaya desarrollando sus ideas. En

particular se aborda el primer acercamiento denominado uso de tablas y relaciones intuitivas
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(Mochdn, 2012). De este modo, de acuerdo a las sugerencias didacticas en el punto 3 literal a) se
le plantea al estudiante una tabla (figura 13) para que €l mismo determine relaciones cualitativas
como el doble, el triple, la mitad, etc. Y asi empiece a construir un significado natural sobre las
relaciones directamente proporcionales, y no solo realice ejercicios repetitivos sino le sea posible

la comprensién de la proporcionalidad en contexto del problema.

Figura 13

Tabla para el punto 3 literal a)

Palas de azafran Niskas

& & ¥ 4
4 ¥ 4 Fd

Para diligenciar esta tabla, de acuerdo a Mochdn (2012) se debe orientar al estudiante a qué
reconozca, por ejemplo, que, si 2 palas de azafran cuestan 6 niskas, entonces como 4 (palas de
azafran) es el doble de 2, deben costar el doble (en niskas) de lo que cuestan 2 palas de azafran, es
decir 12 niskas, asi mismo con las otras cantidades. El docente tiene flexibilidad de hallar las
relaciones que desee (4 es el doble de 2, 6 es el triple de 2, 8 es el doble de 4, 4 es la mitad de 8, 2
es la tercera parte de 6, etc.) de acuerdo con las particularidades del grupo. Se espera que el
estudiante empiece su razonamiento pre proporcional con estas razones sencillas, a la vez que va

reflexionando sobre algunas propiedades de variacion en las relaciones directamente
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proporcionales. Aqui se desarrollan las dos ideas esenciales explicadas en el inciso 4.3:

comparacion y variacion.

Seguidamente se introduce mediante explicacion el método conocido histéricamente como
lu, el cual fue usado por la cultura china. Este método es caracterizado como la estrategia unitaria,
que corresponde al segundo acercamiento epistemoldgico. Esta estrategia permite fundamentar la
ulterior introduccién a la algoritmia. De acuerdo con Mochdn (2012), se espera que el docente
sirva como orientador para que el estudiante comprenda que al conocer una de las magnitudes
cuando la otra tiene valor de 1 (a esto se le conoce como lu), el problema se reduce a multiplicar

esta lu por las otras cantidades.

Notese que en el caso particular del problema el estudiante debe reconocer que al dividir
el valor de las 2 palas de azafran entre 2, entonces tendra el valor de 1 sola pala de azafran (3
niskas). Aunque no se sugiere explicitamente en el disefio, el docente puede pedir que los
estudiantes verifiquen que al multiplicar la lu (3 niskas) por los valores de la columna derecha, le
resultaran los valores de la columna izquierda, y socializar las ideas suscitadas al respecto. Esta
estrategia es conceptualmente equivalente a la regla de tres, pero se invierten los pasos. Lo anterior
permite a la postre fundamentar algunos algoritmicos, que se introducen (de manera basica en este
nivel de profundidad) al final del disefio. Asi mismo ampliar las concepciones numeéricas sobre la
proporcionalidad y transitar hacia la comprension en contexto, tal y como lo refiere Obando, et al.

(2014).

De este modo, en el punto 4, se le pide al estudiante que desarrolle mediante pasos la idea,
esta actividad debe ser orientada por el docente, el objetivo es que se comprenda naturalmente que

1 pala de azafran corresponde a 3 niskas (o0 que 1 pala de azafrén cuesta 3 niskas). Figura 14. Este
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ejercicio de desarrollar pasos favorece también procesos demostrativos y de argumentacion

matematica.

Figura 14

Desarrollo de la estrategia unitaria

Palas de azafran

3

a) Divida el valor de las palas de azafrdn (6 niskas) entre 2. ¢Qué valor obtuve?

b) Con el valor hallade en el punto anterior, complete la siguiente tabla:

Niskas

[

1

c) ¢Cudl es el valor de una sola pala de azafrdn?

I ——— —

Seguidamente, se introduce el concepto de razon, pero se continua con el uso de tablas, se

espera que los estudiantes reconozcan que pueden relacionar las dos columnas de la tabla mediante

una razon. Aqui se inicia el tercer acercamiento epistemolégico denominado razén de cambio. El

docente debe orientar a que el estudiante comprenda la diferencia con la estrategia unitaria (figura

15) En esta estrategia se hablaba de que 3 niskas corresponden a 1 pala de azafran (es decir con 3

niskas se puede comprar una pala de azafran), mientras que en este acercamiento se debe reconocer

explicitamente la razén 3 niskas x pala de azafran, es decir, la razén entre las niskas y las palas de

azafran es de 3.
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Figura 15

Transicion de la estrategia unitaria a razén de cambio

RS

ACERCAMIENTO II. ESTRATEGIA UNITARIA ACERCAMIENTO III. RAZON DE CAMBIO

Si sabemos cudnto vale 1 sola pala de azafrdn, es El valor hallado en el punto anterior se conoce como razén.
mucho mds facil calcular el valor de otras palas de Es decir:

azafrdn. Para ello debemos dividir las 6 niskas (que es
lo que valen las 2 palas de azafrdn) entre 2. Como La razén entre el valor en niskas y las palas de azafrdn es:

6+2=3, entonces 1 pala de azafrdn vale 3 niskas. 6 +2 = 3 piskas por cada pala de azafrdn

Luego de eso solo debo multiplicar ese valor por el
nimero de palas de azafrdn que se pidan.

Las dos estrategias mencionadas posibilitan maltiples formas de representacion de la
informacion y favorecen la comprension. Para finalizar se le invita al estudiante a que explique,
mediante sus propias palabras, por qué al multiplicar la razén por los valores de la columna de la
izquierda, se obtienen los de la columna de la derecha. La anterior es una competencia, que se
rescatd en el marco tedrico: explicar de distintas formas comportamientos recurrentes

(propiedades) en una relacion directamente proporcional.

En cuanto al nivel de profundidad 3, en este momento no se realizaron cambios
significativos a lo propuesto en nivel de profundidad 2. Se trabaja con el mismo contexto, y con
un namero un poco mayor de datos. Se sugiere que el docente considere especialmente cuando el
estudiante diligencia la tabla, comunicar las pistas de manera mas pausada, con el fin de que el

estudiante se adelante y con una sola pista pueda deducir la estrategia.

Asi mismo, se espera que de manera mas natural y autoestructurada el estudiante llegue a
sus respuestas y planee sus propias heuristicas para el desarrollo de las estrategias. El principal
cambio, es que en el punto 4 literal ) el estudiante debe justificar, con mas recursos matematicos,

la propiedad evidenciada de esa relacion directamente proporcional y evidenciar una correcta
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interpretacion y compresion de estas propiedades (aunque aun de manera incipiente). Lo anterior
para, de acuerdo con Obando et al. (2014), transitar del algoritmo a la comprension dentro del

contexto.

En cuanto a la valoracion de este momento mediante la rubrica, se sugiere de acuerdo con
lo estipulado para cada momento de actividad matematica, introducir el objeto matematico de
estudio, en este caso, la proporcion, por tanto, se sugiere aprovechar la Gltima actividad del
momento, para los dos niveles de profundidad, (punto 5.b para el nivel de profundidad 2, y punto
4.e para el nivel de profundidad 3) e introducir alli el concepto de proporcién. Este ajuste se
explicitara en el inciso 5.3. Ajustes a los disefios a partir de la rubrica de evaluacion.

5.1.3. Tercer momento
Para un nivel de profundidad 2, se introduce una historieta (figura 16) que relata la leyenda sobre

Tales de Mileto y la medicién de la Gran Piramide de Egipto.

Figura 16

Historieta sobre Tales y la medicion de la piramide
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TALES Y LA PIRaMIDE

Un dia cualquiera, tales visité la gran pirémide de Egipto, ante
su fama, los servidores del faraén le avisaron que un gran
filésofo y matemdatico estaba observando fijomente las
piramides

Entonces el faraén, llegd de inmediato y le dijo a Tales lo
siguiente:

Me han dicho que es usted el mas
de s los 3
. pero no creo que sea capaz de
~ decirme cudl es la altura de mi
1 Gran Pirdmide.

Tales, que era un hombre que le gustaban los retos, estuvo
unos minutos, y finalmente le dijo al faraén:

necesito que por favor, alguien mida
en este mismo momento la sombra de
la pirémide.

@

iClaro que puedo! No mas, clavaré mi
bastén de 2 metros y mediré la
bre

Seguidamente se muestra el esquema utilizado por Tales (figura 17) el cual se refuerza
posteriormente mediante el SGD Geogebra. Alli se espere inicialmente que el estudiante reconozca

las diferentes medidas asociadas en el esquema.

Figura 17

Esquema planteado por Tales de Mileto
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L IR I R PR P Y T Y

En esta actividad se refuerza la razon de cambio, introducida preliminarmente como
estrategia en el momento 2, para ello se busca que el estudiante compare la altura del baston con

su respectiva sombra. En el punto 6 literal b) se afiaden los valores especificos de la altura del
z - - - Vd 2 7 -
baston y la longitud de su sombra, para que el estudiante determine la razon 3 aqui se le pide la

ayuda al docente para que el estudiante pueda representar esta razén en decimal, y la tenga presenta

para las preguntas posteriores.

Seguidamente, y con aras de desarrollar el pensamiento inductivo, el cual propicia el
razonamiento proporcional segun Inhelder & Piaget (1958) citados en Mochon (2012) en el literal
c) se busca que el estudiante realice algunas conjeturas sobre qué pasaria si Tales hubiese usado
un baston mas grande o mas pequefio. Estas conjeturas seran corroboradas con una animacion en
Geogebra (se puede encontrar en el siguiente link: https://www.geogebra.org/m/egw5amtc), en la
cual el estudiante puede manipular la altura del bastén (a 1 m. o0 3 m.) e identificar la sombra

correspondiente. Figura 18. Aqui ademas de comparacion se desarrolla la idea de variacion, en la
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medida en que el estudiante debe cuestionarse sobre el comportamiento del cambio de la sombra,

cuando cambia la altura del baston.

Figura 18

Manipulacion de GeoGebra de la altura del baston. Nivel de profundidad 2

Forma original: altura del baston=2 m.

| Bastén mas pequefio: altura=1 m Baston mas pequefio: altura=3 m

De este modo, se espera que el estudiante reconozca de manera preliminar que se guarda
una razén constante entre la altura del baston y la sombra que proyecta. En efecto, en el punto 7
literal a) y b), luego de manipular el SGD Geogebra, debe corroborar o refutar sus hipdtesis sobre
la longitud de la sombra cuando el baston se hace mas grande o mas pequefio. De acuerdo a esta
misma animacién en el literal c) se le pide al estudiante que halle las tres razones encontradas entre
la altura del bastdn y la sombra que proyecta, al cambiar la altura del baston, asi mismo, se le pide

que realice la division (este valor va a coincidir con el decimal 0,66 hallado anteriormente), por
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los objetivos del disefio esta division puede ser realizada mediante una calculadora o con ayuda

del docente. Figura 19.

Figura 19

Proceso inicial de argumentacion sobre la igualdad de razones

c) Cambiando de altura del bastdn en Geogebra, escriba las razones
encontradas entre la altura del bastén y la lengitud de la sombra que
proyecta. Realice cada divisidn (puedes usar la calculadora a |

d) ¢Qué puede observar entre el cociente de las distintas razones? ¢por
qué cree que sucede esto?

PROCESO ARGUMENTATIVO

Del mismo modo en la el literal d) se busca que el estudiante comprenda que las razones
son iguales, y con esto se adentre un poco mas en el razonamiento proporcional, en la medida en
que ya se puede explicar ciertas propiedades que ha venido entreviendo regularmente. Se invita al
estudiante a que haga la relacion analoga, pero con la altura de la piramide y su sombra, y que

sutilmente intuya que esta razon es igual a la hallada anteriormente con el bastén.

Finalmente, se introducen paulatinamente algunos conceptos matematicos relacionados
con el razonamiento proporcional. El principal objetivo es entender inicialmente que una
proporcién es una igualdad de razones, con esto es posible desarrollo los procesos algoritmicos
posteriores. Aqui se espera una orientacion minuciosamente del docente en el desarrollo de los

calculos en el punto 8, en donde se busca que el estudiante entienda mas las nociones de
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comparacion y variacion a que realice ejercitacion de procedimientos algoritmicos. Lo anterior es

una parte del cuarto acercamiento denominado constancia de la razén y algoritmia.

En cuanto al nivel de profundidad 3, el desarrollo se da de manera similar al nivel de
profundidad 2, sin embargo, se da mas libertad para que el estudiante estructura sus respuestas, y
reflexiones sobre las propiedades que han reconocido en las relaciones directamente
proporcionales. Esta reflexion se suscita dado que, en este nivel de profundidad, como se indica
en la figura 10, se desarrolla con mas minucia el cuarto acercamiento epistemolégico, en donde el
estudiante ademéas de comprender y explicar conceptos relacionados con el razonamiento
proporcional y usarlos para resolver problemas, puede explicar e incluso predecir propiedades de

este tipo de relaciones, de acuerdo con Mochon (2012).

Otro cambio para resaltar, se da en la animacion en Geogebra, la cual puede encontrarse en

el siguiente link: https://www.geogebra.org/m/rvrgtbf8 , en donde el estudiante puede interactuar

con mayor libertad con la simulacion, e incluso tener méas insumos para hacer generalizaciones

sobre la variacion de la longitud de la sombra, cuando el baston cambia de tamafio. Figura 20.

Figura 20

Manipulacion de Geogebra de la altura del baston. Nivel de profundidad 3


https://www.geogebra.org/m/rvrqtbf8
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L3
[7.4]
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: Forma original: almira del bastdn=2 m.
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i
T
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[lee]
Bastén mas pagueno: altura=1 m Bastdn mas grande: altura=3 m
- -
Baston més grande: altura=4 m Baston mas grande: altura=5 m

Este momento fue valorado positivamente mediante la rdbrica, pues de acuerdo a las
observaciones, se resalta el hecho de que se practique lo aprendido, y calcular un valor faltante,
habiendo determinado que las magnitudes se comportan de manera directamente proporcional,

cumple con el propdsito de este momento.

5.1.4. Cuarto momento

Dadas las delimitaciones que se explicaron anteriormente, en cuanto al nivel de
profundidad 2 y 3, en este momento es donde mas se evidencia la transicion de un nivel a otro. Lo
anterior, obedece a que en el nivel 2 solo se abarca una parte del cuarto acercamiento (en cuanto a

reconocer la proporcion y resolver problemas haciendo uso de sus propiedades) mientras que en
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el nivel de profundidad 3 se espera ademas de lo anterior, que el estudiante explique, con
justificacion matematica apropiada algunas propiedades identificadas como la constancia de la
razon, y comprenda adecuadamente las ideas de comparacion y variacion que de acuerdo a

Mochon (2012) fundamentan el razonamiento proporcional.

Ahora bien, en cuanto al nivel de profundidad 2, se relata la forma en qué Eratostenes
logré medir la longitud de la circunferencia de la tierra, lo anterior mediante un video que se puede
encontrar en el siguiente link: https://www.youtube.com/watch?v=2tmiWjLSMCcA, se le sugirié al
docente proyectar este video las veces que sea necesario, y repetirlo cuando la pregunta propuesta
lo requiera. En el punto 9 literal a) se le pide al estudiante que explique con sus palabras o dibuje
la idea de Eratdstenes segun el video, aqui se le sugiri6 al docente darles el espacio a los estudiantes
para que hagan sus propias representaciones y posteriormente socializarlas. Se invita también al
estudiante a que anote en una hoja borrador algunos datos, que, a su propio criterio, considere

importantes.

En el punto 10, se busca que el estudiante manipule la simulacion en GeoGebra sobre la
medida de la circunferencia de la tierra por Eratostenes. Esta simulacion se encuentra en el

siguiente link: https://www.geogebra.org/m/m7vaptn3 y establezca si se trata de una relacién

directamente proporcional. Se busca que el estudiante reconozca que las magnitudes involucradas
(longitud de tierray a&ngulo solar) varian, y puedan determinar si este comportamiento de variacion
es directamente proporcional. También el docente debe orientar al estudiante para que reconozca
que el punto H determina la distancia a Siena, y que debe superponer ese punto sobre el rombo
amarillo, en donde se ubica la ciudad de Alejandria. Importante en este sentido, que el estudiante

note que hay un pequefio margen de error, y de ser posible el docente pueda explicarlo. Figura 21.


https://www.youtube.com/watch?v=2tmiWjLSMcA
https://www.geogebra.org/m/m7vaptn3
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Figura 21

Simulacion en GeoGebra. Eratostenes y la medida de la tierra. Nivel de profundidad 2

DISTANCIA = 798.9

Finalmente, en el punto 11, se le pide al estudiante que desarrolle los pasos gque habia
seguido en el punto anteriormente, para hallar la longitud de la circunferencia de la Tierra. Se le
sugiere al profesor guiar muy detenidamente las operaciones de los estudiantes y enfatizar en qué
entiendan el proceso y los objetos matematicos involucrados, especialmente el concepto de

proporcion.

En el nivel de profundidad 3 ademé&s de las actividades descritas en el nivel de
profundidad 2, se afiade también una pregunta en el punto 10 literal b) en donde el estudiante debe
realizar una division para determinar la razén de cambio entre la longitud de tierra y el angulo
solar correspondiente. Lo anterior con el fin de reforzar los conocimientos previamente
construidos. Por otra parte, en aras de que el estudiante reflexione sobre las propiedades de las
relaciones directamente proporcionales, se afiade una situacion, el punto 11, en donde el estudiante
de nuevo explorando el SGD, debe responder algunas cuestiones. En el literal a) se debe
superponer el punto H sobre los rombos que sefialan las ciudades de Alejandria, EIl Cairo y Atenas,

y verificar los datos eshozados en una tabla. Figura 22
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Figura 22

Simulacion en Geogebra. Eratostenes y la medida de la tierra. Nivel de profundidad 3

D

‘
¥

Interaccion con el SC

DISTANCIA =799~

Distancia de Alejandria a Siena

Distancia de Atenas a Siena

Distancia de El Cairo a Siena

En el literal b) se pide que se halla la razon entre la distancia a Siena de cada ciudad y el

respectivo angulo solar asociado, de Alejandria, El Cairo y Atenas respectivamente. Aqui, se puede

hacer uso de la calculadora y verificar que las tres razones son aproximadamente iguales, esto de

acuerdo al acercamiento trabajado, en donde se espera que el estudiante pueda reconocer y

verificar algunas propiedades de las relaciones directamente proporcionales. Figura 23.

Figura 23

Razon entre la distancia a Siena y el angulo solar. Nivel de profundidad 3

33.Halle las razones, entre
correspondiente dngulo solar

. (puedes usar la calculadora a |

la distancia a Siena de cada ciudad, y su
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En el literal c) se espera que el estudiante justifique, con un poco mas rigor, por qué las
razones son iguales, En el literal d) se busca que el estudiante sepa interpretar la constancia de la

razon en el contexto historico en el que se esta trabajando, y lo justifique matematicamente.

En el punto 12, se espera conectar lo que se ha venido trabajando con Eratdstenes y el
momento 1 en el que se hallaron razones entre la circunferencia y el didmetro de los planetas (en
este caso del planeta tierra). En este punto se le sugiri6 al docente dejar que el estudiante razone
para determinar una estrategia matematica para hallar el diametro, y de ser necesario solo le ayude
en las operaciones que se requieran. Figura 24. Con esta actividad se terminan de desarrollar los

acercamientos del razonamiento proporcional.

Figura 24

Conexion entre el momento 4 y el momento 1. Nivel de profundidad

‘ﬂ b) ¢Cudl es la relacién entre la longitud de la circunferencia de la
I Tierray su didmetro?

777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

12. Segin Eratéstenes la longitud de la circunferencia de la tierra
era de aproximadamente  41.150 km. Halle el didmetro
aproximado de la tierra, usando la razén !

longltud de la circunferenciade latlerra , g0 on o punto 2 del

didmetro

Transicion del algoritmo a la
comprension en contexto

primer momento y haciendo las operaciones necesarias.

Este momento también fue valorado positivamente mediante la rubrica de evaluacién, en
la medida en que se busca evaluar los conocimientos adquiridos mediante el desarrollo del disefio,

y esto es acorde con el proposito para este momento de actividad matematica.
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5.2. Principios rectores del DUA en el disefio e idoneidad didéctica de la Historia

para promoverlos

En el inciso 3.5 se explicitan las formas en las que interviene la Historia para favorecer su
ensefianza: la Historia de la Matematicas como uso, la Historia de las Matematicas como
integrador y la Historia de las Matematicas como permeador. Por otra parte, en el apartado 4.1 se
consideran los principios rectores del DUA, y las pautas asociadas, en aras de valorar si se estan

desarrollando procesos inclusivos en el aula.

En esta categoria de andlisis se expondran los resultados a priori de la forma en que se
promovieron los principios y pautas del DUA en el disefio y en particular el rol que jugo la Historia

y la Epistemologia como recurso didactico para favorecer la inclusion.

En este sentido, se tiene como objeto matematico de estudio el razonamiento proporcional,
que hace referencia al qué del presente proyecto, con la Historia y la Epistemologia se responde al

coémo, mientras el proceso de inclusion indica el para qué. Figura 25

Figura 25

Sintesis de la categoria de analisis

QUE
Razonamiento ~\

proporcional

HISTORIAY
EPISTEMOLOGIA
DEL
RAZONAMIENTO

PROPORCIONAL
PARA LA INCLUSION

coémo

Historia y epistemologia
como recurso didactico

PARA QUE
Inclusién —
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Este analisis se organiza de acuerdo a los tres principios rectores del DUA, en cada
categoria se expondran el desarrollo de estos principios y pautas y como las formas en la que
intervienen la Historia de las Matematicas en su ensefianza (como uso, como integracion y como
permeador) posibilitaron o favorecieron el cumplimiento de dichos principios. Antes de iniciar,

para orientar el proceso de analisis, se plantea la figura 26.

Figura 26

Analisis de los principios y pautas del DUA propiciados por el disefio didactico

o I: PRINCIPIO II. PRINCIPIO IIl. PROPORCIONAR
L PROPORCIONAR MULTIPLES MULTIPLES FORMAS DE
FORMAS DE REPRESENTACION. FORMAS DE EXPRESION. i
Pauta 7
- Pauta 4 e :
) v OPorcionar opciones
d" propomonm ogorc'onm i Para captar ¢ interés,
oo o pPara Io‘mteroccién
pPara Percepcién, -
pauta 8
pauta 2 pauta 5 rcionar opclones
] 0
Wiz N proporcionar OPC‘OV\T: Pr°p°ru mantener el
opciones para el para la expresion Y esfuerzo y 19
lenguaije, 105 comunicacion- e
expresiones
matematicas Y
simbolicas:
Pauta 9
Pauta 3 i p |
P Toporcionar Opciones
Proporcionor Opciones et s =
Para la comprensign, " Alos ™ umorregu’adon
€jecutivas,

5.2.1. Principio I: Mdltiples formas de representacion
El disefio didactico que se desarrollo posibilitd distintas formas de representacion de la

informacion. En particular, con la actividad practica del momento 1, en donde el estudiante debe

manipular material concreto, se ampliaron los canales sensoriales para acceder a la informacion.
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Lo anterior, en concuerda con la pauta 1: proporcionar diferentes opciones para percibir la
informacion, en la medida en que el material concreto propuesto puede adaptarse adecuadamente

(con colores o texturas) de acuerdo con la necesidad particular del estudiante.

Asi mismo, también se posibilito distintas representaciones semioticas dentro del registro
semidtico numérico, para que el estudiante construyera el significado de razén. En primera medida
se introduce como una relacion de comparacion, luego se transita a la razon (escrita en forma de
fraccion) y finalmente el estudiante reconoce que puede representar esta razon mediante un nimero
decimal. Lo anterior ademas de promover la comprension y los significados personales que deben
favorecerse en el desarrollo del razonamiento proporcional, también es acorde a la pauta 2:
proporcionar multiples opciones para el lenguaje y los simbolos, dado que se le permitié al
estudiante interactuar con los sistemas de representacion matematicos del concepto de razon, y se
busco establecer un lenguaje comun para que el esa actividad, que se sugirio, se desarrolle en

pequefios grupos, se promueve la comunicacion.

Por otra parte, la secuencia que se planted en el disefio para la construccion de los conceptos
fundamentales y la introduccion a estrategias proporcionales, en donde se guio al estudiante para
que el mismo, y partiendo de nociones basicas fuera resolviendo problemas y hallando sus propias
respuestas, como el punto 2,3,4,8 y 11, permitid satisfacer la pauta 3: proporcionar opciones para
la comprension, en donde se brindo al estudiante multiples formas de comprender la informacion,
y adquirir paulatinamente nuevo conocimiento. Lo anterior, también en el marco de un aprendizaje
significativo, en donde se construyeron epistemologicamente conceptos fundamentales del

razonamiento proporcional, partiendo de nociones previas, como la comparacion.
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Es de rescatar, que la Historia como recurso didactico posibilitd también este principio de
representacion. La Historia como uso, se evidencia, por ejemplo, con dos elementos que se
integraron en el disefio: los ¢sabias qué? y las notas historicas. Estos recursos daban referencias
histéricas que ayudaban al estudiante a comprender la situacion y situarse en el contexto del
problema, de acuerdo a la pauta 3, antes citada. Asi mismo, la Historia de las Matematicas como
uso posibilitd la conexion entre conceptos del razonamiento proporcional con hitos historicos que
marcaron la historia de las razones y proporciones: en particular, para el disefio se rescataron tres
hitos historicos: El problema de Lilavati, un texto chino fundamental en la Matematica de la época,
la leyenda de Tales sobre la medicion de la Gran Piramide de Egipto, y la medida de la longitud

de la circunferencia de la tierra, hecha por Eratostenes.

Por otra parte, la Historia de las Matematicas como integracion, se evidencio en el
desarrollo del disefio, en donde la Historia de las Matemaéticas no fueron un extracto adicional al
disefio, sino parte fundamental del disefio mismo. Con los registros historicos usados en el disefio,
se complementa esta idea. NOtese que es la historia misma la que encauza el desarrollo del tema,
y permite anticiparse a los blogueos epistemoldgicos que pudiesen surgir. Por ejemplo, en la
medicion de la piramide, se empieza a comparar primero por aparte las razones entre la altura del
baston y la sombra del baston, y de la altura de la piramide con la sombra de la piramide; y luego
se transita a construir el concepto de proporcion, en donde se igualan estas dos razones. Lo anterior
permitié proporciones mas formas para reconocer el lenguaje matematico, y también favorecer la
comprensién en contexto, y la adquisicion de nuevo conocimiento de manera sutil y estructura, de

acuerdo a la pauta 3, antes mencionada.

En el contexto del primer principio del DUA, también se destacan las animaciones

realizadas mediante el SGD Geogebra, en donde el estudiante el estudiante tiene la posibilidad de
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interactuar, verificar y conjeturar sobre la situacion que se le plantea. El uso de un SGD se planted
dada la necesidad de que el estudiante comprenda, con una representacion dinamica, la idea de
variacion. Ademas, estas animaciones ayudaron a favorecer la comprension del objeto matematico
mismo. Con esta misma idea, se propuso la visualizacion del video sobre Eratdstenes y la medida
de la tierra, dado que lenguaje natural y adaptado a la edad de los estudiantes, narraba la historia

y favorecio la comprension.

Como evidencia del cumplimiento del primer principio del DUA, con sus pautas asociadas,

en la figura 27, se muestra la valoracion hecha mediante la rabrica en cuanto a este principio.

Figura 27

Valoraciéon primer principio del DUA: multiples formas de representacion

P1
Indicador

Pauta 1. Proporciona

diferentes opciones para X
percepcion.

Pauta 2. Proporciona

multiples opciones para el e

lenguaje, las expresiones
matematicas v simbdlicas
Pauta 3. Proporciona

opciones para la X
comprension

Nota: El puntaje esta dado en una escala de 1 a 5, en donde 5 es el mayor ajuste a los principios
del DUA

5.2.2. Principio I1: Maltiples formas de accidn y expresion
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El disefio didactico que se presentd buscé posibilitar multiples respuestas por parte de los
estudiantes, un poco mas en el nivel de profundidad 3 que en el nivel 2. Sin embargo, se
promovieron espacios para que el estudiante expresara auto estructuradamente sus esquemas en
los registros que €l considera convenientes. Al respecto, se plantearon preguntas abiertas, bien
dirigidas, encauzadas al objetivo de cada actividad y propiciara diferentes caminos para dar

respuesta a dicha pregunta.

En particular, se plantearon puntos en donde el estudiante debia registrar mediante un
esquema, verbal o grafico, la situacion. Por ejemplo, en el momento 4 con la historia de Eratdstenes
se le pidid al estudiante, que, de acuerdo con el video, hiciera un dibujo, o explicara con sus propias
palabras la idea de Eratdstenes. Alli se le sugirio al docente dar la mayor libertad para que el
estudiante estructurara sus propios esquemas. Asi mismo, con el uso de Geogebra, el estudiante
pudo verificar algunos datos y comportamientos de la situacion y de alli validar sus conjeturas. Lo

anterior de acuerdo a la pauta 4: proporcionar multiples medios fisicos de accion.

Tambien en el disefio se le sugiere al docente buscar medios de expresion para comunicar
las ideas, al respecto se dan algunas orientaciones sobre las “pistas” que seria conveniente dar para
que el estudiante adquiera conocimiento. Asi mismo el uso de la tecnologia, en este caso el SGD,
promueve distintas formas de comunicacion. También se plantean en determinados espacios
socializar respuestas 0 esquemas construidos individualmente, discutirlos y hallar puntos de
inflexion en estos. Con esto, se da cumplimiento a la pauta 5: proporciones opciones para la

comunicaciony la expresion.

Asi mismo, para proporcionar opciones para las funciones ejecutivas (pauta 6) se

secuenciaron adecuadamente las actividades, y se propusieron puntos de verificacion dentro del
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disefio, para que se valore el aprendizaje, especialmente por parte del propio estudiante
(metacognicién). Como se menciond también se plantearon actividades, en donde el estudiante
debia organizar las acciones de trabajo para llegar a la respuesta, lo anterior permite gestionar las

funciones ejecutivas del cerebro, y desarrollar estrategias para la resolucion de problemas.

Aqui también, interviene el uso de la Historia como integracion, en la medida en que la
Historia como recurso didactico no solo permite orientar epistemologicamente la ensefianza, sino
también el aprendizaje y la actividad matematica del estudiante. La metacognicién también es
favorecida por la Historia como integracion y la Historia como permeador, en la medida en que la
historia permite identificar y comprender los bloqueos epistemoldgicos en la construccion de

conceptos y superarlos. (Gutiérrez, 2019)

En cuanto a la valoracion de este principio mediante la rubrica, como se refleja en la figura
28, la pauta 4 y la pauta 6 se cumplen totalmente (figura 28). No obstante, la pauta 5: proporcionar
opciones para la comunicacion y expresion, tuvo una puntuacion de 4, al respecto se sugirié hacer
explicitos momentos de trabajo en grupo o de socializacion, en aras de favorecer la comunicacion

en el aula. En el inciso 5.3 para los ajustes a los disefios, se tuvo en cuenta esta observacion.

Figura 28

Valoracién segundo principio del DUA: multiples formas de accion y expresion
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P1

Indicador

Pauta 1. Proporciona
opciones para la mteraccion X
fisica.

Pauta 2. Proporciona
opciones para la expresion y X
la comunicacion.
Pauta 3. Proporciona
opciones para las funciones X
gjecutivas.

5.2.3. Principio I11. Mdltiples formas de implicacion

El disefio que se presentdé promueve la participacion activa del estudiante en el aula de
clase. Por ello plantea estrategias de motivacion que pueden ayudar a despertar el interés y la
motivacion. La actividad practica del primer momento, el cual se constituye como un experimento
de clase, no solo ayuda a la construccion de los conceptos iniciales, sino mantiene al estudiante

motivado por su propio aprendizaje, y se favorece el clima de clase para las ulteriores actividades.

Cuando se planted la situacion que desarrollé el disefio en el momento 2, 3y 4 (el proyecto
del profesor Javier) se destacaron tres estudiantes, con diferentes intereses (Literatura, Historia,
Arquitectura, Arte, Astronomia). Lo anterior se plante0 en aras de abrir mayores posibilidades para
que las actividades estuvieran dentro de los intereses particulares del estudiante. Lo anterior, de
acuerdo a la pauta 7: proporcionar multiples formas de captar el interés. Esta pauta también fue
propiciada por las simulaciones en Geogebra, en la medida en que ademas de captar el interés del

estudiante también estimula la concentracion.
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El marco tedrico que sustento el disefio permitid transitar adecuadamente en distintos
niveles de complejidad, de acuerdo a las etapas del desarrollo del razonamiento proporcional, y
los acercamientos epistemoldgicos propuestos. Las actividades fueron planteadas para que el
estudiante cada vez descubriera, de manera autbnoma, respondieran a las preguntas, y asi mismo,
cada vez se requirio de mayor actividad matematica, mayor concentracion, y un nivel creciente de

razonamiento y explicacion de los hechos matematicos involucrados.

En este sentido, se hicieron algunas sugerencias al docente sobre la orientacion que se debe
dar al estudiante de acuerdo a sus caracteristicas particulares. Lo anterior, de acuerdo a la pauta 8:
proporcionar opciones para mantener el esfuerzo y la persistencia. La actividad matematica,
también fue favorecida por el uso de la Historia como permeador, pues como se menciono
anteriormente, delimité el desarrollo del tema, y los niveles de complejidad requeridos, de acuerdo

a la evolucidn historica-epistemoldgico de los conceptos involucrados.

Por su parte, la pauta 9: proporcionar opciones para la auto regulacion, que busca que el
estudiante regule sus propias emociones, como parte fundamental del aprendizaje, y se mantenga
motivado, fue propiciado especialmente por las tecnologias digitales: el video y las animaciones
en Geogebra, suponen una forma diferente en que los estudiantes perciben informacion, razonan,
realizan actividad matematica, conjeturan y verifican sus ideas intuitivas. También, con el
propdsito de desarrollar una ética personal desde edades tempranas se propuso como pregunta final
del disefio, una reflexion personal en torno a la actitud de Eratostenes cuando, después de varios
intentos, logro destacarse como hombre de ciencia.

Figura 29

Relacion entre la auto regulacion de emociones y la intervencién de la Historia como permeador
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NIVEL DE PROFUNDIDAD 2 ﬁ NIVEL DE PROFUNDIDAD 3

12.Luego de conocer la historia de Eratdstenes, qué cualidades o valores puede

13_ Eratéstenes en su juventud fracasé como fildsofa, pero luego g
resaltar de este gran matemdtico

de muchos intentos logré pasar a la historia como la primera

persona que midid la circunferencia de la tierra solo con un 3

palo. ¢Qué reflexién para su vida le dejo la historia de &
Eratéstenes? @

La valoracion de este principio mediante la rabrica de valoracion fue positiva, en la medida
en que todas las pautas, segun la evaluacién, se cumplen a cabalidad. Lo anterior se puede observar
en la figura 30.

Figura 30

Valoracion tercer principio del DUA: Multiples formas de implicacion

Figura 30.Valoracion tercer principio del DUA: Multiples formas de implicacion

Pl
Indicador

Pauta 1. Proporciona

opciones para captar el X
mterés

Pauta 2. Proporciona

opciones para mantener el X

esfuerzo v la persistencia.
Pauta 3. Proporciona

opciones para la X
autorregulaciéon.

Ahora bien, considerando el potencial didactico de la Historia y la Epistemologia, que hace
referencia al como de la investigacion (ver figura 25), ademas de lo mencionado en este inciso, se

resalta la valoracion positiva que tuvo este recurso didactico, mediante la rdbrica, en donde, de
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acuerdo a esta valoracion se observa el desarrollo del objeto matematico desde lo didactico en la
medida en que se visualiza una intencion didacticas en las actividades planteadas, a medida que se
desarrolla el disefio hay diferentes representaciones y articulacion entre ellas, y la forma en que se
propone el objeto matematico se relaciona con las caracteristicas de los estudiantes incluidos en
los dos niveles de profundidad trabajados. Figura 31.

Figura 31

Valoracion del desarrollo del objeto matematico desde lo didactico

Se observa el desarrollo

del objeto matematico X
desde lo didactico®

5.3. Ajustes a los disefios a partir de la rubrica de evaluacion

De acuerdo a la rabrica de evaluacion, se aprovecho la ultima actividad del momento 2
(punto 5.b para el nivel de profundidad 2, y punto 4.e para el nivel de profundidad 3) para
introducir, sutilmente, el concepto de proporcion. Al respecto, se afiadio la misma situacion para
los dos niveles de profundidad (figura 32), lo anterior obedece a que el concepto de proporcion es
el concepto fundamental que se trabaja en el disefio y no requiere de actividad matematica del

estudiante pues esta se propicia en el momento 3, en el cual si diferencia de un nivel a otro.

Figura 32

Situacion para introducir el concepto de proporcion
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Entonces, el profesor le pide que halle la razdn entre el valor en niskas y las palas
de azafrdn. Para ello, le sugiere que divida el valor de la columna izquierda entre el
valer de la columna derecha en cada fila y halle el cociente:

David sique este proceso, el cual se muestra a continuacidn:

6
-=3 - =3 ==3

El profesor le explica lo siguiente:

Una relacién es llamada directamente proporcional =i existe la

igualdad de razones. esta igualdad se conoce coma la pr'opor':ién.

se puede hacer una propercion. de la siguiente manera:
& esa 2

Cama 12 esa 4

En lenguaje matemdtico, lo anterior quiere decir que:

6 2
12~ 4

Ahora bien, la adicion de esta situacion en el momento 2, hizo que se cambiara la
introduccion del concepto de proporcidn que se tenia previsto en el momento 3 (en los dos niveles
de profundidad). Para ello se modifico de la siguiente manera: Se narra que el profesor le explica
el proceso para hallar la proporcion ejemplificando en el contexto en el que se esté trabajando
(medicion de la altura de la piramide). Ver figura 33. Lo anterior, con el objetivo de encauzar el
desarrollo del disefio y no repetir informacion. Se destaca también, que en el momento 2 la
proporcion se introdujo de manera numérica, mientras en el momento 3 se ejemplifica con

variables, lo anterior de acuerdo a lo sugerido por Mochoén (2012), el cual afirma que en el
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desarrollo del razonamiento proporcional se deben propiciar también procesos de generalizacion

y abstraccion.

Figura 33

Intervencidon modificada para abstraer el concepto de proporcién

El profesor tal y como le explicé a David, le ensefia a Daniel cémo plantear la
proporcién.

Daniel, observe que la razdn entre la medida del bastén de tales y la sombra que proyecta es igual a:

Altura del bastén
Longitud de la sombra del baston

Y también se puede hallar la razén entre la altura de la pirdmide y su sombra, la cual es

Altura de la piramide

Longitud de la sombra de la piramide

Ahora bien, como la relacidn (altura-longitud de sombra) es directamente proporcional, se puede hacer una

propercién, la cual es una igualdad de razones, de la siguiente manera:
La altura del bastén esa la longitud de la sombra del bastdn

Cémo la altura de la pirdmide esa la longitud de la sombra de la pirdmide

En lenguaje matemdtico, lo anterior quiere decir que:

Altura del baston Altura de la piramide

Longitud de la sombra del bastin = Longitud de la sombra de la piramide

Por otra parte, otro cambio significativo que se hizo, fue el de proporcionar opciones para
la comunicacién y la expresion (Pauta 4 del DUA). Alli se sugirid hacer explicitos momentos de
trabajos en grupo o socializacion. Si bien, algunos de estos momentos se mencionaron en la version
docente del disefio, se explicitd en la hoja de trabajo del estudiantes algunas pautas para la
socializacion. En el nivel de profundidad 2, se sugiere que la actividad inicial en el momento 1 se

realice un grupos pequefios para que sea mas facil la medicion y se compartan ideas para responder
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a las preguntas. Asi mismo, en el punto 5.b se invita al estudiante a qué discuta su respuesta con

los compafieros, igualmente en el punto 6.c en donde se pide que expongan sus conjeturas.

En el momento 4, punto 9.a se le pide explicitamente al estudiante que socialice su
representacion y la explique ante el grupo. Para finalizar en la tltima pregunta del disefio, también
se pide que compartan las cualidad que al parecer de cada estudiante son las mas destacables de

Eratéstenes.

Figura 34

Modificaciones para proporcionar opciones para la comunicacion

Figura 34.Modificaciones para proporcionar opciones para la comunicacion

1. Realicemos el siguiente experimento:
a) Organicense en pequefios grupos, de acuerdo a la
orientacidn del profesor.

b) ¢Por qué cree que multiplicando la razén (3) por las palas de azafrdn se puede
hallar su valor en niskas?. Discuta su respuesta con los demds compafieros

c) ¢Qué cree que pasaria con la longitud de la sembra, si Tales hubiese usado
un bastén mds grande o mds pequefio? Discuta esa respuesta con sus

expresion

compaferos
9. De acuerdo con el video, responda los siguientes puntos.
a) Represente en un dibujo la situacién que se planteé Eratéstenes, de acuerdo

con el video. Socialice su representacién con los compafieros y expliquela. |

12. Luego de conocer la historia de Eratéstenes, qué cualidades puede resaltar de

Muiltiples opciones para la comunicaciény Ia

este gran matemdtico. Socialice con sus compafieros tres de las cualidades que

cree son las mds destacables. e

Nota: en rojo se destacan las consignan que se afiadieron

Cambios analogos en cuanto a esta pauta del DUA se realizaron en el nivel de

profundidad 3.

Los disefios ajustados de acuerdo a la rubrica de evaluacion, en el nivel de profundidad 2

y 3, se encuentran en el apéndice B y C respectivamente.
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6. Conclusiones

En el presente capitulo se presentan algunas reflexiones generales sobre el proceso de
disefio y valoracidn desarrollados en este trabajo. Lo anterior, en aras de responder al objetivo de
investigacion plantear y valorar disefios didacticos basados en el componente histdrico-
epistemoldgico del razonamiento proporcional para favorecer la inclusién en clase de
Matematicas. Estas conclusiones son suscitadas por la comparacion entre lo esperado a priori con

las actividades del disefio y los resultados de la valoracion de acuerdo a la rabrica.

Referente al proceso de disefio, se tuvo el reto de proponer una alternativa didactica, en
este caso la Historia y la Epistemologia, en aras de desarrollar procesos inclusivos en el aula de
Matematicas, que cumplan con unos principios fundamentales, recogidos en el DUA, y favorezca
la comprension en todos los estudiantes. EI marco tedrico usado, permitié secuenciar las
actividades y la generacion de nuevo conocimiento en el estudiante, lo que fue muy bien valorado
de acuerdo con la rubrica de evaluacion. Ademas de que se cumplieron las habilidades cognitivas
de acuerdo con los niveles de profundidad trabajados, también se promovieron los procesos
matematicos. Ante esto, el balance es muy positivo, en la medida en que el disefio, en general, del

cumplio con los requerimientos para una educacion inclusiva.

De esta manera, la secuencia de actividades propuesta planted tareas coherentes con los
avances que arroja la literatura, para el desarrollo progresivo del pensamiento proporcional,
partiendo de las etapas iniciales, y transitando de un razonamiento pre proporcional a proporcional,
lo que permite estudiante una mejor comprension de estas nociones de la proporcionalidad directa.
Se tienen en cuenta las dificultades que plantea la literatura expuesta, presentes en la actividad
matematica relacionada con el objeto matematico en cuestion. Estas ideas trabajadas, fueron

corroboradas en la ribrica de evaluacion.
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En el desarrollo del disefio, se evidencio tambien como se puede enfocar el estudio de la
proporcionalidad desde el pensamiento variacional, y distanciarlo un poco del pensamiento
numérico, no porque este Ultimo no sea necesario, sino que en el contexto en el que surgio
histéricamente la proporcionalidad relucen las ideas de comparacion y variacion, fundamentales
tanto en el razonamiento proporcional, como también en el razonamiento variacional en general,
y que a su vez fundamenta ulteriores objetos matematicos y posibilita el desarrollo de posteriores

habilidades relacionadas con el Calculo.

Lo anterior es una muestra mas de que la Historia y la Epistemologia del concepto
matematico debe por lo minimo dar atisbos para guiar la ensefianza. En este trabajo, la Historia y
la Epistemologia toman un caracter mas amplio: no solo apoyan y guian la ensefianza, sino que
hacen parte de la ensefianza misma, como parte sustancial del disefio, que no solo capta el interés
del estudiante, sino que favorece la superacion de los obstaculos epistemologicos y el desarrollo
de la comprension. Lo anterior, se puede corroborar en la discusion de resultados en el capitulo
anterior. El desarrollo del objeto matemético desde lo didactico (uso de la Historia y la

Epistemologia), fue también valorado positivamente mediante la rubrica de evaluacion.

La Historia y la Epistemologia de las Matematicas, son un recurso invaluable, para el
desarrollo de los procesos de ensefianza. No tener en cuenta la evolucion historico-epistemologica
del concepto, descontextualiza las matematicas y le quitan sentido. Por tanto, los maestros en
formacion deben recibir una fundamentacion tedrica en estos aspectos para poder desarrollar un
aprendizaje significativo en los estudiantes. En este sentido, se debe también, y de acuerdo con
uno de los principios del DUA, usar la historia como herramienta de motivacion y posibilitar asi

un aprendizaje significativo.



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION
90

La complejidad que supone para el sistema educativo desarrollar procesos inclusivos, no
hace suficiente que una estrategia para la ensefianza posibilite los requerimientos. Sin embargo,
como se resalto, La Historia y la Epistemologia pueden favorecer estos procesos. No obstante, y
conscientes de la ardua tarea para hacer real y posible la educacién inclusiva, de ninguna manera
se debe limitar el proceso de ensefianza y aprendizaje a una sola estrategia para promoverla. Por
el contrario, y como se evidenci en el disefio, hay otros recursos que deben considerarse tambien:
el uso de las tecnologias digitales (SGD, videos), recursos literarios (historietas, cuentos,
anécdotas), actividades con material concreto, etc. Lo anterior, obedece a que la educacion

inclusiva necesita de insumos que la propicien, y el docente debe ser consciente de este aspecto.

Como perspectivas para trabajos posteriores, se insta al educador matematico a proponer y
evaluar alternativas que favorezcan la educacion inclusiva. En particular, se invita a considerar la
Historia y la Epistemologia de las Matematicas como mediadora de la ensefianza, 0 como guia
para su desarrollo. M&s aln cuando las Matemaéticas tienen un acervo historico bastante nutrido.
Si bien, los hallazgos en este aspecto puedan ser incipientes, es urgentemente necesario presentar

alternativas que posibiliten realmente la inclusion.
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Apéndice A. Estructura curricular ajustada acorde a la valoracién

Apéndice A. Estructura curricular ajustada acorde a la valoracion

Proyecto 707983: Disenos didacticos para la inclusién en Matematicas con la mediacién de tecnologias: procesos de formaciéon y
reflexion con profesores.

ESTRUCTURA PARA LA INCLUSION EN CLASE DE MATEMATICAS

PARA EL CONJUNTO DE GRADO DE 4-5

Etapas Nivel de profundidad 2 Nivel de profundidad 3
Preguntas o . " i
problematizadoras Propésito Descriptores Propésito Descriptores
Pensaiiiciito L.a el‘flbor:acmn, comparacién y P ensitiiicito L.a el‘flbo.r:aclon, comparacion y
Numérico ejercitacion de procedimientos Numérico ejercitacion de procedimientos

Identificar el
concepto de razon,

como comparacion,

para comprender
;Coémo se han resuelto | problemas de tipo

problemas en la historico.
Historia usando
razones y .
proporciones? Pensamiento
variacional

Interpretar la
variacion en
situaciones
historicas de
proporcionalidad
directa

Plantea y ejecuta estrategias
numéricas para resolver problemas
histéricos de proporcionalidad
directa.

Reconoce la razon como medida
para comparar magnitudes.

Compara las razones en una relacion
directamente proporcional y
establece la proporcion.

Comunicacion
Interpreta situaciones de variacion
proporcional utilizando el lenguaje

natural.

Comprender el
concepto de razon
y proporcion y
usarlos para
resolver problemas
del contexto
historico de las
Matematicas.

Pensamiento
variacional
Explicar
situaciones
historicas de

Propone y realiza estrategias numéricas
para resolver problemas historicos de
proporcionalidad directa.

Interpreta el concepto de razon para

realizar comparaciones entre magnitudes.

Comunicacion
Explica cualitativamente situaciones de

variacion proporcional utilizando el
lenguaje natural.

Material elaborado por: Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gomez
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Proyecto 707983: Disefios didacticos para la inclusion en Matematicas con la mediacion de tecnologias: procesos de formacion y
reflexiéon con profesores.

Razonamiento

Justifica situaciones de
proporcionalidad directa en mediante
Geogebra.

Modelacién
Interpreta esquemas (graficos o

verbales) que modelan situaciones
de proporcionalidad directa.

variacion
proporcional
directa e identificar
propiedades de
estas relaciones.

Razonamiento

Reconoce la razén de cambio en

situaciones historicas de proporcionalidad

directa, apoyado en Geogebra.

Justifica caracteristicas de una relacion
directamente proporcional como la
igualdad de razones y la constancia de la
razon.

Modelacion
Construye representaciones graficas que

modelan situaciones de proporcionalidad
directa.

Material elaborado por: Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gomez
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Apéndice B. Disefio didactico-version estudiante (ajustado). Nivel de profundidad 2

¢ Como se han resuelfo problemas en lda hisforia usando razones Y
proporcwnes?
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Primer momenlo

¢Sabias qué?

El planeta Tierra se formé hace aproximadamente 4.500 millones de afios, y solo
cuenta con un satélite natural conocido como la Luna.

JJUGUEMOS CON LATIERRA Y LA LUNAI

1. Realicemos el siguiente experimento:

a) Organicense en pequefios grupos, de acuerdo a la
orientacion del profesor.

b) Tome la pita y los dos circulos de cartén que le
entregard su profesor.

c) Use la pita para calcular la longitud de la
circunferenciay el didmetro de cada circulo y registre
esas longitudes en la siguiente tabla:

Circunferencia

Didmetro
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Tierra Luna

-~ ﬂ.

o

Longitud de la
CircunferencCia

Diametro

2. Respondan grupalmente las siguientes preguntas de acuerdo al experimento

a) Complete la siguiente relacién usando las longitudes de la Tierra.

Longitud circunferencia de la Tierra

Diametro de la Tierra

b) ¢Cudl es la relacién entre la longitud de la circunferencia de la Luna y su
didmetro?

¢Sabias qué?

Una razén (en matemdticas) es una forma de relacionar
dos medidas por medio del cociente.
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d) Halle la razdn entre las longitudes de la circunferencia y del didmetro de la
Tierra y la Luna y registrelas en la siguiente tabla.

Tierra Lubha
-~ A\
o\
Razdh entre la -
longitud de la
CircunferencCia
y el didmetro.

e) Calcula el cociente deg la razén de la Tierra y la Luna.
(puedes usar la calculadorae)

Tierra Lun.

-~

o\

Cociente

f) €Qué particularidad observa entre los dos cocientes encontradas en el punto
anterior?
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Segundo momenlo

El profesor Javier, realizé un proyecto de matemdticas con los
nifios de 5°A sobre razones y proporciones. Para ello, les pidié
que consultaran sobre el desarrollo histérico de este tema.
Entre las fareas mds interesantes que recibié el profesor
destacé la de David, Daniel y Jennifer. Averigiiemos por qué
fueron las mds interesantes para él...

David, es un nifio muy curioso, le encanta ver peliculas,
P\ documentales y leer. Por ello, él centré su consulta en un

U
roblema del libro Lilavati, sobre repartos proporcionales.
p partos prop

Nota histérica

El Lilavati es un antiguo texto hindd, en el cual un padre se dirige a su hija Lilavati
por medio de versos para proponerle problemas de Matemdticas.

Veamos el problema: @
/
5 (D

iOh! Inteligente Lilavati,
hermosa nifia de ojos tfemblorosos,
si dos palas de azafrdn valen 6 niskas,
dime al instante, 14, la mejor comerciante,
¢cudnto azafrdn podrds comprar con 18
niskas?

*Una niska era una moneda de oro en la cultura
india.
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3. Con base en el problema de Lilavati responde las siguientes cuestiones:
a) Complete la siguiente tabla, dibujando las niskas correspondientes:

‘Palas de azafrah Niskas
2 6
B LR AR LR LRSI
clelolololo
{ 4 \\.p" \\.’" \\."’ \’\.f’ \'\wi “\v.o"
‘f
r £
£ £
6

¢) ¢Si Lilavati quisiera comprar 4 palas de azafrdn cudntas niskas necesitard?
¢Por qué?
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Cuando David le muestra la tarea al profesor Javier, el profesor le muestra una
manera mds sencilla de resolver el problema, tal como lo hacian los chinos,
explicdndole lo siguiente:

Si sabemos cudnto vale 1 sola pala de azafrdn, es
mucho mds fdcil calcular el valor de otras palas de
azafrdn. Para ello debemos dividir las 6 niskas (que es
lo que valen las 2 palas de azafrdn) entre 2. Como
6--2=3, entonces 1 pala de azafrédn vale 3 niskas.

Luego de eso solo debo multiplicar ese valor por el
nimero de palas de azafrdn que se pidan.

4. Ayldele a David a desarrollar la idea que le planted el profesor.

a) Divida el valor de las palas de azafrdn (6 niskas) entre 2. ¢Qué valor obtuvo?

b) Con el valor hallado en el punto anterior, complete la siguiente tabla:

‘Palas de azafran Niskas
3 6
1

c) ¢Cudl es el valor de una sola pala de azafrdn?
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Luego de completar la tabla, el profesor Javier le explica a David que:

El valor hallado en el punto anterior se conoce como razén.
Es decir:
La razén entre el valor en niskas y las palas de azafrdn es:

6 +2 =3 niskas por cada pala de azafrdn

5. David, perplejo, comprueba que multiplicando estd razédn, es decir, 3, por las
palas de azafrdn pedidas obtendrd su determinado valor en niskas.

a) Ayldele a David a completar de nuevo la tabla, multiplicando las palas de
azafrdn de cada celda por la razén hallada (3) y responda las preguntas:

‘Palas de azafran Niskas
2. %3 6
¢ x3
6 x3

b) ¢Por qué cree que multiplicando la razdn (3) por las palas de azafrdn se puede
hallar su valor en niskas?. Discuta su respuesta con los demds compafieros
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David le muestra al profesor la tabla diligenciada:

‘Palas de azafran Niskas
2 6
4 12
6 18

Entonces, el profesor le pide que halle la razén entre el valor en niskas y las palas
de azafrdn. Para ello, le sugiere que divida el valor de la columna izquierda entre el
valor de la columna derecha en cada fila y halle el cociente:

David sigue este proceso, el cual se muestra a continuacién:

6
~=3 ==3 ==3

El profesor le explica lo siguiente:

Una relacién es llamada directamente proporcional si existe la

igualdad de razones, esta igualdad se conoce como la pr'opor'cién.

se puede hacer uha proporcién, de la siguiente manera:
6 esa 2

Cémo 12 esa 4

En lenguaje matemdtico, lo anterior quiere decir que:

6 2

12 4
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Tercer momento

Daniel, otro estudiante de 5-A, quiere ser arquitecto,
ama el arte y pinta desde los cinco afios. Daniel consultd
sobre la Gran Pirdmide de Egipto y cdmo Tales de Mileto

logré medir su altura.

Daniel, encuentra la siguiente historieta

TALES Y LA PIRaMIDE

Un dia cualquiera, tales visité la gran piramide de Egipto, ante
su fama, los servidores del faradn le avisaron que un gran
filésofo y matematico estaba observando fijamente las
pirémides

A

Tales, que era un hombre que le gustaban los retos, estuvo
refl do unos y final le dijo al faraén:

iClaro que puedo! No mds, clavaré mi
bastén de 2 metros y mediré la
sombra.

Entonces el faraén, llegé de inmediato y le dijo a Tales lo
siguiente:

Me han dicho que es usted el mas
inteligente de todos los hombres,
pero no creo que sea capaz de
decirme cual es la altura de mi
Gran Piramide.

necesito que por favor, alguien mida
en este mismo momento la sombra de
la pirémide.
Si, sr Tales. Con
mucho gusto.
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Luego de socializar la tarea con el profesor Javier, éste le explica que Tales usé un
esquema como el que se muestra a continuacion:

)

B B B B D A RS AR

6. De acuerdo al esquema planteado, resuelva las siguientes cuestiones:
a) Relacione cada medida con la letra en el esquema anterior.

|
| :
{ Altura del bastén  «— C I
| i '
: Sombra del bastén “\ D :
| | |
{ Altura de la pirdmide L 9 B I
I N [
{ Sombra de la pirdmide T A :
' I

Daniel observando el esquema que usé Tales, se da cuenta que
puede hacer una comparacion entre la altura del bastén y la @
sombra que proyecta. El establece que puede determinar la razén e em-

% ente la altura del bastén y la sombra que proyecta.

©
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b) Halle la razén entre la altura del bastén y la longitud de la sombra que
proyecta, sabiendo que el bastén media 2 metros y proyectaba una sombra
de 3 metros.

I
I
: Altura del bastén
: Longitud de la sombra del baston -
I

¢) ¢Qué cree que pasaria con la longitud de la sombra, si Tales hubiese usado
un bastén mds grande o mds pequefio? Discuta esa respuesta con sus
compariieros

7. Comprobemos huestra hipétesis: Ingrese al siguiente link de Geogebra,
https://www.geogebra.org/m/egwbamtc

Observe la situacién y mueva el deslizador (altura del bastén). Con base en su
observacion responda las siguientes preguntas.

a) €Qué pasa con la longitud de la sombra que proyecta el bastén cuando el
bastén es mds pequefio, es decir mide 1 metro de altura?

b) ¢Qué pasa con la longitud de la sombra que proyecta el bastdén cuando el
bastdn es mds grande, es decir mide 3 metros de altura?
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c) Cambiando de altura del bastén en Geogebra, escriba las razones
encontradas entre la altura del bastén y la longitud de la sombra que
proyecta. Realice cada divisié‘puedes usar la calculadora )

_______________________________________________________ Jd
d) ¢Qué puede observar entre el cociente de las distintas razones? ¢por
qué cree que sucede esto?
T e o e e R i R A |
[ |
[ [
[ |
[ |
[ |
et s s s s s o s st s s s s st e e s s s s e ' . s s s s st s o e s st s s s e e s e Jd
Nota histérica
LXK

Tales de Mileto es considerado uno de los siete sabios de Grecia,
hizo innumerables aportes a las Matemdticas, la Fisica y la
Filosofia

¢Sabias qué?

La Gran pirdmide de Egipto es una de las siete maravillas del
mundo antiguo, se cree que fue construida por unas 4000
personas.

Ahora, el profesor le dice a Daniel que compare la altura de la pirdmide con la longitud
de su sombra.

e) ¢Cudl es la razén de la altura de la pirdmide
con la longitud de su sombra? Si la longitud
de la sombra de la pirdmide era de 220 m.

o s e e, e e i e e
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El profesor tal y como le explicé a David, le ensefia a Daniel cémo plantear la
proporcién.

Daniel, observe que la razén entre la medida del bastén de tales y la sombra que proyecta es igual a:

Altura del baston
Longitud de la sombra del baston

Y también se puede hallar la razén entre la altura de la pirdmide y su sombra, la cual es

Altura de la piramide
Longitud de la sombra de la piramide

Ahora bien, como la relacidn (altura-longitud de sombra) es directamente proporcional, se puede hacer una

proporcidn, la cual es una igualdad de razones, de la siguiente manera:
La altura del bastdn esa lalongitud de la sombra del bastén

Cémo la altura de la pirdmide esa lalongitud de la sombra de la pirdmide

En lenguaje matemdtico, lo anterior quiere decir que:

Altura del baston _ Altura de la piramide
Longitud de la sombra del bastén ~ Longitud de la sombra de la piramide

8. Con la anterior explicacién, halle usted mismo la altura de la pirdmide,
realizando los siguientes pasos.
a) Reemplace los datos originales en la proporcién.

Recuerde que:

Altura del bastén= 2 m.

Longitud de la sombra del bastén= 3 m.
Altura de la pirdmide= ¢?

Longitud de la sombra de la pirdmide = 220 m.

. — Altura de la piramide

Altura del baston Alturade la piramide

|

|

| i — = ——

| Longitud de la sombra del bastéon Longitud de la sombra de la piramide
|

|

|
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b) Despeje la altura de la pirdmide, para ello, multiplique 220 a ambos lados de
la igualdad y luego simplifique.

2 o A.de la piramide
3 B 22—

c) De la igualdad que resulté, realice las operaciones. Primero multiplique 2 x
220, y luego divida este resultado entre 3.

g X 220 = Altura de la piramide Procedimiento

2 x 220
3

= Altura de la piramide

|
|
: [
| |
| [
| |
| [
| |
! i
: = Altura de la piramide |
|
: [
| |
! I
: Altura de la pirdmide = m. :
|

|
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Cuarto momento

Jennifer es otra nifia de 5-A, suefia desde pequefia con ser
astrénoma. Ella consulté sobre cémo Eratéstenes logré medir
la longitud de la circunferencia de la tierra con un palo. Para
esto, observé el siguiente video.

=

W
¢
./\\

\

Obsérvelo usted también
ERASTOTENES Y LA MEDIDA DE LA TIERRA

https://www.youtube.com/watChv=2tmiWILSMCA

Nota historica Su
L]
Eratéstenes fue un matemdtico, gedgrafo y astrénomo L)
griego, conocido por ser la primera persona que calculd la

longitud de la circunferencia de la tierra.

9. De acuerdo con el video, responda los siguientes puntos.
a) Represente en un dibujo la situacién que se planted Eratdstenes, de acuerdo
con el video. Socialice su representacion con los compatfieros y expliquela.
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b) ¢Cudl era el dngulo entre los rayos del sol y el palo en Alejandria?

10. Observe la siguiente animacién en Geogebra
https://www.geogebra.org/m/m7vaptn3

Mueva el punto H y responda:

a) ¢Qué pasa con el dngulo solar cuando se mueve el punto H?

b) ¢Crees que relacién longitud de la tierra y dngulo solar es una relacion
directamente proporcional? ¢por qué?
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Jennifer, hace el siguiente esquema de acuerdo a lo planteado por Eratéstenes:

Si La longitud de la circunferencia de la tierra esa 360°
Como 800 km es 7°

Entonces, sabemos que:

longitud de la circunferencia de la tierra _ 360°
800 km Nz

11. Con la anterior proporcidn, ayldele a Jennifer a encontrar la longitud de la
circunferencia de la tierra, haciendo las operaciones necesarias como en el

12. Luego de conocer la historia de Eratéstenes, qué cualidades puede resaltar de
este gran matemdtico. Socialice con sus compatieros tres de las cualidades que
cree son las mds destacables.
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Apéndice C. Disefio didactico-version estudiante (ajustado). Nivel de profundidad 3

U)(V’(@h@@(mﬂ@(mw e la
Hisloria

¢ Como se han resuello prololemas en la hisTorida usando razones Y

proporciones?

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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¢Sabias qué?

Los planetas se formaron hace unos 4.500 millones de afios, en la actualidad
nuestro sistema solar estd integrado por 8 planetas: Mercurio, Venus, Tierra,
Marte, Jipiter, Saturno, Urano y Neptuno.

JJUGUEMOS CON LOS PLANETASI

1. Realicemos el siguiente experimento:
a) Organicense en pequefios grupos, de acuerdo a la
orientacion del profesor.
b) Tome la pitay los ocho circulos de cartén que le
entregard su profesor. Didmetro
c) Use la pita para calcular la longitud de la
circunferencia y el didmetro de cada circulo y
registre esas longitudes en la siguiente tabla:

Circunferencia

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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| Mercurio | Venus | Tierra | Marte | Jupiter | Saturno = {rano & Neptuno

; Q) (o)
Planeta <
a/1%
Longitud dela |
CircunferencCia
Diadmetro ‘ ‘ ‘

2. Responda las preguntas de acuerdo a el experimento realizado:

a) Complete la siguiente relacion usando las longitudes de Mercurio

VU U R O N SR N N R SN, Y. .. S~ T RSO -— ., = -

Longitud circunferencia de Mercurio

|
I
: Diametro de Mercurio
|
|

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
A ’ ! b) ¢Cudl es la relacion entre la longitud de la circunferencia de la E
Tierra y su didmetro? E
:
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[}

Una razén (en matemdticas) es la comparacién entre dos
medidas por medio del cociente.

¢Sabias qué? ’@\ﬁ:‘- ’ @ ¥
3

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez



HISTORIA DEL R.PROPORCIONAL PARA LA INCLUSION

119

c) Halle la razdn entre las longitudes de la circunferencia y del didmetro de los
planetas y registrelas en la siguiente tabla.

Venus Tierra Marte Jupiter

GSaturno | Uranho = Neptuho

Mercurio
Planeta @
TRazdn entre la
CircunferencCia
y el didmetro

e

d) Calcula el cociente la razén de Venus, Jipiter y Saturno. Escriba el
procedimiento (puedes usar la calculadorae)

Planeta :6[@ S | 7

Venus | Jlpiter |

Saturno

cocientes

€) ¢Qué particularidad observa entre los cocientes encontradas en el punto

anterior?
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Segomdo momenlo

El profesor Javier, realizé un proyecto de matemdticas con los
nifios de 5°A sobre razones y proporciones. Para ello, les pidié
que consultaran sobre el desarrollo histérico de este tema.
Entre las fareas mds interesanfes que recibié el profesor
destacé la de David, Daniel y Jennifer. Averigiiemos por qué
fueron las mds interesantes para él...

David, es un nifio muy curioso, le encanta ver peliculas,
0 documentales y leer. Por ello, él centré su consulta en un
problema del libro Lilavati, sobre repartos proporcionales.

Nota histérica

El Lilavati es un antiguo texto hindd, en el cual un padre se dirige a su hija Lilavati
por medio de versos para proponerle problemas de Matemdticas.

Veamos el problema: @
/
5 (D

iOh! Inteligente Lilavati,
hermosa nifia de ojos temblorosos,
si dos palas de azafrdn se compran con 6
niskas, dime al instante, 14, la mejor
comerciante,
¢cudnto azafrdn podrds comprar con 18
niskas?

*Una niska era una moneda de oro en la cultura

india. /

A 4

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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3. Teniendo en cuenta la historia de Lilavati, responda las siguientes cuestiones:
a) Complete la siguiente tabla, dibujando las niskas correspondientes:

‘Palas de azafran Niskas

:’@\; ?@\: 78R i@\; ;’@\; ;’@\;
WE g WL g WL g WL g WL J WL
X R e e &

& £ ¥4

\
LY

e s I O T ) e s e e e e e

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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c) ¢Si Lilavati quisiera comprar 4 palas de azafrdn cudntas niskas necesitard?
éPor qué?

Si sabemos cudnto vale 1 sola pala de azafrdn, es
mucho mds fdcil calcular el valor de otras palas de
azafran. Para ello debemos dividir las 6 niskas (que es
lo que valen las 2 palas de azafrdn) entre 2. Como
6-+2=3, entonces 1 pala de azafrdan vale 3 niskas.

Luego de eso solo debo multiplicar ese valor por el
nimero de palas de azafrdn que se pidan.

Cuando David le muestra la
tarea al profesor Javier, el profesor le muestra una manera mds sencilla de resolver
el problema, tal como lo hacian los chinos, explicdndole lo siguiente:

4. Ayldele a David a desarrollar la idea que le planteé el profesor.

a) Divida el valor de las palas de azafrdn (6 niskas) entre 2. ¢éQué valor obtuvo?

b) Con el valor hallado en el punto anterior, complete la siguiente tabla:

‘Palas de azafran Niskas
3 6
1

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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¢) ¢Cudl es el valor de una sola pala de azafrdn?

Luego de completar la tabla, el profesor Javier le explica a David que:

El valor hallado en el punto anterior se conoce como razén.
Es decir:
La razén entre el valor en niskas y las palas de azafrdn es:

6 =2 =3 niskas por cada pala de azafrdn

David, perplejo, comprueba que multiplicando estd razon, es decir, 3, por las palas
de azafrdn pedidas obtendrd su determinado valor en niskas.

‘Palas de azafran Niskas
2 x3 6
4 x3 - 7
6 x3
8 x3

d) A\/zdefe a David a completar de nuevo la tabla, multiplicando las palas de
azafrdn de cada celda por la razén 3

e) por qué cree que multiplicando por la razén (3) los valores de la columna de la
izquierda, se pueden obtener los valores de la columna de la derecha? Discuta
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le muestra al profesor la tabla diligenciada:

‘Palas de azafrah Niskas
2 6
4 12
6 18
8 24

Entonces, el profesor le pide que halle la razén entre el valor en niskas y las palas
de azafrdn. Para ello, le sugiere que divida el valor de la columna izquierda entre el
valor de la columna derecha en cada fila y halle el cociente:

David sigue este proceso, el cual se muestra a continuacién:

¢=3 2_3 B_3 ==3

: .
; |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
i 2~ 4 6 8 :
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
i i
| |

El profesor le explica lo siguiente:

Una relacién es llamada directamente proporcional si existe la

igualdad de razones, esta igualdad se conoce como la proporcién.

se puede hacer una proporcidn, por ejemplo, de la siguiente manera:
6 esa 2

Cémo 12 esa 4

En lenguaje matemdtico, lo anterior quiere decir que:

6 2

12 4

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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Tercer momento

Daniel, otro estudiante de 5-A, quiere ser arquitecto, ama el arte
y pinta desde los cinco afios. Daniel consulté sobre la Gran Pirdmide
de Egipto y cémo Tales de Mileto logré medir su altura.

Daniel, encuentra la siguiente historieta

TALES Y LA PIRaMIDE

Un dia cualquiera, tales visité la gran pirémide de Egipto, ante
su fama, los servidores del faradn le avisaron que un gran
filésofo y matemdtico estaba observando fijamente las
piramides

-

Tales, que era un hombre que le gustaban los retos, estuvo
r unos y final le dijo al faraén:

iClaro que puedo! No mds, clavaré mi
bastén de 2 metros y mediré la
sombra.

Entonces el faradn, llegé de inmediato y le dijo a Tales lo
siguiente:

Me han dicho que es usted el mas
inteligente de todos los hombres,
pero no creo que sea capaz de
decirme cudl es la altura de mi
Gran Piramide.

necesito que por favor, alguien mida
en este mismo momento la sombra de
la pirémide.
Si, sr Tales. Con
mucho gusto.

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gomez
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Luego de socializar la tarea con el profesor Javier, éste le explica que Tales usé un
esquema como el que se muestra a continuacion:

------

5. Ayldele a Daniel a relacionar cada medida con la letra en el esquema
anterior.

Altura del bastén «——

€

Sombra del bastén D
Altura de la pirdmide M B
A

Sombra de la pirdmide [l Y

A

Daniel observando el esquema que usé Tales, se da cuenta
que puede hacer una comparacidn entre la altura del @
bastén y la sombra que proyecta. El establece que puede

: . A 2
determinar la razén 5 ente la altura del bastény la sombra

que proyecta.

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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6. A partir de la historieta, responda:

a) Halle la razén entre la altura del bastén y la longitud de la sombra que
proyecta, sabiendo que el bastén media 2 metros y proyectaba una sombra de
3 metros.

b) ¢Qué cree que pasaria con la longitud de la sombra, si Tales hubiese usado un
bastén mds pequefio? Discuta esta respuesta con sus compafieros.

c) ¢Y si Tales hubiese usado un bastén mds grande? Discuta esta respuesta con
sus compafieros.

7. Comprobemos nuestra hipdtesis: Ingrese al siguiente link de Geogebra,
https://www.geogebra.org/m/rvrqtbf8 yobserve lo que sucede cuando
mueve el deslizador (altura del bastén). Con base en su observacidn responda
las siguientes preguntas:

a) ¢Qué pasa con la longitud de la sombra que proyecta el bastén cuando el bastén
es mds grande?

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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b) ¢Qué pasa con la longitud de la sombra que proyecta el bastén cuando el bastén
es mds pequefio?

¢) Cambiando de altura del bastén en Geogebra, escriba algunas de las razones
encontradas entre la altura del bastén y la longitud de la sombra que proyecta.
Realice cada divisién (puedes usar la calculadora ﬂ

sucede esto?

Nota histérica

Tales de Mileto es considerado uno de los siete sabios de Grecia,
hizo innumerables aportes a las Matemdticas, la Fisica y la
Filosofia

éSabias qué?

La Gran pirdmide de Egipto es una de las siete maravillas del
mundo antiguo, se cree que fue construida por unas 4000
personas.

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: d) <Qué puede observar entre el cociente de las distintas razones? ¢por qué !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
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1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
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Ahora, el profesor le dice a Daniel que compare la altura de la pirdmide con la longitud
de su sombra.

e) ¢Cudl es la razén de la altura de la pirdmide con la
longitud de su sombra? Si la longitud de la sombra de
la pirdmide era de 220 m.

El profesor le explicé a Daniel algunos conceptos matemdticos importantes.

Una razén es la comparacién entre dos medidas por medio del cociente.

Por ejemplo, la razén entre la medida del bastén de tales y la sombra que proyecta es igual a

Altura del bastén
Longitud de la sombra del baston

Y también se puede hallar la razén entre la altura de la pirdmide y su sombra, la cual es

Altura de la piramide
Longitud de la sombra de la piramide

Ahora bien, como la relacién (altura-longitud de sombra) es directamente proporcional, se puede
hacer una proporcion, la cual es una igualdad de razones, de la siguiente manera:

La altura del bastén esa la longitud de la sombra del bastén

Cémo la altura de la pirdmide esa la longitud de la sombra de la pirdmide

En lenguaje matemdtico, lo anterior quiere decir que:

Altura del baston _ Altura de la piramide
Longitud de la sombra del bastén ~ Longitud de la sombra de la piramide

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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8. Con la anterior explicacidn, halle usted mismo la altura de la pirdmide,
realizando los siguientes pasos.
a) Reemplace los datos originales en la proporcién.
* Recuerde que:
* Altura del bastén= 2 m.
» Longitud de la sombra del bastén= 3 m.
= Altura de la pirdmide= ¢?
* Longitud de la sombra de la pirdmide = 220 m.

e e e et ' P s 'l e s s i st

b) Despeje la altura de la pirdmide, para ello, multiplique 220 a ambos lados de
la igualdad y luego simplifique.

c) De la igualdad que resultd, realice las operaciones. Primero multiplique 2 x
220, y luego divida este resultado entre 3.

M - S o S . S Uy S SR R S Ry S S S s S S Sy

; X 220 = Altura de la piramide Procedimiento

2 x 220

3 = Altura de la piramide

I

I

I

I

I

I

I

|

: 3= Altura de la piramide
:

I

I

| Altura de la pirdmide = m.
I

I

I

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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Cudrto momenlo

Jennifer es otra nifia de 5-A, suefia desde pequefia con ser
astrénoma. Ella consulté sobre cémo Eratéstenes logré medir
la longitud de la circunferencia de la tierra con un palo. Para
esto, observé el siguiente video.

]
o

=
Z=\Z2)

Obsérvelo usted también
ERASTOTENES Y LA MEDIDA DE (A TIERRA

https://www.youtube.com/watch2v=2tmiWL,SMCA

Nota histérica
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| Eratéstenes fue un matemdtico, gedgrafo y
i astrénomo griego, conocido por ser la primera
i persona que calculd la longitud de la
i circunferencia de la tierra.
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9. A partir del video Eratdstenes, realice las siguientes actividades.
a) Represente en un dibujo la situacién que se planted Eratdstenes. Socialice su
representacién con los compafieros y expliquela.
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b) ¢Cudl fue el hecho astrondmico que ocurrié en Siena al medio dia, lo cual le
permitié a Eratéstenes calcular la longitud de la circunferencia de la tierra?

vt st e e s e el e el e e, e et e e e e e e e e e s et et e

10. Observe el archivo de Geogebra https://www.geogebra.org/m/m7vaptn3 y
responda:

a) <{Crees que relacidn longitud de la tierray dngulo solar es una relacién
directamente proporcional? épor qué?

b) Realice la operacién 800+ 7 y con esto escriba cudntos kilémetros equivalen a
cada grado.

800 KM +7°= km por cada grado.
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Jennifer, hace el siguiente esquema de acuerdo a lo planteado por Eratéstenes:

Si La longitud de la circunferencia de la tierra esa 360°
Como 800 km es 7°

Entonces, sabemos que:

longitud de la circunferencia de la tierra _ 360°

800 km 7

¢) Con la anterior proporcién, ayldele a Jennifer a encontrar la longitud de la
circunferencia de la tierra, haciendo las operaciones necesarias.

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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11. Como Jennifer es tan curiosa, le pregunta al profesor que hubiese
pasado si Eratdstenes no estuviera en Alejandria sino en otras

=

AN

ciudades (sobre el mismo meridiano). Para ello, registra algunos s

datos en la siguiente tabla: B
DistanCia a Sieha Angulo solar
Alejandria= 800 Km 7
El Cairo= 1028 kKm 9
Atenas= 1600 Km 14
a) Observe de nuevo la simulacién en Geogebra

https://www.geogebra.org/m/m7vaptn3 , y verifique los datos de la tabla
anterior. (Recuerde que hay un pequefio margen de error).

b) Halle las razones, entre la distancia a Siena de cada ciudad, y su
correspondiente dngulo solar. (puedes usar la calculadora m

A(gmadm El Cairo Alenas

220-114,2 —= —=
| z
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d) Sienefecto, Eratéstenes no hubiese estado en Alejandria sino en Atenas o El
Cairo, ¢hubiese podido medir la longitud de la circunferencia de la tierra?

Explique por qué.

12. Segun Eratéstenes la longitud de la circunferencia de la tierra

era de aproximadamente 41150 km. Halle el didmetro

aproximado de la tierra, usando la razon

longitud de la circunferencia de la tierra
diametro

primer momento y haciendo las operaciones necesarias.

encontrada en el punto 5 del

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez
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13. Eratéstenes en su juventud fracasé como filésofo, pero luego
de muchos intentos logré pasar a la historia como la primera
persona que midié la circunferencia de la tierra solo con un
palo. €Qué reflexidn para su vida le deja la historia de
Eratdstenes?

Socialice esta reflexién con sus compafieros

Material elaborado por Sandra Evely Parada Rico y Jaiver David Rey Gémez



