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This monograph presents the article “When does f~1 = %7”, take from the American Math-
ematical Monthly Magazine, Vol 105, the article works on the solution in the real case, in
the complex case and in regions simply connex. We will only show the case concerned to the
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completamente en G. Entonces nos preguntamos ;puede f tener la propiedad de que la funcién
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Introduccion

Esta monografia, presenta el articulo “When does f=! = %?”, tomado de la revista
American Mathematical Monthly, Vol 105, el articulo trabaja la solucién en el caso real,
en el caso complejo y en regiones simplemente conexas. Nosotros solo mostraremos el
caso concerniente a la solucién real, ya que las otras dos partes requieren herramientas
que no manejamos. El objetivo es mostrar cuando la funciéon reciproca y la funcién
inversa son iguales, y encontrar las condiciones que f debe cumplir para que esto suceda.
Supongamos que f es una funciéon uno a uno de algin subconjunto G de los reales
sobre el mismo, entonces f tiene inversa, y aplica a G sobre el mismo. Asumimos que
G no contiene el origen, para que 1/f esté definida completamente en GG. Entonces nos

preguntamos ;puede f tener la propiedad de que

41
7= ?? (1)
Se ha demostrado en los cursos de célculo elemental que funciones con la propiedad (1)
existen, pero no son faciles de encontrar .
La monografia contiene tres capitulos, el primero trata sobre algunos conceptos y
propiedades de las funciones, en el segundo presenta propiedades de las funciones con-
tinuas indispensables para la lectura de el tercer capitulo donde tratamos la solucién

de la ecuacion (1) en los nimeros reales y mostramos algunos ejemplos.



|
Capitulo

Funciones

1.1. Definicion de funcién

Una funcién f : A — B, consta de tres partes, un conjunto A llamado dominio de la
funcién o conjunto donde la funcién esta definida, un conjunto B llamado codominio de
la funcién o conjunto donde la funcién toma valores y una regla que permite asociar de
modo bien determinado a cada elemento € A, un tunico elemento f(x) € B, llamado

valor que asume la funcién en x.

Definicién 1. La grdfica de una funcion f : A — B es un subconjunto G(f) del
producto cartesiano A X B formado por parejas ordenadas (z, f(x)), donde x € A, es

decir:

Gr(f) ={(z,y) e AxB:y= f(x)}.

Para que un subconjunto G C A x B sea la gréfica de una funcién f : A — B, es
necesario y suficiente que para x € A, exista un unico punto (z,y) € G cuya primera

coordenada sea z.

Definicién 2. Una funcion f: A — B se llama inyectiva o uno a uno, cuando dados

x,y cualesquiera en A, f(x) = f(y) implica x = y. En otras palabras x # y en A
implica f(x) # f(y) en B.
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Definicién 3. Una funcion f: A — B se llama sobreyectiva, cuando para todo y € B,

existe por lo menos un x € A tal que f(x) =y.

Ejemplo 1. Sea f : Z — 7Z, definida por f(x) = x%. Entonces f no es inyectiva, pues
f(=3) = f(3), sin embargo —3 # 3. Tampoco es sobreyectiva, pues no existe v € 7 tal

que 22 = —1.
Ejemplo 2. Sea g : Z — 7Z, definida por g(x) = 3x + 1, entonces g es inyectiva, pues

si 3x +1 = 3y + 1, entonces 3x = 3y, de donde x = y; pero g no es sobreyectiva, ya

que no existe un x € Z tal que 3x +1 = 0.

Ejemplo 3. Sea h : N — N, definida por h(1) = 1 y para todo nimero natural x > 1,
h(z) es el nimero de factores primos distintos de la descomposicion de x. Entonces h
es sobreyectiva, pues h(2) =1, h(6) = 2, h(30) = 3, h(210) = 4, etc., es claro que h no

es inyectiva, ya que si x,y son dos primos distintos, entonces h(z) = h(y).

Definicién 4. Una funcion f : A — B se llama biyectiva, cuando es inyectiva y

sobreyectiva al mismo tiempo.

Ejemplo 4. Dados a,b € Q, con a # 0, la funcion f : Q — Q, definida por f(z) =

axr + b, es una biyeccion.

1. Si f(x) = f(y), es decir ax + b = ay + b, entonces ax = ay, de ahi x =y, luego

f es inyectiva.

2. Dado y € Q, el numero x = yT_b es tal que f(x) =y, pues

f@ﬂ:f(y;b):a(y_b)+b:y—b+b:y

a

Por tanto, f es sobreyectiva.

Definiciéon 5. Sea X C A, sea una funcion f : A — B. La imagen de X por la funcion
f es el conjunto f(X) formado por los valores f(x) que f asume en los puntos x € X .

Es decir
F(X) = {f@):w € X} = {y € B:y= f(x),a € X}.

Es claro que f(X) es subconjunto de B.
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Definicién 6. Sea X C A, sea una funcion f : A — B, consideremos un conjunto
Y C B. La imagen inversa de Y por la funcién f es el conjunto f~(Y), formado por
todos los puntos x € A tales que f(x) € Y. Es decir

fY)={xc A: f(x) €Y}

Ejemplo 5. Sea R el conjunto de niimeros reales. Definimos f : R — R por f(z) = 2.

Entonces la imagen de f, es decir el conjunto f(R), es el conjunto de nimeros reales
mayores o iguales a 0.

La imagen inversa de f, es decir f~*(R), es el conjunto de los nimeros reales.

Teorema 1. Sea f: A — B una funcion de A en B. Si X C A yY C B, entonces:

1. A= f~YB) implica f(A) C B;

2. B = f(A) implica A C f~'(B).

Demostracion.

1) Sea z € f(A), entonces existe v € Ay A= f~1(B), f(x) € B. Pero f(z) = z por lo
tanto z € B.

2) Sea y € A, luego f(y) € f(A) = B implicando que € f~(f(A)), entonces y €
~YB). v

Definicién 7 (Composicién de funciones). Sean f : A — B yg: B — C funciones
tales que el dominio de g es igual al codominio de f. En este caso podemos definir la

funcion compuesta go f : A — C, de tal manera que:

Ve e A:(go f)(x) =g(f(x))A.

Ejemplo 6. Sea f : R — R definida por f(z) = 2> y g : R — R definida por
9(z) =z +2, entonces (go f)(z) = g(f(x)) = g(z?) = 2* + 2.

Definicién 8. Una restriccion de una funcion f : A — B a un subconjunto X C A, es
una funcion f |x: X — B, definida por f |x (x) = f(z), para todo x € X.
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Ejemplo 7. Sea f : R — R una funcién definida por f(x) = x® + 2. Una restriccion
de f a (0,00) C R, es flo) @ (0,00) — R definida por flo) = f(x), para todo
z € (0,00)

Definicién 9. Una extension de una funcion g : X — B a un conjunto A O X, es una

funcion f: A — B, que coincide con g en X, es decir f|x = g.

Ejemplo 8. Sea g : N — R una funcion definida por g(x) = x + 1. Una extension de
g al conjunto R es f: R — R definida por f|y(z) = g(x).

1.2. Funciones monotonas

Definicién 10. Sea una funcion f: X - R, X CR, z,y € X.

1. Si la funcion satisface que si x < y, entonces f(x) < f(y), se dice que f es

creciente.

2. Si la funcion satisface que si x < y, entonces f(x) < f(y), se dice que f es no

decreciente.

3. Si la funcion satisface que si x < y, entonces f(x) > f(y), se dice que f es

decreciente.

4. Si la funcion satisface que si x <y, entonces f(x) > f(y), se dice que f es no

creciente.

Una funcion de cualquiera de estos tipos se llama mondtona.

Ejemplo 9. Sea una funcion f: R — R, definida como sigue:

(£L'+2, six € [0,3],

i) —2x+ 11, siz € [3,5],
x) = _9

$3 ; six € 15,7,

5/3, si x € [7,10].

\
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Esta funcién es mondtona creciente en [0,3] y [5,7] , mondtona decreciente en [3,5].
Veamos:
Sea x,y € [0,3] y # < y, entonces z + 2 < y + 2, luego f(z) < f(y), por tanto f es

creciente en [3,5]. Asi podemos analizar la monotonia en los demads intervalos.

Proposicion 1. X C R,Sea f: X — R una funcion tal que :

1. Si f es creciente, entonces 1/f es decreciente.

2. Si f es creciente, entonces f~! es creciente.
Demostracion.

1. Sea x < y, como f es creciente, entonces f(z) < f(y), luego 1/f(y) < 1/f(x),

por tanto 1/f es decreciente.

2. Como f es creciente, es uno a uno, luego f~! existe. Para ver que f~! es creciente,
sean y; < o dos elementos del dominio de f~! tales que z; = f~'(y1), 10 =
f _1(3/2), donde x1, z9son elementos del dominio de f. Entonces si y; < y, debemos
ver que f1(y1) < f~(y2). Pero no puede ser que x; > o, ya que entonces
tendriamos también que y; > w9, pues f es creciente. La tunica alternativa es

T, < Ta, v esto significa que f~! es creciente.
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Funciones continuas

En este capitulo presentaremos algunas definiciones y teoremas acerca de las funciones
continuas, con el fin de facilitar la comprension de la lectura del tercer capitulo, pero
antes de ello recordaremos conceptos indispensables a la hora de trabajar con estas

funciones.

Definicién 11. Sea z € R, sea € > 0, la vecindad-¢ de x es el conjunto V.(x), definido

por Vo(z) = (x —e,x + ).

Ejemplo 10.

1. Vipp(1/2) = (0,1).

2. Ve (%3?) = (a,0).

Definicién 12.

1. Se dice que A C R, es abierto en R si para cada x € A, existe una V.(x) tal que
V.(xz) C A.

2. Se dice que B C R, es cerrado en R, si el complemento B¢ = R\ B (los reales
menos B) es abierto en R. De otra forma B es cerrado si y sdlo si para cada

y ¢ B, existe g, > 0 tal que BN (y — ey, y +¢,) = D.

7
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Teorema 2.

1. La union de una coleccion cualesquiera de subconjuntos abiertos en R es un con-

Junto abierto.

2. La interseccion de cualesquier coleccion finita de conjuntos abiertos en R es un

conjunto abierto.
Demostracion.

1. Sea {A; : i € I} una familia de conjuntos abiertos en R, y sea A su unidn.
Considérese un elemento x € A; por la definicion de unién, x debe pertenecer a
A;, para algun iy € I. Puesto que A;, es abierto, existe una vecindad V.(x) tal que
V.(x) C Ajy. Pero A, C A, por lo que V.(x) C A. Puesto que x es un elemento

cualesquiera de A, se concluye que A es un conjunto abierto en R.

2. Supongamos que A; y As son abiertos y sea A = A;NA,. Para demostrar que A es
un conjunto abierto se considera una x € A cualquiera; entonces x € A; y x € A,.
Puesto que A; es abierto, existe £; > 0 tal que (x—ey, z+¢1) estd contenido en A;.
De manera similar, puesto que Aj es abierto, existe g5 > 0 tal que (z — ey, x4 &)
estd contenido en A,. Si se toma ahora ¢ como el menor de ; y &9, entonces la
vecindad U, (z) = (x — ¢,z + €) satisface tanto U.(z) C A; como U.(z) C As. Por
tanto, z € U.(z) C A. Puesto que z es un elemento cualquiera de A, se concluye

que A es un conjunto abierto en R.

Teorema 3.

1. La interseccion de una coleccion cualesquiera de conjuntos cerrados en R es un

conjunto cerrado

2. La union de cualesquier coleccion finita de conjuntos cerrados en R es un conjunto

cerrado.

Demostracion.
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1. Si{B;:i€ I} es una familia de conjuntos cerrados en Ry B = (.., B;, entonces

iel
B¢ = {J;¢; Bf es la union de los conjuntos abiertos. Por tanto, B¢ es abierto por

el teorema 2 1) y, por consiguiente, B es un conjunto cerrado.

2. Supongamos que los conjuntos B, Bs, ... B, son cerrados en R y sea
B=B UBU...,UB,
. Por la identidad de Morgan, el complemento de B estd dado por
B*=BiN...NBG;.

Puesto que cada B es abierto, por el Teorema 2. (ii) se sigue que B¢ es abierto.

Por tanto, B es un conjunto cerrado.

v

Definicién 13. Sea X C R. Un numero a € R se llama punto de acumulacion del
conjunto X cuando todo intervalo abierto (a — e,a + €) de centro a contiene algun

punto x € X diferente de a. Notaremos el conjunto de puntos de acumulacion por X'.

Definicién 14. Un punto a € X que no es punto de acumulacion de X se llama punto
aislado. Para que a € X sea un punto aislado es necesario y suficiente que exista € > 0
tal que (a —e,a+¢)NX = {a}.

Ejemplo 11. Sea X ={0,1/2,1/3,...,1/n,...}.

X es un conjunto no abierto, pues 0 € X y para e > 0, (—e,2) € X. X' = {0}, 0
es el unico punto de acumulacion, ya que cualquier intervalo abierto con centro en 0
contendrd puntos del conjunto X .

Los puntos aislados de X son X — {0}.

Definicién 15. Se dice que X C R, es disconexo, o no conexo, si existen conjuntos
abiertos A y B de X no vacios, tales que ANB =0 y X = AU B Diremos que X es

conexo si no es disconexo.

Ejemplo 12. El conjunto X = R\{0}, es no conezxo, ya que es la unién de dos conjuntos

abiertos disjuntos no vacios, los numeros reales positivos y los numeros reales negativos.
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Ahora presentaremos varias definiciones de funciones continuas.

Definicién 16. Una funcion f: X — R, X C R se dice continua en un punto a € X,
cuando es posible tomar f(x) arbitrariamente prozimo de f(a) desde que se tome x

suficientemente proximo de a.

o

Y

Definicién 17. Sea X C R, sea f: X — R una funcion continua so es continua en
un punto a € X cuando,para todo € > 0 dado arbitrariamente, podemos encontrar > 0

tal que x € X y |x —a| < § implica |f(x) — f(a)| < e, simbdlicamente
fes continua en a <&

Ve>0, F>0:z€X,|lx—a|<d=|f(x)— fla)] <e.

Definicién 18. Sea X C R, sea f : X — R y sea a € X. Se dice que f es continua
en a si dada cualquier vecindad V. de f(a), existe una vecindad Vs de a tal que si z es

cualquier punto de X N Vs, entonces f(x) pertenece a V.

Definicién 19. Sea X, Y C R. Una funcion f : X — Y se dice que es continua si para

cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~*(V') es un subconjunto abierto de X.

Teorema 4. Las tres definiciones anteriores son equivalentes.
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Demostracion.

Definicion 17 = Definiciéon 18.

Sea a € X, sea V.(f(a)) definida por V. = (f(a) — ¢, f(a) + ¢), existe una vecindad
Vs(a) tal que si x € X N Vj(a), entonces x € Vs(a) = (a — d,a + ), esto es |z —a| < 9,
entonces por la definicién 17, |f(x) — f(a)| < &, entonces f(a) —e < f(x) < f(a) + ¢,
luego f(x) € V.(f(a)), que era lo que se queria.

Definicién 18 = Definicion 19.

Sea V un conjunto abierto de Y, sea a un punto de f~(V'). Entonces f(a) € V asi por
hip6tesis, existe una vecindad U, de a tal que f(U,) C V. Entonces U, C f~}(V). Se
sigue que f~! se puede escribir como la unién de conjuntos abiertos U, por lo que es

abierto.

Definicién 19 = Definicién 17.

Dado a € X y dado ¢ > 0, la vecindad V.(f(a)) = (f(a) — ¢, f(a) + ) es un conjunto
abierto del conjunto de llegada R. Por tanto, f~! es un conjunto abierto del conjunto de
salida X. Puesto que f~! contiene al punto a, contiene algin intervalo abierto (z*,y*)
al rededor de a. Elegimos 4 asi: § = min{a—xz,y—a}. Entonces, si |zt —a| < ¢ el punto a
debe estar en (z*,y*), por lo que f(z) € V.(f(a)),y |f(x)— f(a)| < &, como se deseaba.
v

Definicién 20. Sea X C Ry f : X — R wuna funcion. Diremos que f es continua

cuando es continua en todos los puntos de X.

Teorema 5.

1. Sia € X es un punto de acumulacion de X, f es continua en a si y solo si

f(a) = lim f(z)

r—a

2. [ es continua en los puntos aislados de X.

Demostracion.



CAPITULO 2. FUNCIONES CONTINUAS 12

1. Como f es continua por 17, para todo € > 0, existe § > 0 tal que si |z — a| < ¢,

entonces |f(z) — f(a)| < €, luego por definicién de limite lim, ., f(x) = f(a).

2. Sia € X, es un punto aislado de X (un punto que no es de acumulacién), entonces
toda f definida en a serd continua en a, ya que para ¢ suficientemente pequeno,
existe un unico = que satisface |z — a| < 0, a saber z = a y |f(x) — f(a)|] =

|f(a) — f(a)] = 0 < e. Asi se concluye que f es continua en los puntos aislados.

v

Ejemplo 13. La funcion g(z) = = es continua en R.
Sea a € R. Dado € > 0, tomando 6 = ¢ tenemos que |g(x) — g(a)| = |z — a| < &, por

lo tanto g es continua.

Ejemplo 14. La funcién f(x) = z* es continua en R. Sea a un punto de acumulacidn

de R, entonces lim, ., f(z) = lim, ., 2> = a* = f(a), luego f es continua.

Teorema 6. Toda restriccion de una funcion continua es continua. Es decir, sea X C
R, sea f: X — R continua en un punto a € X. Entonces g = [ |y, es continua en el

punto a.

Demostracion. Sea V.(g(a)) una vecindad donde g(a) = f|y(a) = f(a), pues a € Y.
Como f es continua en a existe Vs(a) tal que si x € Y NVj(a), entonces f(z) € V(g(a)),
pero f(z) = fly(z) = g(z), ya que = € Y, luego g(x) € V.(g(a)), por tanto g es
continua. v

Teorema 7. Sea X, Y C Rysean f : X - Ryg:Y — R funciones tales que
f(X) CY. Sif es continua en un punto a € X y g es continua en b = f(a) € Y,

entonces la composicion go f : X — Y es continua en a.

Demostracion. Sea W.(g(b)) una vecindad. Puesto que ¢ es continua en b existe Vs(b)
donde b = f(a) tal que si y € Y N Vs(b) entonces g(y) € W.(g(b)), ya que f es
continua en a, existe U,(a) tal que si x € X N U,(a), entonces f(z) € Vs(b). como
f(X) C Y, se sigue que si x € X NU,(a), entonces f(x) € Y N Vs(b), de modo que
go f(x) =g(f(x)) € W.(g(b)). Pero como W.(g(b)) es una vecindad cualquiera de g(b),

esto indica que g o f es continua en a v
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Ahora estudiaremos las propiedades de las discontinuidades de las funciones reales.
Sea f una funcién real definida sobre un intervalo (a, b). Supongamos que ¢ € [a, b). Si
f(z) — L cuando x — ¢ con z > ¢, diremos que L es el limite lateral por la derecha de

f en ¢y lo indicaremos escribiendo

lim f(x) = L.

r—ct
El limite lateral por la derecha se designa también por medio de f(c+). En la termi-

nologia ¢, § significa que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

|f(z) = f(c+)| <e siempre que c<x<c+d<b.

Note que f no necesita estar definida en el punto c. Si f esta definida en cy es f(c+) =
f(c), diremos que f es continua por la derecha en c. Los limites laterales por la izquierda
y la continuidad por la izquierda en ¢ se define andlogamente si ¢ € (a, b].

Sia < c < b, entonces f es continua en c si y sélo si,

flet) = f(e) = f(e).

Diremos que ¢ es discontinuidad de la funcion f, si f no es continua en el punto c¢. En
este caso debera darse alguna de las siguientes condiciones:
1. O no existe f(c+) o no existe f(c—).

2. Tanto f(c+) como f(c—) existen pero son distintos.

3. Tanto f(c+) como f(c—) existen 'y f(c+) = f(c—) # f(c).

En el caso 3) se dice que el punto ¢ es una discontinuidad evitable, ya que la discon-
tinuidad podria evitarse volviendo a definir f en ¢ de suerte que el valor de f en c¢ fuese
fle+) = f(c—). En los casos 1) y 2), se dice que ¢ es una discontinuidad inevitable

dado que la discontinuidad no puede evitarse aunque volvamos a definir f en c.

Definicién 21. Sea f una funcion definida sobre un intervalo cerrado [a,b]. Si f(c+)

y f(c—) existen en un punto interior ¢, entonces:
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1. Si(e=) = f(c) — f(c—) se llama salto de f a la izquierda de c;
2. Sgle+) = f(e+) — f(c) se llama salto de [ a la derecha de c;

3. S¢(c) = flc+) — f(c—) se llama salto de f en c.

Si algunos de ellos es distinto de 0, entonces se dice que f tiene una discontinuidad de

salto en c.

Ejemplo 15. La funcién f definida por f(x) = x/|x| si x # 0, f(0) = K, tiene
una discontinuidad de salto en 0, independientemente del valor de la constante K.

Aqui f(0+) =1y f(0—) = —1.

Teorema 8. Sea f : [a,b] — R continua. Si f(a)f(b) < 0, entonces existe ¢ € (a,b)
tales que f(c) =0

Demostracion. Supongamos que f(a) < 0 < f(b). Sea A = z € [a,b]: f(x) <0, a €
Ab¢ A A # () y A acotado superiormente por b, por el axioma del extremo superior,
existe sup A = c.

Afirmacién f(c) = 0.

A no tiene maximo, si z* € A, entonces f(z*) < 0, como f es continua en x*, para cada
e = —f(z*) > 0 existe 6 > 0 tal que [z*,2* +0) C [a,b] y f(z) € (f(a*) —¢, f(z*) +¢).
Six € (x*,2* 4+ 0) N|a,b], entonces [x*,2* 4+ 0) C A.

Como ¢ =sup A y ¢ es el limite de una sucesion de puntos x,, € A, pues f es continua.
Tenemos que f(c) = lim, . f(x,) < 0. Como A no posee elemento maximo, entonces

¢ € A. Luego no se puede tener que f(c¢) < 0, por tanto f(c) = 0. v

Teorema 9. (Teorema del Valor Intermedio) Sea f : [a,b] — R, una funcidn continua.
Sea f(a) < d < f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demostracion. Sea g : [a,b] — R, una funcién definida por:
g(x) =d— f(=),

g9(a) =d— f(a) <0,

g(b) =d— f(b) >0,

g es continua.
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g(a)g(b) < 0, entonces existe ¢ € (a, b) tales que g(c) = 0 =d— f(c), entonces f(c) = d.
v

Corolario 1. Sea f : I — R, una funcion continua en un intervalo 1. Entonces f(I)

es un intervalo.

Demostracion. Sea o = inf,cr f(x) v B = sup,e; f(z). Afirmamos que f(I) es un
intervalo, cuyos extremos son « y (3. Es decir, dado y con a < y < (3, debe existir
x € I tal que y = f(x), por las definiciones de inf y sup existen a,b € I tales que

fla) <y < f(b). Por el teorema del valor intermedio existe un punto x, entre a y b, tal

que f(z) =y. v

Teorema 10. Sea I C R un intervalo y sea f : I — R creciente en I. Sic € I, entonces

f es continua en ¢ si y sélo si S¢(c) = 0.

Demostracion. Si ¢ es un punto interior de I, entonces f(c) = f(c+) = f(c—), luego f
es continua.

Si ¢ es punto terminal(o extremo del intervalo) de I. Veamos si ¢ es punto terminal
izquierdo(o extremo izquierdo del intervalo), entonces, f es continua en ¢ si y sélo si
f(c) =lim, .+ f = f(c—), que es equivalente S¢(c) = f(c) — f(c—) = 0. Analogamente

si ¢ es punto terminal derecho(o extremo derecho del intervalo). v

Teorema 11. Sea I C R un intervalo y sea f : I — R wuna funcion mondtona y

continua en I. Entonces su inversa f~': f(I) — R es mondtona y continua en f(I).

Demostracion. Se considera el caso en que f es creciente. Puesto que f es continua e
I es un intervalo, por el Corolario 1 se sigue que f(I) es un intervalo. Ademads, puesto
que f es creciente en I, es inyectiva en I; por lo tanto, existe la funcién f~!: f(I) = R
inversa de f. Se afirma que f~! es creciente por la Proposicién 1. Probaremos que f~!
es continua. De hecho, si f~! es discontinua en un punto ¢ € f(I), entonces el salto de
f~1 en c es diferente de 0, de tal modo que

lim f~' < lim f'.

y—c~ y—ct
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Si se elige cualquier nimero x # f~!(c) que satisfaga lim, .- 7! < 2z < lim, .+ f7,
entonces x tiene la propiedad de que = # lim, .- f~' <lim, .+ f~'(y) para cualquier
y € f(I). Por tanto, = ¢ I, lo cual contradice el hecho de que I es un intervalo. Se

concluye por lo tanto que f~! es continua en f([). \



|
Capitulo

Solucion en R

En este capitulo daremos solucién a la pregunta de cuando la funcién inversa es igual
a la funcién reciproca, mostrando una forma de la construccion de todas las soluciones
en (0,00). Consideraremos el caso en el que el dominio de f es un subconjunto de
R. Por dom(f), rec(f) y Gr(f), entenderemos el dominio, el recorrido y la grafica de
la funcién f respectivamente. Si G es un subconjunto de R, entonces definimos los
conjuntos —G ={—-z:2€ G}y 1/G={1/z:z € G}.

Para que una funcién f, cumpla f~' = 1/f es necesario que dom(f) = rec(f) =
1/dom(f) y en particular dom(f), no debe contener el valor cero. Si (a,b) € Gr(f),
entonces (b,a) € Gr(f™!). Pero la propiedad f~! = 1/f requiere que (b, a) pertenezca a
la Gr(1/f) lo cual implica que (b, 1/a) pertenezca a la Gr(f). Continuando en esta forma
vemos que la pareja (a,b) es parte de Gr(f) si y sélo si los puntos (b,1/a),(1/a,1/b)
y (1/b,a) son también parte de Gr(f). Asi bajo la iteracién, una funcién f con la
propiedad (1), actiia en ciclo de orden a lo mds cuatro. Entenderemos por n-ciclo a la

aplicacion de la funcién n veces de tal manera que vuelva a su valor inicial.

a 4]“. b
f
’ \f (3.1)
1 1
b f a

17
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Por otra parte si un conjunto de parejas ordenadas puede ser particionado en subcon-
juntos de la forma {(a,b), (b,1/a),(1/a,1/b),(1/b,a)}, entonces esta es la grafica de
la solucién de f~!' = 1/f con tal de que esta sea la grafica de una funcién. El com-

portamiento ciclico puede ser entendido de otra forma, si f cumple que f~' = 1/f,

entonces 1
()
f(z)
Y 1
= (3.2)
f(f(z))
para todo x; estas dos son equivalentes a la condicién f~' = 1/f. De (3.2) podemos
escribir .
F(f() = - (33

Claramente f o f o fo f es la funcién idéntica,

FUF @) = FUFA/ ),
= [/ f(x)) = =.

Ahora, mostraremos una forma de construir todas las soluciones de f~' = 1/f en el
intervalo (0, c0).

Primero se debe tener que f(1) = 1. Veamos si f(1) = b, utilizando el 4-ciclo, tenemos:

entonces f(b) = 1/1 = 1, luego f(1) = 1/b; ahora b = 1/b en (0,00), luego b = 1.
Después particionando (0, 00)\{1} en dos clases de equivalencia bajo la relacién z ~ x,
x ~ 1/x. Partiendo el espacio resultante S en dos subconjuntos U y V' de la misma

cardinalidad. Sea g : U — V una biyeccion arbitraria, y definamos ¢ : S — S por
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g(s), siseU,
g i(s), siseV.

Observe que ¢ o ¢ es la idéntica sobre S = U U V.

SiseU

Anélogamente si s € V.

Sea C' un subconjunto arbitrario de (0,00) \ {1} que contiene exactamente un miembro

de cada clase de equivalencia {x,1/z} en S; el axioma de eleccién es necesario para este

paso. Para cada x € (0,00) \ {1}, [z] denota el representante de {x,1/x} que pertenece

a C.

Definamos la funcién f de (0,00) en (0, 00) por

;

[o({z, 1/z})],

si{z,1/z} €Uy [z]=x

6si{x, 1/} e Vyz] =1/x,

six =1, (3.5)
si{z,1/z} eV ylz]=2x

6si{z,1/z} e Uy [z] =1/z.

Teorema 12. Toda solucién de f~' = 1/f en (0,00) es obtenida por la construccién

(3.5)

Demostracién. Supongamos que f satisface f~! = 1/f en (0, 00). Partiendo (0, 00)\{1},

usando el 4-ciclo obtenemos conjuntos de la forma {z, f(x),1/x,1/f(z)} de f; un ciclo

de orden 2 6 1 puede surgir solo de f(1) = 1. Sea E el conjunto que contiene exactamente
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un miembro de cada 4-ciclo. Definamos:

U={{z,1/z}: 2 € E} y V={{f(x),1/f(x)}:z€E.}

Entonces S = UUV es el conjunto de todas las parejas {z, 1/2} de (0, 00). Note también
que f induce un aplicacién invertible g de U en V por g({z,1/z}) = ({f(z),1/f(x)}).
Tomemos C'= E U f(E), notemos que C' selecciona precisamente un miembro de cada
pareja {z,1/z}, z € (0,00) \ {1}. Con U, V, S, g y C asi definidas y con ¢ definida
como sigue:

q(s), siseU,

¢(s) = .

g (s), siseV.
La funcién construida en (3.5), es efectivamente la funcién original f. Para probar esto,
scaa € Ey f(a) =b, entonces {a,1/a} € U, {b,1/b} € V' y {a,b} C C. Asi la funcién

construida (3.5) produce un 4-ciclo, (3.1) de acuerdo con la funcién f dada. \4

Ejemplo 16. Una solucién continua para f~' =1/f en R — {0}.

Fa) = —x, sz: x € (0,00),
—1/x, siz € (—00,0).

L: —1/z, six € (0,00,)
f(z) -, six € (—00,0).
—1/z, s1x e (0,00),

IR

—z, six € (—00,0).

3.1. Soluciones continuas a trozos

Si la ecuacién f~' = 1/f es valida, no puede suceder que f sea mondtona creciente
en todas partes del dominio; pues entonces f~! deberfa ser monétona creciente y 1/f

mondétona decreciente. En forma similar vemos que f no puede ser mondtona decre-
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ciente. Asi f~' = 1/f, obliga al dom(f) a ser disconexo ¢ f a ser discontinua.
Examinaremos las funciones que satisfacen la condicién f~! = 1/f, las cuales restringi-
das para ciertos intervalos son continuas. Llamaremos a una sucesién finita (I, I, I3, . . ., I,)
de parejas disjuntas, de intervalos no degenerados un n-circuito de f, y por parejas
disjuntas de intervalos entenderemos que la interseccién de los intervalos dos a dos, es
vacia. Si U, I C dom(f), f restringida para cada Ij es continua, f(I) = Iy para
todo k € {1,2,...,n} vy f(I,) = 1.

Lema 1. Supongamos que f satisface f~' =1/f, sin ¢ {2,4} entonces f no tiene un

n-circuito.

Demostracion. Supongamos que ([;) es un l-circuito de f. Entonces la restriccién de
f a I es continua y cumple que f~' = 1/f. Pero esta posibilidad es descartada. Ahora
asumimos que (I, I, I3) es un 3-circuito. Entonces I3 = f~1(I;) = 1/f([1) = 1/ y
Iy = f~YI3) = 1/ f(I3) = 1/I4, asi se tiene que I} = 1/I, = I3 lo que contradice que sean

disjuntos. Finalmente, si hay un n-circuito (I, I, ..., I,) con n > 4, entonces tenemos
que I, = f~}I;) = 1/f(I,) = 1/I, por otra parte, I, = f~1(I3) = 1/f(I3) = 1/14, se
sigue I, = 1/1 = I por lo tanto n=4. v

Se dice que una funcién es continua a trozos, si dom(f) es la unién de intervalos dis-
juntos {Ji, J2, J3, ...} tal que f restringida a cada Ji es continua. Insistimos que cada
Ji es maximal en el sentido que si J, C J para algin J y f es continua en .J, entonces

Jr = J. Asumimos por simplicidad que cada J; es también no degenerado.

Ejemplo 17. una solucién continua de f~' = 1/f con un j-circuito; el dominio de f

es disconexo, como es necesario para la continuidad.

(

2, six € [2,3],
2/x, six e [4,6],
x/2, sixze[l/3,1/2],
\1/2x, six € [1/6,1/4].
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Veamos como es la funcién 1/ f(x).

. 11
Si z € [2, 3], entonces @ = 2
Stz € [4,6], entonces 5 = 77 =3
Si x € [1/3,1/2], entonces f(lx) = I—}Q =2
Siz € [1/6,1/4], entonces f(1$) 1/1% =
Luego

(1/21:, stz e 2,3,
4,6,
1/3,1/2],
2z, sixze[1/6,1/4].

[
1 fa) = x/2, sixé€ [
[

2/x, sizé€

\
Para calcular la funcién inversa recordemos que f(x) = y < f~'(y) = =z, que el

rec(f) = dom(f™1) y que dom(f) = rec(f™1).
Ahora calculemos f~!(z) :

Six € [2,3], entonces f(x) = 2z.

y = f(x),

y = 2z,

=2
5

Luego en la funcién inversa f~'(y) = %, lo cual quiere decir que f~'(z) = £ .
Ademds como el dom(f) = [2, 3], entonces el dominio de f~! es [4,6], pues en y = 2z,

tenemos que y =2(2) =4y y = 2(3) =6.

Si z € [4,6], entonces f(x) =2/x.

y = f(),
2

y:_7
T
2

T = —.
Y

Luego en la funcién inversa f~1(y) = %, lo cual quiere decir que f~!(z) =
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Ademds como el dom(f) = [4,6], entonces el dominio de f~' es [1/3,1/2], pues en
y =2/x tenemos que y =2/4=1/2yy=2/6=1/3.
Sixz € [1/3,1/2], entonces f(x) = z/2.

y = f(a),
y=uz/2,
=2y

Luego en la funcién inversa f~1(y) = 2y, lo cual quiere decir que f~!(z) = 2x.
Ademéds como el dom(f) = [1/3,1/2], entonces el dominio de f~! es [1/6,1/4], pues en
y = x/2, tenemos que y = (1/3)/2=1/6 y y = (1/2)/2 = 1/4.

Six € [1/6,1/4], entonces f(z) = 1/2z.

y = f(x),
y =1/2z,
r=1/2y

Luego en la funcién inversa f~1(y) = 1/2y, lo cual quiere decir que f~!(x) = 1/2z.

Ademds como el dom(f) = [1/6,1/4], entonces el dominio de f~! es [2,3], pues en

y = 1/2x tenemos que y = 2(11/6) =3yy= ﬁ = 2.

Por tanto

1/2z, size€[2,3],
x/2, six € [4,6],
2/x, sixe[l/3,1/2],

[

2, six e [1/6,1/4].

\
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6 A

1/2

o/ "

1/4
1/6 « ~

=
NI
W=
N [—=
[\
w
i
D

En la figura anterior la gréfica de color negra es f(z), y la grafica de color azul es f~!.

Las soluciones continuas a trozos de f~! = 1/f poseen la sigue caracteristica.

Teorema 13. Supongamos que f es una funcion continua a trozos y sea § = {J1, Ja, Js, . . .
la sucesion asociada de intervalos mazimales de continuidad. Entonces f satisface
[t =1/f siy sdlo si § puede ser particionado en {Fy : k = 1,2,3...} tal que para
cada k,§r, es un 2 o 4-circuito de f, f |uz es continua y f |ug satisface f~1 |uz=1/f |uz-

Demostracion. Es facil ver que si f tiene la estructura indicada, entonces f satisface
f~'=1/f, de otra manera, supongamos que f cumple que f~! = 1/f | entonces para
cada k el conjunto conexo .J; aplica en el intervalo. Ahora f~! es también continua
a trozos con alguna sucesién de intervalos maximales. Se sigue que f(J;) debe ser un
miembro de § por el Lema 1, cualquier (Jg, f(Jx)) es un 2-circuito de f, o (Ji, f(Jx), [fo
f1(Jx), [f o fo fl(Jx)) es un 4-circuito de f. v

Simplemente una solucién continua a trozos es una unién de soluciones continuas en
n-circuitos disjuntos donde n es 2 6 4, esto permanece para describir esas funciones
continuas con la propiedad f~! = 1/f definida sobre un solo n-circuito.

Una solucion continua f en un 2-circuito puede ser construida sobre los intervalos
I € (0,00)y Iy C (—o0,0)talque Iy =1/ y I = 1/15. Se escoge f1 : [y — I contin-
ua y monétona con fi(1) = —1. Definimos fy : Iy — I} por fo(z) = 1/f; (z),x € .
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Entonces f = fi U fy satisface (1) en el 2-circuito (I, I5).

De otra manera la necesidad de I} = 1/, se sigue de I} = f(ly) = f(f(L)) = 1/1;.
Asi hace que por fuerza el dominio contenga tanto a 1 como a —1, con lo cual se puede
elegir 1 € I; C (0,00) y —1 € I C (—00,0).

Una solucién continua f para la ecuacién f~' = 1/f en un 4 - circuito puede ser con-
struido sobre

(A,B,1/A,;1/B) donde A y B son intervalos disjuntos, que no contienen —1,0 6 —1.
Escogiendo arbitrariamente f; : A — B continua y monétona, . Definimos f; : B —
1/A por fo(z) = 1/f7 (x), v € B; f3: 1/A — 1/B por f3(x) = 1/f, (x), v € 1/A;
y finalmente definimos f; : 1/B — A por fi(z) = 1/f;'(z), * € 1/B. Entonces
f=/ iU faU f3U f4 es continua y satisface (1) sobre AUBU1/AU1/B.

Toda solucién continua en un 4-circuito se forma de esta manera.
Note que todo 2-circuito ocasiona un 4-circuito cuando los puntos (1,—1) y (—1,1) son

suprimidos de la gréfica de f.

Ejemplo 18. Una solucién para la ecuacion f~' =1/f en (0,00).

;

1/(x+1,) size(2n—1,2n,,neN
r—1, siz€ (2n,2n+ 1], n €N
f(z) =41, six=1

(x+1)/z, size[l/2n,1/(2n—1)),neN
\:1:/(1 —z), size[l/(2n+1),1/2n), n € N.

~—

el dominio de f es la unidn disjunta de {1} y una sucesion de 4-circuitos. El dominio

es conexo, y [ tiene infinitas discontinuidades.
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Observemos este ejemplo para el caso n = 1.

(

1/(x+1,) sixze(l,2],
x—1, six € (2,3,
flz) = 1, siz=1
(x+1)/z, sixe[l/2,1),
\x/(l—x), sixe[l1/3,1/2).

Y

N o
—_
[\
w

Wl

Ejemplo 19. Una solucién de f~' =1/f con solo 3 discontinuidades en (0, 00).

(

1/(x+1/2) size(0,1/2)
r—1/2 six € (1/2,1)
flz) =141 six=1
2¢/(2—x) six e (1,2)
\(x—|—2)/2x six € (2,00).

FEsto es posible cuando 1/2 y 2 son excluidos del dominio.

Calculemos 1/ f(x):
Sixz € (0,1/2), entonces o = m =xr+1/2.

Size (1/2,1), entorllces ? = #/2)
Sixz =1, entonces o) :1 =1 1
Sl T € (172), entonces m = m = (2 — .ZU)/QI'
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- 11
Siz € (2,00), entonces 7 = a7z = 24/ (7 +2).

Luego

(

(x +1/2) stz e (0,1/2),
1/(x—1/2) size(1/2,1),
1/f(x) = {1 siz=1

(2—12)/2z size(1,2),
k23U/(av—i—2) six € (2,00).

Calculemos f~!(z):

Siz € (0,1/2), entonces f(x) =1/(z + 1/2).

y = f(z),
1
Y= w12y
_(2-y)
2y
(2-9) (2-2)

, lo cual quiere decir que f~(z) =

Luego en la funcién inversa f~1(y) = 5 -
Ademds como dom(f) = (0,1/2), entonces el dominio de f~! es (1,2), pues en y =

1/(x+1/2) tenemos que y =1/(0+1/2) =2y y=1/(1/2+1/2) = 1.

Siz e (1/2,1), entonces f(x) =z —1/2.

y=[f(x),
y:$—1/27
r=y+1/2.

Luego en la funcién inversa f~!(y) = y+1/2, lo cual quiere decir que f~(z) = z+1/2.
Ademds como dom(f) = (1/2,1), entonces el dominio de f~! es (0,1/2), pues en y =
r—1/2tenemos quey =1/2—-1/2=0yy=1-1/2=1/2.

Si x =1, entonces f(x) = 1.

y = f(r),
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y =1

Luego en la funcién inversa f~!(y) = 1, lo cual quiere decir que f~!(z) = 1.
Siz € (1,2), entonces f(x) =2z/(2 — z).

y = f(x),
2z
e
P
y+2
Luego en la funcién inversa f~1(y) = %, lo cual quiere decir que f~(z) = 2.

Ademds como dom(f) = (1,2), entonces el dominio de f~! es (2,00), pues en y =
2x/(2— ) tenemos que y = 2(1)/(2—1) =2y y = 2(2)/(2 —2), como observamos, nos
da un cociente con denominador cero, entonces apliquemos limite:

2z

hmz;,z m = 0

Six € (2,00), entonces f(x) = (x + 2)/2z.

y = f(z),
_x+2

Yy = (21:)7
B 1

x_iy—l/Q'

1 _1
y—1/2° z—1/2"

Ademds como dom(f) = (2,00), entonces el dominio de f~! es (1/2,1), pues en y =

Luego en la funcién inversa f~1(y) = lo cual quiere decir que f~!(z) =

(x+2)/2x tenemos que y = (2+2)/2(2) = 1 y utilicemos limite para hallar y en x = 2,

(z+2) _ 1
2¢ 2

lim,
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Luego

(

(x +1/2) siz e (0,1/2)
1/(x—1/2) size(1/2,1)
f_l(x)z 1 siz=1
(2—x)/2x sixze(l,2)
\2x/(x+2) stz € (2,00).

3.2. Un ejemplo con grafica densa

En esta seccion presentaremos una proposicién que nos dice que existe una funcién f
que cumple la condicién f~! = 1/f y que su grafica es densa; también recordaremos

conceptos ttiles para su mejor comprension.

Definicién 22. Un conjunto X C R se llama denso en R cuando todo intervalo abierto
(a,b) contiene algin punto de X, es decir, un conjunto de nimeros reales es denso en R,

cuando dados arbitrariamente a < b en R, es posible encontrar x € X tal que a < x < b.
Ejemplo 20. Sea X = {x: 2 € Q\Z}. X es un conjunto denso en R.

Definicién 23. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de subconjuntos

de X con las siguientes propiedades:

1. @y X estan en T.
2. La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estd en T.

3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estd en T.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama espacio topoldgico.

Ejemplo 21. Sea X un conjunto de tres elementos X = {a, b, c}. Hay muchas topologias
posibles sobre X . Indicaremos algunas.

o ={0, X},

7 = {0,{a},{a, b}, X},
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T3 = {(Dv {CL}, {C}v {CL, C}a X}7
71 =1{0,{b}, {a,b},{b,c}, X},
Ts = {@, {a}7 {b}7 {av b}7X}

Definicién 24. Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una

coleccion 3 de subconjuntos de X tales que:

1. para cada x € X, hay al menos un elemento bdsico B € [ que contiene a x.

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos bdsicos By € 3 y By € [,

entonces existe un elemento basico Bs € 3 que contiene a x y tal que Bs C B1NDBs.

Proposicién 2. Eriste una funcion f que satisface f=1 = 1/f sobre (0,00) tal que el
Gr(f) es densa en
(0,00) x (0, 00).

Demostracion. Construyamos la grafica semejante a la funcion f. La estrategia es es-
coger un conjunto denso de puntos que cumplan el papel de a en el 4-ciclo (3.1), entonces
obliga al 4-ciclo (3.1) a tener la propiedad (1).

Sea {E})} una base abierta contable respectivamente de (0,1) x (0,1). Sea (aq,b,) € Ey
escogidos arbitrariamente. Sea Fy = {(a1,b1), (b1,1/a1), (1/a1,1/b1), (1/b1,a1)}.
Teniendo definido F;,_1, escojamos (a,,b,) € E,, tal que ninguno de los a, o b, se
encuentran en (J;—1 {ax, bx, 1/ax, 1/by.}.

Sea F,, = F,—1 U{(an,b,), (bn,1/an), (1/an, 1/b,), (1/by, a,)}. Entonces la funcién

J1 = U, Fi satisface (1) sobre un subconjunto contable de (0, 00), y su grafica es den-
sa en el primer cuadrante.

Existe un conjunto de puntos no contables en (0, 00) \ dom( f;). Definimos f5 que satis-
face (1) sobre (0, 00) \ dom(f;) usando el esquema (3.5). Entonces f = fi U f satisface

(1) en (0,00), y esta gréfica es densa en el primer cuadrante. v
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